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v ktorych ¢y =2 0, ¢, 2 O =znalla TubovolIné kondtanty. 2z tychto dvah nevyplyva,
%e by sndd nemohli existovat eSte daldie integrély 4. rovnice (3), prechédza-
Jice bodom (0,0). VBetky integrélne krivky prechddzajiice bodom (0,0) 1leZia
medzi parabolami o rovniciach y = - 2 x2, y =2 x2 (ods. 10).

2. Systémy funkcii jedne] premennej

13. Z4kladné vlastnosti

V nasledujuicich niekolkych odsekoch vyvinieme krétku teoriu o systé-
moch funkecif jednej premennej, ktord je velmi u?ito&né pre teoriu Btudovanych
d. rovnic,

Majme Yubovolnd neprézdnu mnoZinu Y funkcif jednej premennej, ktoré
si definované v istom spolo&nom intervale Jj. MnoZinu Y nazyvame tieZ gysté-
mom Y. !

Nech m Jje lubovolnéd neprédzdna podmnoZina intervalu J : m ¢  J.
Budeme hovorit, Ze funkcie systému Y sd spola rovnomerne ohranifené na mnoZi-
ne_ m, ak existuje &i{slo A > 0O také, Ze hodnota kaZdej funkcie vo vhodnom

&isle Xy € m spina nerovnost

l y (xy)|

Vidime, Ze této vlastnost je dediln4, t.j. ked funkcie systému Y su
na mnoZine m spola rovnomerne ohranilené, potom td istd vlastnost majui tieZ
funkcie kaZdej neprézdnej podmnoZiny mno%iny Y. Funkcie systému Y sdi na
mnoZine m spola rovnomerne ohrani¥ené napr. vtedy, ked mno%ina ich hodndt v
niektorom &{sle mnoZiny m Jje ohranilené.

Dalej budeme hovorit, %e funkcie systému Y su rovnomerne ohranifené
na mnoZine_ m, ak existuje také &{slo B > O, Ze hodnota kaZdej funkcie
YyE€Y v ka%dom &f{sle x € m spiﬁa nerovnost

| yax) | £8B

Tie% tdto vlastnost Je dediln4.

Vidime, Ze funkcie systému Y sd na mnoZine m rovnomerne ohranile-
né, si tam aj spola rovnomerne ohranilené. Okrem toho mnoZina ich hodndt v ka%~
dom &isle mnoZiny m Jje ohranilend.

Napokon definujeme dbleZity pojem rovnomocnej spojitosti funkcif systé-
mu Y na mnoZine m takto:

Funkcie systému Y sa nazyvajud rovngﬁocne spojité na mnoZine m,
ked ku kaZdému &felu & > o existuje &fslo d > o také, Ze ka2dé funkcia
y € X splna v kaZdych dvoch &fslach x, x° € m, pre ktoré je Ix - x ] < C{:
nerovnost
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[y(x) - y(x)I<E

Ked funkcie systému Y s8d na mnoZine m rovnomocne spojité, potom
kaZdé z nich je tam rovnomerne spojité. Opak neplati, ako vidime napr. ne
postupnosti funkci{

X, 2x, 3%, ... kde xé€ [0, 1]

Rovnomocné spojitost je tieZ dedidnd vlastnost.

Zavedené pojmy sa uplatnujd najm¥ vtedy, ked funkcie gystému Y sd
v intervale J spojité.

Platia tieto vety:

l. Nech funkcie systému Y majd v intervale J derivédcie, ktoré su

v

v nom rovnomerne ohranilené. Fotom sd funkcie systému Y v intervale J rov-
nomocrie spojité.

Dékaz. PodYa predpokladu existuje &islo B > o, také, Ze pre x € ]
plati
ly'x)l & B

Nech x, x € J a y € Y YubovoIlné funkcia. Aplikujic vetu o prirastku na
funkciu y dostévame

4 4

y(x) = y(x’) =(x=-x") .y (g ), kde 3 je medzi x a x

Potom ale Jje:
| y(x) - y(x)[ s | x-x"| B (1)

£
ZvoYme si teraz Yubovolné &€ >0 a lubovolné 0 <d < —

B
Vidime, %e ked &{sla x, x vyhovujd nerovnosti
Ix-x‘[<<f
je tieZ
| y(x) - y(x)| £ | x-x"1Bsd .B<E€

Tfm je veta dokézané.

2. Nech interval J Jje ohranileny. Nech funkcie systému Y maji vlast-
nost uvedendi vo vete l. a okrem toho nech si v intervale j spola rovnomerne
ohranilené. Potom si tieto funkcie v intervale J rovnomerne ohranilené.

D8kaz. Ozna&me | | diZku intervalu J. Podls predpokladu existuju

t{sla A > o, B> o0, také, %e funkcia y € Y splna v ks%dych dvoch &fslach
x, x'€ § nerovnost (1) a okrem toho vo vhodnom xy‘E. J nerovnost
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<
| y(xy)l A
Odtia)l vidime. Ze platia vztahy:
I y(x) | glylxy) |+B|x-xy|§ A+BIly3l

z ktorych vyplyva tvrdenie.

4. Cauchyovseské postupnosti funkcifd

Nech

(Y = ) Yy Y2
Je postupnost funkcif jednej premennej definovanych v nejakom (spoloZnom) in-

tervale J.

Postupnost Y sa nazyva cauchyovskd v &{sle x & J, ked mé tuto
(klasickd) vlastnost: K Z1slu x a k lubovolnému &{slu & > o existuje pri-
rodzené &1slo N také, Ze pre Yo 2 Iy €Y, &, V>N, Je

| 30 (x) -y, (x)| <& (1)

PodY: klasjickej vety usudzujeme,2e postupnost Y Jje v &isle - x cau-
chyovskd vtedy a len vtedy, ak v nom konverguje. Z toho dévodu spravidla ne-
rozlidujeme medzi postupnostami, ktoré si v niektorom &isle cauchyovské alebo
konvergentné. Dalej vidime, %e tdto vlastnost je dediZnd: ked toti% postupnost
Y Je v &fsle x cauchyovské, potom td istd vlgstnosf méd 1 kaZdé jej ¢iastolné
postupnost.

Nech mc¢c J Jje Tubovolnd neprézdna mnoZina. Fostupnost Y sa nazy-
va cauchyovskd na mnoZine m_ vtedy, ak je cauchyovské v ksidom &isle x € m.

V tomto pripade mbéZe existovat &1slo & » o, ktoré sa vyznalduje tym,
Ze mnoZina prirodzenych &fsel N priradenych k jednotlivym &¢islam x € m a
k ¥fslu € > 0o Jje neohrani¥end. Ak tomu nie je tak, hovorime, Ze postupnost Y
Je na_mnoZine m rovnomerne cauchyovské. Inymi slovami:

Postupnost Y sa nazyva rovnorerne cauchyovské na mnoZine m, ak
ku kn2dému &fs8lu € > o existuje prirodzené &fslo N také, Ze nerovnost (1)
plati pre y#,yve’r,lu.,v>n, X € m.

TieZ tdto vlastnost je dediénd. Podla klasickej vety Jje postupnost Y
na mnoZine w rovnomerne cauchyovskd vtedy a len vtedy, ak je na nej rovnomer-
ne konvergentnd. Z toho d8vodu spravidla nerobime rozdiel medzi postupnostami
rovnomerne cauchyovskymi a rovnomerne konvergentnymi.

Teraz dokéZeme dve vety, ktoré budeme v daldom potrebovat.

l. Nech funkcie postupnosti Y 84U na mnoZine m rovnomerne spojité
a postupnost Y je tam rovnomerne cauchyovskéd. Fotom jej limita y Jje na mno-
Zine m rovnomerne spojité.
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D8kaz. Nech £ > 0 je Tubovolné &f{slo. Treba ukédzat, Ze existuje &fslo
d> o také, %e pre kaZdé dve ¥fsla x, x € m, ktoré spinaji nerovnost
Ix = x1 <d plati

| ¥y(x) - y(x")| < E
. Nakolko postupnost Y na mnoZine m rovnomerne konverguje k funkcii

y, existuje funkela y_, € Y tej vlastnosti, Ze v kaZdom &f{sle x € m pla-
t{ nerovnost lyoc (x) = y(x)|< --g- « PretoZe funkcia Y Je na mnoZine m

rovnomerne spoJité, existuje &islo /) 0 také, Ze pre kafdé dve ¥{sla x, x'€

€ m, ktoré spfnaji nerovnost |x - x|<d, je| Ve (X) =y, (x°)| < —i— . Vi-

dfme, Ze pre ka%dé dve &fsla x, x' ¢ m, ktoré spinajd nerovnost |x - xJ<d
plat{:

ly(x) = yx) | = | Qx) - Yo (X)) #+ G&(xi - %, (x") ) +(yc (x) -

-y(x))|$ [ y(x) =y, X)| + |y, (x) =y, (x| + }y, (x°) =
< « < ol

3
- yx)|< —+
y 3

w|e

+—‘-E—=£
3

Tym Je vets dokézand.

2. Nech interval J Je ohraniZeny a funkcie postupnosti Y sd v nom
rovnomocne spojité. Nech daleJ mnoZina m Je v intervale J hustéd, t.j. medzi
kafdymi dvoms réznymi Z{slamwi intervalu J Jje aspon jedno &islo mnoZiny m,

a nech postupnost Y Jje na nej cauchyovskéd. Potom je postupnost Y rovnomer=-
ne cauchyovské v intervale J.

D¢kaz. Zvolre Yubovolné Zfslo &€ > o. PodYa predpokladu o rovnomocneJ
spojitosti funkci{ postupnosti Y existuje &1islo d> o také, Ze pre kaZdd
funkciu y, € Y a pre kaxé dve ¥fsla x, x € J, ktoré spinaju nerovnost
|x = x| <d Je

| yg (X) =y (x1)] < EY ' (2)

ZvoIme Iubovolné konelné delenie ir;tervalu J o norm919 men3eJ nei
J: 8, € 8) <Ceoeo < a,, pritom 8, &, si konce intervelu Jj. Také delenie
vidy vieme zvolit, lebto interval J Je ohranifeny. PretoZe norma delenla je
mendia net d , Plati nerovnost (2) pre kaZdd funkciu Y € Y a pre kaZdé
dve &{sla x, x, ktoré le%ia v ktoromkolvek v tom istom &iastoZnom intervale

delenia.

19
Normou delenia rozumieme dIZku najvédZieho &igstolného intervalu delenia
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Zvolme dalej vnitri kaZdého ¥iastoZného intervalu [ay -1 af]y =1,
2, seey T Tubovolné Z1islo X0 € m; to je moZné, pretoZe mnoZina m 'Je v
intervale J husté. Postupnost Y Jje cauchyovskéd v kaZdom &isle Xy3ees x
pretoZe Jje cauchyovskd v kaZdom %{sle mno¥iny m. Existuje preto ku kaZdému
&1slu Xp prirodzené &islo Ne teké, Ze pre kaidé dve funkcie yt‘ ' Yy €
€Y 8 indexmi o, ¥ > N“o y plati

r’

yp (xp ) =3y (xp)] ¢ — (3)

Oznalme N najvéldie z &1sel Nyy ooey Noo Potom pre ka2dé dve funkcie  yso,
Yy € Y s indexmi 4 , ¥ > N a pre kaZdé ¥fslo Xp (=1, 2, ¢ee, r) mé-

me: lyé‘. (xP) - ¥y (xP .)<—§—.
Nech x € J 2naf Yubovolné &islo. Potom je pri vhodnom £ : x¢€

€ [aSo -1 a§ [  « Pre ka?dé dve funkcie Yur ¥y € Y s indexmi g+, Y >N,
méme $

lyéb (x) - Yy (x)| zlG(_‘(x ).- Yo (x.P) >+<y‘u‘(x.p) -
. b 4 (xP)D +6ry (xP)-yy (x))|§|y#(x)-yé¢(xp)l +
+|yt,_(x§)-yy (xP)l-'-ly, (x‘P)-yJ, (x) ]

a vidime, Ze ka%dy s&{tanec na pravej strane je mend3im neZ JE— y prvy a tre-

t{ preto, Ze &isla x, Xp si v tom istom éiastoénbm intervale delenia a
druhy podla definicie &isla N, Tym je d8kaz uskutol&neny.

15. Ascoliova veta

UvaZujme o postupnosti funkcif{ definovanych v nejakom intervale J:

Ascoliova veta znie takto:

Nech interval J Jje ohraniZeny a funkcie postupnosti Y su v nom
rovnomocne spojité, nech dalej mnoZina ich hodnét v kaZdom ¥{sle intervalu J
je ohraniZenéd. Potom v postupnosti Y existuje aspon jedna &iastoind postup-
nost, ktord je v intervale j rovnomerne cauchyovské.

Podla vety 12.1 je limita tejto Ciastolnej postupnosti v intervale
rovnomerne spojitéd.

Ddkaz. Nech m 2znad{ mnoZinu v3etkych rscionélnych. £¢isel leZiacich
v intervale Jj. MnoZina m Jje v intervale J hustéd a d4 sa usporiadat do
postupnosti. Nech (m =) Tys Tpy ...} je jeJ nejaké usporiadanie.
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Dékaz bude uskutolneny, ak sa nédm podari definovat postupnost postup-
nost{ funkci{:

Y110 Y12° y13v°'°

Y210 Y221 Y23,... (1)

y31' y3éi y33o XX

ktord m4 tieto vlastnosti: Prvéd postupnost je Y a kaZdéd nasledujica je &iaat-

kou postupnosti predchédzajicej; druhd postupnost je cauchyovskéd v &isle Ty
tretia i v &1isle rp atd.

Potom totiZ postupnost funkeii
Y110 Y22, Y330 oo (2)

ktoré je &iastkou postupnosti Y Je cauchyovskd na mnoZine m, a teda podla
vety l4. 2 Jje rovnomerne cauchyovskd v intervale Jj. To, Ze postupnost (2)
je cauchyovskd na mnoZine m Jje pravda, pretoZe postupnost hodnét funkcii tej-
to postupnosti v l'ubovolnom &{sle L (n + 1)-tou funkciou podinajic Jje &iast-

kou postupnosti hodnét (n + 1)-tej postupnosti (1) v &fsle r ktoré je cau-
chyovsk4.

n’

Aby sme teda definovali postupnosti (1), uvdZme, Ze prvd postupnost
méme definovand - a je to postupnost Y- a predpokladajme, Ze sme ich uZ de-
finovali ur&ity po¥et n (2 1) tak, aby mali Ziadané vlastnosti.

(n+l)-td poastupnost potom definujeme pomocou n=-tej takto: Z pred-
okladu o ohranigent rnoZiny hodndt funkcif{ postupnosti Y v kaZdom &{sle in-
tervalu J vyplyva, Ze postupnost fsel y , (rn), ynz(rn), yn3(rn), eee Je
ohranidend. V tejto postupnosti teda existuje cauchyovskd &iastka; oznalme Ju
Yn+1,1 (rp)s Yoa1.2 (T yn+1’3(rn), «++ Postupnost funkcift Yns1,10 Yne1,2
Yne1,3 °°° Je ¢lastkou n-tej postupnosti (1) a je cauchyovskd i v &isle
9
r,e Tym méme definovand (n+l)- nd postupnost (1) a d8kaz Je skonleny.

16. D8sledky Ascoliove vety

DokéZeme dve vety, ktoré sa primykajd k predchddzajicim dvahdm a kto-
ré neskdr budeme potrebovat. Ozna¥enie tu preberéme z predchddzajiceho odseku.

1l. Nech su splnené predpoklady Ascoliovej vety a nech postupnost Y
J v intervale J neraetica (neklessjica). FPotom této postupnost je v inter-
vale J rovnomerne cauchyovské.

D8kaz. Predporladajme napr., Ze postupnost ¥ v intervale J nerastie
takfe v ka?dom x € j Je:

NI'X) ; yz(X) a LN (1)



PodTa Ascoliovej vety existuje Eiastolné postupnost

yd,ls y"Z’ ose (2)

ktord je v J rovnomerne cauchyovskd a samozrejme nerastie.

Nech € > o Je Yubovolné ¥{slo. Treba ukézat, Ze existuje priro-

dzené &i{slo N také, Ze pre Yu » Iy € I, g0, ¥ > N, x € J Je sple
nend nerovnost )

lye,,, (x) -y, (x)|<E

Nakolko postupnost (2) je v intervale J rovnomerne.cauchyovské,
existuje ¥1slo N € [‘1’ 0C2, ...3 tak€, Ze pre kaidé %{slo nz N, neé€
€ (&1. &2, ....] v8ade v intervale J plati nerovnost

| yy(x) = y(x) < & (3)

Nech Yo 2 Yy € Y sd Iubovolné funkcia s indexmi &,V > N.
Nech je napr. g € ¥ . Zvolme lubovolné &{slo n € {"Cl' Loy ...} y A2Y.
Potomméme N <g¢ §Y § n a v kaZdom ¥fsle x € J platia nerovnosti

y(x) = Yu )2 ¥y (X)Z yu(x)

ako vidime zo vztahov (1). Odtial a z nerovnosti (3) usudzujeme, Ze pre x € J

Je
|y x) =3y (XD |= yu (x) -yy (xX)$ yy(x) - yulx) = | yy(x) -
- y(x)] < €

Tym je tvrdenie dokézané.

2. Nech su splnené predpoklady Ascoliovej vety a nech v3etky rovnomer-
ne cauchyovské Ziastky postupnosti Y maju td isti (rovnomerni) limitu y.
Potom tieZ postupnost Y- mé rovnomernd limitu y.

D6kaz. fripustime, Ze su splnené v3etky predpoklady a predpokladajme,
%e tvrdenie neplat{. Potom existuje 3fslo &€ > o a sd%asne &iasto%nd postup-

nost ( yoc_},dz ocl, c(.2,... a postupnost &isel X € J také, Ze
platd{

g (xe ) =yix, V|2 E

Podla Ascoliovej vety existuje rovnomerne cauchyovskd &iastka postup-
noati [y"} , ktoré podYa predpokladu mé (rovnomernd)limitu y. Oznadme ti-
to cauchyovskd &iastku { Yp} y potom pre kaZdé AL dost velké platl
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'yp (xp)-y(xp)|<6
Av3ak to je spor s nerovnostami (2). Tym je veta dokézané.

17. Normédlne s8s8ystémy

Vrétme sa k udvahém o Tubovolnom systéme funkcif jednej premernej Y,
ktoré sd definované v istom intervale j. Budeme hovorit, 2e systém Y je
normélny v intervale Jj, strulne: normédlny, ked celkom v3etky funkcie systému

Y sd v intervale Jj rovnomocne spojité a mno%ina ich hodndt v kaZdom &f{sle
intervalu J Jje ohranilend.

Této vlastnost je dedilnd, t.j. ak systém Y Jje normdlny, potom tieZ
kazdy Jjeho podsystém je normdlny.

Z predchédzajucich dvah vyplyva niekolko dbéleZitych vlastnost{ normé&l-
nych systémov. '

a) Ked interval Jj je ohrani&eny a funkcie systému Y sd rovnomerne

ohranifené v J a maji v J rovnomerne ohranidené derivécie, potom systém ¥
Jje normélny. '

b) Ked interval J Jje ohranideny a systém Y je v nom normélany, po-
tom v kazdej postupnosti funkcif systému Y existuje aspon jedna 3iastodnd
postupnost, ktord je v j rovnomerne cauchyovskd. Limita tejto &iastoZnej po-
stupnosti je v intervale J rovnomerne spojité.

18. Systémy funkcif{ ako metrickd6é
priestory

V tomto odseku objasnime, ako sa niektoré vlastnosti systému funkcif
a najm¥ normélne systémy, javia z hladiska metrickych priestorov. Za tym ile-—
lom urobime vopred niekolko poznémok o zéXKladnych pojmoch tejto teorie, pokial
ich budeme v dalZom potrebovat.

Metrickym priestorom sa rozumie, ako je znéme, lubovolnd neprézdna mno-
¥ina P, v ktorej je definovand metrika, t.Jj. funkcia, ktord ku kaZdej uspo-
riadanej dvojici prvkov a, b € P priraduje nezdéporné &islo $ (a, b),
tzv. vzdialenost prvku b _od a. PFPritom sa poZaduje, aby funkcia £ mala tie-
to vlastnosti:

1. P (a, b) =0, ak a =Db a len vtedy;
2. o (a, b) =§¢ (b, a);
3. [ (a, D) £ P (a, ¢) + © (c, b);
a, b, c € P znalia Yubovolné prvky..Vthadom na vlastnosti 2.hovorime oby=-

lajne o vzdialenosti prvkov bez ohladu na to, ¥i ide o vzdialenost prvku a od
b, alebo b od a.
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Nech P znali Tubovolny metricky priestor. Nech {.agc} je bodové
postupnost v P, t.j. postupnost, ktorej &leny su prvky priestoru P.

Postupnost {aa('}- sa nazyva cauchyovska, ked ku kaZdému &> o
existuje také ¥1slo N, Ze pre vdetky n, m 2 N plat{f

s

[ (a,, ay) £ ¢

Cauchyovské postupnosti treba rozli3ovat od postupnosti konvergentnych.

Postupnost {.ad;} sa nazyva konvergentnd v priestore P, ked v
priestore P existuje jej limita, t.j. prvok, od ktorého celkom v3etky prv-
Xy postupnosti { ad:} nmaji vzdialenost men3iu neZ Tubovolne dané kladné ¥islo.
Konvergentné postugpost je vidy cauchyovsk4, ayéak nemusi to platit naopak.

Priestor P sa nazyva relatf{vne kompaktny, ak v kaZdej postupnosti
jeho prvkov existuje cauchyovské &iastka. Priestor P sa nazyva dplny, ak
kaZd4 cauchyovskd postupnost prvkov vn P  Jje konvergentnd. Priestor P sa
nazyva kompektny, ak je suasne relativne kompakiny a uplny, alebo ak v kaZdej
postupnosti prvkov P existuje konvergentnd &iastka.

Vrétme sa teraz k gvahém o systémoch funkcif jednej premennej.

Nech Y op8t znadi Tubovolny 'systém funkcifi jednej premennej, ktoré
sd definované v istom intervale J. Predpokladajme v daldom, Ze funkcie sys-
tému Y s v intervale J ohraniZené. Tento predpoklad je v daldfch dvahdch
podstatny. '

Systém Y povySime na metricky priestor tym, %e v nom definujeme'
metriku @ takto: vzdialenost ITubovolnej funkcie v € X od Yubovolnej
funkcie u € Y definujeme vzorcom

P (u, v) = sup lu(x) = v(x) |
x € J

PretoZe funkcie systému Y sd v intervale J ohranilené, mé této
definfcia zmysel. lahko vidfme, %e funkcia P mé Ziadané vlastnosti 1-3; na-
zyvame ju prirodzenou metrikou systému. Y.

'Z definficie funkcie € vyplyva, Ze Yubovolné funkcie u, v € Y
splnaji v ka?dom %fsle x € J nerovnost |u (x) - vix)| § € vtedy a len vte-
dy, xed P (u, v) £ €3 & >0 znall Iubovolné &islo. '

Z toho usudzujeme, Ze Tubovolnd pos%upnost funkcif{ systému Y Je
v intervale J§ rovnomerne cauchyovskd, alebo rovnomerne konvergentnd vtedy
a len vtedy, ked je z hladiska metrického cauchyovskd. Dalej, ze je v inter-
vale J rovnomerne konvergentnd a jej limita je v systéme Y, ked je konver-
gentnd v zmysle metrickom a len vtedy.

Z tychto poznémok plynd nasledujuice ddsledky:

Ked systém Y je normélny potom je z hladiska metrického relativne
kompaktny; v pripade, Ze funkcie systému Y s8Ud v intervale j rovrhomerne
spojité, plati tieZ opak.
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Ak sa systém Y vyznaluje tym, Ze limita kaZdeJ rovnomerne konver-
gentned postupnosti Jeho funkci{ je v systéme Y, potom je z hladiska me-
trického Uplny a naopak.

Ked sa systém Y vyznaluje tﬁm, e v ka%idej postupnosti jeho funkcif
existuje rovnomerne konvergentnd Ziastka, ktorej limita je v systéme Y, po-
tom je z hladiska metrického kompaktny a naopak.

19. Systémy funkcii ako zvizy

V tomto odseku objasnime niektoré vliastnosti systémov funkcii 2z hla-
diska teorie zvizov.

Op¥t urobime btruiny wijklad o zékladnych pojmoch teorie zvézov, pokial
ich budeme potrebovat.

- Nech P Jje lubovolnéd neprézdna mnoZina. MnoZina P sa nazyva
8iastolne usporiadand, ked je dané pravidlo, tzv. &iastoné usporiadanie, kto-
ré ku ka¥dému prvku mnoZiny P priraduje isté prvky v P, eplnajic pritom
uréité podmienky. Zavedme symbol a £ b k vyJjadreniu toho, %e pravidlo prira-

xduje k prvku a prvok b; &f{tame ho: a 1leZf v b, alebo b obsahuje a.
Potom tie podmienky su:

l. pre a € P 'Je a € a (reflex{ivnost),
2. ak a & b, bg cpotom a § ¢ (tranzit{ivnost),
3.8k a € b, b s a potom a = a (antisymetria).

Ku kaZdému &iasto&nému usporiadaniu mnoZiny P existuje &iasto&né
usporiadanie inverzné, ktoré k prvku a priraau,je prvwk b vtedy a len vte-
dy, ak pdvodné &iastoZné usporiadanie priraduje k prvku b prwk a.

Predpokladajme, Ze mnoZina P Jje &iastol&ne usporiadand. Nech A
¢ €P je Tubovolnd neprédzdna podmnoZina.

Prvok u € P sa nazyva hornou hranicou mnoZiny A (vzhladom na
dané ¥iastoZné usporiadanie), ked obsahuje kaZdy prvok mnoZiny A a sdm leZi
v kaZdom prvku mnoZiny P, ktory méd tito vlastnost. Inymi slovami, ak platia
vztehy a £ u £ x pre v3etky prvky a € A a vietky prvky x € P vyho=-

vujice vztehu a § x.

Hornd hranicu mno%iny A  zna¥ime obydajne [AJ], alebo ak sme
oznalili prvky mnoZiny A pismenami a, b, +.., symbolom [a, b, eco ]
alebo aoubou «os DA sa Iahko ukézat, Ze mnoZina A mdZe mat najviac jednu
hornd hranicu. '

Podobne sa definuje dolnd hranica mnoZiny A.

Prvok ve€EP sa nazyvae dolnou hranicou mnoZiny A (vzhladom na da -
né &lastolné usporiadanie), ak le%f{ v kaZdom'prvku mnoZiny A a sém obsahu- i
Je ka%dy prvok mnoZiny P, ktory mé.tdto vlastnost. Inymi slovami, ak platia
vztahy y £ v S a pre v8etky prvky a € A a v3etky prvky y € P, vyho-
vujice vztahu y £ a. Dolnd hranicu mnoZiny A  zna%ime obyZajne (A), ale-
bo ak sme oznadili prvky mno%iny A : a, b, ¢.., Symbolom (&, b,...) alebo
anb A ,., Opat plati, Ze mnoZina A mb6Ze mat najviac jednu dolnd hranicu.
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Horné a dolné hranice mno%iny A, ak v8bec existujy, vjmenia sa, 8k
sa vymeni dané Ziasto&né usporiadanie mnoZiny P za &iastodné usporiadanie
inverzné.

Kaz2d4 jednobodové podmnoZima {a} ¢ P, kde a € P mé& samozrejme
hornd aj dolnd hranicu, ktoré obidve sa rovnaji a. Dals{ pripad, ktory v3ak
uZ nie je vZeobecny, je ten, Ze i kaZdd dvojbodovd podmnoZina vn P mé dolnd
i hornd hranicu. Ak je tomu tak, potom sa mnoZina P nazyva zviz (vzhladom
na dané ¢iasto&né ﬁsporiadanie). No, najzvlé3tne j3{ pripad je ten, Ze kaZd4
neprézdna podmnoZina vi. P mé hornd i dolnd hranicu a potom sa mnoZina P
nazyva uplny zvdz (vzhladom na dané ¥iastolné usporiadanie),

Predpokladajme, %2e , P je zviiz. Potom mé rad vlastnosti len preto,
e je zvdzom a tieto vlastnosti sui dudlne vzhYadom na pojem hornej a dolneJj
hranice. M6%e v3ak mat i niektoré vlastnosti, ktoré sa vyskytuji len vo zvlist-
nych pripadoch. Najmd méZe vo zvize P existovat tzv. najvHi¥s{ prvok o
vyznadujici sa tym, Ze obsahuje kaZdy prvok zvézu, takZe jJe x £ O pre

x € P, alebo tam mdZe existovat tzv., najmend{ prvok o, ktory leZ{ v kaZ-
dom prvku zvizu, takZe méme o £ x pre x € P. Dalej pripomenme, %e zviz
P sa nazjva distributivny, ak pre kaZdé jeho prvky a, b, ¢ € P platl

tzv. distributivny zékon, t.j. relécia, ktord moZno vyjedrit napr. jednym z

dvoch nasledujicich vzorcov, ktoré vidy platia sidasne:

(a~b) o (aAc),

a~(bwoec)

(a wb) ~ (auwc)

aw (bAacg)

Podrobne jéie poulenie o teorii zvizov néjde &itatel v prisludnej 1li-
teratire (napr. [5] ). . )

‘Teraz sa vrétme k Uvehdm o systémoch funkcif{ jednej premennej.

Nech Y znalf op#t Iubovolny systém funkcif{ jednej premennej, ktoré
gi definované v istom intervale Jj.

V systéme Y definujeme Ziasto&né usporiadanie tymto.Spésobom:

Pre u, vey jJe u £ v vtedy a len vtedy, ak v kaZdom &1isle
x €J plati nerovnost

u(x) £ v(x) (1)

Symbol u £ v Jje teda ekvivalentny s tym, Ze v kaZdom &isle x € J
platf nerovnost (1). Lahko vidime, Ze toto pravidlo spiﬁa predtym uvedené po-

2iadavky 1 - 3; nazyvame ho prirodzené ¥iastolné usporiadsnie systému Y.

Nech yy, ¥y € Y znalia Tubovolné prvky. Nech Y, 7 ed funkcie
definované v intervale J vzorcami:

Y(x) = max [yl(x), yz(x)];i(x,) = min [yl(x), yz(x)] (2)

tak¥%e v kaZdom &fsle x € § Jje hodnota funkcie Y(¥) najvéésie (najmendie) -
z obidvoch &1sel y,(x), y,(x). Lahko vidfme, %e ak funkcie Y, ¥ sd prvky
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é&stému Y, predstavujdi hornd a dolnd hranicu mnoiiny { ¥y yzl} (vzhTadom
na prirodzené ¥iasto¥né usporiadanie), takZe je Y = Yy~ V2 ¥ =Y~ Yoo Ak
.8a teda systém Y vyznaéuje tym, %e s kaidymi svojimi dvoma prvkami Yy» Yo
obsahuje obidve funkcie Y, Y, definované vzorcami (2), je zvézom. Napr. mno-
%2ins v8etkych spojitych funkcif definovanych v nejakom intervale j, Je zvé-
ZOm.

UvaZujme v3eobecnejlie o Tubovolnom podsystéme funkcii v systéme Y,
= [yl(x), y2(x), coe } Predpokladajme, Ze mnoZina hodnbét funkcif systému
A je v kaZdom &{sle x € j (zhora aj zdola) ohranilend. Potom existujui funk-
cie Y, § definované v intervale j vzorcemi

.Y.(X) = Sup[yl(X), ya(X), oooJ §(X) = inf [yl(x)) yz(x)’ ooo] (3)

hodnota funkcie Y(y) Jje teda v ka%dom %fsle x € j hornou (dolnou) hranicou
mnoZiny hodndét funkcie systému A v &isle x. OplHt Yahko vidime, Ze ak
funkcie ?, y sd prvkami systému Y, predstavuji hornd a dolnd hranicu mno-
2iny - A, tekZe je Y = ¥y VY, ooy :'y- = Y1 Yo e-e o Ak sa teda sys-
tém Y vyznaduje tym, Ze spolu s kaZdym podsystémom A svojich funkcit
obsahuje obidve funkcie Y, y, definované vzorcami (3), je dplnym zvizom.

Predpokladajme, Ze systém Y Je zvdzom a obsahuje spolu s kaZdymi
funkciami y,, y, € Y obidve funkcie Y, 5.

Lahko zistime, %e je nutne distributivny. Vskutku, nech u, v, w € Y
si lubovolné prvky, ukdZme, Ze plati napr. vztah

uAn(vouw) = (uav) o (uAaw)
alebo v kaZdom &fsle x € J rovnost:

nin {u(x), max [v(x),' w(x)]} = max{min [ulx), v(x)], min [u(i:) w(x)]}

lavé aj pravéd strana tejto rovnosti je u(x), ak &1slo u(x) Jje &o
do velkosti najmendie, alebo druhé z &fsel u(x), v(x), w(x) rovnd sa &i{slu
w(x) alebo v(x) podla toho, &i je vi(x)< w(x)< u(x) alebo w(x)< v(x)c
<u(x). Tym je d6kaz uskuto&dneny.’

Vidime, Ze kaZdy systém funkcif, ktory je vzhladom na prirodzené uspo-
riadanie zvdzom s uvedenou vlastnostou, Je zvdzom distributivnym.

Napokon predpokladajme, Ze zviz Y je sulasne metrickym priestorom
8 prirodzenou metrikou.

Lahko zistime, %e vzdialenost kaZdych dvoch jeho prvkov rovné sa vzdia-
lenosti ich hornej a ¢olnej hranice. Vskutku, nech u, v € Y sd I'ubovolné,
prvky. Potom v kaZdom &1isle x € § méme

[u(x) = vix) | = max [ u(x), v(x)] - min [u(x), vix)]

a odtial vyplyva



sup | u(x) - v(x)| = sup {Imax [ulx), v(x)] - min t:u(x), v(x)[}
X€ : o

alebo
P (uyv)=p(ucv, unv

Vidime, Ze v kaZdom systéme funkcif, ktory je zviizom vzhladom na pri-
rodzené &iastoné usporiadanie a mé uvedend vlastnost a je sulasne metrickym
priestorom s prirodzenou metrikou, je vzdialenost kaZdych dvoch prvkov t4&
ist4 ako vzdialenost ich hornej a dolnej hranice.

3. Vlastnosti systémov riedenf d. rovnice '

y': f(x, y)

20 Vlastnosti metrickf@é

UvaZujme o d. rovnici

(4

y = f(x, y) (a)

v nejakom obore_ o a predpokladsjme, Ze m& rie3enie definované v urditom in-~
tervale Jj.

Platia tieto vety:

1. Nech Y Jje Tubovolny systém rieZeni d. rovnice (a) definovanych
v intervale Jj. Ak funkcia f Jje v obore o ohranilend a ak interval J
je ohranideny a funkcie systému Y sud spola rovnomerne ohranilené, potom
gystém Y Jje normélny. - ' )

Vskutku, funkcie systému Y wmajd v intervale J derivécie, ktoré
si vzhladom na predpoklad o funkcii f rovnomerne ohranidené. Sprdvnost tvrde-
nia teda vyplyva z vysledkov v ods. 14.

Této veta obsahuje, Ze za predpoklsdov v nej uvedenych existuje v kaZ~-
dej postupnosti funkcif systému ¥ aspon jedna &iasto&nd postupnost, ktoré
Je v intervale j rovnomerne ceuchyovakd; jej limita je v intervale J rov-
nomerne spojité. '

7 hlediska prirodzenej metriky je systém Y relativne kompaktny.
2. Nech

Y1 Y29 e

je Tubovolné postupnost rieSenf{ d. rovnice (a) definovanych v intervale Jj,
ktord je v tomto intervale rovnomerne cauchyovskd a teda tam méd urditd limitu y;
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