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6. Kdyz v néjaké kone¢né grupé rfadu N (= 2) existuje podgrupa
Fadu LV, pak tato podgrupa jest v ni invariantni. Na pf. v diedrické
grupé fadu 2 n (n = 3) mame invariantni podgrupu ¥adu n, kterd se
sklada ze vSech prvka grupy odpovidajicich oto¢enim vrcholt pravidel-
ného n-thelnika okolo jeho stiedu (v. cvié. 2, v odst. 11.).

7. V Gaplné grups euklidovskych pohybft na p¥imce nebo v roviné
jest ona podgrupa, kterd se sklada ze vSech euklidovskych pohybu
fla] nebo f[a; a,b] invariantni (v. cvié. 1. v odst. 11.). Pfislusna
grupa tiid mé pravé dva prvky; jeden se sklida ze vSech euklidov-
skych pohybu f[a] nebo f[x;a,b], druhy pak z g[a] nebo g[x;a,b].

14. Deformace a véty o isomorfismu grup.

Deformace grup. Necht &, &* zna¢i grupoidy a piedpokladejme, Ze
existuje deformace d grupoidu & na G*. Kdyz jeden z grupoidia &, G*
jest grupa, co se da Fici o druhém?

Kdyz & jest grupa, pak také &* jest grupa. Mimoto obraz v d jednotky
grupy & jest jednotka grupy &* a obraz proku tnversniho vzhledem k libo-
volnému proku a € & jest prvek inversni vzhledem k obrazu prvku a. Aby-
chom tato tvrzeni dokdzali, uvazme, Ze podle cvié. 2. v odst. 7. jest grupoid
®* asociativni. Necht 1* zna¢i obraz jednotky 1 grupy & v deformaci d,
takZe 1* = d1. Podle cvi¢. 4. v odst. 10. jest 1* jednotkou grupoidu &*.
Necht déle a* znadi libovolny prvek v &*. Protoze d jest zobrazeni grupy
® na G*, existuje alespoii jeden prvek a e & takovy, Ze a* = da. Z rov-
nosti aa—1 = 1 plyne d(aa—1) = dl, t. j. a*da—* = 1* a podobné z rov-
nosti a—'a = 1 rovnost d(a—1a) = dl, t. j. da—.a* = 1* a odtud vy-
chézi, ze prvek da—1 jest inversni vzhledem k a*, takze da—! = (da)—!.
Dale vidime, %e obraz v deprvku inversniho vzhledem k libovolnému
prvku a € @ jest prvek inversni vzhledem k obrazu prvku a a tim jsou
naSe tvrzeni dokdzana. Stru¢né muzeme ¥Fici, zZe kazda deformace zobra-
zuje grupu opét na grupu a zachovava v obou grupach jednotky a inversni
prvky. ,

Z tohoto vysledku zejména vychazi, Ze jsou-lv néjaké dva grupoidy
®, B* tsomorfni a jeden z nich jest grupa, pak také druhij jest grupa. Nebot
jsou-li &, B* isomorfni, pak existuje isomorfismus grupoidu & na &*
a soudasné existuje isomorfismus (inversni) grupoidu &* na &. Tedy jest
kazdy z obou grupoidi &, &* obrazem druhého v jistém isomorfismu
a tedy, je-li jeden z nich grupa, pak také druhy jest grupa, jakoZzto iso-
morfni obraz grupy. Kazdy isomorfismus zachovava oviem v obou gru-
pach, jako kazda deformace, jednotky a inversni prvky; dile zachovavs
podgrupy a jak se snadno presvédéime, i invariantni podgrupy.

O grupoidu & neditime nyni dal$ich pfedpokladi, ale o grupoidu G*
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predpokladejme, Ze jest grupou. Podle prvni véty o isomorfismu gru-
poida jest grupa &* isomorfni (i) s jistym faktoroidem & na grupoidu @&:
a sice @ prisludi k vytvofujicimu rozkladu patiicimu k deformaci d
a v isomorfismu i faktoroidu & na &* jest kazdy prvek faktoroidu &
zobrazen na onen pryvek grupy &*, z jehoz vzora v d se sklida. Podle
predchazejictho vysledku jest & grupa, protoze G* jest grupa. Isomor-
fismus i zachovava v obou grupach jednotky a inversni prvky; proto jest
jednotka 1 grupy @ v isomorfismu i zobrazena na jednotku 1* grupy &*,
tak¥e il = 1%, a kazdé dva inversni prvky @, a— v & jsou zobrazeny na
dva inversni prvky v &*: ia = a*, ia—! = a*—1. Protoze kazdy prvek
a € ® se sklidé ze viech vzori v d vidy tého# prvku a* e B* a sice onoho
prvku, pro néjz plati iz = a*, sklad4 se jednotka 1 grupy & ze vSech
vzori v d prvku 1* a podobné dva inversni prvky a,a—! v & se skladaji
ze v8ech vzort v d dvou inversnich prvki a*, a*—1 v &*. Plati tedy tato
véta: KdyZ &* jest grupa, pak faktoroid & na &, patfici k deformaci d
jest grupa a jest isomorfni s &*. Jednotka grupy & jest mmoZina viech vzorii
v d jednotky grupy &* a kadé dva inversni proky v & jsou mnoZiny viech
vzord v d dvou tnversnich proka v &*.

Na jednoduchém ptikladé ukazeme, Ze je-li B* grupa, pak nejenom
ze & nemusi byti grupa, nybrz muZe byti jakykoli grupoid. Skuteéné,
necht &* znadi grupu skladajici se z jediného prvku 1*, takze 1*1* = 1%,
a necht & znadi libovolny grupoid. Mame ukazati, Ze existuje deformace
grupoidu & na grupu G*. Jest ziejmé, Ze zobrazeni, které ke kazdému
prvku v & piitazuje prvek 1*, jest deformace grupoidu & na grupu G*.

Cayleyova véta a realisace abstraktniech grup. Necht & znadi libo-
volnou grupu a a libovolny prvek v &. Prifadime-li ke kazdému prvku
xe® prvek ax e &, obdrzime jisté zobrazeni grupy & do sebe; protoze
rovnice ax = b, v niz b znaci libovolny prvek v &, ma jediné feseni x ¢ ®,
jest to prosté zobrazeni grupy & na sebe, t. j. permutace grupy &. Tato
permutace grupy & se nazyva levd translace uréend prvkem a a oznacuje
se .f. Leva translace uréend prvkem 1 jest zfejmé identicky automor-
fismus na &. Kdyz a, b jsou rizné prvky v &, pak obé levé translace ., 5t
jsou rtizné, nebot prvek 1 se v ,¢ zobrazi na prvek a a v ;¢ se zobrazi na
prvek b. Slozime-li libovolnou levou translaci ¢ s libovolnou levou trans-
laci ¢, obdrzime ziejmé levou translaci uréenou prvkem ba, takze plati
rovnost pt.t = p.t.

Uvazujme nyni o grupoidu, jehoz pole jest mnozina vSech levych
translaci uréenych jednotlivymi prvky grupy & a nasobeni jest defino-
vano vzorcem of . pt = gpf, V némM% of, pt znaéi dva libovolné prvky
toho grupoidu. Oznadéme tento grupoid ;. Piifadime-li ke kazdému
prvku a e ® prvek .t e<; obdriime ziejmé zobrazeni grupy & na
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grupoid Q; a toto zobrazeni jest prosté, protoze kazdé dva rizné
prvky a,be® jsou zobrazeny na dva razné prvky ., e <y pro-
toze soucin ab libovolného prvku a e ® s libovolnym prvkem be ®
jest zobrazen na gt € €, t. j. na soudin 4t .5t obrazu ,¢ prvku a s obrazem
ot prvku b, jest toto zobrazeni deformace a tedy isomorfismus grupy & na
grupoid ;. Grupoid T; jest tedy grupa a sice permutacni grupa a mame
tuto t. zv. Cayleyovu vétu: Kazdd grupa jest isomorfni s jistou permutaéni
grupow. Dilezitost tohoto vysledku zélezi v tom, Ze se v teorii grup, pokud
jde o studium vlastnosti spoleénych isomorfnim grupam, miZeme omeziti
na grupy permutacni.

S témito tvahami Gzce souvisi tato otazka: Kdyz jest ddna néjaka
abstraktni grupa &, zda existuje néjakd permutadni grupa, kterd se da
na ni deformovati? O kazdé takové permutaéni grupé pravime, Ze ‘real-
suje abstraktni grupu &, takze nase otazka zni, zda se kazda abstraktni
grupa d4 realisovati permutacemi. Z hofejsich uvah vyplyva, Ze odpovéd
na tuto otazku jest kladna, nebot kazda abstraktni grupa jest (dokonce)
isomorfni s prislusnou grupou levych translaci T; takize grupa <
grupu @ realisuje. Na pr. realisujme abstraktni grupufadu 4., jejiz multi-
plikac¢ni tabulka jest napsana jako druha na str. 56.! Piislu$né levé trans-
lace urcéené jednotlivymi prvky jsou podle té tabulky tyto permutace:

(labc)’ (labc), (1abc), (_1abc)
labc/ \alcb \bcla/ \cbal
a tvoli spolu s nasobenim, které definujeme tim, Ze soudinem p.q
rozumime sloZenou permutaci pq, permutacni grupu, ktera realisuje
nasi abstraktni grupu 4. fadu. A

Podobné jako jsme definovali levé translace na néjaké grupé ®,
definujeme pravé translace: Kdyz a znaci libovolny prvek v & a kdyz ke
kazdému prvku x e ® ptifadime prvek xa ¢ ®, obdriime permutaci
grupy &, t. zv. pravou translaci t, uréenou prvkem a. O pravych trans-
lacich na & plati podobné vysledky jako o translacich levych a doporu-
¢ujeme CGtenaii, aby si je odvodil.

Véty o isomorfismu grup. V odst. 9. jsme pojednali o vétach o iso-
morfismu grupoidit a nyni si v&imneme téchto vét v piipadé, Ze jde
o grupy. Necht &, ®* znadi libovolné grupy.

Predpokladejme, zZe existuje deformace d grupy & na &*. Jak jsme
vyse ukazali, jest faktoroid @& patiici k deformaci d isomorfni s ®&*.
Podle odst. 13. jest & grupa tiid vytvorens jistou invariantni podgrupou
v & a sice jest pole této invariantni podgrupy onen prvek faktoroidu G,
ktery obsahuje jednotku 1 grupy &. Protoze 1 jest vzorem v d jednotky
1* grupy &*, vidime, #e onen prvek faktoroidu @&, ktery obsahuje 1,
skladé se ze viech vzori v d jednotky 1* grupy &*. Vychézi tedy, Ze
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mnozina vSech vzort v d jednotky grupy &* jest polem jisté invariantni
podgrupy A v & a grupa tiid G/ jest isomorfni s G*.

Predpokliddejme nyni naopak, %e grupa ®* jest isomorfni s grupou
ttid B/ na & vytvorenou néjakou podgrupou Q| invariantni v &. Pak
existuje isomorfismus i grupy tfid &/ na grupu G*. Podle odst. 9. jest
zobrazeni d’ grupy & na grupu &/ definované tim, ze pro a € & jest d'a
onen prvek v &/, v némz a lezi, deformace grupy & na grupu &/.
Odtud plyne, ze d = id’ jest deformace grupy & na &*. Podle odst. 13.
jest jednotkou grupy &/l pole 4 invariantni podgrupy Q. Protoze v i
jest na jednotku 1* grupy ®B* zobrazena pravé jenom jednotka grupy
®/, jsou v d zobrazeny na 1* pravé jenom ony prvky v &, které lezi
v A. Vychazi tedy, Ze existuje deformace d grupy & na G* takova, Ze U
se skldda ze vSech vzord v d jednotky grupy G*.

Tyto vysledky vyjadiuje prond véta o isomorfismu grup:

Dd-li se grupa & deformovati (d) na grupu &*, pak mnoZina vdech
vzorts v d jednotky grupy &* tvori invarianini podgrupu A v & a grupa
t¥id na @, vytvofend invariantni podgrupou U jest isomorfni s &*, t.j.
G /A =~ &*. Naopak, je-li grupa &* isomorfni s grupou t¥id na &, vytvo-
Fenou néjakorw podgrupou U invarianini v &, pak existuje deformace d
grupy & na &* takovd, Ze U se sklddd ze viech vzord v d jednotky grupy &*.

Necht nyni QI, B, € znadi podgrupy v grupé & a predpokladejme, -
Ze 2 jest invariantni podgrupa v B a Ze jest zaménitelna s €. Podle druhé
véty o isomorfismu grupoidi jest obal € T B/ podgrupy € v grupé
tiid B/ isomorfni s prisekem B/A m € grupy tiid B/A s podgrupou §,
t. j. € CB/A =~ B/Ar €, a sice jest isomorfismus zobrazeni, v némz
jest ke kazdému prvku obalu § C B/ ptitazen s nim incidentni prvek
priseku B/A M €. Podle odst. 13. jest  invariantni podgrupa v (€ n B)A
a € n QA jest invariantni podgrupa v € n B a plati vzorce: € L B/A =
= (EmPB)Y/A, B/AM € = (€ n V)/(€ n A). Odtud vychazi druhd
véta o isomorfismu grup:

Jsou-li U, B, € podgrupy v grupé & takové, fe U jest invariantni
podgrupa v B a jest zaménitelnd s €, pak A jest invarianind podgrupa
v (€0 B)A a € n A jest invarianind podgrupa v € n B a plati vztah

(€ n B)A/A = (€ n BV)/(€ n A),
P Cem?Z isomorfismus jest ddn incidenci proki.

Disledkem této véty (pro B = &) jest tato véta:

Jsou-li A, € podgrupy v & a je-li A invarianiné v &, pak € n AU jest
varianing podgrupa v € a plati vatah

CA/A ~ €/(€ n A),

pii cemZ isomorfismus jest ddn incidenct proki.
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Jak vime z teorie grupoidii (odst. 9.), mame jesté t¥eti vétu o gru-
poidech a ta se tyka zakrytu faktoroidu. Necht I, znaéi libovolnou in-
variantni podgrapu v & a Q, libovolnou invariantni podgrupu v grupé
tiid ®/Q;. Podle tieti véty o isomorfismu grupoidit jest grupa tiid
(®/AU,)/A; isomorfni se zakrytem 02 grupy trid G/A; vynucenym
grupou t¥d (B/U,)/Ay, t. j. (B/A) /A, ~ B, a sice jest isomorfismus
zobrazeni, v némz jest ke kazdému prvku a e ($/2,)/2l, ptitazen soucet
a € &, viech prvkii a, e &/, lezicich v a. Podle odst. 13. jest soucet viech
prvki grupy tiid &/ leZicich v Q, polem jisté invariantni podgrupy 2,
v & a @, jest grupa tiid G/Uy; mimoto mame Y, = A,/A;. Odtud plyne
ety véta o tsomorfismu grup:

Je-li A, invarianini podgrupa v & a U, invariantni podgrupa v G/U,.
pak soudet proki grupy t¥id &/, leficich v A, jest polem jisté invari-
antnt podgrupy U, v & a plati vztah

(B/y)/(As/RAy) =~ G/A,
piy Eem?Z isomorfismus prifazuje ke katdému proku @ grupy tiid na levé
strané soucet viech proka grupy &/, leZicich v a.

Cviceni. 1. Realisujte permutacemi abstraktni grupu 4. radu, jejiz
multiplika¢ni tabulka jest napsina jako prvni na str. 56.!

2. Kdyz jest ddna multiplikaéni tabulka néjaké koneéné grupy @,
pak symboly levych translaci na & obdrzime, kdyz pokazdé opiseme
vodorovné zahlavi a pod né napiseme jeden tadek tabulky. Podobné
sestavime ze svislého zdhlavi a jednotlivych sloupett symboly pravych
translaci na .

3. Pravidelny osmistén ma celkem 13 os soumérnosti (3 prochazeji

vevs

vidy dvéma protéjsimi vrcholy, 6 prochazi stiedy vidy dvou protéjsich
hran a 4 stiedy vzdy dvou protéjsich stén). Viechna otoceni osmisténu
okolo os soumérnosti, ktera osmistén prevadéji v sebe, tvoii grupu
24. ¥adu, t. zv. grupu oktaedrickou (p¥itom se otoéeni okolo téZe osy o thly
lisici se o celé ndsobky 3600 povazuji za stejna); ozna¢me pro okamzik
tuto grupu Q. Kazdému otoceni, které jest prvkem v O, odpovida jista
permutace 3 os soumérnosti prochazejicich vzdy dvéma protéjsimi .
vrcholy. Kdyz ke kazdému prvku v O piifadime prislusnou permutaci,
obdrzime deformaci grupy © na symetrickou permutacni grupu ;.
Pouzijte této deformace a dokazte pomoci prvni a tieti véty o isomorfismu
grup, Ze grupa O obsahuje invariantni podgrupy rada 4, 12!

15. Cyklické grupy.
Libovolna grupa & se nazyva cyklickd, kdyz v ni existuje prvek,
t. zv. zdkladni, ktery se vyznacuje tim, ze kazdy prvek v & jest jeho
mocninou. Kdyz @ jest cyklickd grupa a a jeji zdkladni prvek, pak grupu
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