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Uvod do teorie grup. 51

III. Grupy.
11. Zakladni pojmy o grupach.

Predmétem nagich dalsich uvah jsou grupy. Podle definice grupy,
kterou jsme uvedli jiz v pfedchazejicim odst. 10., rozumime grupou aso-
ciativini kvasigrupu. Podrobnéji feceno, libovolny grupoid & se nazyva
grupa, kdyz jsou splnény tyto t. zv. axiomy grupy:

1. Pro libovolné prvky a, b, c € & plati rovnost a(be) = (ab)c,

2. k libovolnym prvkam a, b e & existuje jediny prvek x e & sphiu-

jici rovnici ax = b a jediny prvek y e & splhiujici rovnici ya = b.
Tyto axiomy oznadujeme struiné jako asociationd zikon a axiom o jedno-
znacném déleni. V odst. 10. jsme dale ukazali, Ze disledkem téchto axiomt
jest existence jednotky v B, t. j. prvku 1 ¢ & vyznacujiciho se tim, Ze
pro a € & plati rovnosti la == al = a. KaZdd grupa md tedy jednotku.

V dalsim znaci pismeno & libovolnou grupu.

Inversni prvky. Protoze & jest kvasigrupa s jednotkou, existuje ke
kazdému prvku a e @ jediny prvek z e & takovy, Ze ax = 1 a jediny
prvek ye ® takovy, e ya = 1; pii tom symbol 1 oznatuje (i viude
v dalgim) jednotku grupy &. Snadno ukdZeme, Ze disledkem asociativ-
niho zakona jest rovnost obou prvka x, y. Utvorime-li totiz soucin prvku
y s prvkem ax (= 1), obdriime y(ax) = yl = y; podle asociativniho
zakona jest y(ax) = (ya)r = lx = & a skute¢né vychazi z = y. Ke
kazdému prvku a e @ existuje tedy jediny prvek, ktery se oznaduje a—?,
té vlastnosti, Ze aa—! = a—la = 1. Tento prvek se nazyva inversni prvek
vzhledem k a. Podle této definice jest tedy inversni prvek vzhledem k «
jediné feeni rovnice ax = 1 0 neznamém prvku x a souc¢asné jediné reSeni
rovnice ya = 1 o nezndmém prvku y. ProtoZe rovnici e = 1 vyhovuje
prvek a, jest @ prvek inversni vzhledem k a1, t.j. (¢=1)~! = a. Pravime
také, Ze prvky a, a—! jsou inversni. V&imnéme si, Ze prvek inversni vzhle-
dem k a mizZe byti opét prvek a, nebot jest na pf. 11 = 1. Na grupé¢ &
mame tedy vyznacény rozklad, jehoz prvky jsou jedhak mnoziny sklada-
jici se vidy z jednoho prvku, ktery jest sam k sobé inversni a jednak mmno-
ziny skladajici se vidy z paru vzajemné inversnich prvka. Na p¥. v grupé
3 mame jednotku 0 a prvek inversni vzhledem k libovolnému prvku a
jest —a; zminény vyznalny rozklad grupy 3 jest tento: {0}, {1, —1},
{2, —2}, ... Necht a, b znaci libovolné prvky v &. Z rovnosti aa—! =1
a v disledku asociativniho zakona mame a(a—b) = (aa=1)b =10 = b
a odtud jest patrno, Ze prvek a—!b jest (jediné) Feseni rovnice ax = b;
podobné zjistime, zZe prvek ba—! jest (jediné) FeSeni rovnice ya = b. Déle
se snadno presvédéime, Ze prvek inversni vzhledem k soucinu ab jest
b—la—1. Za tim udelem stadi zjistiti, Ze prvek b—1a—! jest FeSenim rovnice
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(ab)x = 1; tato skutec¢nost vyplyva zrovnosti (ab)(b—a!) = a(bb—la—t) =
= a(bb—1)a1 = a(la—') = aa—1 = 1. Podobnym postupem se odvodi
i vysledek obecnéjsi, totiz, ze prvek inversni vzhledem k soudinu a.a, ... a,
libovolngch n (= 2) proki ay, a,, ..., ¢, ® jest prvek a,~' ... a,la;~ 1.
K pojmu inversniho prvku pfipojme jesté tuto poznamku: Jak jsme
vidéli, jest existence inversniho prvku vzhledem k libovolnému prvku
dasledkem charakteristickych vlastnosti grupy. Jestlize naopak v néja-
kém asociativhim grupoidu & s jednotkou 1 existuje ke kazdému prvku
a e ® prvek inversni a—1, t. j. prvek splitujici rovnosti ag—! = a—la =1,
pak grupoid & jest kvasigrupa a tedy (protoZe jest asociativni) grupa.
V tom pripadé totiz existuji ke kazdym dvéma prvkim a, b e & prvky
x, y € ®, které hovi rovnicim ax = b, ya = b a sice x = a—1, y = ba—,
a jak se snadno zjisti, jsou to jediné prvky majici tuto vlastnost. Mtuzeme
tedy Fici, Ze vlastnost existence inversniho prokw vzhledem ke kaZdému proku
charakterisuje grupy mezi vSems asociativnims grupoidy s jednotkou.

Moeniny prvkii. Necht a zna¢i libovolny prvek v & a n libovolné
piirozené cislo. Protoze & jest asociativni grupoid, jest jenom jeden
prvek aa ... a; tento prvek se nazyva n-td mocnina prvku a a oznacuje se

[N — ;
n
symbolem a”. Podobné nazyvame prvek a—la—1... a—! -n-td mocnina prvku
[ S——
n
. @ a oznacujeme jej symbolem a—". Podle téchto definic plati tedy vzorce
a—" = (a71)?, a—" = (a")~!. Tim mame definovany kladné a zaporné
mocniny prvku a. Jest Gdelné definovati také 0-tow mocninu a® prvku o
a to tim, Ze jest to jednotka grupy &, takze a® = 1. Ke kazdému prvku
a € & jsme tim prifadili nekoneéné mnoho mocnin prvku a:
a2 a7 a al, a?, ...,

s mocniteli ...,—2, —1,0,1,2,..., pfi ¢emZ ovSem nékteré z téchto
prvkia mohou byti identické.

Pro mocniny libovolného proku a € & plati tyto vzorce:

ama” — a,m+n’ (am)n — qmn (1)
a sice pro viechna celd éisla m, n.

Omezime se na provedeni diikazu prvniho vzorce, abychom uSet#ili
mista, a pfenechavame ¢tenari, aby si podobné ovéril i spravnost vzorce
druhého. Jestlize jedno anebo obé ¢isla m, n jsou 0, jest nas vzorec ziejmé
spravny. Jestlize obé ¢isla m, n jsou kladnd, mame ama” = (o ...a).

L —
‘y . . AP
a...a)=ua...a =am*" a tedy nas vzorec jest opét spravny. Jsou-li
L — )

n . m+n
obé ¢isla m, n zdpornd, oznatime m’' = —m, n' = —n, takie m’, n’
znaci kladna ¢isla a mame a™a” = a—"'a—"" = (="' ...a 1) (a1 ...a 1) =

' i

m n
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=at ... a7 = q W) = g1 — gmtn Zhyva tedy jesté uvazovati
e e e
m'+n/'

o pripadé, Ze jedno z obou ¢isel m,n jest kladné a druhé zaporné.
Jestlize ¢islo m jest kladné a »n zaporné, oznadime n' = — n, takie m, n’
znadi kladnd ¢isla a mame

amat = amg" = (a ...a)(a=! ... a"1) =

N s e’ ——— e
m n'
m—n'
,—-—-/-\

a...q=a"" =g+t kdyzm>n';
= 1 = qf = g = am+n, kdyi m=mn";

a=l ... a7l = q=m — gmtn kdyz m < n'.
N————
n'—m
Jestlize konecné ¢islo m jest zaporné a n kladné, oznadime m' = —m,
takze m', n znaci kladna ¢isla a vidime, ze plati tyto rovnosti: ama® =
— g g — (a/——L)m’[(a—Al)—I]n — (a,—l)m’(a,—-»l)—n — (a—l)m’—n — q—(m'—n) —

a—m+n = gm+r a tim jest dikaz proveden.

Znadi-li na pt. @ libovolny prvek v grupé 3, pak jednotlivé mocniny
prvku a jsou: ..., —2a, —a, 0, a, 2a, ...; zejména pro @ = 1 mame:
vey,—2,—1,0, 1,2, ... a vidime, Ze mnozina vSech mocnin prvku 13
jest celé pole grupy 3.

Podgrupa a nadgrupa. Necht Ql zna¢i libovolny podgrupoid v &.
Podle cvi¢. 7. v odst. 6. jest  grupoid asociativni. Kdyz 2l jest grupa,
t. j. kdyz jest kvasigrupa, pak pravime, Ze 2 jest podgrupa v & anebo,
ze & jest nadgrupa na 2 a piseme jako obvykle: ¢ & anebo & > Q.
Podgrupu A v & nazyvame vlasini, je-li vlastnim podgrupoidem v @,
je-li tedy pole 4 podgrupy 2 vlastni podmnozinou v &; v tom pripadé
pravime, Ze & jest vlastni nadgrupa na Q. V grupé & existuji alespon
dvé podgrupy: T. zv. nejuétsi podgrupa, kterd jest totozna s grupou &
a t. zv. nejmens? podgrupa €, jejiz pole se sklad4 z jediného prvku 1.

Uvazujme o libovolné podgrupé U v &. Oznacme pismenem j jed-
notku podgrupy . Jest néjaky vztah mezi jednotkou 1 grupy & a jed-
notkou 7 podgrupy 2U? Podle definice jednotky j podgrupy 2l plati pro
libovolny prvek aeQl rovnost @ = ja. Utvofime-li souéin prvku a
s prvkem a1 inversnim vzhledem k a v grupé &, obdrzime 1 = aa—1 =
= (jJa)a—! = j(aa—') = j1 = j a vidime, zZe vychazi rovnost 1 = j§, takZe
jednotka grupy & jest soucasné jednotkou podgrupy Q. Odtud plyne
déale, Ze inversni prvek v podgrupé Q vzhledem k libovolnému prvku
@ € 2 jest prvek a1, t. j. inversni prvek vzhledem k a v grupé &. Kdyz
tedy libovolny podgrupoid v & jest podgrupou v &, pak obsahuje jed-
“notku grupy & a s kazdym svym prvkem a soudasné prvek ¢—! a naopak,
kdy? néjaky podgrupoid v & tyto vlastnosti ma, pak jest podgrupou
v &. Pomoci tohoto vysledku snadno odvodime jistou vlastnost podgrup,
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ktera je charakterisuje mezi podgrupoidy. Podgrupa QI obsahuje, jak
vime, s kazdym svym prvkem soucasné prvek vzhledem k nému inversni
a tedy, kdyZ obsahuje néjaké prvky a, b, pak obsahuje i prvek ab—'.
Kdyz naopak o néjakém podgrupoidu v & plati, Ze soucasné s kazdymi
dvéma prvky a, b obsahuje i prvek ab—, pak zejména (pro b = a) obsa-
huje jednotku 1 grupy & a (pro @ = 1) rovnéz prvek 6! a jest tedy pod-
grupou v &, jak vyplyva z hotejsiho vysledku. Podgrupy v & jsou tedy
mezi vSemi podgrupoidy v & charakterisovdny vlastnosti, e s kaZdymi
svymi dvéma proky a, b obsahuji i prvek ab—!. Ostatné si v&imnéme, Ze
libovolna neprazdni podmnozina 4 C ®, ktera ¢ kazdymi svymi dvéma
prvky a,b obsahuje i prvek ab—!, jest grupoidni a tedy jest polem
podgrupy v &. Podobnou tGvahu jako o prvku ab—! mizeme provésti
i o prvku a—1b. .

Priklad. Uvazujme opét o grupé 3! Necht 2l znaci libovolnou pod-
grupu v 3. Protoze 2 obsahuje s kazdym svym prvkem b soudasné in-
versni prvek —b, sklada se 2 bud jenom z prvku 0, anebo obsahuje
(kromé zapornych také) kladna ¢isla. V prvnim piipadé jest  nejmensi
podgrupa v 3. V druhém piipadé oznaéme pismenem a nejmensi kladné
¢Gislo, které jest prvkem podgrupy 2. Podgrupa Q ovSem obsahuje vSe-
chny mocniny prvku a, t. j. celé nasobky ¢isla a:

cery —3a, —2a, —a, 0, a, 2a, 3a, ...

Necht b zna¢i libovolny prvek v Q. Jak vime (v. pozn. pod ¢arou na
str. 25.), existuji cela ¢isla q, r takova, Ze b =qa +r, 0 <r <a—1.
Protoze podgrupa 2 obsahuje ¢isla b, ga, obsahuje i ¢islo b —qa =r
a protoze neobsahuje kladnych ¢isel mensich nez a, jest r = 0. Vychazi
tedy b = qa a vidime, Ze podgrupa Q nemd jinych prvka nez vSechny
celé nasobky ¢isla a. MizZeme tedy Fici, Ze v obou pripadech se podgrupa 2
sklada ze viech celych nasobku jistého nezaporného éisla. Naopak ale jest
ziejmé, ze mnozina viech celych nasobki libovolného nezaporného éisla
spolu s prislusnym nésobenim jest podgrupou v 3. Mame tedy vysledek,
ze vdechny podgrupy v 3 se sklddaji ze vsech celych ndsobki jednotlivych
nezdpornyjch isel. Viimnéme si, Ze vSechny kladné nasobky libovolného
kladného ¢isla tvofi podgrupoid avSak nikoli podgrupu v 3. V grupach
mohou tedy existovati podgrupoidy aniz by byly podgrupami. Dalsi
poznamka piipinajici se k hofejsim Gvaham jest tato: TiébaZe se nam
podatilo uréiti v8echny podgrupy v grupé 3, bylo by neskromné oéeka-
vati podobny uspéch u jinych grup, jejichZ nasobeni jest slozitéjsi; nalézti
pravidlo, podle néhoz by bylo mozno uréiti vSechny podgrupy v kazdé
grupé, jest tiloha posud nerozieSend.

Prinik a souéin podgrup. UvaZujme nyni o dvou libovolnych pod-
grupach A, B c &. Protoze obé podgrupy obsahuji prvek 1 ¢ &, existuje,
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jak vime z uvah o grupoidech, jejich pranik /A n B a snadno ukazeme,
ze tento prinik jest opét podgrupou v &. Jest ziejmé, ze A n BV jest
asociativni podgrupoid v.® s jednotkou 1 a tedy stadi zjistiti, Ze obsahuje
s kazdym svym prvkem a soucasné inversni prvek a—1; kdyZ a € L n B,
pak plati soucasné a e U, a e B a protoze A, B jsou podgrupy, plyne
odtud a—1eQl,a—! ¢ B, takie mame a—1 e A n B a tim jest dukaz pro-
veden. Mizeme tedy tici, ze kaZdé dvé podgrupy v & maji pranik a tento
pramak jest podgrupou v &. Tento vysledek se da snadno rozsititi na libo-
volny pocet podgrup v &.

Predpokladejme nyni, Ze podgrupy I, B jsou zaménitelné, t. j. Ze
plati rovnost AB = BA, kde A4 (B) znadi pole podgrupy U (B). Za tohoto
predpokladu existuje soutin AB podgrup A, B (v. cvic. 8. v odst. 6.)
a opét snadno zjistime, Ze jest podgrupou v &. Skutecné jest asociativni
a jak plyne ze vatahtt 1€, 1€ B, 1 = 11 € AV, obsahuje jednotku 1
grupy &. Dale jest kazdy prvek v QUB soutin ab jistého prvku a e QU
s jistym prvkem b ¢ B; prvek inversni vzhledem k ab jest b—1a—1 a zrov-
nosti BA = AB vyplyva, ze jest v podgrupoidu UB a tim jest ukazano,
ze AB jest podgrupa v &. Viimnéme si, Ze plati vztahy AB > A, B
a ze zejména 2, t. j. soucin AR, jest podgrupa v &. Rovnéz jest dile-
zité, abychom si uvédomili, Ze v kaZdé abelovské grupé (jsou kazdé dvé
podgrupy zaménitelné a tedy) existuje soucin kaZdiych dvouw podgrup
a jest opét podgrupou. ‘ .

Priklad. V grupé 3 maji kazdé dvé podgrupy pranik i soutin. Uréeme
na pi. prinik a soudin podgrup U, B, jejichZ pole jsou

ey, —8, —4, 0, 4, 8, ...,

vew, —14, —7, 0, 7, 14, ...
Kazdé ¢islo v priniku QA n B jest soucdasné celym nasobkem ¢isla 4
i disla 7 a tedy jest celym nasobkem nejmensiho spoleéného nasobku ¢isel
4,7, t.j. ¢isla 28. Prunik U n B se tedy sklada z cisel

.., —56, —28, 0, 28, 56, ... :
Pokud jde o soucin AB, tento obsahuje ziejmé Cislo 4 4 7 = 11 a AB,
jakozto podgrupa v 3, se skldda ze vSech celych nasobki jistého celého
nezaporného ¢isla a. Tedy 11 jest cely ndsobek ¢isla a a tedy a = 1 anebo
a = 11, nebot 11 jest prvocislo. Protoze AB zfejmé obsahuje také na pr.
¢islo 4, jest @ = 1, protoZe 4 neni celym nasobkem ¢isla 11. Vychazi tedy,
ze podgrupa ADB se sklada ze vsech celych nasobku ¢isla 1, takze jest
totozna s grupou 3.

Poznamky o multiplika¢nich tabulkich koneénych grup. Necht &
znadi libovolnou koneénou grupu a uvazujme o prislusné multiplikacni
tabulce! ProtoZe & jest kvasigrupa, vyskytnou se v multiplikac¢ni tabulce
v kazdém tadku a v kazdém sloupci napravo od svislého a pod vodorov-
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nym zahlavim symboly vSech prvki grupy & a tedy se tam vyskytne
zejména 1 a se symbolem kazdého prvku soucasné symbol prvku invers-
niho. Na pi. multiplikac¢ni tabulky pro grupy fada 1, 2, 3, jejich% prvky
ozna¢ime 1, a, b jsou tyto:

| 1 [1a |lab
1 1la AjTab
alal a‘; b1

bib bla

Pro grupy tadu 4, jejichz prvky jsme oznadili 1, a, b, ¢ jsou moZny dvé
rizné multiplika¢ni tabulky a to:

|1abc [labe
Tlabe T[Tabe
alalch alalecd
blbcal bela
cbla cbal

Tyto multiplika¢ni tabulky se najdou tim zplisobem, Ze se o sou¢inu
kazdého prvku s kazdym prvkem uvazi (a to se zfetelem k okolnosti, ze
se v multiplika¢ni tabulce vyskytnou v kazdém fadku a v kazdém sloupci
napravo od svislého a pod vodorovnym zahlavim symboly v8ech prvka
grupy a kazdy jenom jednou), ktery prvek to muiize byti a na konec se
verifikuje, Ze jest splnén asociativni zdkon. Avsak tento postup jest bez
dalsich znalosti o grupach zdlouhavy. Tiebaze jsou zndma pravidla, po-
moci kterych lze uréiti multiplikacni tabulky vSech grup jistych ¥adi,
zustava hlavnim dosud nefeSenym problémem vycet viech konecénych
grup libovolného tadu.

Kazdou multiplika¢ni tabulku grupy libovolného fadu muzeme pie-
devsim zjednodusiti tim, Ze vynechame obé zahlavi. Do prvniho Fadku
napiseme pak onen fadek multiplikacni tabulky, ktery méa na prvnim
misté symbol 1; do druhého onen Fadek, ktery ma symbol 1 na druhém
misté, atd., a do posledniho faddku napiSeme onen, v némz symbol 1 jest
na misté poslednim. Multiplikacni tabulka takto upravend se nazyva
normdlni. Na pf. normalni multiplikaéni tabulky grup fada 1, 2, 3, 4,
jejichz prvky jsme oznadili 1, a, b, ¢, jsou tyto:

1 la lab
al bla

abl

labe labe
alch alch
cbla - becla

bcal cbal
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V kazdé normélni multiplikacni tabulce jest tedy na kazdém miste
v hlavni tthlopti¢né symbol jednotky. UvaZujme o normalni multiplikacni
tabulce néjaké konecéné grupy! Symbol soucinu libovolného prvku a
s libovolnym prvkem b jest oviem na priseciku Fadku zacinajiciho pisme-
nem ¢ a sloupce zadinajictho pismenem b. Kdy?% a, b jsou soumérné polo-
zeny vzhledem k hlavni Ghlop¥iéné, mame ab = 1 a odtud vychdzi, ze
prvky a, b jsou inversni. Vidime tedy, ze v prvnim Fidku nasi tabulky
jsou od leva do prava napsany symboly inversnich prvka vzhledem k prv-
kam v prvnim sloupei, tak jak jdou po sobé od shora doli. Uvazujme
o libovolnych t¥ech prveich z, y, 2, jejichz sym-

boly spolu s 1 tvoti v nasi tabulce vrcholy ob- ¢ d
délnika a to tak, Ze na pf. x jest v témze y
sloupci a y v témze Fadku jako 1 a tedy z jest @ = y

v témze Fadku jako x a v témzZe sloupci jako y.
Necht @, b jsou pismena, jimiz zacinaji radky

N
obsahujici 1, « a podobné, necht ¢, d jsou pisme- b
na, jimiz zacinaji sloupce obsahujici 1, y. Pak X z
tedy na pf. z jest na pruseciku radku zacinaji-
ciho pismenem b a sloupce zadinajiciho pisme- Obr. 10.

nem ¢, takze x = bc, a Ppodobné odvodime

i dal&i rovnosti: y = ad, z = bd, 1 = ac. Z posledni rpvnosti vidime, %e
prvky a, ¢ jsou inversni, takZe soucasné plati vztah ca = 1, Mame tedy:
xy = (be)(ad) = b(ca)d = bld = bd = z, takie xy = z a tato rovnost
vyjadiuje t. zv. obdélnikové pravidlo: Kdyz v normdalni multiplika¢ni
tabulce symboly nékterych ¢tyt prvka, z nichz jeden jest 1, tvo¥i vrcholy
obdélnika, pak prvek na vrcholu protéjsim 1 jest soudinem prvku na vrcholu
v témzZe sloupci jako 1 s prvkem na vrcholu zbyvajicim. Na p¥. v normalni
multiplika¢ni tabulce grupy radu 4., ktera jest na str. 56. napsana jako po-
sledni, tvoii prvky 1, ¢ v druhém Fadku spolu s prvky b, a ve Stvrtém

a gskute¢né na priseciku radku zacéinajictho pismenem b a sloupce zadi-
najiciho pismenem c jest prvek a. Obdélnikové pravidlo jest v piipadé,
ze 1 jest na levém hornim vrcholu obdélnika, znazornéno na obr. 10:
Soucin prvku z s prvkem y jest prvek z.

Cviceni. 1. Grupoid, jehoz pole jest mnoZina vSech euklidovskych
pohybii na piimce f[a], g[a] anebo v roviné f[«; a, b], g[«; a,b] a ndsobeni
jest definovano skladanim pohybii (v. cvic. 1. v odst. 5.) jest grupa, t. zv.
wplnd grupa euklidovskijch pohyb na pFimce anebo v roviné. V uplné
grupé euklidovskych pohybit na pfimce anebo v roviné tvoii vSechny
euklidovské pohyby f[a] anebo f[«; a, b] podgrupu. Uvedte nékteré dalsi
podgrupy v téchto grupach! — Poznamka. Na pi. euklidovska geometrie
v roviné popisuje, jak vime ze stfedni $koly, vlastnosti atvart sloZe--
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nych z bodd a piimek, jako jsou rizné konfigurace bodt a piimek,
trojahelniky, kuzelosec¢ky, atp. Tato geometrie jest podloZena Gplnou
grupou cuklidovskych pohybit v roviné v tom smyslu, Ze se dva Gtvary
povazuji za shodné, kdyZz se daji na sebe zobraziti nékterym eukli-
dovskym pohybem.

2. Grupoid, jehoZ pole jest mnozina 2n permutaci vrcholi pravidel-
ného n-thelnika v roviné (n = 3), které jsme popsali ve cvié. 4. v odst. 4.,
a nasobeni jest definovano skladanim permutaci (v. evié. 2. v odst. 5.) jest
grupa, kterd se nazyva diedrickd grupa Fddu 2n. Tato grupa obsahuje
kromé nejmensi podgrupy dalsi viastni podgrupy: podgrupu fadu =
skladajici se ze vSech prvku odpovidajicich otoéenim vrchola pravidel-
ného n-uhelnika okolo jeho stiedu; » podgrup fadu 2 skladajicich se vidy
z identické permutace a z permutace odpovidajici pfifazeni k vrcholim
pravidelného n-tGhelnika vrcholtt soumérné polozenych vzhledem k né-
které ose soumérnosti.

3. Polet prvku, které jsou samy k sobé inversni, jest v kazdé ko-
ne¢éné grupé sudého (lichého) fddu sudy (lichy).

4. Kdyz ke kazdému prvku a libovolné grupy & prifadime inversni
prvek a—1, obdrzime prosté zobrazeni grupy & na sebe; kdyz grupa &
jest abelovskd, pak toto zobrazeni jest automorfismus.

5. V kazdé abelovské grupé tvori viechny prvky, které jsou samy
k sobé inversni, podgrupu. ’

6. Kdyz U c B jsou podgrupy v grupé &, pak AB = VA = B,
A n B = A. Kdyz také € jest podgrupa v & a jest zaménitelnd s Q,
pak i podgrupa € n B jest zaménitelna s Q.

7. Kazda grupa ma centrum.

12. O rozkladech grup vytvofenych podgrupami.

Velmi dulezitd vlastnost grup zalezi v tom, Ze kazda podgrupa v libo-
volné grupé uréuje na ni jisté rozklady. Uvazujme opét o libovolné grupé
® a o néjaké podgrupé A c &! Necht a znadi libovolny prvek v &. Pod-
mnozina a® v @, t. j. tedy mnozina sou¢intt prvku e s kazdym prvkem
v AU, nazyva se leva tFida proku a vzhledem k podgrupé I, anebo struénéji,
vime-li, Ze jde o podgrupu 2, levd t¥ida proku a a podobné nazyva se pod-
mnozina Qa, t. j. mnozina souéini kazdého prvku v Q s prvkem a pravd
trida proku a vzhledem k podgrupé U, struénéji: pravd tiida proku a.
Vsimnéme si, ze pole A podgrupy U jest soucasné leva i prava trida
prvku 1 vzhledem k Q. V nékolika jednoduchych vétach popiseme nej-
prve vlastnosti levych t¥id; vlastnosti pravych t¥id jsou analogické, a tie-
baze je kvuli Gspofe mista vyslovné neuvadime, doporu¢ujeme étenaii,
.aby si je rovnéZ promyslil. -
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