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36 Otakar Bortvka:

4. Vzorem grupoidni podmnoziny v &* v néjaké deformaci grupoidu
G na G* nemusi byti podmnozina grupoidni.
5. Kazdé meromorfni zobrazenina libovolném kone¢ném grupoidu &
jest automorfismus na .
Uvedte sami piiklady deformace!

8. O faktoroidech.

Necht &, &* znaci néjaké grupoidy a predpokladejme, Ze existuje
deformace d grupoidu & na &*. Deformace d, jakoZto zobrazeni mno-
Ziny @ na G*, uréuje rozklad G grupoidu &, patiici k deformaci d, jeho#
kazdy prvek a se sklada ze vSech vzort v d vidy téhoz prvku a* ¢ &*.
Protoze d zachovava nasobeni v obou grupoidech, dd se o¢ekavati, Ze
rozklad @ jest k nasobeni v & v n¢jakém vztahu. Uvazujme o libovolnych
dvou prveich @,be@. Podle definice rozkladu G existuji prvky a*,
b* e B* takové, /ea(b) jest mnoZzina vsech vzortt v d prvku a* (b*).
Viimnéme si soudinu @b mnoziny @ s mnozinou b! Kazdy prvek c e ab jest
soudin nékterého prvku a e @ s nékterym prvkem b e b a z rovnosti de =

= dab = da . db = a*b* vychézi, Ze jest vzorem v d prvku a*b*. Tedy
jest prvek ¢ obsaZen v onom prvku ¢ e @, ktery se sklad ze vzora prvku
a*b*. Tim jsme zjistili, #e plati vatah @b c ¢ a vidime, %e rozklad G m4
tuto vlastnost: Ke kazdym dvéma prvkim @, b e arexistuje dalsi prvek
¢ ¢ G takovy, ze ab c ¢. Libovolny rozklad v grupoidu &, 4, ktery ma vlast-
nost, %e ke kazdym dvéma prvkim @, e A existuje daldi prvek ¢ e A
takovy, Ze ab c ¢, nazveme vytvorujici. Dosli jsme k vysledku, Ze rozklad
grupoidu & patiict k libovolné deformact grupoidu & na jiny grupoid jest
vytvorujici. ‘

Pokud jde o vytvoFujiei rozklady na grupoidu @, viimnéme si, Ze
nejveétsi rozklad Gy a nejmen$i rozklad Gp, grupoidu & jsou vytvoru-
jici. Na kazdém grupoidu & existuji tedy alesponn tyto dva krajni
vytvorujici rozklady.

Popiseme nyni nékteré vlastnosti vytvorujicich rozkladi.

Necht A znadi libovolny vytvoiujici rozklad v grupoidu &. Pod-
mnofina sA ¢ @, t. j. tedy podmnozina v @&, sklddajici se ze viech prvki
v @, které jsou v nékterém prvku rozkladu A, jest grupoidni. Vskutku,
k libovolnym prvkam a, b e sA existuji prvky a, b, ¢ e A takové, Ze a ea,
beb,abc¢aodtud vychazi ab eabcéc sA takze ab jest prvkem v sd.
Piislugny podgrupoid v & oznadujeme symbolem sQI. Jest ziejmé, ze 4
jest vytvorujici rozklad na podgrupoidu s2.

Necht B zna¢i libovolnou grupoidni podmnozinu v & a predpokla-
dejme, e prinik B n s4 neni prazdny. Pak obal B C 4 podmnoziny B
v rozkladu A jest rozklad v & a podobné prisek A4 1 B rozkladu A
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s podmnozinou B jest rozklad v & a dokonce v sA. Ukazeme, %e BL A
a A B jsou vytvofujici rozklady v &. Abychom ukazali, Ze rozklad
BLC A jest vytvorujici, uvazujme o _libovolnyeh prveich a, beBLA.
Podle definice rozkladu B C A, jsoua, b prvky v A a jsou incidentni s pod-
mnoZinou B, take existuji prvky a e B 0@, b e B 0 b. Prvek ab jest tedy
jednak v mnoziné BB a jednak v mmoziné @b. Protoze podmnozina B jest
grupoidni, jest BB c B a protoze rozklad A jest vytvorujici, existuje
prvek ¢ e A takovy, %e ab c ¢. Odtud plyne, Ze prvek ab jest jednak v B
a jednak v ¢ a tedy, Ze prvek ¢ jest incidentni s podmnozinou B. Vychazi
tedy ce BLC A a tim jest dokazano, ze rozklad B [C A jest vytvorujici.
Nyni ukazeme, ze také rozklad A 1 B J(‘st vytvorujici. Za tim Gcelem
uvazujme o libovolnych prveich @,y e A M B. Podle definice rozkladu
A M B existuji prvky @, b e A takové, ze & —a n B, § = b n B. Mno-
zina 2y jest tedy jednak ¢dsti mnoZiny @b a jednak ¢asti muoziny BB.
Protoze rozklad 4 jest vytvoiujici, existuje prvek ¢ e A takovy, %e @b c ¢
a protoze podmnozina B jest grupoidni, jest BB ¢ B. Odtud plyne, %e zy
jest jednak ¢dsti mnoziny ¢ a jednak ¢asti podmnoziny B a tedy zy c
c¢n B. Aviak Z=7¢ n B jest prvek v A B a tedy vychdzi, ze ke
kazdym dvéma prvkim z,ye A 1 B existuje dal$i prvek zZe A 11 B
‘takovy, Ze Zy c z. Tim jest dokdzano, Ze rozklad A 1 B jest vytvoiujici.
Kdyz zejména A jest na grupoidu &, pak hoiejsi predpoklad

B sA + 0 jest splnén, nebot pak s4 = G > B a mame B n sd —
= B +¢; A B jest pak rozklad na B. Kazda dvojice sklidajici se
z néjakého vytvoiujiciho rozkladu A4 na & a z néjaké grupoidni pod-
mnoziny B v & ur(‘nge tedy jednoznacné dva vytvorujici rozklady v &:
BT A, A B; prvni jest podmnozinou v 4, druhy jest rozkladem na B.
Pristoupime nyni k definici pojmu faktoroidu, ktery ma v celé dalsi
teorii vynikajici ilohu. Necht i nadile 4 znadi libovolny vytvorujici roz-
.klad v grupoidu &. K rozkladu 4 miizeme jednoznaéné priraditi grupoid,
ktery oznadime QI, definovany takto: Pole grupoidu QI jest vytvoiujici
rozklad A a nasobeni jest déno _pravidlem, Ze souéin libovolného prvku
@ e A s libovolnym prvkem b e A jest onen prvek ¢ e 4, pro néji plati
ab c ¢. Piteme pak zpravidla a* b — ¢, tak#e znaménka - (tecka nahoie) po-
uzivame k oznadeni soudint v grupoidu U podobné jako pouzivime zna-
ménka . (tetka dole) k oznadeni soudini v grupoidu & a mame abca-be Q.
Grupoid QU nazyvame faktoroid v grupoidu & a v pripadé, ze A jest na
grupoidu &: faktoroid na grupoidu @&, anebo faktoroid grupoidu .
Kazdy vytvorujici rozklad v grupoidu & urcuje tedy jednoznacné jisty
faktoroid v & a.sice onen, jehoz polem jest; pravime, Ze ke kazdému
vytvorujicimu rozkladu v & p#islusi anebo patii jisty faktoroid v &.
V&imnéme si, Zze na grupoidu & existuji alesponn dva faktoroidy: T. zv.
nejoétsi taktoroid Gmax, ktery prisludi k nejvétiimu vytvorujicimu roz-
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kladu Gy & neymcnm faktoroid Guin, prislusny k nejmen$imu VyﬁVOI‘U.]l-
cimu rozkladu G, grupoidu &.

UvaZzujme na pt. o grupoidu 3! Necht n znaéi libovolné piirozené
¢islo a necht a;, kde 7 jest libovolné ¢&islo 0, ..., n — 1, znaéi mnoZinu
viech prvki v 3, které pii déleni ¢islem n daji zbytek 7. MnoZiny a,, ..
@, jsou tedy tyto:

i3]

@y ={...,—2n, —n, 0, n, 2n, ch
a, ={...,—2n+1, —n+1, 1, n-+1, 2n+41, .
(-iz - { sy T 2n+25 —n+27 27 n+2) 2n+22 -‘.}3
ap—y = { —2n4+n—1,—n+n—1,n—1, n4+n—1,2n+n—1 }

Vidime, Ze systém {G,, ...,@,—1} jest rozklad grupoidu 3; oznacime jej Z,.
Snadno ukizeme, 7e Z, jest vytvorujici rozklad grupoidu 3. Za tim tde-
lem zjistime, Ze souéin libovolného prvku @; e Z, s libovolnym prvkem
a;j e Z, jest Gasti nékterého dalgiho prvkua; e Z,. Podle své definice sklada
se mnozina aa; ze soucini a.b kazdého prvku a ea; s kazdym prvkem
b e a;. Necht tedy a (b) znadilibovolny prvek v a; (a;), takze zbytek déleni
¢isla a (b) ¢islem n jest ¢ (j). Podle definice nasobeni grupoidu 3 jest a.b
¢islo @ + b a toto jest v mnoziné ay, kde k znadi zbytek déleni ¢isla ¢ - §
¢islem n, nebot ¢isla @ 4 b a 7 4- j maji pti déleni ¢islem n stejné zbytky.
Vychézi tedy a.@;  az a tim jest dokdzano, %e rozklad Z, jest vytvorujici.
Prislusny faktoroid 3, se tedy skliada z n prvka Qg, - Ay—1 & jeho naso-
beni jest definovano pravidlem, Ze soucin a;*a; jest prvek ay, pii ¢emz k
jest zbytek déleni &isla ¢ -+ § cislem n. Jest ziejmé, ze 3, jest nejvétsi
faktoroid na 3.

Necht Q znadi libovolny faktoroid v & a B libovolny podgrupmd
v & a predpoklidejme, 7e B n sA + 0. Vyse jsme vidéli, ze B[ A4,
A M B jsou vytvorujici rozklady v &. Faktoroid v &, ktery piislusi-
k vytvofujicimu rozkladu B[ A nazyvime obal podgrupoidu B ve
faktoroidu Q a zna¢ime B C Y anebo QU I BW; faktoroid prlslusny k vy-
tvotujicimu rozkladu A M B nazyvéime prasek faktoroidu Q[ s podgru-
p(udem B, anebo podgrupoidu B s faktoroidem A, a oznacujeme
A B anebo B 1 A. Ziejmé jest B T A podgrupoid ve faktoroidu A
a A M B jest faktoroid v podgrupoidu B. Kdy# zejména A Jjest na gru-
poidu &, pak hotejsi predpoklad B A SA == 0 jest splnén a AM B jest
faktoroid na podgrupoidu B. Kazda dvojice skladajici se z né&jakého
faktoroidu QU na & a z néjakého podgrupoidu B v &, uréuje tedy jedno-
zna¢éné dalsi dvojici, kterd se sklada z podgrupoidu B C QA v A a z fakto-
roidu YA M B na BV.

Abychom tyto pojmy objasnili na p¥ikladé, uvazujme opét o fakto-
roidu 3, na grupoidu 3 (n = 1). Necht Q,, znac¢i podgrupoid v 3, jehoz
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pole se sklada ze vSech celych nasobka néjakého piirozeného ¢&isla m
a abychom nag priklad zjednodusili, pfedpokladejme, Ze nejvétsi spoleénd
mira ¢isel m, n jest 1, t. j., jak fikame, Ze ¢isla m, n jsou nesoudélna.
Z kterych prvki se skladaji faktoroidy 2, C3, 3,MAn? Uvazme,
které z prvkl a,, ..., a4y € 3, jsou incidentni s podgrupoidem 2. Libo-
volny prvek a; € 3, jest incidentni s Uy, kdyz a jen kdy% v ném existuje
néjaky cely nasobek am &isla m (x celé &islo). ProtoZe kazdy prvek v a;
ma tvar yn 4 4, kde také y znaci celé &islo, vidime, Ze prvek a; jest inci-
dentni s U, kdyz a jen kdyz rovnice xm = yn - 1 a tedy také rovnice
xm — yn = i, ma TeSeni v celych ¢islech x, y. Protoze nejvétsi spoleéna
mira ¢isel m, n jest 1, existuji cela ¢isla a, b hovici rovnici am — bn = 1.%)
Odtud plyne, Ze pro kazdé ¢islo ¢ = 0, ..., n — 1 ma rovnice am — yn = ¢
teseni v celych ¢islech a sice x = ai, y = bi a tim jest ukazano, ze kazdy
prvek a; e Sn jest incidentni s ,,. Vychazi tedy, ze faktoroid 2, C 3,
jest identicky s 3, a prvky faktoroidu 3, 11 Q,, jsou mnoziny sklidajici se
ze vSech celych nasobkt éisla m obsazenych v jednotlivych prveich
Gy, ..., Gy faktoroidu 3,.

Necht nyni &, znadi néjaky faktoroid na grupoidu & a uvazujme
o néjakém rozkladu (7, na faktoroidu &,. Kazdy prvek v @, jest tedy
systém podmnozin v &, které jsou prvky faktoroidu &,. Kdyz utvoiime
soucet viech prvku faktoroidu @1, které jsou vizdy v témzZe prvku roz-
kladu ¢, obdrzime jisty rozklad G, grupoidu @. Podle ndzvi vyloZenych
v odst. 2., jest G, zakryt vytvoiujiciho rozkladu @, (pole faktoroidu &)
vynuceny rozkladem (7;. Otézka, kterou nyni rozhodneme jest tato:
Kdyz G, jest vytvoiujici rozklad faktoroidu &,, jest pak G, vytvotujici
rozklad grupoidu G? Snadno ukdzeme, Ze ano. Za tim tdelem uvazujme
o libovolnych prveich @y, by € Gy. Podle definice rozkladu G, jest prvek
ay (b ) sou¢tem viech prvki a, e ®, (by € 651) obsaZenych v jistém prvku
a, (b)) rozkladu G; odtud plyne, e @b, jest soudet soudinit a,b, kazdé
“ mnoziny a,, kterd jest prvkem v a; s kaidou mmozinou b;, ktera jest
prvkem v b,. Tyto skutetnosti miZeme symbolicky vyjadiiti takto:
*) Necht m, n znaé¢i libovolnd ptirozend &isla a d jejich nejvétsi spoleénou
miru. Ze stfedni 8koly vime, Ze po jistém poétu k déleni, kterd provadime podle
tohoto schematu:

m o= qn -+ 1, o= Qe+ T, T == Qe+ T3y veey Th—9 = QEFp—1 T T

pti ¢emiZ qy, ..., q; znadi podily a ry, ..., r; zbytky déleni, piijdeme ku zbytku 7 = 0
a pak &islo r4_ (r, = n) jest nejvétsi spoleénd mira d. Z téchto rovnic vidime, Ze
kazdé ¢islo rj, 0 < § < k — 1, se dé psati ve tvaru ajm — b, kde a;, b; znadi jista
cela ¢isla (na pi. 71y =0.m—(—1n, r=1.m—qn, 7= (—g)m—
— (— 1 —¢,9,) n, atd.); odtud plyne, Zeqexistuji celd ¢isla a, b hovici rovnici
am — bn = d asice @ = ap_1, b = bp__1. VSimndme si, %e také rovnice am + bn = d
mé Fefeni v celych éislech a, b a sice @ = ag_1, b = — by_1.
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Gy = X0, (@ € @y), by = Xby (by € by), Gyby = Sy (@y € @y, by € by). Podle de-
finice nasobeni faktoroidu &, méame pro kazdy takovy soudin @ \b, vztah
@b, C ay° b, e ®, a odtud plyne a,h, c Xa, b y (@ ey, by € by). Kdyz roz-
klad ¢, jest vytvolujici, existuje prvek ¢, e(r] takovy, %e @, b,C ¢y, t. j.
takovy, ze soudin @, b, kazdého prvku @, ¢ &,, ktery jest va,, s kazdym
prvkem b; e &,, ktery jest v bl, jest prvkem mnoziny ¢;. Oznac¢ime-li tedy
p]smcnem ¢, onen prvek v Gy, ktery jest souc¢tem viech prvka v (Bl lezi-
cich v ¢, mame - b C Cy (a,lea], byeb 1) & tedy také a2[)2 c Xa,- b o c2
(@, € @y, by € by). Vychazi tedy a,b, C ¢, a tim jest dokézino, ze rozklad @,
jest vytvorujici.

Naopak, jak nyni ukazeme, plati také tato véta: Kdy# rozklad @,
grupoidu & jest vytvorujici, pak totéz plati o rozkladu @ faktoroidu &,.
Za tim Gi¢elem piedpokladejme, ze rozklad (72 grupoidu @ jest vytvorujici
a uvazujme o hbovolnych prvuch al, by € ;. Podle definice rozkladu d,
jsou @y = X, (@ € ay), by = Xb, (by e b,) prvky rozkladu ¢, a prot07e
rozklad G, jest vy’cvorupcl existuje prvek ¢,e @, takovy, Ze azb C Cy;
podle definice rozkladu Gy, jest prvek ¢, souc¢tem viech prvki ¢, e ®, obsa-
zenych v jistém prvku ¢, e (r], takze ¢, = 2'¢, (c1 € ¢;). Ukazeme-li, ze pro
G ey, bye - by Jest prvek a,-b, e B, obsazen v ¢,, ukazeme tim, ze plati
vztah @, - b, c¢, a bude 7115t0no 7e rozklad G, jest vytvolujici. Za tim
agelem uvaime, %e pro @, e a,, b e b, jednak plati vztahy by C @y by e B,
a jednak @b, C(Jl,,,b2 C ¢y = X¢, (¢, € ¢,), takZe mnozina @,b, jest jednak &asti
prvku @, b, € B, a jednak ¢dsti soudtu viech prvkia faktoroidu &, obsa-
zenych v'ey. Odtud plyne, Ze prvek a,* b, € @, jest incidentni s nékterymi
prvky ¢, e &, obszuenyml v ¢, a tedy jest identicky s nékterym prvkem
¢, ¢ &, obsazenym v ¢,, nebot dva rizné prvky faktoroidu 651 incidentni
nejsou. Tim jest zjisténo, ze plati vztah @, b, € ¢, (@, € @y, b, € b;) a dikaz
jest proveden.

Vidime tedy, Ze oba rozklady G, G, jsou vylvotujici soucasné, t. j.»
kdyZ jeden z nich jest vytvorujici, pak jest také druhy. KdyZ jsou vytvo-
fujici, pak k rozkladu @ piislusi jisty faktoroid @&, na faktoroidu @,
a podobné k rozkladu G prislusi jisty faktoroid &, na grupoidu @.
Faktoroid @2 se nazyva zdkryt faktoroidu &, v ynuceny faktoroidem Gj,
a faktoroid &, se nazyvi zjemnéni faktoroidu &,; oznadeni &, > &,
anebo &, < &,. Kazdy faktoroid na libovolném faktoroidu &, grupoidu &
vynucuje tedy jisty zdkryt faktoroidu G, a naopak, kazdy zakryt fakto-
roidu (51 ]est vynucen pstym f&ktormdem na ®,. /1e3me plati vztahy

Abyohom tyto pojmy ()bJ%mh na pml\ladL uvazujme opct o takto-
roidu 3, na grupoidu 3! Pfedpokladejme, Ze &islo n jest vétsi nez 1 a Ze
neni prvocislo. Pak existuje néjaky délitel (1<<)d (<<n) ¢isla » a mame
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n = qd, kde ¢ znaci dalsi prirozené ¢islo a sice 1 << g << n. Uvazujme
nyni o rozkladu Z,; faktoroidu 3,, jehoz prvky jsou tyto:

a, = {ay, dg, G coo Gy}

ay = {0, Qgp1, G2q41 v Og—1)d1 s

g1 = {@a—1, @y a—1> B2 fd—1s « o> Bg—1)d+d—1}
takze libovolny prvek @; (¢ = 0, ..., d — 1) rozkladu Zd se skladd z téch
prvki faktoroidu 3,, jejichz indexy daji délenim &islem d zbytek .
Ukazme, Ze rozklad Zg jest vytvoiujici. Za tim tcelem uvaZzujme o libovol-
nych prveich a;, a; rozkladu Z; a ukazme, 7e plati vztah a; . a; ¢ a;, kde
k jest zbytek déleni ¢isla ¢ -+ g ¢islem d. Necht @, znaci libovolny prvek
V a;, ag libovolny prvek v aj, takZe x dd délenim ¢islem d zbytek ¢ a f
zbytek j; ¢isla x 4 f, @ -+ 4 Lisi se tedy jenom o cely nisobek ¢isla d.
Podle definice nisobeni faktoroidu 3, jest @, ap —= a@,, kde y jest zbytek
déleni ¢isla x + f ¢islem n. Protoze d jest délitelem ¢isla n, L&t se disla
x -+ f, y atedy i ¢isla ¢ + 4, y jenom o cely nisobek &isla d; ¢islo y ma
tedy pti déleni ¢islem d zbytek k. Odtud vychdzi a, as — @, € a; a tim
jest zjistén zminény vztah a; . a; c ap. Zakryt faktoroidu 3, vynuceny
faktoroidem 3, piislusnym k vytvorujicimu rozkladu Zg sklada se
z d prvka
{vo,—n+i,—n+d+i...,—n+(g—1)d-+74ii,d+ 10, ...,
g—Nd+i,n+i,n+d+1d, ..,n+ (@g—1)d+ 1, ...}

pri ¢emz ¢ znaci vidy jedno ¢islo 0, ...,d — 1.

Jvic¢eni. 1. Ukazte, Ze grupoidy 3,, 3, (n = 1) jsou isomorfni.

2. Necht Ql,, znadi podgrupoid v 3, jehoz pole se sklada ze viech
celych nasobktt néjakého prirozeného ¢isla m > 1. Z kterych prvka se
skladaji faktoroidy U, C 3, a 3,1 U (n > 1), kdyz m, n nejsou ne-
soudélna ?

3. Necht & znaci grupoid, jehoz pole se sklada ze vSech pfirozenych
¢isel s vyjimkou téch, jejichz ¢islice v desitkové soustavé obsahuji 0
a jehoz nasobeni jest definovano taktq: Pro a, b ¢ & jest soucin ab dislo
dané v desitkové soustave Cislicia, ... asb; ... bg, piicemza, ... a, (by ... bg)
jest ¢islice v desitkové soustavé cisla @ (b). Tedy na pi. 14.23 = 1423.
Ukaite, ze 1. grupoid & jest asociativni, 2. rozklad grupoidu &, jehoz
prvky jsou mnoziny viech ¢isel v &, ktera jsou v desitkové soustave
déna ¢islicemi vzZdy o stejném poctu cifer, jest vytvorujici.

4. Kazdy faktoroid na néjakém abelovském (asociativnim) gru-
poidu jest abelovsky (asociativni).

5. Kdyz néjaky grupoid & obsahuje prvek a takovy, ze aa = «,
t. zv. rovnomocny anebo idempotentni prvek, pak onen prvek libovolného
faktoroidu v &, ktery obsahuje prvek a, jest rovnéz rovnomocny.
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