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7. Kdyz @ jest asociativni grupoid, pak 1. kazdy podgrupoid v &
est asociativni, 2. pro vSechny podmnoziny A4, B, ' c & plati rovnost
A(BC) = (AB)C.

8. Kdyz & jest asociativni grupoid a 4, B jsou grupoidni a zamé-
nitelné podmnoziny v &, pak také podmnozina AB jest grupoidni.
Pozndmka. Kdyz 2, B jsou zaménitelné podgrupoidy v &, nazyvi se
podgrupoid v &, ktery prislusi k souéinu jejich poli, soucéin podgrupoidii
A, B oznacuje se AW anebo BU.

9. Kdyz & jest asociativni grupoid, pak mnoZina viech prvki v @&,
které jsou zaménitelné s kazdym prvkem v &, jest grupoidni, neni-li
prazdnd. Poznamka. Prislusny podgrupoid v & se nazyvé centrum gru-
poidu . -

10. Necht & znadi grupoid, jehoz pole se sklada ze viech piirozenych
¢isel a nasobeni jest definovano takto: Souéin libovolného prvku a ¢ &
s libovolnym prvkem b e & jest nejvétsi spoleénd mira ¢isel a, b. UkaZte
ze grupoid & jest abelovsky a asociativni.

7. O homomorfnim zobrazeni grupoidu.

Necht &, * znadéi néjaké grupoidy. Jak jsme se jiz zminili (na
str. 28.) rozumime zobrazenim grupoidu & do G* zobrazeni pole G gru-
poidu & do pole G* grupoidu G* a podobné prenasime na grupoidy
viechny dalsi pojmy a symboly, které jsme popsali (v odst. 3.) pii studiu
zobrazeni mnozin. Podle této definice tyka se tedy pojem zobrazeni gru-
poidu @& do grupoidu &G* jenom poli a nikterak nezavisi na nasobeni obou
grupoidi. Nékterd zobrazeni mohou ovSem miti néjaky vztah k ndsobeni
v grupoidech & a &*. Pro teorii grupoidi jsou nejdilezitéjsi t. zv. homo-
morfni zobrazeni, ktera, struéné receno, jsou charakterisovana tim, Ze
zachovavaji nasobeni v obou grupoidech. Pedrobna definice jest tato:
Libovolné zobrazeni d grupoidu & do &* se nazyva homomorfni, kdyz
soudin ab libovolného prvku a e & s libovolnym prvkem b e & jest zobra-
zen na soudin obrazu prvku @ s obrazem prvku b v zobrazeni d, t. j. kdyz
pro a,be ® plati rovnost dab = da . db. Homomorfni zobrazeni gru-
poidu & na grupoid G* se nazyva také homomorfismus. Nazev homo-
morfni zobrazeni jest v literatuie ustalen, ale jest dlouhy a proto budeme
zpravidla misto ného pouzivati nazvu deformace. Jiz pri studiu zobrazeni
mnozin jsme si v8imli, Ze nemusi vidycky existovati zobrazeni néjaké
mnoZiny na libovolnou jinou mnozinu; odtud plyne, Ze zobrazeni gru-
poidu & na &* a oviem tim méné deformace grupoidu & na G* nemusi
existovati. Jestlize néjakd deformace grupoidu & na &* existuje, pak
pravime, ze grupoid &* jest homomorfni s grupoidem .

Necht na pi. n znaéi libovolné ptirozené &islo a d zobrazeni grupoidu
-3 na grupoid 3, definované takto: Pro a € 3 jest da ¢ 3, zbytek déleni
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¢isla @ ¢islem n. Snadno zjistime, Ze d jest deformace a tedy homomor-
fismus grupoidu 3 na 3,. Vskutku, necht a, b znaéi libovolné prvky v 3.
Podle definice nisobeni v 3 jest sou¢in ab prvku @ s prvkem b soucet
a + b a podle definice zobrazeni d jsou da, db, dab zbytky déleni ¢isel
a, b, a + b ¢islem n. Podle definice nasobeni v 3, jest sou¢in dadb prvku
da s prvkem db zbytek déleni cisla da + db ¢islem n a protoze ¢isla
da + db, a + b se ligi jenom o cely nasobek ¢isla n, jest dadb zbytek
déleni ¢isla @ -+ b ¢islem n. Odtud vychézi rovnost dadb = dab a vidime,
ze zobrazeni d jest deformace. PTi dalsim studiu grupoidi setkime se
jeste castéji s piiklady deformace a proto se prozatim spokojime s timto
jednim prikladem.

Necht d znaci libovolnou deformaci grupoidu & do &*. Snadno
dokazeme, Ze obraz pole (¢ grupoidu & v deformaci d jest grupoidni pod-
mnozina v &%, takie dG.dG c dG c &*. Podle své definice jest dG
predevsim neprazdnad podmnozina v &*. Mame ukdazati, Ze soucin a*b*
libovolného prvku a* € d(¥ & libovolnym dals§im prvkem b* € d@ jest opét
prvkem v d@. Kazdy prvek mnoziny d(@ jest obrazem v d alespon jednoho
prvku grupoidu @ a tedy existuji prvky a, b ¢ &, jejichZ obrazy v d jsou
pravé prvky a*, b*, takze da = a*, db = b*. Podle definice deformace
platirovnost dab = a*b*, ktera vyjadiuje, Ze soucin a*b* jest obrazem v d
prvku ab e &B. Vychazi tedy skuteéné a*b* e d@. Podgrupoid v &*, jehoZ
pole jest d(/, nazyva se obraz grupoidu & v deformaci d a oznaduje se
symbolem d@®; grupoid & se nazyva vzor grupoidu d® v deformaci d.
Jest zfejmé, Ze d jest deformace grupoidu & na grupoid d®, takze gru-
poid d® jest homomorfni s grupoidem .

Kdyz d jest deformace grupoidu & do grupoidu &* a f deformace
grupoidu &* do néjakého grupoidu &, pak fd jest deformace grupoidu
® do F. Vskutku, podle definice slozeného zobrazeni fd a protoze d, f
jsou deformace, plati pro a, b e ® rovnosti

Jd(ab) = f(dab) = f(da . db) = f(da) . f(db) = fda . fdb,
a tedy skutecné plati fd(ab) = fda . fdb.

K pojmu deformace piipojuji se nékteré dalsi dalezité pojmy, které
jsou v ném zahrnuty. Jest to predeviim pojem prosté deformace gru-
poidu & do B*, t. j. tedy takové deformace grupoidu & do &*, v niz
kazdy prvek grupoidu &* ma nejvyse jeden vzor. Pro prostou deformaci
grupoidu @& do (na) B* jest ustilen nazev isomorfni zobrazeni grupoidu &
do (na) G&*. Isomorfni zobrazeni grupoidu & na grupoid G* nazyva se
také isomorfismus. Ke kazdé prosté deformaci d grupoidu & na &*
existuje ovSem zobrazeni inversni d—! grupoidu G* na @, které jest
prosté a snadno se presvédéime, Ze jest deformaci. Necht a*, b* znaci
libovolné prvky v &* a a, b ¢ & jejich Vzory vd, takze da = a*,db = b*,
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dab = a*b*. Podle definice inversniho zobrazeni d—! plynou odtud rov-
nosti @ = d—'a*, b = d—1b*, ab = d—'a*b* a z nich skute¢né vychazi
d—ta*b* = d—'a* . d—1*. Kdyz tedy existuje néjaky isomorfismus d
grupoidu & na &*, pak existuje isomorfismus d—1! grupoidu &* na ®&;
v tomto piipadé¢ pravime, Zze grupoid G(G*) jest isomorfni s G*(®).
anebo, Ze grupoidy &, G* jsou isomorfni a piseme & ~ &*. Jest ziejmé,
ze pole kazdych dvou isomorfnich grupoidi jsou ekvivalentni mnoziny.

Priklady. Abstraktni grupoid, jehoz pole jest {e} a ndsobeni jest po-
psano v prvni multiplikac¢ni tabulce na str. 26., jest isomorfni s grupoi-
dem &;; abstraktni grupoid, jehoz pole jest {e, a} a nisobeni jest popsano
v druhé multiplikaéni tabulce na str. 26., jest isomorfni s grupoidem S,;
abstraktni grupoid, jehoZz pole jest {e, a, b, c,d, f} a nisobeni jest po-
psano v t¥eti multiplikacnitabulce na str. 26., jest isomorfnis grupoidem &,.

Dalsi pojmy zahrnuté v pojmu deformace se vztahuji na pfipad, kdy
jde o deformaci grupoidu & do sebe anebo na sebe. Deformace grupoidu &
do sebe nazyva se také operdtor na grupoidu @&, anebo kratéeji operator
grupoidu &. Prosty operator na & anebo, coZ jest totéz, isomorfni zobra-
zeni grupoidu & do sebe, nazyvd se také meromorfni zobrazeni na gru-
poidu &, anebo meromorfni zobrazeni grupoidu &. Meromorfni zobrazeni
grupoidu & se nazyva vlastni, kdy# obraz grupoidu & jest vlastni pod-
grupoid v @&; isomorfni zobrazeni grupoidu & na sebe nazyva se také
automorfnt zobrazeni na @, struénéji automorfismus na &. Na p¥. zobra-
zeni grupoidu 3 do sebe, v némz jest kazdy prvek a € 3 zobrazen na soucin
(aritmetickém smyslu) ka € 3, pfi ¢emz k znadi libovolné celé nezaporné
na 3, v pfipadé k = 1 automorfismus na 3 a v ptipadé k = 0 operator,
ale nikoli meromorfni zobrazeni na 3. Nejjednodussim prikladem auto-
morfismu libovolného grupoidu & jest identické zobrazeni grupoidu @,
t. zv. identicky automorfismus na .

Cvicéeni. 1. Kdyz nékteré dva prvky v grupoidu & jsou zaméni-
telné, pak jejich obrazy v kazdé deformaci grupoidu & do néjakého gru-
poidu &* jsou také zaménitelné. Obraz kazdého abelovského grupoidu
v kazdé deformaci jest opét abelovsky.

2. KdyZ nékterd uspofadand trojice prvka a,b,ce® ma jenom
jeden soudin, pak totéZ plati o uspofadané trojici jejich obrazi da, db,
dc e ®* v kazdé deformaci d grupoidu & do néjakého grupoidu G*.
Obraz kazdého asociativniho grupoidu v kazdé deformaci jest opét
asociativni.

3. Kdyz grupoid & jest asociativni a ma centrum, pak obraz centra
v kazdé deformaci grupoidu & na néjaky grupoid G* jest v centru gru-
poidu G*.
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4. Vzorem grupoidni podmnoziny v &* v néjaké deformaci grupoidu
G na G* nemusi byti podmnozina grupoidni.
5. Kazdé meromorfni zobrazeni na libovolném kone¢ném grupoidu
jest automorfismus na .
Uvedte sami piiklady deformace!

8. O faktoroidech.

Necht &, &* znaci néjaké grupoidy a predpokladejme, Ze existuje
deformace d grupoidu & na &*. Deformace d, jakoito zobrazeni mno-
Ziny @ na G*, uréuje rozklad G grupoidu &, patiici k deformaci d, jeho#
kazdy prvek a se sklada ze vSech vzort v d vidy téhoz prvku a* ¢ &*.
Protoze d zachovava nasobeni v obou grupoidech, dd se o¢ekavati, Ze
rozklad @ jest k nasobeni v & v néjakém vztahu. Uvazujme o libovolnych
dvou prvcich @,be@. Podle definice rozkladu G existuji prvky a*,
b* e B* takové, /ea(b) jest mnoZzina vsech vzort v d prvku a* (b*).
Viimnéme si soudinu @b mnoziny @ s mnozinou b! Kazdy prvek c e ab jest
soudin nékterého prvku a e s nékterym prvkem b e b a z rovnosti de =

= dab = da . db = a*b* vychézi, Ze jest vzorem v d prvku a*b*. Tedy
jest prvek ¢ obsaZen v onom prvku ¢ e @, ktery se sklad ze vzora prvku
a*b*. Tim jsme zjistili, #e plati vatah @b c ¢ a vidime, %e rozklad G m4
tuto vlastnost: Ke kazdym dvéma prvkim @, b e erexistuje dalsi prvek
¢ ¢ G takovy, ze ab c ¢. Libovolny rozklad v grupoidu &, 4, ktery ma vlast-
nost, %e ke kazdym dvéma prvkim @, e A existuje daldi prvek ¢ e A
takovy, Ze ab c ¢, nazveme vytvorujici. Dosli jsme k vysledku, Ze rozklad
grupoidu & patiict k libovolné deformact grupoidu & na jiny grupoid jest
vytvorujici. ‘

Pokud jde o vytvoFujiei rozklady na grupoidu @, viimnéme si, Ze
nejveétsi rozklad Gy a nejmensi rozklad Gp, grupoidu & jsou vytvoru-
jici. Na kazdém grupoidu & existuji tedy alesponn tyto dva krajni
vytvorujici rozklady.

Popiseme nyni nékteré vlastnosti vytvorujicich rozkladi.

Necht A znadi libovolny vytvoiujici rozklad v grupoidu &. Pod-
mmnofina sA c @, t. j. tedy podmnozina v @&, skladajici se ze viech prvki
v @, které jsou v nékterém prvku rozkladu A, jest grupoidni. Vskutku,
k libovolnym prvkam a, b e sA existuji prvky a, b, ¢ e A takové, Ze a ea,
beb,abc¢aodtud vychazi ab eabcéc sA takze ab jest prvkem v sd.
Piislugny podgrupoid v & oznadujeme symbolem sQI. Jest ziejmé, ze 4
jest vytvorujici rozklad na podgrupoidu s2.

Necht B zna¢i libovolnou grupoidni podmnozinu v & a predpokla-
dejme, e prinik B n s4 neni prazdny. Pak obal B C 4 podmnoziny B
v rozkladu A jest rozklad v & a podobné prisek A4 1 B rozkladu A
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