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28 Otakar Bortvka:

6. Zakladni pojmy o grupoidech.

Libovolna, neprazdna mnozina G spolu s néjakym ndsobenim M
v ( nazyva se grupoid. G se nazyva pole a M ndsobeni grupoidu. Grupoidy
budeme oznacovati velkymi némeckymi pismeny a sice zpravidla stej-
nymi jako jejich pole. Na p¥. oznacujeme grupoid, jehoz pole jsme ozna-
¢ili ¢, pismenem @ a kdyz jsme néjaky grupoid oznacili &, pak pismeno ¢
znadi zpravidla jeho pole. Na grupoidy prrenasime pojmy a symboly, které
jsme definovali pro jejich pole. Tak na pt. mluvime o prveich grupoidu
misto o prveich pole grupoidu a piseme a e & misto @ e @ a podobné
mluvime o podmnoZinich v grupoidu a piSeme na pf¥. 4 ¢ & anebo
® > 4, o rozkladech v grupoidu a na grupoidu, o ¥adu grupoidu, o zobra-
zeni grupoidu do néjaké mnoziny a do néjakého grupoidu, atd.; kdyz @
jest abstraktni mnozina, nazyva se grupoid & abstrakini. Rovnéy pojmy
a symboly, které jsme definovali pro nasobeni, pfenasime na grupoidy.
Tedy zejména ma kazda usporadana dvojice prvki a, b ¢ & jisty soudin
a.b, struénéji ab a kdyz pro a, b ¢ & plati rovnost ab = ba, nazyva se
grupoid & abelovskyy nebo komutativni. Také muzeme ke kazdému ko-
netnému grupoidu & prifaditi multiplika¢ni tabulku, v niZ jest popsano
nasobeni v &. V predchazejicim odstavei jsme uvedli nékolik piiklada
nasobeni a kazdy z nich jest sou¢asné piikladem grupoidu. V dalsim
vykladu Castéji poukdZeme zejména na tyto t¥i grupoidy, které budeme
oznadovati 3, 3,, S,: 3 se sklada z mnoziny Z vsech celych ¢isel a niso-
beni jest definovano seéitanim ¢isel (v. pf. [1] na str. 24.); 3, se skladd
z mnoziny Z, = {0, ...,n — 1}, pfi ¢emz n znad¢i libovolné ptirozené
¢islo, a nasobeni jest definovano se¢itanim vzhledem k modulu n (v. pt.
[2] na str. 24.); S, se sklada z mnoZiny S, vSech permutaci néjaké konec¢né
mnoziny H ¥adu n (= 1) a ndsobeni jest definovano skladanim permutaci
(v.pr. [3] na str. 25.). Poznamenejme, Ze kazdy grupoid, jehoZ prvky jsou
permutace néjaké (kone¢né anebo nekonec¢né) mnoZiny a nasobeni jest
definovano skladanim permutaci, nazyva se permutacni; na pt. grupoid &,
jest permutacni.

Necht & znaéi (vSude v této knizce) néjaky grupoid. Necht 4, B
znadi néjaké podmnoziny v &. Podmnozina v & skladajici se ze soudinii
ab kaidého prvku a e A s kazdym prvkem b e B nazyva soucin pod-
mnoZiny 4 s podmnozinou B a oznacuje se symbolem A4 .B, kratceji 4B.
Kdy?Z néktera z podmnozin 4, B jest prazdna, rozumime symboly 4.5,
AB prazdnou mnozinu. Pro a € & piSeme zpravidla misto {a}4 struénéji
aA a podobné misto A{a} Aa, takze na pf. ad znadéi mnozZinu soudind
prvku @ s kazdym prvkem v A4; misto 44 piseme nékdy strucénéji A2
Plati-li rovnost AB = BA, nazyvaji se podmnoziny A4, B zaménitelné
anebo wvzdjemné komutativni; tento piipad se vyznacduje tim, Ze soucin
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kazdého prvku a e A s kazdym prvkem b e B jest sou¢inem nékterého
prvku b’ € B s nékterym prvkem a’ € A a soucasné soucin kazdého prvku
beB s kazdym prvkem ae 4 jest sou¢inem nékterého prvku a’ e 4
s nékterym prvkem b’ e B. Kdyz grupoid & jest abelovsky, pak ovsem
kazdé dvé podmnoziny v & jsou zaménitelné. V opacéném pripadé plati
pro nékteré prvky a, b e &: ab = ba a odtud plyne, Ze kazdé dvé pod-
mnoziny A, B ¢ & nemusi byti zaménitelné, jak jest tomu na p¥. v pti-
padé A = {a}, B = {b}. Na pt. sou¢in AB podmnoziny 4 = {1} s pod-
mnozinou B = {...,—2, 0, 2, ...} v grupoidu 3 jest {..., —1,1, 3, ...}
a zfejme jest roven souc¢inu BA: kdyz 4 = {0, 1}, B={...,—2,0,2, ...},
mame AB = BA = Z. Vsimnéme si, Ze pro kazdy grupoid & plati vztah
GG c @.

Necht A znaci néjakou neprazdnou podmnozinu v &. Kdyz A4 c 4,
t. j. kdyz souéin kazdého prvku a ¢ 4 s kazdym prvkem b e 4 jest opét
prvek v A, pak pravime, ze A jest grupoidni podmnozina v &. V tomto
piipadé uréuje nasobeni M v & jisté t. zv. ddsteéné ndsobeni v A, M.
které jest definovano takto: M, ptitazuje ke kazdé uspoiadané dvojici
prvki a, b e A tyz prvek ab € A jako nasobeni M. Mnozina A spolu s ¢as-
teénym nasobenim M 4 jest jisty grupoid QI; pravime, Ze 2 jest podgrupoid
v ® a G jest nadgrupoid na Q a piseme A c & anebo & > . Kdyz pak 4
jest vlastni podmnoZina v &, pravime, ze U jest vlastni podgrupoid
v & a @ jest vlastni nadgrupoid na Q. Kdyz dokonce plati vztah GA c 4
(anebo AG c A, anebo soudasné G4 c 4 > AQ), nazyva se U levy (anebo
pravy, anebo oboustranni) idedl v &. Pripad 4 == ¢ charakterisujeme
opét privlastkem wlasini. Na p¥. podmnozina vSech celych nasobkd né-
kterého prirozeného ¢isla m v grupoidu 3 jest grupoidni, nebot soucin
(t. j. soucet v obvyklém smyslu) kazdych dvou celych nasobku &isla m
jest opét cely nasobek ¢isla m; tato podmnozina spolu se secéitanim
v obvyklém smyslu jest tedy podgrupoid v 3 a to v pripadé m > 1
ziejmé vlastni podgrupoid v 3. Jiny priklad jest tento: Podmnozina
vsech prvkia v &, které nechavaji beze zmény néktery prvek a € H, jest
grupoidni, nebot kdyZz nékteré dvé permutace p, q € S, nechavaji prvek a
beze zmény, pak ziejmé plati totéz o jejich souc¢inu p.q (t. j. o slozené
permutaci gp); tato podmnozina spolu se skladanim permutaci v ob-
vyklém smyslu jest tedy podgrupoid v &,.

V souhlase s tim, Ze na grupoidy pfenasime pojmy a symboly, které
jsme definovali pro jejich pole, mluvime nékdy na pf. o pruniku néjaké
podmnoziny B ¢ & a podgrupoidu QA ¢ & ve smyslu priniku podnmozi-
ny B a pole 4 podgrupoidu 2[; v podobném smyslu mluvime o souéinu
podmnoziny B s podgrupoidem %I, o sou¢inu podgrupoidu | s podmno-
#zinou B, dale o obalu podgrupoidu Q| v néjakém rozkladu 4, o priseku
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rozkladu A s podgrupoidem Ql, atp., a uZivame oznaceni na pi. B n U
anebo U n B, BAU, AB, AT A anebo A3, A 11 QA anebo A A, atp.

UvaZzujme nyni o néjakych dvou podgrupoidech U, B c & a pred-
pokladejme, Ze primik 4 n B jejich poli A, B neni prazdny. Pro libovolné
prvky a, be A n B plati jednak vztahy abc 44 c 4 a jednak ab e
e BB c B, takze abe A n B a odtud vychézi, ze A n B jest grupoidni
podmnozina v &. Prisludny podgrupoid v & se nazyva pranik podgru-
poidi A, BV a oznacuje se symbolem QA n B anebo B n Q. Pamatujme
si, Ze pojem priniku dvou podgrupoidi v & jest definovan jenom v pii-
padé, ze pole obou podgrupoidit maji spoleéné prvky. Na pf. existuje
prunik podgrupoidt 2, B ¢ Sy, pii cemz pole A podgrupoidu 2 se sklada
ze vSech prvka v &, které nechavaji beze zmény néktery prvek a ¢ H
a pole B podgrupoidu B se sklada ze viech prvka v &,, které nechavaji
beze zmény néktery prvek b e H, nebot obé mnoziny 4, B maji spoleény
alespon jeden prvek a to identickou permutaci mnoziny H, ktera nechava
beze zmény vSechny prvky mnoziny H. Pojem priniku dvou podgrupoida
v & se d4 snadno roz§ifiti na pojem priniku systému podgrupoidi v &:
Mame-li néjaky systém podgrupoidit v & {q;, ay, ...} a prinika, na, n ...
jejich poli neni prazdny, pak tento prinik, jak se snadno zjisti, jest gru-
poidni podmnozina v & a piislugny podgrupoid v & se nazyva pranik
systému podgrupoidd {a,, as, ...} a oznacuje se symbolem a, 0 a; 0 ...,
struénéji ITa, anebo podobné.

Tento odstavec ukon¢ime vymezenim nékterych pojmt tykajicich
se souéinu usporadané skupiny prvki anebo mnozin. Uvazujme o néko-
lika prvcich ay, ..., a, ¢ @, pti cemz n = 2. Co rozumime souc¢inem uspo-
Fadané skupiny prvki a, ..., a,? Soudin’ usporddané dvojice (n = 2)
prvki a,, @, mame jiz definovén a vime, Ze jej oznacujeme a,.a,, kratceji
a,ay. V piipadé n = 3 definujeme soucin usporadané trojice prvka
ay, @y, ay takto: Jest to kterykoli z obou prvki a,(a,a,), (a,a5)a; a oznacu--
jeme jej symbolem a,.a,.a;, kratéeji a,a,as; tento symbol ma tedy
vyznam jednak sou¢inu prvku a, s prvkem a,a,; a jednak soucinu prvku
a,a, s prvkem ay. V piipadé n = 4 definujeme soucin usporddané skupiny
prvki a,, a,, a,, a, takto: Jest to kterykoli z prvki a,(a,a5a,), (a,a,)(a3a,),
(a,a505)a, a oznacujeme jej symbolem a,.a,.a5.a,, Kkratéeji a,a,as0,;
tento symbol m4a tedy vyznam kteréhokoli z prvku

ay(as(azay)), ay((asts)ay), (ays)(asty), (ay(Aeas))ay, ((A109)a5)a,.
Tyto zvlastni ptipady postaéi, abychom pochopili tuto definici: Souc¢inem
usporadané skupiny prvki a,, ..., a, rozumime libovolny prvek mnoziny
{a, ...a,} takto definované: Pron = 2 sklada se mnozina {a,a,} z jediného
prvku a,a,; pro n > 2 jest

{ay ...y} = {aHay ... an} V {ma}{as ... a} V ...V {ay ... ay_1}{a,}.

¢
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|
Souc¢in uspofadané skupiny prvka ay, ..., @, oznatujeme symbolem
ay . Qg . .... 0 kratéeji a,...a, Zrejmé jest takovych soucini jenom

konecny pocet a symbol a, ... a, znaci kterykoli z téchto prvki. Zejména
ma kazda usporadana trojice prvkl ay, a,, aze & nejvyse dva soudiny:
a,(aqs), (a,a5)as; jestlize ma jenom jeden soudin, t. j. jestlize pro kazdé tii
prvky a,, a,, az e & plati rovnost a,(a,0,) = (a,a,)a,, pak se nasobeni gru-
poidu & a rovnéz grupoid & nazyvaji asociativni. Grupoidy, které se
v matematice nejcastéji studovaly, maji vlastnost, ze kazda uspofadand
skupina nékolika prvki ma jenom jeden soucin; jak pozdéji (na str. 45.)
ukdzeme, maji tuto duleZzitou vlastnost pravé grupoidy asociativni.
Na pt. jest grupoid 3 asociativni, nebot podle definice jeho nasobeni jsou
soutiny a(bc), (ab)c kazdé usporadané trojice prvki a, b, ce 3 soudty
v obvyklém smyslu a + (b + ¢), (@ + b) + ¢ a tedy jsou si rovny. Po-
dobné i grupoid 3, (r = 1) jest asociativni. Vskutku, podle definice jeho
nasobeni jsou soudiny a(bc), (ab)c kazdé usporadané trojice prvka a, b,
¢ € 3, zbytky déleni ¢isel @ + 7, s 4+ ¢ ¢islem n, pii cemz 7 (s) znadi zbytek
déleni ¢isla b + ¢ (a + b) ¢islem n. Protoze disla a + r, a + (b + ¢) se
lisi jenom o cely nasobek ¢isla n, jest a(bc) zbytek déleni éisla a + (b 4 ¢)
¢islem n (v. pozn. pod ¢arou na str. 25.) a podobné vidime, Ze (ab)c jest
zbytek déleni ¢isla (@ 4+ b) + ¢ &islem n. Z rovnosti a 4 (b 4 ¢) =
= (@ 4+ b) + ¢ pak vychazi a(bc) = (ab)c. Rovnéz grupoid &, (n = 1)
jest asociativni, nebot jsou-li p, q, r libovolné prvky v &,, jsou podle
definice nisobeni v &, sou¢iny p.(q.r), (p.q).r sloZené permutace
(rq) p, r(gp) a podle vysledku na str. 13. jsou si rovny.

Jako priklad vypoétu soucinu vypocétéme vSechny souciny 1.2 .3 . 4
v grupoidu popsaném ve cvi¢. 4. v odst. 5! Podle prislusné multiplikaéni
tabulky mame:

(1.2.3}=1{13.{2.3}V {1.2}.{3} = {1} . {1} V {3} . {3} =

= {1}V {2} = {1, 2); |

(2.3.4)=1{2). (3.4} V {2.3}.{4} = {2} . {2} V {1} . {4} =

= {2} V {2} = {2}
(1.2.3.4}=1{1}.{2.3. 4}V {1.2).{3.4}V{1.2.3}.{4) =
= A2V {3 {2 VL 2} {4} = (3} V {5} V (2,4} =
= {2,3, 4, 5.
Vsechny soudiny 1.2 .3 .4 jsou tedy tyto: 2, 3, 4, 5.

Necht nyni 4,,...,4,(n=2) znaéi néjaké podmnoziny v G!
Souéinem uspofddané skupiny podmnozin A4,,..., 4, rozumime pod-
mnozinu v & skladajici se ze vSech sou¢inu «, ...a,, kde a; € 4;, ...,
@y € Ay, a oznacujeme jej symbolem 4, . 4, ..... A,, kratéeji A, ... 4,.
Kdyz nékterd podmnozina 4., ..., 4, jest prazdna, rozumime témito
symboly prazdnou mnoZinu a v tomto pfipadé soutin 4, ... A, nezivisi
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na uspotradani podmnozin 4, ..., 4,. Podle této definice a podle definice
goucinu a, ...a, jest kazdy prvek e mnoziny 4, ... 4, soucinem jistého
prvku a, ...a; s jistym prvkem ajziq...a,, pri Cemz 1 <k <n—1,
takie a e (4, ... Ax)(di+1 ... An) a naopak, soucin libovolného prvku
mnoziny A4, ... 4z s libovolnym prvkem mnoziny A1 ... 4,, pii kazdém
takovém £k, jest jisty prvek a € 4, ... A,. Odtud vychazi rovnost

Ay Ay = A (Ay ... AV (A A) Ay . AV .V (A, ... Ayi) A,

Kdyz A zna¢i néjakou- podmnozinu v &, pak misto 4 ... 4 piSeme
v s v - » ———
kratceji A", takZe pro n = 2 mame n

AP = AA"=1V A24A2V ...V A14.

Hoftejsi definice souc¢inu uspotradané skupiny prvka anebo mnozin
ziejmé zobectiuji definice sou¢inu uspotadané skupiny dvou prvki anebo
mnozin.
Ptiklad. Necht 4 zna¢i podmnozinu {1, 2, 4} v grupoidu popsaném
ve cvic. 4. v odst. 5! Pak jest '
A2 = (1,24} .{1,2,4} ={1.1,1.2,1.4,2.1,2.2,2.4,4.1,4.2,
4.4} =1{1,2,3,4};
A% = {1,2,4}.{1,2,3,4} V {1,2,3, 4} .{1,2,4} = {1, 2, 3, 4, 5);
At =1{1,2,4}.{1,2,3,4,5} V {1,2 3,4} .{1,2, 3,4}V {1,2 3, 4,5}.
{1,2,4} = {1,2,3, 4, 5}.

Cvic¢eni. 1. KdyZz podmnozina 4 c & jest sou¢tem nékolika pod-

mnozin @,,a,, ... a rovnéz Bc @ jest souctem nékolika podmnozin
b, by, ..., pak AB jest soucet soucint kazdé podmnoziny a,, @,, ... s kazdou

podmnozZinou b,, b,, ... :
2. Kdyz podmnoZina A4 c & jest prinikem nékolika podmnoZin

@y, s, ... a rovnéZz B c @ jest prinikem nékolika podmnozin by, by, ...,
pak AB jest ¢asti priniku soué¢inti kazdé podmnoziny @, @,, ... s kazdou

podmnozinou by, by, ... Zejména tedy plati pro kazdé podmnoziny 4, B,
C c ® tyto vztahy: 1. (4 n B)C c AC n BC; 2. C(4 an B)yc CA n CB.
Pomoci vhodnych piiklada ukazte, Ze se v téchto vztazich znaménko c
nedé vidycky nahraditi znaménkem =.

3. Necht A4 znaci libovolnou podmnoZinu v & a m,n libovolna
prirozend ¢isla. Plati tyto vztahy: 1. AmA" c Am+n; 2. (4™ c 4™,

4. Necht A c B zna¢i libovolné podmnoziny v & a » libovolné ptiro-
zené ¢islo. Plati vztah A® c B~

5. Necht » znaéi libovolné piirozené ¢islo. Pro pole'@ grupoidu &
plati vztah G" 5> G"+1, takie G > G* > G3 > ...

6. Necht », ¢ maji tyz vyznam jako v predchazejicim cvic. 5!
G™ jest grupoidni podmnozina v & a prisludny podgrupoid v & jest obou-
stranny idedl v . — Poznamka. Tento oboustranny ideal se oznacuje &*.
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7. Kdyz @ jest asociativni grupoid, pak 1. kazdy podgrupoid v &
est asociativni, 2. pro vSechny podmnoziny A4, B, ' c & plati rovnost
A(BC) = (4B)C.

8. Kdyz & jest asociativni grupoid a 4, B jsou grupoidni a zamé-
nitelné podmnoziny v &, pak také podmnozina AB jest grupoidni.
Pozndmka. Kdyz 2, B jsou zaménitelné podgrupoidy v &, nazyvi se
podgrupoid v &, ktery prislusi k souéinu jejich poli, soucéin podgrupoidii
A, B oznacuje se AW anebo BU.

9. Kdyz & jest asociativni grupoid, pak mnoZina viech prvki v &,
které jsou zaménitelné s kazdym prvkem v &, jest grupoidni, neni-li
prazdnd. Poznamka. Prislusny podgrupoid v & se nazyvé centrum gru-
poidu 8. -

10. Necht & znadi grupoid, jehoz pole se sklada ze viech piirozenych
¢isel a nasobenti jest definovano takto: Souéin libovolného prvku a ¢ &
s libovolnym prvkem b € & jest nejvétsi spoleéna mira ¢isel a, b. UkaZte
ze grupoid & jest abelovsky a asociativni.

7. O homomorfnim zobrazeni grupoidu.

Necht &, * znaéi néjaké grupoidy. Jak jsme se jiz zminili (na
str. 28.) rozumime zobrazenim grupoidu & do ®* zobrazeni pole G gru-
poidu & do pole G* grupoidu G* a podobné pienasime na grupoidy
viechny dal$i pojmy a symboly, které jsme popsali (v odst.3.) pii studiu
zobrazeni mnozin. Podle této definice tyka se tedy pojem zobrazeni gru-
poidu @& do grupoidu &G* jenom poli a nikterak nezavisi na nasobeni obou
grupoidi. Néktera zobrazeni mohou ovSem miti néjaky vztah k ndsobeni
v grupoidech ® a &*. Pro teorii grupoidt jsou nejdulezitéjsi t. zv. homo-
morfni zobrazeni, ktera, struéné receno, jsou charakterisovana tim, Ze
zachovévaji nasobeni v obou grupoidech. Pedrobna definice jest tato:
Libovolné zobrazeni d grupoidu & do &* se nazyva homomorfni, kdyz
soudin ab libovolného prvku a e & s libovolnym prvkem b e & jest zobra-
zen na soudin obrazu prvku @ s obrazem prvku b v zobrazeni d, t. j. kdyz
pro a,be ® plati rovnost dab = da . db. Homomorfni zobrazeni gru-
poidu & na grupoid G* se nazyva také homomorfismus. Nazev homo-
morfni zobrazeni jest v literatuie ustalen, ale jest dlouhy a proto budeme
zpravidla misto ného pouzivati nazvu deformace. Jiz pri studiu zobrazeni
mnozin jsme si v8imli, Ze nemusi vidycky existovati zobrazeni néjaké
mnoZiny na libovolnou jinou mnozinu; odtud plyne, Ze zobrazeni gru-
poidu & na &* a oviem tim méné deformace grupoidu & na G* nemusi
existovati. Jestlize néjakd deformace grupoidu & na &* existuje, pak
pravime, ze grupoid &* jest homomorfni s grupoidem .

Necht na pi. n znadi libovolné ptirozené &islo a d zobrazeni grupoidu
-3 na grupoid 3, definované takto: Pro a € 3 jest da ¢ 3, zbytek déleni
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