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Uvod do teorie grup. 9

Piiklad zékrytu ¢, a zjemnéni (/, jest znazornén na obr. 3. G jest
mno#ina viech boda na obvodé a uvnité vétsi kruznice, Gy, se sklada ze
dvou prvki, totiz z mnoziny bodd na obvodé veétsi kruZnice a uvnitt
mezikruzi a z mnoziny bod@ na obvodé a uvniti mensi kruznice a ko-
netné (; se sklada z mnozin bodi ve vysecich mezikruzi a mensi kruznice.
pii ¢emz body na hranicich se pocitaji vzdy jenom k jednomu vyseku,
jak jest ¢arkovanim vyznaceno.

Cviteni. 1. sAC A — A = sd m A.
2. (BCA)CA=BLA;
SBA)mA-— B A;
SBCA)MA —=BCA=—s(BrA)LC A.
3. Kdyz BC A = Br1 A, pak pro kazdy prvek a@e A plati bud
@ c B anebo @ n B = §; a naopak.
4. Kdyz B> C, pak (CCA)m B = (T (40 B),
BrAYMC=AnC. _
5. Pro kazdé tii rozklady @), Gy, Gy na G plati: 1. G, > G,; 2. kdyz
G, = Gy, Gy = Gy, pak Gy = G, 3. kdyz G, = Gy, G, = Gy, pak G, > G,

6. Kdyz a jen kdyz G, > @, pak ze vztahQd, € G, @y € (g, @y 0 ty 40
plyne @, > a,.

3. O zobrazenich. -

V dennim Zivoté setkavame se naporad se zjevy, které souvisi s mate-
matickym pojmem zobrazeni. V nejjednodusiim pripadé maji takové
zjevy toto schema: Mame dvé neprazdné mnoziny ¢, G* a mezi prvky
obou mnozin néjaky vztah, jimz jest ke kazdému prvku mnoziny ¢ pii-
Fazen praveé jeden prvek mnoziny G*. Na pi. [1] mezi divaky pii urcitém
divadelnim piedstaveni a mezi vstupenkami pro to predstaveni vydanymi
jest vztah dany tim, ze kazdy divak jest ptitomen na zakladé praveé jedné
vstupenky; [2] mezi zaky ur¢ité Skoly a jejimi tfidami jest vztah dany
tim, ze kazdy zak patii prave do jedné t¥idy; [3] uréeni poétu n néjakych
véci zalezi v tom, ze ke kazdé véci prifadime pravé jedno prirozené ¢islo
1,2, ..., n a sice obvykle tim zpisobem, Ze vezmeme vidy jednu z nich
do rukou a soucasné ji oznac¢ime (znakenr anebo jenom v mysli) jednim
z Cisel 1,2, ..., n.

Necht tedy ¢, G* znac¢i neprazdné mnoziny. Zobrazenim mnoZiny
G do G* rozumime néjaky vztah mezi prvky obou mnozin, jimz jest ke
kazdému prvku mnoziny @ ptifazen pravé jeden prvek mmoziny G*;
jinak FecCeno, jimz jest kazdy prvek mmoziny ¢ zobrazen pravé na jeden
prvek mnoziny G*. Zobrazeni mnoziny ¢ do G* nazyva se také funkce na
mno#iné G do mnoziny G*. Zobrazuji-li néjaké zobrazeni g, B mnoziny
G do G* kazdy prvek v @ vidy na stejny prvek v (*, nazyvame je
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rovnd a piseme g = h; v opacném piipadé je nazyvame réznd a piSeme
g+ h.

Uvazujme o libovolném zobrazeni g mnoziny & do G*! K libovol-
nému prvku a € f jest zobrazenim g ptifazen jisty prvek a* ¢ G*. Prvek a
nazyvame vzor prvku a* a prvek a* obraz prvku a v zobrazeni g a piSeme
a* = g(a) anebo jenom a* = ga; nékdy také Fikime, Ze a* jest hodnota

funkce g v pryku a. Jiny zptsob oznadeni jest (Z*) ; symbolem (Z* 2* )

pak vyjadfujeme rovnosti a* = ga, b* = gb, ... Kdyz A znadi néjakou
podmnozinu v ¢ a 4* podmnozinu v G* skladajici se z obrazf v zobrazeni
g jednotlivych prvkia mnoziny 4, piseme 4* = g(A4) anebo jenom A* =
= gA. Kdyz A = 0, miZeme ke kazdému prvku a e 4 pritaditi prvek
ga e G* a tim obdrzime jisté zobrazeni mnoziny 4 do G*; toto zobrazeni
nazyvame cdstecné zobrazeni (funkce) urcené zobrazenim g a oznacujeme
je symbolem g,.

Podle definice zobrazeni mnoziny ¢ do /* ma sice v zobrazeni g
kazdy prvek v ¢ jisty obraz v G*, ale naopak nema nutné kazdy prvek
v G* vzoru v (. Kdyz zobrazeni g jest takové, Ze kazdy prvek v G* mj
vzor, pak pravime, Ze g jest zobrazeni mnoziny ¢ na mnozinu G*, anebo
ze funkce g zobrazuje mnozinu G ne mnozinu G*. Kdyz ¢ == 4 c G,
jest g4 zfejmé zobrazeni mnoziny 4 na mnozinu g4. VySe jsme uvedli
t¥i priklady zobrazeni; z nich [2] a [3] jsou piiklady zobrazeni mnoziny
na mnozinu: ke kazdé t¥idé patii alespon jeden zak, ktery jest k ni v onom
zobrazeni p¥itazen a podobné, kdyz mame » véci, pak p¥i urcovani jejich
poétu byla kazdym z &isel 1, 2, ..., n jedna véc oznaena. Naproti tomu
jest [1] piikladem zobrazeni mnoZiny na mnozinu jenom tehdy, kdyz
piipustime, Ze divadlo jest vyprodané; v opacném ptipadé zbyly v po-
kladné vstupenky, pro které neni divaki.

V pojmu zobrazeni mnoziny ¢ do G* jest jesté dal$i nesoumérnost
vzhledem k obéma mnozinam: V zobrazeni g mé kazdy prvek v ¢ pravé
jeden obraz v G*, kdezto naopak tyz prvek v G* maze miti nékolik a tieba
i nekone¢éné mnoho vzort v G. Ma-li kazdy prvek v G* v zobrazeni g
nejvyse jeden vzor, pak se g mazyva prosté zobrazeni mnoziny G do G*.
Z¥ejmé jest g prosté zobrazeni mnoziny G' na G* kdyz a jen kdyz mé
kazdy prvek v G* pravé jeden vzor. Z horejsich ptiklada jest [3] prikla-
dem prostého zobrazeni mnoziny na mnozinu; [2] jest prikladem prostého
zobrazeni mnoziny na mnozinu jenom (v teoretickém piipadé) kdyz by
kaZd4 t¥ida méla jenom jednoho Zaka; [1] jest piikladem prostého zobra-
zeni mnoZiny na mnoZinu jenom v tom ptipadé, ze divadlo jest vyprodano
a v kazdé 16Zi sedi jenom jeden divik (obvykle 16zova vstupenka oprav-
fuje k navitévé predstaveni nékolik divaku).
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K pojmu prostého zobrazeni mnoziny na mnoZinu pripinaji se dva
dilezité pojmy: pojem inversniho zobrazeni a pojem ekvivalentnich mno-
zin. Piedpokladejme, Ze g jest prosté zobrazeni mnoziny G na G*. V tom
pripadé mizeme definovati jisté zobrazeni mnoZiny G* na mnoZinu @,
které znacime symbolem g—! a nazyvame inversni zobrazeni vzhledem
k g, a sice takto: Ke kazdému prvku a* e G* jest v zobrazeni g—! prifa-
zen onen prvek a € ¢, jehoz obraz v g jest a*. Na pr. kdyz divadlo jest
vyprodané a v kazdé 16z sedi jenom jeden divik, pak v zobrazeni invers-
nim vzhledem k tomu, o némz byla Fe¢, jest piifazen ke kaZzdé vstupence
onen divik, ktery ji ma v rukou. Jest ziejmé, Ze inversni zobrazeni vzhle-
dem k g—1 jest opét zobrazeni g. KdyZ jsou dany neprizdné mnoziny
d, G*, pak viibec nemusi existovati zobrazeni mnoziny G na G*, jak jest
ziejmé na pi. v pripadé, Ze G mé jeden a G* dva prvky a tedy oviem ne-
existuje vzdycky ani prosté zobrazeni jedné mnoziny na druhou. Kdyz
mezi mnozinami ¢, G* prosté zobrazeni jedné na druhou existuje, pra-
vime, Ze mnoziny @, G* jsou ekvivalenini. Na pt. kazda mnozina 4 sklada-
jici se z » (> 0) prvkd a mnozina {1, 2, ..., n} jsou ekvivalentni, nebot
ozna¢ime-li prvky mnoziny A na p¥. symboly a,, as, ..., a,, pii ¢emz libo-
volné stanovime, ktery prvek oznac¢ime kterym symbolem, jest tim dano

) . .. . faya,...a
prosté zobrazeni mnoZiny A na mnozinu {1, 2, ..., n} a sice (11 9 n”)

Kdyz jest dano prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu {1, 2, ..., n},
pravime, ze mnozina A jest uspoiddand. Usporddanouw skupinow proki
Ay, ..., Oy € G (n > 1) rozumime mnozinu téchto prvkia usporadanou tim,
Ze prvek a, jest zobrazen na ¢islo 1, atd., prvek a, na ¢islo n. Tento pojem
zavisi tedy na porddku, v némz jména jednotlivych prvkia vyslovujeme
anebo vypisujeme. Opacné usporddanow skupinouw proki rozumime pak
usporadanou skupinu prvki a,, ..., a;.

Necht nyni g znaci libovolné zobrazeni mnoziny ¢! na G/*! Vsimli
jsme si jiz, ze libovolny prvek a* ¢ G* muze miti v zobrazeni g nékolik
vzori v Q. UvaZujme o systému G viech podmnozin @ v G, z nichz kazda
se sklada ze v8ech vzora v zobrazeni g vidy téhoz prvku a* ¢ G*! Jednot-
livé prvky systému @ jsou tedy podmnoziny v G sklidajici se ze viech
prvkd, které se v g zobrazi vidy na tyZ prvek mnoziny G*. Protoze mno-
#ina G* obsahuje alespoii jeden prvek a*, neni systém G prazdny, nebot
obsahuje mnozinu @ vzort prvku a*; protoze g jest zobrazeni mnoZiny
G na G*, mé kazdy prvek a* e G* alespoil jeden vzor a tedy mnoZina a
vzori libovolného prvku a* e G* neni prazdna. G jest tedy neprazdny
systém neprazdnych podmnozin v Q. Déle jest patrné, ze systém G jest
disjunktni, t. j. kazdé jeho dva prvky jsou disjunktni, a Ze pokryva @,
nebot kaZdy prvek a ¢ G ma pravé jeden obraz a* e G* a tedy lezi prave
v jednom prvku @ e G a sice v mnoziné vzort prvku a*. Vychézi tedy, ze
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systém ¢ viech podmnozin v @, z nichz kazda se sklada ze viech vzort
v zobrazeni g vidy téhoz prvku v (%, jest rozklad mnoziny ¢. O tomto
rozkladu pravime, ze p#islusi anebo patii k zobrazeni g. Kdyz ke kazdému
prvku @ e G piifadime onen prvek a* e G*, 7 jeho# vzori se sklida,
obdrzime jisté zobrazeni g rozkladu ( na mnozinu /* a jest z¥ejmé, ze g
jest zobrazeni prosté. Odtud plyne, e rozklad ¢ mnoziny @, p¥isluiny
k zobrazeni g, a mnozina G'* jsou ekvivalentni mnoziny. V&imnéme si
zejména téchto krajnich pripadi: Kdyz mnoZzina G* se skladd z jediného
prvku, pak piislusny rozklad ¢ jest G kdyz g jest zobrazeni prosté,
pak ptislusny rozklad jest G, Na pi. kdyz jde o zobrazeni, které jsme
vySe popsali v piikladé [2], sklada se rozklad prislusny k tomu zobrazeni
z jednotlivych mnozin zaka, kteti patii vzdy do téze tiidy.

V hotejsich avahach o zobrazenich nikterak nevylucujeme piipad, ze
mnozina G* jest identicka s mnozinou . Kdyz G* = @, pak mluvime
o zobrazeni mnoziny ¢ do sebe po pt. na sebe. Pfifadime-li na pt. ke kaz-

v,

dému prirozenému d&islu ¢islo o jednicku vétsi, obdrzime zobrazeni
mnoziny vsech prirozenych c¢isel do sebe. Nejjednodussi zobrazeni libo-
volné neprazdné mnoziny ¢ na sebe obdrzime, kdyz ke kazdému prvku
« e ( prifadime opét prvek a; to jest t. zv. identické zobrazen{ mnoziny ¢
a oznacujeme je symbolem e. O prostych zobrazenich kone¢nych mnozin
na sebe budeme podrobnéji uvazovati v nasledujicim odstavei 4. .
Pro nage dalsi ivahy jest dulezity pojem skladani zobrazeni. Necht
G, H, K znaci néjaké neprazdné mnoziny, necht g znaci néjaké zobrazeni
mnoziny ¢ do H a h néjaké zobrazeni mnoziny H do K. Pak jest ke
kazdému prvku a e ¢ v zobrazeni g ptitazen jisty prvek ga € H a k tomuto
prvku ga jest v zobrazeni h piifazen jisty prvek h(ga)e K. KdyZz ke
kazdému prvku a ¢ ¢ pritadime prvek h(ga) ¢ K, mame jisté zobrazeni
mnoziny ¢ do K. Toto zobrazeni nazyvame slofené ze zobrazeni g a h
(v tomto potadku) a oznacujeme je symbolem hg.hg jest tedy zobrazeni
mnoziny @ do K charakterisované tim, Ze pro « € G plati rovnost (hg)a =
= h(ga). Viimnéme si nékolika zvlastnich ptipada! Kdyz g zobrazuje
mnozinu ¢ na H a h mnozinu H na K, pak hg jest ziejmé zobrazeni mno-
ziny ¢ na K. Kdyz g i h jsou zobrazeni prosta, pak také zobrazeni hg jest
prosté, nebot pak dva razné prvky v G maji v zobrazeni g dva razné
obrazy v H a tyto maji v zobrazeni h opét dva razné obrazy v K. Déle
jest zfejmé, Ze je-li mnozina K identicka s @, takze h jest zobrazeni mno-
ziny H do (7, pak jest hg zobrazeni mnoziny ¢ do sebe a v piipadé, Ze g
zobrazuje mnozinu G' na I a h mnozinu H na ¢, jest hg zobrazeni mno-
ziny G na sebe; je-li zejména zobrazeni g prosté a h inversni zobrazeni g—1!,
pak jest hg identické zobrazeni mnoziny (. Dale si viimnéme, Ze jsou-li
mnoziny H, K obé identické s ¢, takze g a h jsou zobrazeni mnoziny
do sebe, pak jest i hg zobrazeni mnoziny G do sebe, a v ptipadé, Ze g, h
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zobrazuji mnozinu ¢ na sebe, pak také hg zobrazuje mnozinu (¥ na sebe.
Koneéné si viimnéme, Ze pro identické zobrazeni e mnoziny ( a pro libo-
volné zobrazeni g mnoziny ¢ do sebe plati tyto rovnosti: eg = ge == g.
Jako piiklad sloZeného zobrazeni mizeme uvésti toto: Kdyz g znaci
zobrazeni mnoziny divakt do mnoziny vstupenek, které jsme popsali
v hotejsim prikladé [1] a h znaci zobrazeni této mnoziny vstupenek do
mnoziny barev, které jest dano tim, ze ke kazdé vstupence jest pritazena
jeji barva, pak sloZené zobrazeni hg piifazuje ke kazdému diviku jistou
barvu a sice barvu jeho vstupenky. »

Uvazujme nyni o trech zobrazenich g, h, k, kde k znaci libovolné
zobrazeni mnoziny K do néjaké dalsi mnoziny L (pfi ¢emz opét nevylucu-
jeme pripad, Ze mnozina L jest identicka s nékterou mnozinou G, H, K).
Dilezita vlastnost skladani zobrazeni zdlezi v tom, zZe plati rovnost

k(hg) = (kh)g,

kterou oznacujeme jako asociativni zdkon o sklidani zobrazeni. Tato
rovnost vyjadiuje, ze kazdy prvek v ¢/ ma v zobrazeni k(hg) tyz obraz
v L, jako v zobrazeni (kh)g. Abychom dokazali Ze plati, uvazujme o obra-
zu libovolného prvku a € G v zobrazeni k(hg)! Podle definice zobrazeni
k(hg) jest obraz prvkua vtomto zobrazeni obrazem prvku (hg)a v zobrazeni
k a tedy jej obdrzime, kdyz k prvku ga € H piifadime obraz h(ga) < K
a k tomuto ur¢ime obraz v k. Avsak obraz prvku h(ga) v zobrazeni k jest
podle definice zobrazeni kh tyz, jako obraz prvku ga v zobrazeni kh
a podle definice (kh)g jest tento soucasné obrazem prvku a v zobrazeni
(kh)g, takze skutecné plati hoFejsi rovnost. Zobrazeni vyskytujici se
na obou stranach hotejsi rovnosti ozna‘éujeme strucnéji khg.

Cviteni. 1. Ctenat necht si uvédomi piiklady funkei, s nimiz se
setkal na stredni 8kole; na pi. y = ax + b, y = a2, atp.

2. Necht 4 c G a necht g[A] znaci zobrazeni mnoziny ¢ do mnoziny
{0, 1}, definované takto: Pro a € G jest g[A]a = 1 anebo = 0 podle toho,
zda a lezi anebo nelezi v 4. DokaZte, %e plati tyto vztahy:

g[4 0 Bla = (g[A]a) . (g[Ble) = nejmensimu z obou d¢isel g[4]a,

g[Bla;

g[4 V Bla = nejvétsimu z obou ¢isel g[d]a, g[Bla;

kdyz A4 o B = §, pak jest g[A V Bla = g[A]a + g[Bla.

3. Dvé kone¢né neprazdné mnoziny jsou ekvivalentni, kdyz a jen
kdyz maji tyz fad.

4. Necht g znadi néjaké zobrazeni mnoziny G na G* a {@, b, ...} néjaky
rozklad na G. {ga, gb, ...} jest rozklad na G*, kdyz a jen kdyz {a, b, ...
jest zakryt rozkladu prislusného k g.

5. Necht f[a] znadi zobrazeni piimky na sebe, definované tim, ze ke
kazdému bodu na pfimce o soufadnici x jest prifazen bod na pFimce
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o soutadnici " = x -+ a, p¥i ¢emz a znadi néjaké realni éislo. Podobné,
necht gla] znati zobrazeni pfimky na sebe dané vzorcem v’ = — x + a.
Vzdalenost libovolnych dvou bodi na ptimcee y, @, t. j. ¢islo*) |z, — =z, |
a vzdalenost jejich obrazt v kazdém zobrazeni fla] a gla] jsou stejné.
V zobrazeni f[a] nezobrazi se Zadny bod na pfimce na sebe, le¢ kdyz a = 0
a v tomto pripadé mame identické zobrazeni primky na sebe; v zobrazeni
gla] se zobrazi na sebe prave jeden bod. Pro skladani zobrazeni fa], g[a]
plati tyto vzorce:

S0 flal = fla + b);  g[b] fla] = gl—a + b];
FIb1 glal = gla + b1: glb] glal — fl—a + b].
Poznamka. Zobrazeni fla] a gla] se nazyvaji euklidovské pohyby na
plimce.
6. Necht f[x; a, b] znaci zobrazeni roviny na sebe definované tim,
ze ke kazdému bodu v roviné o.soutadnicich x, y jest ptitazen bod v ro-
viné o soufadnicich a’, ', p¥i ¢emz ,

’

a' = T .cosx -+ ¥.sin x + a,

’

Yy =-—x.s8inx 4+ y.cosx + b,

a x; a, b znac¢i néjaka realni ¢isla. Podobné, necht g[x; @, b] znaéi zobra-
zeni roviny na sebe dané vzorci
¥ =wx.co8x + y.sinux + a,

’

Yy = x.sinx—y.cosx -+ b.

Vzdalenost libovolnych dvou bodd v roviné xy, ¥;; @, ¥s, t. j. Cislo
| V(xl — 2,)2 4 (y; — ¥2)? | @ vzdalenost jejich obrazi v kazdém zobra-
zeni flx; a, b] a g[x; a, b] jsou stejné. V zobrazeni f[x; a, b], kdyZz « jest
cely nasobek ¢isla 2x, nezobrazi se na sebe zadny bod v roving, le¢ kdyz

kdyz « neni cely nasobek ¢isla 27, pak se na sebe zobrazi pravé jeden bod
v roviné. V zobrazeni g[«; a, b] nezobrazi se na sebe zZadny bod v roviné,
vyjimajic pfipad, ze mezi ¢isly o; @, b jest vztah @ . cos fo+4b . sin -%aﬁo;
v tomto pripadé tvoii viechny body v roviné, které se zobrazi na sebe,
jistou primku. Pro sklddani zobrazeni f[x;a,b], g[x;a,b] plati tyto

vzorce:
flB; e, d] flx; a, b] =
=flx+p;a.cosf+b.sinf+¢,—a.sinf +b.cosp + d],
glp; c.d] flx; a, b] =
:g[oc+ﬁ;a.cosﬁ+b.sinﬁ+c,a.sinﬁ—b.cos/}+d],
flB; ¢, d] glw; a, b] =

=glx—pia.cosf+b.sinf+¢,—a.sinf + b.cosp -+ d],

¥) Je-li « libovolné redlné é&islo, pak |x| znadi t.zv. absolutnt hodnotu &isla x,
t. j. nezdporné z obou &isel z, — .
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— flx—Bsa.cosf+b.sinf+c a.sinp—b.cosf+ dl.

Poznidmka. Zobrazeni f[x; a, b] a g[x; a, b] se nazyvaji euklidovské
pohyby v roviné.

4. O permutacich.

Permutact mnoziny G rozamime prosté zobrazeni mnoziny ( na sebe.
V tomto odstavei se omezime na tivahy o permutacich Lonedné mnoziny.
Necht tedy ' znac¢i libovolnou mnozinu o koneéném pocétu = ( = 1)
prvki. Z predpokladu, Ze mnoZina @ jest konecna, vyplyva, Ze kazdé
prosté zobrazeni p mnoziny G do sebe jest jeji permutace. Nebot pak
mnozina ¢ a jeji ¢ast p@, skladajici se ze viech obraz v p jednotlivych
prvkd mnoziny @, jsou ekvivalentni mnoziny a tedy, protoze jsou ko-
necné, maji tyz pocet prvka; odtud plyne ¢ = p@G a tato rovnost vy-
jadfuje, ze kazdy prvek mnoziny ¢ ma v zobrazeni p vzor, takze p jest
zobrazeni mnoziny ¢ na sebe.

Prvky mnoziny @ si myslime oznaceny pismeny a, b, ..., m. Ke kazdé
permutaci p mnoziny G mizeme pak jednoznacné prifaditi symbol tvaru

((z b ...m )

a*b* ...m*)

pii ¢emz a*, b*, ..., m* jsou pismena, jimiz jsou oznaleny prvky pa,
pb, ..., pm; pod kazdym pismenem v prvnim fadku stoji tedy v druhém
Fadku pismeno oznacujici obraz toho prvku v permutaci p. Protoze
PG = G, jsou a*, b*, ..., m* opét pismena a, b, ..., m napsand v jistém
poradku. Naopak, kazdym symbolem toho tvaru, v némz a*, b*, ..., m*
jsou opét pismena a, b, ..., m napsand v jistém poradku, jest dana jista
permutace mnoziny ¢, kterda kazdy prvek v prvnim radku zobrazi na
prvek stojici pod nim v druhém Fadku. V&imnéme si, Ze tutéz permutaci p
muZeme podobné vyjadFiti i jinymi symboly, z nichz kazdy obdrzime,
kdyz pismena a, b, ..., m napiSfeme v prvnim fadku v néjakém jiném
pofadku a pod kaZdé z nich napiSeme totéz pismeno jako diive. Zejména
jest oviem identické zobrazeni mnoziny @ permutace mnoziny ¢ a nazyva

ab... m) anebo kterykoli z ji-
a m

b...
nych symbolt, jako na p¥. (Z Z“' z), atp.

se identickd permutace; jeji symbol jest (

Uvedeme nejprve nékolik jednoduchych prikladét permutaci mnozin
on=1,2,3, 4 prveich.

= 1. Necht @ znadéi mnozinu, kterd se skladd z jediného bodu a

v roviné. V tomto p¥ipadé existuje oviem pravé jenom jedna permutace

y. . . i
mnoZiny G a sice permutace identicka (a)’
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