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21. POUZITI NORMALNICH SOUSTAYV
VEKTORU K RESENI SYSTEMU
LINEARNICH HOMOGENNICH
DIFERENCIALNICH ROVNIC 1. RADU
S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

M¢éjme systém linearnich homogennich diferencialnich rovnic
1. fadu

Yy =apy, Hapy, + ..o+ apy,,
)',2 = d,{)y + ajzs) + ...+ A Vy 5 (1]4)

Yn = Y + Ay2)2 + ...+ Apn)n »

kde a , zna¢i dané konstanty (n = 2). Oznatime-li
ay, ... a, ¥y v
Aol . :

anl coe Qyy Yn yr,n
muZeme systém (1 14) zapsat jedinou maticovou rovnici
y = Ay.

Jde o urceni obecného feSeni systému (114). Ukazeme, Ze
k feSeni této ulohy staci urcit normalni soustavu vektor matice A:
Je-1i néjaka normalni soustava vektori matice A urlena, lze obecné
feseni systému (114) vyjadfit explicitnimi vzorci. Zakladem je tato

21.1. Véta. Necht a je x-ndsobny kofen matice A s charak-
teristickymi ¢isly o, = a, = ... 2 «, a necht vektory

Aygy oo Ay g s

Aypy ooy Ay Oy sts oo Qag s (115)

s o Grgs Qg ity oo pg 1y ooy @ity ey Gy

tvofi k nému pfisluSnou normalni soustavu vektorti. Necht x je
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nezévisle proménna v systému (114). Pak vektory y,, (¢ = 1, ..., r;
c=1,..., oz,-eﬂ) v poctu o, definované vzorcem

ax x X
Yoo =€ dgq+—dg+l.a+...+—~————-—
1! (r — o)

jsou nezavislé a kazdy z nich je feSenim systému (l 14).

a,,} . (116)

Dikaz: Kazdy minor a-tého fadu matice (typu n/x)

\

[lea cees Yars Yeas s Yizi oo Yr.n]

v libovolném ¢&isle x se rovna, jak je patrno, soudinu &isla exp xax
a stejnolehlého minoru matice

[a,y,...,a, 58, ..,a,;...,a,,].

Z toho soudime, Ze vektory y,, jsou nezavislé.
Dileprol1 £ <r,0=1,...,%_,. plati rovnice

r—¢ Jk r—e k-1

Yoo = a.€%) @, +e*y =
( Eok e T (k - 1)!

a4, k00
pfi¢emz v pfipadé ¢ = r znadi druhy vjraz na pravé strané vektor
nulovy. Odtud plynou s ohledem na vlastnosti normalni soustavy
vektort (115) vztahy

r—=o _k r—e+1 k-1

X X
c=a.e”vy —a, ., +e” e (A — aE)a,,,_, ,
Ye kg() Kotk kZl (k - I)!( ) Grk-,
. r—o .\'k
=A (ea k;() 'I;; ao+k.a> = AyLm . b

Z nich vidime, Ze kazdy vektor y,, je feSenim systému (114).

Tim je dikaz proveden.

Nechta, b, ..., fznaci jednotlivé kofeny matice Aa %, f3, ...,
jejich nasobnosti. KdyZ ke kaZdému kofenu pfifadime podle vzorce
(116) soustavu feSeni systému (114), obdrZime celkem % + f + ...
...+ ¢ = n feSeni systému (114). Tato feSeni jsou nezavisla,
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nebot determinant jejich matice v libovolném ¢&isle x se rovnd, jak
je patrno, soucinu ¢isla exp (xa + Bb + ... + ¢f) x a determinantu
normalni soustavy vektorl pfislusné k matici A, takZe je rizny od
nuly. Tim je urCen fundamentalni systém feSeni systému (114).
Obecné feleni systému (114) se pak sklada z linearnich kombinaci
s konstantnimi koeficienty utvofenych z feseni fohoto fundamen-
talniho systému.

Viimnéme si zejména pfipadu, Ze matice A a rovnéz neza-
visle proménna x jsou redlné. Pak ke kazdému realnému kofenu
matice A existuje jista normalni soustava redlnych vektor( a k nému
podle vzorce (116) piifazena feleni systému (114) jsou rovnéz
realnd. Ke dvéma komplexné sdruzenym kofenim a = a, + ia,,
a = a, — ia, matice A existuji pfislu§né normalni soustavy vek-
torti@,, = @,,, + iG,,,,d,, = @,,; — i4,,, komplexné& sdruZenych
a k nim podle vzorce (I 16) ptifazena feSeni y,,, 706 systému (114)
jsou komplexné sdruzena. Vektory y,,i = (Yos + Yoo) : 22 Yoo =
= (Yor — You) : 2i, vyjadiené vzorci

r=o¢ Ak
AU .
1. X AN . .
Yoar = €73 ° ;(‘05 42Xy g gy = SINAXA, 14 02) s
A0 N
L (117)
Sl xt
Yoo = €Y F(sm UsX @yip 1 + COS A23XA, 44 42)
K=o k!

jsou redlné, nezivislé a jsou oviem feSenimi systému (114). Vidime
ze kdyZ matice A je redlna, existuje fundamentalni systém feSeni
systému (114), kterd jsou tvaru (116) nebo vzdy po dvou tvaru (117).
Poznamenejme, Ze vzorce (116) a (117) vyjadiuji oviem téZ pro
komplexni hodnoty proménné x feSeni systému (114).

Priklad 21. Resme systém diferencidlnich rovnic

yy= — v+ ), (118)
R R B S N T

T R S R AT

Yi= 2y — 20y
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Redeni: Matice tohoto systému je

0-1 1 0
-2 1 1 -1
A= 2 -1 -1 1
0 2-2 0

Je to tedy matice z piikladu 20, a tedy ma &tyfnasobny kofen 0

rowr

a k nému pfislu$na charakteristicka ¢isla

Normalni soustava vektori matice A pfisludna ke kofenu 0
ma tedy tvar

a,y,0d;¢, 034,03, .

Vektor a,; je libovolny nenulovy vektor, ktery se linearni
transformaci o matici A® pfevede na vektor 0; a linedrni transfor-
maci o matici A® na vektor # 0 zvolime napf. jeho slozky takto:
1,0,0,0.

Linearni transformaci vektoru a,, o matici A obdrZime vek-
tor a,, o slozkach 0, -2, 2, 0.

Linearni transformaci vektoru a,, o matici A obdrZime vek-
tor a;, o slozkach 4, 0, 0, —8.

Za vektor a3, zvolime libovolny, na pfedchazejicich vekto-
rech nezavisly vektor, ktery se linearni transformaci o matici A
pfevede na vektor 0; zvolime jej napf. takto: 1, 1, 1, 0.

Vektory .
1 0 4 1
a,, = 0 a -2 a 0 a l
| S 0 ’ 21 — 2 ’ 31 0 32 — 1
0 0 -8 0

tvofi tedy normalni soustavu vektor matice A pfislusnou ke ko-
fenu 0.
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Podle véty 21.1 tvofi vektory

1 + 2x? 4x 4 1

— 2x -2 0 1

Y = w | Y21 = E Y1 = ol’ Y2 = 1
— 4x? —8x -8 0
(119)

fundamentalni systém feSeni systému diferencialnich rovnic (118).

Vezmeme-li libovolné nezavislé linearni kombinace s kon-
stantnimi koeficienty vektorti (119), obdrzime opét fundamentalni
systém feSeni systému diferencialnich rovnic (118). Napf. vektory

Yi = =431 + Ya2, Y2 = Y31, Y3 = Ia0s Ya = Ay + dys

i,
0 2 2x 1 + x?
|t _ 0 -1 _ - X
YI - 1 ’ YZ 0 ) Y3 - 1 ] Y4 x
2 —4 —4x -1 - 2x?

tvoii fundamentalni systém feSeni systému diferencialnich rovnic
(118). takZe obecné Feseni tohoto systému (118) je

¥ = 2C, + 2C,x + Cy(l + x2) ,
.“2 = C] - C3 - C4.\’ N
.‘.3 = Cl + C3 + C4X ,

Fo = 2C, — 4C, — 4Cyx — Cy(1 + 2x7),

pficemz C,, C,, C;, C, znati libovolné konstanty.
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