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17. CHARAKTERISTICKA CISLA MATICE

Uvahy obsaZené v nasledujicich odst. 17.1.-20.3. tvofi
v hlavnich rysech teorii, ktera pochdzi od Ceského matematika
Eduarda Weyra (1852—1894). Tato teorie je zaloZena na pojmu
tzv. charakteristickych Cisel. Weyrova teorie je obsahové rovnocen-
na s dileZitou teorii elementarnich délitelti, o niz bude fe¢ v odst.
22.1.—23.6. a svoji prihlednou algebraickou strukturou ji pfedéi.

17.1. Umluva a oznaceni. 1. V dal§im vezmeme v uvahu
libovolnou ¢&tvercovou matici A stupné n = 1, o niZ budeme

pfedpokladat, Ze jeji charakteristickd rovnice ma 0 za a-nasobny
kofen, pficemZ o = 1.

2. Pro k=0,1,2,... pouzZijeme oznaceni
7, = nul A*,
17.2. Véta. Cislo 0 je a-nasobnym kotfenem charakteristic-
kych rovnic viech matic A*, kde k je libovolné pfirozené &islo.
Dikaz: Budte
0,..,0, 4, ..., 4 _,

koteny charakteristické rovnice matice A, kde A, . 4, ... 4,_, + 0.
Pak podle véty 14.3.2 ma charakteristicka rovnice matice A¥
kofeny

0,...,0, 2%, .., A__.

N, et
@

17. 3. Véta. Znadi-li a nasobnost kofene O charakteristické
rovnice matice A, pak pro k = 0, 1,2, ... plati

7% < a. (77)
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Dikaz: a) Tvrzeni je ziejm& spravné pro k = 0, nebot
'}’o = 0 < A.

b) Dokazeme je pro k = 1. Podle 9.3.2 je charakteristicka
rovnice matice A

S\ s\yn—1 n—2
_— A et /A l_n - e n — ’
|A —JE| = (=2 + S)(=A)""' + S(=A"2+ ...+ 8S5,=0

kde S; znaCi souCet hlavnich minori fadu j v matici A.
ProtoZe 0 je x-nasobny kofen rovnice |A — AE| = 0, je

Sp-a # 0.

Odtud plyne, Ze v matici A je aspoit jeden minor fadu n — «
nenulovy. Proto hodnost matice A je a = n — a, takZe

a=n-—y,2n-—auo,
a tedy

~y

71 o.

I\

3. Pro k > 1 tvrzeni plyne z véty 17.2 vzhledem k pfede-
slému vysledku (pro k = 1).

17.4. Véta. Necht « je nasobnost kofene O charakteristické
rovnice matice A.

Pak pro k = 0, 1, 2. ... plati vztahy

1. Vzdy je

NN (78)
2. kdyz pro urcité k plati y, = o, pak je

A =Pk = Ykt oo

3. kdyz pro ur€ité k je 7, < a, pak

T < Vk+15 (79)
4. vzdy je

Ykt — Tk = Yke2 — Va4t (80)

Diakaz: 1. Prvni tvrzeni plyne ze vztahu A**! = A* A
podle véty 16.7, podle néhoz je

n= Y1 SN — Yy
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2. Je-li y, = a, pak podle (78) a (77) mame

& =P S Very S,
takze

Pet1 = & = Ptz = oot

3. Bud 7y, < a. Tvrzeni 3 dokadZeme ftiplnou indukci
vzhledem ke stupni matice. UkaZeme nejprve Ze tvrzeni plati
pro kaZdou matici stupn& n = 1. Necht je A = [a] matice stupng
n =1, jejiz charakteristickd rovnice mé& a-nasobny (x> 1)
kofen A = 0. Zde je « = 1, takze A = O. Mame tedy

'Yo=0, 1=a=71=Y2=....

Je-li tedy pfi n€kterém k = 0 nulita y, < « (v naSem ptipad€ pro
k = 0), pak je
O=vp=%<n+1=7=1.
Nechf tedy matice A ma stupeii n = 2 a pfedpokladejme, Ze
dokazované tvrzeni je spravné pro vSechny matice stupné < n — 1.
Kdyz k =0, je 7o =0 < a a skutetn& je y, <y, (21).
Nechf je y, < « pro uréité k = 1. Pak nutn€ y, < n. Podle
vét 16.13 a 16.14 existuje matice L fadu n — y, (< n) takova,
Ze ma (« — y,)-nasobny charakteristicky kofen O a proj = 1,2, ...
plati
Y=y +nulli™t, (81)

Odtud pro j = k mame
nul ' =y -y <o -y,
takZe podle indukéniho pfedpokladu je

nul L' < nul L*,
Proto je
vk - Vk+| = nu] Lk-l - nul Lk < 0,
¢imZ je dokéazano tvrzeni 3.

4. Tvrzeni 4 dokazeme opét indukci vzhledem ke stupni
matice. UkaZme piedné, Ze plati pro kaZdou matici stupné
n = 1. Necht A = [a] je libovolna matice stupng 1, jejiZ charak-
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teristicky kofen 4 = 0 je a-nasobny (kde a = 1). Proto je

Y%o=0, l=a=y, =9,=..

takZe tvrzeni je spravné.
Necht nyni matice A je stupné n = 2 a pfedpokladejme, Ze

tvrzeni 4 je spravné pro vSechny matice stupné m < n — 1.
Pro k = 0 véta plati podle vztahu (76). Nechf tedy k = 1.

Je-li y;, = n, mame
n=a=yl=))2=...
a tvrzeni zfejmé plati.
Necht tedy y; < n. PouZijme vztahu (81). Dostaneme
Yesr — Y =null*  — pull*!,
Yiez = Yasq = nul L¥*¥1 — nul Lk,

ProtoZe matice L je stupné < n, podle indukéniho pfedpokladu
prava strana prvni rovnosti neni mensi neZ prava strana druhé
rovnosti, tj.

nul L¥ — nul L*~! > nul L**! — nul L¥,
¢imZ je tvrzeni 4 dokézano.
17.5. Upozornéni. Podle véty 17.4.2 a 17.4.3 soudime,
Ze v posloupnosti matic
A AL A LA, (82)
existuje prvni matice A" takova, Ze jeji nulita
Ye=0a,
a pak také vSechny nasledujici matice maji nulitu rovnou a.
Naproti tomu nulity pfedchazejicich matic (pfed A") rostou,
takZe je
0<y <1< ... <7P,=0="94y=...

Mimoto plati pro kaZda tfi sousedni ¢isla yy, Y+ 1, Y+ 2 VZtah (80).
PoloZzme

Ay =Py, 03 =73 = Fire0r O =Y — Yoy - (83)
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Pak nulity matic (82) postupn& jsou
al,al +0(2,0(1 + az + ot3,...,ot1 + 0(2 + P + ar= o .

Pfitom vSechna disla

Ayy Ogy ovey Oy
jsou pfirozena a podle (80) splituji vztahy

G A= 2a>0. (84)

17.6. Definice charakteristickych Cisel matice. Necht A je
libovolna ¢tvercova matice stupné n a necht a je a-nasobny (« = 1)

kofen charakteristické rovnice matice A, takZe 0 je a-ndsobny kofen
charakteristické rovnice matice B = A — aE. Necht

Oy, Ay + Uy oy Oy + 0 + 00 + 0, =2
zna¢i nulity matic

A — aE, (A — aE)?, .., (A — qE) .

Pak pfirozena Cisla o, oy, ..., %, se nazyvaji charakteristickd
¢isla matice A, pfisluSna k jejimu charakteristickému kofenu a.

17.7. Pozndmka. Podle poznamky 9.3.3. ma maticc A’
sdruzena s matici A tytéZ kofeny jako tato. Dale plati, Ze pfi kaZzdém
gisle a a celém k = 0,1, ..., jsou matice (A — aE)*, (A" — aE)*
sdruzené; tedy maji stejnou hodnost, a tedy i nulitu. Vidime, Ze
k témuZ kofenu matice A a s ni sdruZené matice A’ pfislusi stejna
charakteristicka cisla téchto matic. .

Priklad 20. Uréeme charakteristicka Cisla pfislusna k cha-
rakteristickému kofenu O matice A z prikladu 19 (odst. 15.12).
Reseni: Charakferisticky polynom matice

0-1 1 O
-2 1 1 -1
A= 2 -1 -1 1
0 2-2 0
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je @(2) = 2%, jak jsme zjistili v pfikladu 19. M4 proto dan4 matice
¢tyfnasobny charakteristicky kofen 4 = 0.

Podle vypo¢tu minori 3. ¥adu v uvedeném piikladu jsou pro
A = 0 tyto minory vesmé&s rovny nule. Proto matice A ma vSechny
minory fadu 3 rovny nule. Naproti tomu existuji v matici A ne-
nulové minory fadu 2, napf. minor v levém rohu nahote. Ma tedy
matice A hodnost h; = 2 a jeji nulita je

’}71—_—'“1:4'—2:2.
Utvoifme nyni A2, ObdrZime

Al =

o O O P

-2 2
0 0
0 0
4 —4

S O O N

Vidime, Z¢ A> ma hodnost h, = 1, takZe jeji nulita je

Y=o, +o,=4—-1=3.
Odfud dostavame
(12 = 1 .

Konecné se zjisti, Ze A’ = O, takZe jeji hodnost h; = 0 a nulita

Y3 =0y + day + oy =4.
Proto je
ay = 1.

Proto k (Gtyfnasobnému) charakteristickému kofenu 0 matice A
prislusi charakteristicka ¢isla

oy =2, o, =1, ay=1.

17.8. Véta o minimalnim polynomu matice. Necht A je libo-
volna &tvercova matice stupné n a necht

Ats Aoy vy Ag

jsou vzajemné rtzné kofeny charakteristické rovnice matice A,
ptiemz a, f3, ..., o zna¢i nasobnosti téchto kofent:.
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Nechf charakteristickd &isla p¥islu$na ke kofenu

Ay jsou ay, 0p, euy 0ty
}‘2 Jsou ﬁl’ ﬁZ’ cers ﬂpz s

.....................

Pak polynom
Y(A) = (A= 2P (A — )P ... (A — A)™
je minimalni polynom matice A.
Diikaz: Podle definice charakteristickych ¢isel, matice

(A = 4,E)’* ma nulitu « ,
(A — 2,E)” ma nulitu § ,

(A — AE)” ma nulituo .
ProtoZe polynomy

(= A" .o (A = )P
jsou nesoudélné, ma podle véty 16.9 matice

W(A) = (A — 2,E)" (A — J,E)P* ... (A — AE)
nulitu

o+ pf+...+0=n,
takze

W(A) = O
Spliiuje tedy matice A rovnici (1) = 0.

Necht f(4) je libovolny polynom a necht d(1) je nejvétsi
spoledny délitel polynomi f(2), y(4). Pak existuji takové
polynomy f,(4), ¥,(2), Ze je

S f(2) + va(2) w(4) = d(2).
Odtud plyne

F(A)S(A) + ¥,(A) Y(A) = d(A).
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ProtoZe y(A) = 0, je
f1(A) f(A) = d(A). (85)

KdyZ se n&aky vektor x linearni substituci o matici f(A)
transformuje v nulovy vektor 0, takZe

f(A)x =0,
podle (85) plati
d(A)x = 0.
Proto
nul f(A) < nul d(A).

Jeito d(4) je délitelem polynomu f(4), pfi vhodném polynomu
d,(4) mame

di() d(2) = 5. (36)

d,(A) d(A) = /().
Kdyz pro né&jaky vektor x plati

takze

d(A)x =0,
pak je

f(A)x = d,(A)[d(A)x] = 0.
Odtud plyne
nul d(A) < nul f(A),

takZe vzhledem k hofejSimu vysledku dostavame
nul f(A) = nul d(A).
Ptedpokladejme nyni, Ze f(A) = 0, takZe
nul f(A) = n = nul d(A).
Jezto d(4) je délitelem polynomu y/(4), pfi vhodném g(4) mame
00) = a(3) ).
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Je-li d(2) nizsiho stupné& nez y/(4), je
nul d(A) < n.
Polynom d(4) je pak totiZ sou¢inem polynoma
(A= 2)%N (A = )2 ., (A= ),

kde 0 < ¢; < p; (i = 1,...,5), pticemZ alespoii pro jeden index j
plati ¢; < p;, takZe nul (A — le)" je mens$i neZ nasobnost kofe-
ne 4;. Podle 16.9 je tedy

nul d(A) = Y nul(A— AEf <a+f+...+0=n.
i=1

Proto
Y(2) = c.d(4), kde ¢ #+ 0 je konstanta .

Z (86) plyne
£() = 1 dy(3) W(4)

Vychazi tedy, Ze kazdy polynom f(2), pro ngjz f(A) = 0, je déli-

telny polynomem y(4). Zejména je tedy minimalni polynom déli-

telny polynomem (1), a tedy y(4) je minimalni polynom matice A.
Tim je dikaz proveden.

17.9. Poznamka. Posloupnost &isel

[ty oos 2, ) (B ooos By oo (045 - 0,)]

skladajici se ze skupin vSech charakteristickych cisel pfisluSnych
k jednotlivym vzijemné riiznym kofeniim matice A, pficemz &isla
v kazdé skuping jsou uspofadana jako (84), nazyva se Weyrova
charakteristika matice A.

Vidime, Ze soulet Clentt v kazdé skupiné Weyrovy charak-
teristiky se rovna nasobnosti pfislusného kofene matice A, a tedy
soulet vSech ¢lent v charakteristice dava stupeit matice A.
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