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16. HODNOST A NULITA MATICE

Pojem hodnosti matice, zndmy z nauky o determinantech,
jsme uvedli v poznamce 1.6. S pojmem hodnosti matice uzce souvisi
pojem nulity Ctvercové matice.

16.1. Definice nulity matice. Je-li A (tvercovd matice stupné
n a je-li a jeji hodnost, pak nulitou matice A rozumime Cislo

a=n-a;

zna¢ime je symbolem nul A.

16.2. Poznamka. Z predeslé definice nulity matice plyne,
Ze kdyZ ma matice A nulitu «, existuje v matici A aspon jeden ne-
nulovy determinant stupné a = n — o > 0, kdezto vSechny de-
terminanty fadu n — o + 1, pokud existuji, jsou rovny nule.

16.3. Poznamka. Vyrok, Ze matice A stupné n ma nulitu
o = n, znamena, Ze v§echny prvky matice A jsou nuly.

Naproti tomu vyrok, Ze matice A stupné n ma nulitu « = 0,
znali, ze A je regularni.

Uvedme jesté nasledujici dveé véty 16.4 a 16.6, které se doka-
zuji v teorii linearnich rovnic.

16.4. Véta. 1. Necht matice A = |[a,k1l je Ctvercova stupné n
a ma nulitu «.

Pak existuje o nezavislych feSeni soustavy n homogennich
rovnic

.............................. (61)

Ay Xy + Xy + oo+ apx, = 0.
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2. KdyZ naopak existuje k nezavislych feseni soustavy (61),
pak pro nulitu o matice A plati

k.

od

v

16.5. Poznamky. 1. KaZdy systém nezavislych feSeni
v poctu o soustavy (61) tvofi fundamentalni systém feSeni v tom
smyslu, Ze kazdé feseni soustavy rovnic (61) je linearni kombinaci
jednotlivych feSeni fundamentalniho systému. Pfitom se funda-
mentalni systém feSeni soustavy (61) nalezne, kdyZ se napf.
Frobeniovou metodou urci fundamentéalni systém feSeni soustavy
redukované ze soustavy (61), tj. soustavy skladajici se z nezavislych
rovnic v podtu @ = n — o vybranych ze soustavy (61). Srov. po-
zZnamku 6.3.

2. Soustava (61) urcuje zfejmé takové vektory x v n-roz-
mérném prostoru, jejichZ transformované vektory.

x* = Ax

vzniklé linearni transformaci o matici A jsou nulové. Podle véty
16.4. je nul A rovna nejvét§imu poctu linearné nezavislych vek-
tord, které se linearni substituci o matici A transformuji na nulovy
vektor.

16.6. Véta. Libovolna matice A a matice A, vznikla z A
rozSifenim o sloupec, ktery je linearni kombinaci sloupcti matice
A, maji stejnou hodnost.

Podobné je tomu, je-li matice A, rozsifena o fadek, ktery

je linedrni kombinaci fadkt dané matice A.

Diikaz pfenechavame Ctenafi.
V dal$im vykladu se obeznamime s nékolika jinymi dulezi-
tymi vétami o hodnosti, popf. nulité matic.

16.7. Véta o hodnosti soucinu dvou matic. Jsou-li A, B Ctver-
cové matice stupné n a jsou-li a, b jejich hodnosti, pak pro hodnost
¢ matice C = AB plati vztah

c<a, c=bh. (62)

107



Dikaz: Necht A = |lay|, B = |by|, AB = |c;|. Pak
podle véty 16.6 maji stejnou hodnost matice A a matice

A=l ~[A AB].
aul . ann cnl (nn
ProtoZe matice AB = |c;|| o hodnosti ¢ je ¢asti matice A,, mame
c<a.

Podle véty 16.4 existuje n — b linearné nezavislych feSeni
rovnice Bx = 0. Kazdé takové feSeni vyhovuje rovnicim

(AB)x =0,
nebot je
(AB) x = A(Bx) = A0 = 0.
Avsak nezavislych feeni soustavy (AB) x = 0 je nanejvys n — c.
Proto
n—c=n-—>b neboi ¢ <b.
16.8. Véta o nulité soucinu dvou matic. Necht A, B jsou
Ctvercové matice stupné n a necht «, B jsou jejich nulity. Je-li y
nulita matice C = AB, pak plati vztah
ySa+fi. (63)
To znamena, Ze nulita soucinu dvou ¢tvercovych matic téhoz

stupné n je nanejvys rovna souétu nulit obou matic.
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Dukaz: Podle definice nulity existuji linearné€ nezavislé
vektory

a) dl,.. a, (v poctu «), pficem iAaj =0,
b) by, ..., by (v poitu ), pficemz Bb, = 0,
<) C,, ..., €, (v pottu y), pfi¢emz Cc, = 0,

kde j=1,2,..,0; k=1,2,..,8; h=1,2,...,y. Ze vztahu

Q

plyne
0 = A0 = A(Bb,) = (AB) b, = Cb,,
takze je

i) Je-liy = B, je zfejmé y < o + f3.

ii) Bud y > B. Pak za vektory ¢, c,, ..., ¢, miZeme zvolit
vektory

by,...by¢chy,..ic,.
OznaCme proi =+ 1,8+ 2,..,y

y; = Bec;. (64)
Pak je

Ay, = A(Bc,) = (AB)c; = Cc;

1

=0.

Tvrdime, Ze vektory yz. 4, ..., ¥, jsou nezavislé. Kdyby totiZ byly
zavislé, existoval by nenulovy vektor @ o y — f§ slozkach takovy, Ze

[¥pe1s-ny]Ja=0.

kde [¥y41, ..., y,] znaci matici, jejiz jednotlivé sloupce predsta-
vuji vektory

) /TSTRERS A
Ze vztahu (64) dostavame

[B¢yyy,.... B, ]a

Il
()

takze
Blcy,y,....c,]Ja=10
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neboli
B([cs415..-¢,] @) = 0.

Vektor r = [cﬂ+1, e c,,] a neni nulovy, nebot jinak by vektory

Cortr e €

byly zavislé, coZ je proti pfedpokladu. ProtoZe vektor r se transfor-
muje matici B v nulovy vektor, je zavisly na vektorech by, ..., by.
Vzhledem k tomu jsou vektory

by,....bs chiy,..0s €,

zavislé. To vSak je proti pfedpokladu. Proto vektory y;.q, ..., ¥,
jsou nezavislé, jak jsme tvrdili.

Podle predpokladu vsak existuje nejvySe o nezavislych vek-
tord takovych, Ze se matici A transformuji v nulovy vektor. Proto

- pf=a
a odtud

ySoa+f.
Tim je véta dokézana. Ve zvlastnich piipadech (viz véty 16.9
a 16.10) je nulita souc¢inu dvou matic pravé rovna souctu nulit
obou matic.

16.9. Véta. Necht A je Ctvercova matice stupné n. Necht
f(2), g(2) jsou libovolné nesoudélné polynomy.
Pak je

nul [ f(A). g(A)] = nul f(A) + nul g(A).

Duakaz: Nulity matic f(A), g(A), f(A).g(A) oznaéme po-
stupné€ symboly «, f, y. Podle véty 16.8 plati

ySa+ B.

Staci proto dokazat, Ze y = o + f.

ProtoZe f(4), g(4) jsou nesoudélné polynomy, existuji poly-
nomy F(1), G(2) takové, Ze

f)F() + g(2) G(2) = 1.
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Pak je
f(A) F(A) + g(A) G(A) = E. (65)
ProtoZe o = nul f(A), B = nul g(A), existuji nezavislé vektory
a) x,, ..., x,takové. Ze proj = 1,2, ..., « plati f(A) x; =0,

b) ¥y, ..., Yptakové, Ze pro k = 1,2,. ., B platig(A) y, = 0.
Tvrdime, Ze vektory

Xiy oo Xgy Yisoo Yp (66)
jsou nezavislé.

~ Jsou-li totiz zavislé, existuje vektor z o « + f slozkach
takovy, Ze asponi jedna z jeho prvnich « a poslednich # soufadnic
je nenulova, a plati

[x1 oo X ¥y yg]lz=0. (67)

Nasobime-li tuto rovnici matici (65), obdrZime vzhledem k vztahéim

9(A) G(A) y, = G(A)[g(A) yi] = G(A)0 =0
vztah

[Ex,, ..., Ex,. f(A) F(A) y,, ..., f(A) F(A) y,] z = 0

neboli

(X1, ..o, X, f(A)F(A) yy, ..., f(A) F(A) y,] z=0. (68)
Z rovnice (67) nasobenim matici € = f(A) F(A) dostaneme

[Cx,,....,Cx,,Cy,...Cy,]z=0.

ProtoZe pak

Cx, = 1(A) F(A) x, = F(A) f(A) x; = F(A)0 = 0,
z predeslé rovnice plyne

[0.....,0,f(A) F(A)y,,....f(A)F(A)y,] z= 0.

Odettenim této rovnice od rovnice (68) obdrzime

[x( ... %x,0,..,0]z=0. (69)
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ProtoZe aspoii jedna z prvnich « soufadnic vektoru z je nenulova,
plyne z rovnice (69), Ze vektory, x, ..., X, jsou zavislé. To vSak
je proti pfedpokladu. Tim je ukazano, Ze vektory (66) jsou neza-
vislé.
Kazdy z vektort (66) vyhovuje relaci
f(A) g(A)x; =0,
f(A) g(A)y, =0,

nebof matice f(A), g(A) jsou zaménitelné. Proto y = « + f3,
¢imz je véta dokazana.

16.10. Véta. Necht A je libovolna matice o nulité o, kdezto B
je regularni matice téhoz stupné n, takze nul B = f§ = 0. Pak je
nul AB=nulA + nulB =nul A,
nul BA=nulB + nul A= nul A.

Dukaz: Podle vét 16.7 a 16.8 je napf.

o =max(x f) <nulAB < o + = a,
takZe
o < nul AB < «,
a tedy
nul AB =ua=u0+f.

16.11. Poznamka. Necht A je libovolna Ctvercova matice
stupn€ n. Necht Q je reguldrni ¢tvercova matice téhoZ stupné n.
Pak podle véiy 16.10 ma matice AQ, a tedy i matice

B=Q 'AQ, (70)

touz nulitu jako matice A.

16.12. Véta. Nechf A je matice stupné na B = Q' AQ, kde
Q je libovolna regularni matice téhoz stupné n. Pak plati tato
dvé tvrzeni:

1. |A — JE| = |B — JE|, (71)
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takZe matice A a matice B maji stejny charakteristicky polynom.
2. Pro libovolné prirozené k plati
B* = Q'AQ. (72)
Dutkaz: 1. ProtoZe
B-/E=Q 'AQ - IQT'EQ=Q (A - 1E)Q,
mdme |B — JE| = |Q7'| |A — AE| |Q| = |A — AE|.
2. Uplnou indukci. Pro k = 1 vztah (72) je spravny. Bud

k > 1 a pfedpokladejme, Ze vzorec plati pro exponent k — 1.
Pak je

Bk — Bk—IB — (Q—lAk—lQ)(Q—lAQ) —
— Q—IAk—l(QQ—l) AQ — Q—-I(Ak—-IA) Q — Q~1AkQ .

16.13. V&ta. Necht y (1 £y < n) zna®i nulitu Stvercové
matice A stupné n. Pak existuje regularni matice Q takova, Ze
matice B = Q' AQ je tvaru ‘

B = [_9 K]} , (73)
0L jn=i

—_—
y n-y

kde K je urcita matice typu y(n — y), kdeZto L je Etvercova matice
stupné n — y.

Dukaz: ProtoZe y (2 1) je nulita matice A, existuji neza-
vislé vektory x,, ..., x, takové, Ze se linearni substituci o matici A
transformuji v nulovy vektor. Necht

b SRR &
znaci dalsi vektory takové, Ze vSechny vektory
Xy oees X,

jsou nezavislé. Pak matice

Q =[xy ..., x,]

je regularni a matice AQ ma v prvnich sloupcich v poétu y samé
nuly. Totéz plati o matici B = Q™' AQ. Tim je tvrzeni dokazano.
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16.14. Véta. Mezi maticemi A a L, o nichZ je fe¢ v pfede§lé
vété 16.13, plati tyto vztahy:

1. |A = iE| = (=A)" |L — AE| ;
2. nul A* =9, + null*" pro k=1,2,..,
3. null < 9,
Pfitom je y, = nul A.
Dikaz: 1. Podle (71) je |A — AE| = |B — AE|. Z tvaru
matice (73) plyne
B — AE| = (—=A)" |L — ],

odkud plyne tvrzeni 1.

2. Podle odst. 16.11 a véty 16.12.2 plati pro k = 1,2, ...
vztah
nul A* = nul B¥.

Proto staci ukazat, Ze je
nul B¥ =y, + nul L¥~*, (74)

Pro k =1 je vztah zfejm€ spravny. Proto pfedpokladejme, Ze
k > 1. Je ztejmé, Ze

pop. gt =0 K [OK O K n
0. L 0Lkt 0! ¢ fln-v’

RN ) Yo mTYt PRI b |

kde K,_,, K, znaci vhodné matice. ProtoZe nulita matice B je
y: a jeji hodnost n — v, jsou posledni sloupce v poétu n — y,
v matici B linearné nezavislé. Posledni sloupce v podtu n — y,
v posledni matici B* jsou linearnimi kombinacemi onéch sloupcti
v matici B, pfiemz koeficienty v téchto linearnich kombinacich
jsou soutadnicemi vektoréi v (n — y,)-rozmérném prostoru. Tyto
vektory jsou sloupce matice L¥~!. Oznac¢ime-li tedy pismeny X, Y
libovolné stejnolehlé matice fadu n — y,, utvofené z poslednich
n — 7, sloupctt matic B, B¥, mame vztah

Y = XL,
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Hodnost matice B* je rovna hodnosti takové matice Y, kterd ma
nejvet§i moZnou hodnost, a tedy nejmensi nulitou. ProtoZe podle
vét 16.7 a 16.8 je

nul ! < nulY < nul X + nul L*~1 (75)

vidime, Ze nejmen3i nulitu méa takova matice Y, jejiZ stejnolehla
matice X ma nulitu 0. Takovi matice X existuje, nebof posledni
sloupce v potu n — y,; v matici B jsou linearné nezavislé. Zvoli-
me-li tedy za X uvaZovanou matici, podle (75) obdrZime vztah

nulY = nul L¥~ 1,

Odtud méame
nul B* = n — hodnost B* = n — hodnost Y =
=n—n+y +nulY=y +nulY =y +nulk?,
Tim je dokazano tvrzeni 2.
3. Podle pfedesiého tvrzeni pro k = 2 mame
nulL =y, — y,,

kde y, = nul A, y, = nul A% ProtoZe matice L je fadu n — y,,
jeji hodnost je

n—y, —(—9n)=n-7y.

Proto obsahuje pravé n — y, nezavislych fadku. Odtud plyne, Ze
v poslednich n — y, fadcich matice B je pravé n — y, nezavislych
fadku. Tedy hodnost matice B je nanejvys rovna Cislun — v, + y,,
takZe ”

yi=nulBzn—(n-9,+y)=y9-7

¢imZ je dokazano i tvrzenf 3.

16.15. Poznamka. VSimnéme si, Ze vysledek 16.14.3 mu-
Zeme zapsat ve tvaru
Yr— Yo 2 Y2~ V1> (76)

kde y, = nul A*, pro k =0, 1, 2.
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