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8. VEKTOROVE PROSTORY

8.1. Baze. Vezméme v ivahu aritmeticky vektorovy prostor
V, nad télesem T.

Podle definice: prostoru ¥, (7.1.2) jsou jeho prvky matice
typu n/1 nad télesem T. V prostoru ¥, jsou tedy definovany pojmy
rovnosti, seéitini a skalarniho nasobeni pro jecho prvky. Tyto
operace splituji zdkony komutativni, asociativni a distributivni,
jak o nich byla fec v odst. 5.1 a 5.2.

Dale se prostor V, vyznacuje existenci bazi tohoto prostoru.
Kazda uspofadana skupina n vzajemné nezavislych vektorit
a,, ..., a, v prostoru V, tvofi bd:zi tohoto prostoru. To znamena,
Ze kazdy prvek (vektor) x’ eV, je linearni kombinaci uvedenych
vektoru s jistymi koeficienty x, ..., x, z télesa T

x'=x,a, + ... + x,0,. (19)

Je ziejmé, Ze Cisla x, (oz =1,... n) jsou urcena jednoznacné.
Matice
A=a ..a,]

se nazyva matice bdze a;, ..., a,. A je regularni étvercova matice
stupné n. Naopak, kazdd regularni Ctvercovd matice stupné n
nad télesem T je matici vhodné baze prostoru V,.

Pomoci matice A miZeme vzorec (19) zapsat ve tvaru
x' = Ax;

pfitom x znaci vektor o soufadnicich x, ..., x,. Vektor x je tzv.
soufadny wvektor vektoru x’ vzhledem k bazi a,,....a,; jeho
slozky nazyvame soufadnicemi neboli sloZkami vektoru x' vzhle-
dem k (n&kdy téZ pFi) bdzi a,, ..., a,. Je-li dana baze prostoru V,,
ma vzhledem k ni kazdy vektor v prostoru V¥, pravé jeden soufadny
vektor.
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Jednotkové vektory e, ..., e, tvofi v prostoru V, bazi, a sice
tzv. zdkladni bazi prostoru V,. Kazdy vektor e, je definovan tak,
Ze jeho a-ta soufadnice je 1, kdeZto viechny ostatni soufadnice
jsou 0 (o = 1, ..., n). Matice zakladni baze je zfejmé jednotkova
matice stupné n. Kazdy vektor v prostoru V, splyva se svym sou-
fadnym vektorem pfi této zakladni bazi.

Budte a,,....a, a b,, ..., b, baze prostoru ¥, a A, B pii-
sluSné matice. Bud x' € ¥, libovolny vektor a x, y jeho soufadné
vektory pfi uvedenych bazich. Pak mame x’ = Ax = By a odtud
vychdzeji tyto vztahy mezi vektory x, y

x=A"'By, y=B'Ax. (20)

Vidime, Ze soufadné vektory x, y téhoz vektoru pfi bazich o mati-
cich A, B jsou vazany vztahy (20).

8.2. Podprostory ve vektorovém prostoru. V,. Kazdych m vza-
jemné nezéavislych vektort a,...,a,€V, (I £m < n) uruje
m-rozmérny podprostor v prostoru V,. Timto podprostorem rozu-
mime mnoZinu viech vektord x’' € V,, které jsou linearnimi kombi-
nacemi vektord a,...,a, s libovolnymi koeficienty x,,..., x,
z télesa T. Oznacujeme jej V,.,. Vektory a,,... a, tvofi bazi
podprostoru V,,,,,.

V pfipadé m < n existuji vektory napt. a,,,,...,a,€V,
(v poctu n — m), které spolu s vektory baze podprostoru V,,,,
tvofi bazi prostoru V,: a,,....a,, @,.,,...,a, Kazdy vektor
x' €V, Je mezi vektory prostoru V, charakterizovéan tim, Ze jeho
soufadny vektor x vzhledem k této bazi ma vSechny soufadnice,
m + l-ou pocinajic, rovny nule

m»

X,

0

V ptipadé m = n splyvd kazdy podprostor V,, s prosto-
rem V,. Proto prostor V, téZ nazyvdme aritmeticky n-rozmérny
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vektorovy prostor, stru€n&ji: n-rozmérny vektorovy prostor (nad
t&lesem T).

Necht Vyuynys - - -5 Vimeeny Znali k (2 1) podprostort v prostoru
V,, ptiCemZ podprostor V,, ) je m,-rozmérny (1 < a < k). Rikame,
Ze prostor V, je pFimym souctem téchto podprostoru, jestliZe

(a) vektor 0 je jediny spole¢ny prvek téchto podprostord;

(b) kazdy vektor v prostoru ¥, je jedinym zpisobem urcen

jako soulet k vektord vybranych po jednom z kazdého
podprostoru V,, ).

Pideme pak V, = Vo) + --- + Vi)
Necht

ql’ e qml; qm1+19 M qm1+m1; s qm1+mg+...+mk-‘+b

e qm1+mz+++mk (2])

jsou baze onéch podprostoril v prostoru V.

Snadno se zjisti, Ze prostor ¥, je pfimym souctem podprosto-
10 Vi (nys - +» Vinpny Prave tehdy, kdyzZ jejich béaze (21) tvoti dohro-
mady bazi prostoru V, (kdyi vektort vyskytujicich se v bazich
(21) je celkem n a jsou vzajemné nezavislé).

Kazdy vektor x'e€V,, (, je pak mezi vektory prostoru V,
charakterizovan tim, Ze jeho soufadny vektor x vzhledem k této
bazi ma pii o = 1 viechny soufadnice (m, + 1)-ou pocinajic
rovny nule a pfi o = 2 prvou az (m; + ... + m,_,)-tou a dale
(my + ... + m .+ 1)-tou aZ n-tou soufadnici rovnu nule.

8.3. Linearni zobrazeni vektorového prostoru V,.* Lincdrni
transformace o ¢tvercové matici A n-tého stupné nad télesem T
(viz 7.6) urluje jisté zobrazeni o vektorového prostoru V, do téhoz
prostoru V,. Toto zobrazeni je definovano tak, Ze ke kazdému
vektoru x € V, je pfifazen vektor

x = Ax. (22)

Zobrazeni o/ nazyvame linedrni zobrazeni urcené matici A
nebo téZ linedrni operdtor urceny matici A, strungji: linedrni
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zobrazeni, popf. linedrni operdtor. Pifeme x’ = o/x. Vektor
x’' (x) se nazyvéa obraz (vzor) vektoru x (x’) v zobrazeni &/, stru¢-
ngji o/-obraz (af-vzor).

Je zfejmé, Ze zobrazeni &/ mé tyto vlastnosti:

(a) pro x,, x, €V, je H(x, + X;) = X, + X, ;

(b) pro xeV,, teT je L(tx) = tfx.

Je-li matice A regularni, ma kazdy vektor z prostoru V,
pravé jeden o ~!-vzor. V tomto pfipadéje A tzv. prosté zobrazeni
vektorového prostoru ¥, na sebe. K prostému zobrazeni &/ existuje
tzv. inverzni zobrazeni o/ ~! vektorového prostoru ¥, na sebe; je
definovano tak, Ze ke kazdému vektoru x € V, je pfifazen jeho /-
vzor. Inverzni zobrazeni o7 ~! je uréeno matici A7, a je tedy vyja-
dfeno vzorcem x' = A”'x (x e V).

V piipadé regularni matice A miZeme zobrazeni ./ chapat
takto: .o/ ~!-vzor ka¥dého vektoru x’ eV, je soufadny vektor vek-
toru x’ pfi bazi prostoru V,, ktera ma matici A.

8.4. Invariantni podprostory vzhledem k linearnimu zobrazeni.
Bud ¢ linearni zobrazeni vektorového prostoru do sebe uréené
matici A. BudV,,,, (1 < m £ n) m-rozmérny podprostor v prostoru
|78

Rikame, ze podprostor V,,,, je vzhledem k (neboli pri) zobra-
zeni o invariantni, jestlize obraz .o/ x kazdého vektoru x e V,,,) je
opét v podprostoru V,,,y : X €V, .

Snadno se zjisti, Ze podprostor V., je pfi zobrazeni & in-
variantni tehdy a jen {ehdy, kdyZ «/-obraz kazdého prvku nékteré
jeho baze lezi opét v podprostoru V,,,,. (Pfi dikazu toho, Ze tato
podminka stati, pouZije se hofejsich vlastnosti (a), (b) zobrazeni

Vezméme v uvahu k (g 1) podprostori v prostoru V,:
Viiays -+ s Vinenys PFICEMZ podprostor V,, .,y je mgrozmérny (o =
= 1,..., k) a prostor ¥, je pfimym souctem t&chto podprostori.

Predpokladejme, Ze kaZdy podprostor V,, ., je pfi zobrazeni
«/ invariantni.

Oznacme (viz odst. 8.2) bazi podprostoru V,,

qmo+...+m,_|+l’ RS ] qmo+...+m, ((X = l' CRRE] k; 'nO = 0)’
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takZe vektory

Qiseoos Qo+ .vme (Mo + ..o + my = n) (23)

tvofi bazi prostoru V,.
Kvili krat§imu oznadeni v dal§im piSeme i,_; misto my + ...
4 myy.
ProtoZe kazdy podprostor V,, (,, je pfi zobrazeni ./ inva-
riantni, leZi vektory

Aqi, 41, Aq, (24)
opét v podprostoru V,, ). -

Budte
b, ... b;

tx

soufadné vektory vektorii (24) vzhledem k bazi (23)a b, ;. ,y, ...
.» by, jejich slozky (i = 1,...,n). Podle 8.2 ma matice [b, ]
(i=1,..,mj=1i,y +1,...,i,) tvar

0 ... 0 ]
0 0
bi,_|+l,i,-‘+l bl‘,-1+l.ix
bi,,i,_1+1 é71,,..‘,

0 0

0 .0 _

Vidime, Ze matice B = [by, ..., b,] vytvofena squfadnymi
vektory o7-obrazii vektori (23) pii bazi vytvofené t€mito vektory
ma tvar

; (25)

pfitom B, znadi ¢tvercovou matici stupné m, a O vidy matici
nulovou vhodného typu.
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Matice tvaru (25) se nazyvaji blokové diagondlni a vzorec
(25) se zapisuje takto: B = diag [B,, B,, ..., B,].

Dosli jsme k tomuto vysledku: Je-li prostor ¥V, pfimym
souctem nékolika podprostorl, z nichZ kazdy je pfi zobrazeni A
invariantni, pak pfi vhodné volbé baze prostoru ¥V, ma matice
soufadnych vektorll «7-obrazt prvkil této baze diagonalni tvar

(25).

Poznamka. Je-li Q matice vytvofena prvky baze (23), plati
mezi maticemi A, B, Q vztah AQ = QB neboli B = Q™' AQ.

8.5. Poznamka o abstraktnich vektorovych prostorech.
Aritmeticky n-rozmérny vektorovy prostor V, nad télesem T je
zvlaStnim pripadem tzv. absfraktniho n-rozmérného vektorového
prostoru nad télesem T.

Abstraktnim n-rozmérnym vektorovym prostorem nad téle-
sem T, struénéji n-rozmérnym vektorovym prostorem, rozumime
neprazdnou (abstraktni) mnoZinu W,, na niZ jsou vedle pojmu
rovnosti dvou prvki (ve smyslu teorie mnoZin) definovany dvé
operace oznaené symboly, napf. +, ., s témito vlastnostmi:

Operace +, zvana sciiani, ptitazuje ke kazdym dvéma rov-
nym nebo rznym prvkam a, b e W, dalsi prvek c e W, ktery se
znaci a + b a nazyva se soucet prvku a s prvkem b.

Operace ., zvana skaldrni ndsobeni, ptitazuje ke kazdému
Cislu 2z e T a kazdému prvku a € W, dalsi prvek v mnoziné¢ W,,
ktery se znaci « . a, jednoduseji xa, a nazyva se skaldrni soucin
¢isla 2 s prvkem a.

Pritom plati tato pravidla:
la) Pro kazdé tii prvky a, b, ce W, je

(a +b)+c¢=ua+(b+c¢) (asociativni zakon
pro s¢itani);
1b) pro kazdé dva prvky a, be W, je

a + b = b+ a (komutativni zdkon pro s¢itani):

Ic) existuje prvek o e W, vyznacujici se tim, Ze pro kaZdy
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prvek a e W, je
a+o=a,;

1d) ke kazdému prvku ae W, existuje prvek (—a)e W,
takovy, Ze

a+(—a)=o;
2a) pro kazda dvé& &isla o, fe T a kazdy prvek ae W, je

o(Ba) - («B) a (asociativni zakon pro skalarni
nasobeni);

2b) pro kazdy prvek a e W, je
l.a=a;
3a) pro kazdé &islo ae T a kazdé dva prvky a,be W, je

a.(a +b)=a.a+a.b (prvni distributivni
zakon);

3b) pro kazdé dvé &isla o, e T a kazdy prvek ae W, je

(x+ B).a=0a.a+ p.a (druhydistributivni
zakon);

4) existuje n(= 1) prvkua ay, ..., a, € W, vyznatujicich se
tim, Ze kaZzdy prvek a € W, je urcen jedinou n-tici Cisel
oy, ..., 0, € T ve tvaru

a=o,.a;, + ...+ a,.a,,
a zvlasté prvek o n-tici 0, ..., 0.

Prvky vektorového prostoru W, se nazyvaji vektory. Vektory
0 a (—a), jejichZ existence se poZaduje podle Ic, a 1d, se nazyvaji
vektor nulovy a vektor opacny (neboli zdporny) k vektoru a.
Uspofadana skupina prvki ay, ..., a, € W, s vlastnosti 4 se nazyva
bdze prostoru W,; Cislo n se nazyva rozmér neboli dimenze pro-
storu W,.

Vratme se k pojmu aritmetického vektorového n-rozmérného
prostoru ¥, nad télesem T. Vyznam téchto prostori pro teorii
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abstraktnich vektorovych prostortt W, nad télesem T je dan tim,
Ze prostor W, je izomorfni s prostorem V,. To znamena: Existuje
prosté zobrazeni ¢ prostoru W, na prostor V,, tzv. izomorfismus,
charakterizované obdobnymi vlastnostmi, jako jsou (a) a (b)
v odst. 8.3.: Pro libovolné vektory a, b € W, a libovolné &isloa e T
je(a) fla + b) = fFa + #b;(b) #(x.a) = a. Fa. Zobrazeni ¢
se definuje tak, Ze se kazdy prvek a = o; . a; + ... + o, .a,€ W,
zobrazi na aritmeticky vektor o soufadnicich a, ..., a,; pfitom
oviem day, ..., a, znadi bazi prostoru W,.

O vektorovych prostorech najde ¢tenaf podrobnéj$i pouceni napf.

v knize E. CecH: Zaklady analytické geometrie. Prirodovédecké vydavatel-
stvi, Praha, 1951.
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