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STETIGKEIT UND UNSTETIGKEIT
IN DER GEOMETRIE !

BENNO KLOTZEK

1 Messung und Stetigkeit

Die ersten Zeugnisse menschlicher Kultur zeigen mangels diesbeziiglicher
Bediirfnisse kaum entwickelte Zahlsysteme — etwa 1, 2,3, viele —, auch
rudimentir in der blolen Unterscheidung von Einzahl-und Mehrzahlform
der Subjekte und Objekte in den natiirlichen Sprachen zu erkennen; eine
Verfeinerung der Angaben mittels zusétzlicher Kardinalzahl ist moglich,
aber nicht zwingend.

Dagegen entstand die Geometrie aus vielfiltigen Bediirfnissen des
tdglichen Lebens. Schon in den A n f & n ge n ist ein ausgeprigter
Formensinn zu erkennen, u.a. in der (diskreten) Ornamentik, etwa auf
Waffen, Geweben, Tongefiflen und deren Scherben. Beim Bau von Hiit-
ten und H&dusern ging es um Geradlinigkeit und Rechtwinkligkeit, aber
auch die Kreislinie spielte eine mehr oder weniger grole Rolle. Die
einfachsten Elemente geometrischer Formgebung sind Kreisbogen und
Geradlinigkeit, zu realisieren mit dem gespannten Seil/dem Faden/der
Schnur oder mit Zirkel und Lineal; sie fithrten zunéchst zu handwerk-
lichen Regeln.

In Mesopotamien und Agypten bildete sich die Kunst der Aufteilung
von Lindereien nach den jdhrlichen Uberschwemmungen heraus; auch
der aus dem Griechischen stammende Name Geometrie weist darauf hin.
Es wurden Lingen, Fldchen- und Rauminhalte gemessen, wobei sich die
Einheiten oft auf den menschlichen Koérper bezogen: Elle, Fuf}; Schritt,
... Die grofien Fortschritte sind in Mesopotamien, Agypten und China
ab der Zeit zu verzeichnen, als eine ganze Schicht, die der Schreiber
bzw. Beamten, nicht im elementaren Bediirfnis des Uberlebens ver-
haftet blieb, sondern sogar Mufle fiir Raum- und Zeitmessung besaf}, fiir
Astronomie und die Beschiftigung mit Kugeln, Kreisen und Winkeln.

!Erweiterte Fasung des gleichlautenden Beitrages des Autors in Mathematik-
interdisziplindr (Herausgeber: Jiirgen Flachsmeyer, Rudolf Fritsch, Hans-Christian
Reichel), Shaker Verlag, Aachen 2000.
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Was heifit Messungim einfachsten Fall, der Lingenmessung? Gegeben

seien eine Lingeneinheit e (oder gleich eine Skala, etwa mit dezimaler
Teilung).

by
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Abb. 1

Die (auch konstruktiv gemifl Abb. 1 ausfithrbare) Teilung in n gle-
iche Teile sichert uns z.B. die dezimale Teilung
-—_ 1 -—_ 1 -—_ 1 -—_ 1
€1 1= 106,62 = 1006,63 = 10006, cee € = loke, cee e
Eine beliebige Linge b werde durch die Strecke OB (B im Strahl OE™)
reprisentiert (Abb. 2). Wir suchen die natiirlichen Zahlen ng,nq, ..
Ny, ... der Eigenschaft

)
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Abb. 2

noe <b< (ng+1l)e
niei § b < (m + 1)61 ng0 § n1 < ng0+ 10
noes S b < (TLQ + 1)62 n10 S no <n10+ 10
npep < b < (nk + 1)€k ngp_10 £ ng < ngk—10+ 10

so da} bei vorgegebenem Genauigkeitsmafl #e die Abweichung von
7gre und b kleiner als ﬁe ausfillt.

Anmerkung 1. Grundvoraussetzung fiir die MefSbarkeit ist
die Aussage, die oben wie bei EUDOX0S und ARCHIMEDES unbewiesen
benutzt wurde: Zu gegebenen positiven Lingen a,b gibt es stets eine
positive natiirliche Zahl n mit na > b.

Anmerkung 2. Die letzen Endes fiir b gesuchte exakte Mafizahl
kann im allgemeinen nur in einem wunendlichen Prozefl gewonnen wer-
den, auch wenn fiir jedes vorgegebene Genauigkeitsmaf in endlich vielen
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Testschritten, ndmlich in ny + 1 Schritten, die Ndherungsgrofe %e bes-
timmbar ist.

PYTHAGORAS VON SAMOS (um 580-500 v.Chr.) und seine Schiiler
postulierten ein derartiges Primat der natiirlichen Zahl, daf3 der oben
beschriebene Prozef} bei geeigneter Teilung ebenfalls endlich sein miifite,
d.h., dal jede Mafizahl mittels eines geeigneten Bruches %’ darstellbar
und mithin rational wire. Ironie des Schicksals: Ein Pythagorder ent-
deckte die Irrationalitdt am Symbol der Pythagorier — einem regelméifi-
gen Sternfiinfeck —, die einfacher im Verhiltnis von Seitenldinge a und
Diagonale d im Quadrat vorkommt. Denn nach dem Satz des PYTHAGO-
RAS haben wir in diesem Beispiel noch die (algebraische) Gleichung
20% = d?; wire d = ga und g nicht kiirzbar, also 2¢®> = p?, dann
miifite p = 2p’ gerade und folglich ¢ ungerade sein — im Widerspruch zur
neuen Gleichung ¢* = 2p/>.

Wie wir noch sehen werden, kénnen nicht alle Maflzahlen durch al-
gebraische Gleichungen beschrieben werden. Dazu kann das folgende
Beispiel herangezogen werden.

Die naheliegende Frage der Bestimmung der Maflzahl des Umfangs
eines Kreises beziiglich seines Durchmessers oder des Flidcheninhalts des
Einheitskreises beziiglich des Einheitsquadrates fiithrte auf die Bestim-
mung von 7, etwa eingekleidet in den Problemen der Bestimmung von
Mantelflicheninhalt und Volumen eines zylindrischen Silos. Anfangs
wurde in Mesopotamien und Agypten, im alten China und anderswo fiir
7 stets die grobe Niherung ng = 3 genutzt, aber im alten Agypten z.B.
auch ™ ~ (%)2 = 3,16..., ein periodischer Dezimalbruch, da solche
Dezimalbriiche fiir rationale Zahlen charakteristisch sind. In der An-
tike finden wir die Idee der Approrimation und Konvergenz am deut-
lichsten bei ARCHIMEDES VON SYRAKUS (287-216 v.Chr.): Uber um-

und einbeschriebene regelméfiige 6—,12—,... ,96-Ecke hat er die Ab-
schétzung
10 1
SH << 3?

gefunden. Die Geschichte der Zahl m beendete F. LINDEMANN (1852—
1939) erst 1882 durch den Beweis ihrer Transzendenz: Sie geniigt keiner
algebraischen Gleichung und ist folglich irrational.

Die Entdeckung der Irrationalitét fithrte nicht nur zu einer Krise der
Schule der Pythagorier, sondern der gesamten Mathematik, die durch
Eupoxos vON KNIDOS (um 408-355 v.Chr.) mit seiner Proportionen-
lehre iiberwunden wurde, deren wichtigstes Element die folgende Defi-
nition darstellt:
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a:b=c:d: <> Y ma=nb = mc=nd.

m,neN = =
Es wurde so die geometrische Analysis begriindet, die Exhaustionsmeth-
ode unentbehrliches Hilfsmittel, etwa zur Begriindung der Volumen-
formel V = %G - h fiir Pyramiden und Kegel. Infolge der grofleren Leis-
tungsfihigkeit der geometrischen Methoden wurde bis etwa zur Groflen
Franzosischen Revolution “Geometrie” als Synonym fiir “Mathematik “
gebraucht.

2 Axiomatische Fixierung der euklidischen
Geometrie

EUKLID VON ALEXANDRIA (etwa 365-300 v.Chr.) hat um 325 v.Chr.
das mathematische Wissen seiner Zeit in den “Elementen” logisch streng
zusammengefafit, wobei er von Postulaten und Axiomen ausging (vgl.[1]).
Nach Vorarbeiten von M. PAascH (1843-1930) formulierte D. HILBERT
(1862-1943) in [4], aus Vorlesungen fiir Lehrer hervorgegangen, zur
Prézisierung der Elemente

I. Axiome der Verkniipfung
II. Axiome der Anordnung
III. Axiome der Kongruenz
IV. Axiom der Parallelen
V. Axiome der Stetigkeit:

V1 (Axiom des Messens oder Archimedisches Axiom). Sind
AB und CD irgendwelche Strecken, so gibt es eine Anzahl n
derart, dafl das n—malige Hintereinander—Abtragen der Strecke
CD von A aus auf den durch B gehenden Halbstrahl iiber den
Punkt B hinausfiihrt.

V2 (Axiom der linearen Vollstdndigkeit). Das System der
Punkte einer Geraden mit seinen Anordnungs- und Kon-
gruenzbeziehungen ist keiner solchen FErweiterung fihig, bei
welcher die zwischen den vorigen Elementen bestehenden Be-
ziehungen sowie auch die aus den Axiomen I-III folgenden
Grundeigenschaften der linearen Anordnungen und Kongruenz,
und V1 erhalten bleiben.

Statt dieser Stetigkeitsaxiome kann leicht ein Dutzend logisch dquiv-
alenter Axiomgruppen angegeben werden, beispielsweise in [7]:
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St. Jede nicht leere, nach oben bzw. unten beschrdinkte Teil-
menge einer Geraden besitzt eine kleinste obere bzw.
grofite untere Schranke.

D. HILBERT hat wesentliche Teile der Schulgeometrie aus I — IV en-
twickelt. Nach A. TARSKI (1901-83) ist nur der von Stetigkeitsaxiomen
unabhéingige Teil der Geometrie elementar. Zu ihm gehort die Dreieck-
sungleichung:

Wenn a,b,c Seitenlingen eines Dreiecks

¢ sind und 0.B.d.A. a < b ist, dann gilt
b—a < ¢ < b+ a. Ist von diesem Satz
auch die Umkehrung richtig: Wenn a,b, c
Lingen mita Sbundb—a<c<b+a
A B sind, dann sind a,b,c Seitenlingen eines
Dreiecks? Die Beantwortung der Frage
Abb. 3a

lduft auf die Losung einer Konstruktion-
saufgabe hinaus. Wir konnen deshalb auch fragen, ob das Erfiilltsein
der Dreiecksungleichung, das sich fiir die Losung der Konstruktionsauf-
gabe als notwendige Bedingung erweist, dazu auch hinreicht. Bekan-
ntlich lduft die Aufgabe auf die Bestimmung von Kreisschnittpunkten
hinaus.

Gilt b — a < ¢ < b+ a, dann konnen wir eine Strecke AB der Linge
c in der Konstruktionsebene € wihlen. Die Frage lautet nun, ob sich die
Kreise k(A,b) und k(B,a) in € schneiden (vgl. Abb. 3a). Ein dhnliches
Problem tritt auf, wenn (5,b,c mit o < 8 < 2R und b > ¢ vorgegeben
sind: Wir wihlen einen Winkel der Groe (5, tragen von seinem Scheitel
B aus auf einem Schenkel eine Strecke der Linge ¢ ab und erhalten A
(Abb. 3b). Trifft k(A,b) den anderen Schenkel BP*?

o9 Es lit sich zeigen, da die Eindeut

. igkeit der gesuchten Schnittpunkte

BP*  ausden Dreieckskongruenzsitzen sss bzw.

sSW folgt. Die E xistenz der

gesuchten Schnittpunkte 14t sich mit Hilfe

der Inzidenz-, Anordnungs- und Kongru-

enz- bzw. Bewegungsaxiome nicht

Abb. 3b herleiten. Ihre Herleitung wird nach dem

Stetigkeitsaxiom moglich. Man kann diese

nichtelementare Herleitung dieser elementaren Aussagen umgehen, in-
dem man folgende Axiome des Zirkels formuliert:
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Z1. In einer Ebene schneiden sich ein Kreis und eine Halbger-
ade, deren Anfangspunkt vom Kreismittelpunkt einen Ab-
stand kleiner als der Radius hat, in genau einem Punkt.

Zo. In einer Ebene schneiden sich zwei Kreise in einer Hal-
bebene beziiglich der Verbindungsgeraden der Kreismit-
telpunkte in genau einem Punkt, wenn ihre Radien und
der Abstand der Mittelpunkte der Dreiecksungleichung

geniigen.
P Da wir die Eindeutigkeit der Schnitt-
/ punkte postuliert haben, kénnen die
N\ / Dreieckskongruenzsiitze sSW und sss

Q S g mit Hilfe der Eindeutigkeitsaussagen

= in Z1 bzw. Zs hergeleitet werden. Die

‘ Existenzaussagen in Z; und Zs sind

Abb. 3¢ fiir Konstruktionen in der Ebene wie

das Errichten einer Senkrechten, das

Fillen eines Lotes, das Halbieren von Strecken und Winkeln sowie die

Konstruktion einer Mittelsenkrechten bedeutsam. Um z.B. von einem

Punkt P auf eine Gerade g(# P) das Lot zu fillen, ziehen wir um P

durch einen Punkt aus der offenen Halbebene gP~ einen Kreis, der

g nach Z; in zwei Punkten @Q,S trifft; die Kreise um @ und S mit

demselben Radius schneiden sich etwa nach Zs in gP~ in genau einem
Punkt R, fiir den nach wie gewiinscht gprLg gilt (Abb. 3c).

Abschlieend wollen wir nochmals die Dreieckskonstruktionen behan-

deln: Esist bemerkenswert, da EUKLID keine Bedenken gegen eine (still-

schweigende) Verwendung von Zs hatte. Dagegen hatte er die Losbarkeit

der Aufgabe bei gegebenen «, 3, ¢ durch die Formulierung seines 5. Pos-

tulates erreicht. Als generelle Bedingungen setzen wir voraus, da alle

Lingen groer als o sind und alle Winkelgréen zwischen o und 2R liegen.

Eindeutigkeit
Vorgabe Losbarkeit (bis auf Kongruenz)
a,b,c nach Z», falls a, b, ¢ nach sss
die Dreiecksungleichung erfiillen
a,b,y nach Ky nach sws
B8,b,c fiir b > ¢ nach Z; nach sSW fiir b > ¢
a, B, c nach dem Wechselwinkelsatz, nach wsw

falls o + 8 < 2R
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Wir konnen also von einer sss-, einer sws- bzw. sSW-Konstruktion
sowie von einer D-wsw-Konstruktion als Dreiecks-Grundkonstruktion
sprechen und auch sie wie andere Grundkonstruktionen als ” Unterpro-
gramme” bei der Losung von Konstruktionsaufgaben nutzen.

Anmerkung 3. Werden I — IV, Z; und Z5 vorausgesetzt, so
erhalten wir die analytische Geometrie des dreidimensionalen Raumes
iiber einem euklidischen Korper.

Anmerkung 4. Inseinem 4. Problem von 1900 hat HILBERT den Be-

griff der “der euklidischen Geometrie nichststehenden” Theorie einge-
fithrt. Wird in seinem Axiomensystem III5 bzw. sws durch die Dreieck-
sungleichung ersetzt, dann erhalten wir die Banach-Minkowskische Ge-
ometrie, in der selbst die Orthogonalitit nichtelementar begriindet wird,
d.h. mit Stetigkeitsaxiom.

3 Verallgemeinerung
zur Riemannschen Geometrie

Die Stetigkeitsaxiome gestatten, die Fragen der Konvergenz befriedigend
zu beantworten. Dazu bendétigen wir keineswegs die volle Euklidische
Geometrie, sondern nur Begriffe und Aussagen, deren Bedeutung erst
im vorigen Jahrhundert herausgestellt wurde:

Wir haben oben fiir das Messen ein beliebig gewiinschtes Genauigkeits-
maf} ¢ hervorgehoben; damit ist um den Streckenendpunkt B eine Kugel
vom Radius € bestimmt, in der der Endpunkt £, (z = {) der Nidherungs-
grofe liegen mufl. Diese anschauliche Vorstellung kann noch verall-
gemeinert werden, indem derartige Kugeln durch irgendwie gestaltete
Umgebungen ersetzt werden, prizisert:

Gegeben sei eine (Punkt-) Menge P und eine Menge U von Umge-
bungen, die in P enthalten sind. Ein Paar (P,U) heiit genau dann
Hausdorffscher Raum (nach FELIX HAUSDORFF (1868-1942) benannt),
wenn

(1) fiir alle P € P und U,U’ € U mit P € U,U’ ein Element V € U
mit P e V C U,U,

(2) zu jedem P € P ein U € U mit P € U und zu je zwei Elementen
P,Q ePElemente U,V e Umit PeU,QeVund UNV =0

existiert bzw. existieren. Statt P € U € U schreiben wir kurz Up
(Umgebung von P).
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In jedem Hausdorffschen Raum lit sich Konvergenz mit e ind e u-
tigem Grenzwert erkldren: Py, Pa,... ,P,,... strebt gegen P (kurz
P, — P) genau dann, wenn jede Umgebung von P alle P, bis auf endlich
viele Ausnahmen enthiilt; es kann

P= lim P,
n—oo
geschrieben werden, denn unter der Voraussetzung Q # P existieren
nach dem zweiten Teil von (2), dem Hausdorffschen Trennungsaziom
T5,Up und Ug ohne gemeinsame Punkte; da Up fast alle P, enthilt,
konnen in Ug nur endlich viele P, liegen, d.h. P, = Q.

Eine Punktmenge M, fiir deren Punkte P stets ein Up & M ex-
istiert, heifit offen. Dieser Begriff gestattet eine Antwort auf die Frage,
wann eine Abbildung oder Funktion f : P — P’ eines Hausdorffschen
Raumes in einen Hausdorffschen Raum die Konvergenz erhélt: Um aus
P, — P auch f(P,) — f(P) zu erhalten, ist es hinreichend, daf§ alle
Umgebungen von f(P) offene Urbilder besitzen. Eine Abbildung dieser
Eigenschaft heifit stetig. Eine bijektive und stetige Abbildung f, fiir die
die Umkehrabbildung f~! : P’ — PP ebenfalls stetig ist, wird topologisch
(oder ein Homdomorphismus) genannt.

Der Teil der Geometrie, der einzig und allein Stetigkeit voraussetzt,
hat sich im vorigen Jahrhundert als Topologie, als Theorie topologis-
cher Rdume, aus der Geometrie herausgelost; man erhélt eine Charak-
terisierung topologischer Rdume, indem man in der obigen Definition
der Hausdorffschen Ridume 75 streicht. Aber auch die Forderungen an
einen Hausdorffschen Raum sind so allgemein, dafl es moglich ist, sich
P beispielsweise als eine Fliche des Anschauungsraumes vorzustellen.
Somit kann man nach der linearen Approximation fragen, nach der
Dif ferenzierbarkeit und deren Stetigkeit. Bevor wir diese Idee ndher
erldutern, ist noch eine historische Reminiszenz angebracht.

Nach zwei Jahrtausenden erfolgloser Versuche, das 5. Postulat EUK-
LIDS zu beweisen (vgl. etwa [7]), gab es erste Zweifel an der Euklidischen
Raumvorstellung:

... Auch iber ein anderes Thema, das bei mir schon fast 40
Jahr alt ist, habe ich zuweilen in einzelnen freien Stunden
wieder nachgedacht, ich meine die ersten Grinde der Geome-
trie: ich weiss nicht, ob ich Ihnen je iber meine Ansichten
dariiber gesprochen habe. Auch hier habe ich manches noch
weiter consolidirt, und meine Uberzeugnung, dass wir die
Geometrie nicht vollstindig a priori begriinden kdnnen, ist,
wo mdglich, noch fester geworden. Inzwischen werde ich
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wohl noch lange nicht dazu kommen, meine sehr au s-

gedehnten Untersuchungen dariber zur Jf fentlichen

Bekanntmachung auszuarbeiten, und vielleicht wird diess auch
bei meinen Lebzeiten nie geschehen, da ich das Geschrei der

Bootier scheue, wenn ich meine Ansicht ganz aussprechen

wollte ...”

(Aus einem Brief von GAUSS an BESSEL vom 27.1.1829, vgl.

(3], S. 200.)

Unabhiingig voneinander entdeckten C.F. Gauss (1777-1855, 1816, un-
veroffentlicht), N.I. LOBACEVSKLJ (1792-1856, 1826) und J. BOLYAI
(1802-60, 1831) eine nichteuklidische Geometrie. Und 1854 formulierte
B. RIEMANN (1826-66) in seiner Habilitationsvorlesung “Uber die Hy-
pothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen” (vgl. [8]) zunichst die
Idee der n—dimensionalen C"-Mannigfaltigkeit, hier nach [6] als Tripel

P, U, {fM}MEMg(O))

durch die Forderungen definiert, daf§ (P, U) hausdorffsch ist, das Men-

gensystem M eine offene Uberdeckung von P darstellt, jede (Karte genan-

nte) Abbildung fis einen in E" (n-dimensionaler euklidischer Raum)

offenen Bildbereich fp;(M) besitzt und dariiber hinaus M topologisch

auf fys(M) abbildet, wobei fiir jeden gemeinsamen Punkt P € M, N €

M eine Umgebung Up derart existiert, dafl die (auf fy;(Up) eingeschrink-

te) Nacheinanderausfithrung f f ]\_41 | far(Up) r—mal stetig differenzierbar

ist, d.h. in Symbolen

0) (P,U) hausdorffsch

1) M offene Uberdeckung von P

2) far : M — E™ (n—dimensionaler euklidischer Raum) A fy/ (M) offen
Afa: M — far(M) topologisch

3)yPe M,N eM = . CEIM Nfo]\}l\fM(Up) r—mal stetig differenzierbar.

P =iV,
Auf die oben genannte Habilitationsvorlesung geht auch die Idee

des n—dimensionalen Riemannschen Raumes zuriick, hier nach [6] als
Quadrupel

(Pv U? {fM}MEMg(Oh b)

durch die Forderungen

i) (P,U,{fm}rremco) bogenweise zusammenhéngende, n—dimensio-
nale differenzier- bare C"-Mannigfaltigkeit

ii) b = b(P) ein Feld von positiv definiten, symmetrischen, stetig
differenzierbaren Bilinearformen
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erklart; wird “positiv definit” durch “von einem festen positiven In-
dex” ersetzt, dann haben wir einen n—dimensionalen pseudo—Riemann-
schen Raum. Schon die umrissenen Begriffserkldrungen zeigen, dafl fiir
die Differentialgeometrie die r—mal stetige Differenzier-
beginarrayrkeit, wobei iiber r > 0 noch geeignet verfiigt werden kann,
grundlegende Voraussetzung ist. In der klassischen Kurven-
und Fliachentheorie reicht fiir die Losung der meisten Problemstellungen
dreimal stetige Differenzierbarkeit aus; so kénnen Bogenldngen und In-
halte gekriimmter Flichen, Kriimmungsmafle, Parallelverschiebung und
Abbildungen von Flichen (einschliellich Kartennetzentwiirfe), aber auch
die Fundamentalséitze der Kurven- und Flidchentheorie behandelt wer-
den. Es gibt zahlreiche Anwendungen der Riemannschen Geometrie. Die
Heimat der relativistischen Physik sind pseudo—-Riemannsche R&ume,
wozu uns A. EINSTEIN (1879-1955, 1905, 1916) und H. MINKOWSKI
(1864-1909) Briicken geschlagen haben. Es sei nur erwéhnt, daf§ auf-
grund der Kriimmung des Raumes die Geraden, die in den Anfingen am
besten iiber Lichtstrahlen zu realisieren sind, durch Geoddtische, Kurven
verschwindender geoditischer Kriimmung, zu ersetzen sind. Ubrigens
hat die Entdeckung der Konstanz der (Vakuum-—)Lichtgeschwindigkeit
durch A.A. MICHELSON (1852-1931, 1881) ganz wesentlich die Entwick-
lung erst der speziellen und dann der allgemeinen Relativitdtstheorie
durch EINSTEIN initiert.

4 Liesche Gruppen

Fiir den Logiker A. TARSKI bilden die von Stetigkeitsaxiomen unab-
hingigen Teile der Geometrie die elementare Theorie. D. HILBERT
schlieft im Hauptteil von [4] mit den oben zitierten Stetigkeitsaxiomen
sein Axiomensystem ab und entwickelt so insbesondere fiir Lehrer die
Elementargeometrie weitgehend ohne Stetigkeit. Im (spiter hinzuge-
fiigten) Anhang IV von [4] wird jedoch der kontrére, von S. LIE (1842-
99) entwickelte Standpunkt untersucht, bei dem die von infinitesimalen
Transformationen erzeugte Bewegungsgruppe am Anfang steht. Zur be-
grifflichen Kldrung der damit zusammenhéngenden Fragen hat das an-
léBlich des 2. Internationalen Mathematikerkongresses 1900 in Paris
formierte 5. Hilbertsche Problem “LIES Begriff der kontinuierlichen
Transformationsgruppe ohne die Annahme der Differenzierbarkeit der
die Gruppe definierenden Funktionen” beigetragen; insbesondere wurde
der Begriff der Lieschen Gruppe prézisiert:

Eine C"-Mannigfaltigkeit, die zugleich Gruppe ist und deren Grup-
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penoperationen C"-Abbildungen darstellen — kurz: b~!-a € C" — ,
heifit Liesche Gruppe. Beispielsweise bilden die durch reguldre oder
gar orthogonale reelle n x n—Matrizen bestimmten Abbildungsgruppen
Liesche Gruppen der Dimension n? bzw. (g’), die sogenannte lineare
Gruppe GL(n,R) bzw. die orthogonale Gruppe O(n).

HILBERT konnte schon feststellen, dafl Lies Forderung nach der
Differenzierbarkeit der “die Gruppe definierenden Funktionen” unter
gewissen Voraussetzungen entbehrlich ist. Heute wissen wir, dafl in
der obigen Definition einer reellen Lieschen Gruppe u.a. sowohl r =
w (analytische, die Gruppe definierende Funktionen) als auch r = 0
(kontinuierliche Gruppe) gesetzt werden kann, weil jede kontinuierliche
Gruppe bei geeigneter Wahl von Karten Liesche Gruppe der Klasse C%
ist.

Anmerkung 5 Mit Bezug zu seinem 5. Problem von 1900
untersucht HILBERT in [4, S. 178-230] eine Ebene mit einer Karte
und den folgenden Axiomen:

1. Die Bewegungen bilden eine Gruppe.

II. Wenn A und M beliebige voneinander verschiedene Punkte der
Ebene sind, so kann man den Punkt A durch Drehung um M stets
in unendlichviele verschiedene Lagen bringen.

III. Wenn es Bewegungen gibt, durch welche Punktetripel in beliebiger
Nihe des Punktetripels ABC in beliebige Nihe des Punktetripels
A'B'C’ iibergefiihrt werden konnen, so gibt es stets auch eine solche
Bewegung, durch welche das Punktetripel ABC' genau in das Punk-
tetripel A’B'C" iibergeht.

Dabei werden Bewegungen als stetige, die Umlaufsinne erhaltende Punk-
ttransformationen aufgefafit, die im Fall der Drehung um M den Fix-
punkt M Dbesitzen. HILBERT beweist mit Hilfe vielfdltiger Aussagen
iiber Jordansche Kurven und Gebiete, daf3 eine ebene Geometrie, in
welcher die Axiome I-I11 erfiillt sind, entweder die Euklidische oder die
Bolyai-Lobacevskijsche ebene Geometrie ist.

5 Diskontinuierliche Bewegungsgruppen

Die Idee, dafl ein Massenpunkt sich unter der Wirkung einer stetigen
Abbildungsgruppe bewegt und dessen Bahn eine stetige Kurve darstellt,
bildete die selbstverstindliche naturwissenschaftliche Vorstellung. Die
Optik, die Lehre vom Licht, hat in neuerer Zeit auch das urspriingliche
Grundverstindnis von der Stetigkeit der Prozesse in Natur und Technik
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erschiittert, obwohl seit den Anfingen der Geometrie Muster mit deck-
ungsgleichen bzw. kongruenten “Wiederholungen ” betrachtet wurden.
Dieses Phinomen kann folgendermaflen prizisiert werden: Wir haben
ein Muster M und eine Gruppe B von Bewegungen 7, die das Muster
festlassen: M7™ = M fiir alle 7 € B.

In Abb. 4 ist M ein Quadrat, das bei den
Drehungen der Ebene um seinen Mittelpunkt um
90°,180°,270° und 360° wie bei den Spiegelungen
der Ebene an seinen Diagonalen bzw. Mittellinien

und nur bei diesen acht Bewegungen als Ganzes
festbleibt.

Abb. 4

Die Bahn oder der Orbit P® eines beliebigen Punktes P unter B ist

per definitionem die Menge {P" : 7 € B}. In Abb. 4 wirkt B diskon-

tinuierlich, letztlich im hohen Grade unstetig; beispielsweise besteht die

Bahn eines Eckpunktes gerade aus den vier Eckpunkten. Von Orna-

menten abgeleitet finden wir als charakterisierende Eigenschaften diskon-
tinuterlicher Bewegungsgruppen beispielsweise

LEO) o card(U,(X) N PP) < o0
X T >

(

(lokale Endlichkeit der Orbits geméf [5])

(IPO) Yy 3 card (U, (P)NnPB) =1
(Isoliertheit der Punkte in ihrem Orbit gemi8 [2]).

Zur Klassifikation der diskontinuierlichen Bewegungsgruppen der euk-
lidischen Ebene E? wird die Untergruppe V € B der in B enthaltenen
Verschiebungen betrachtet. B wird nun Rosetten-, Fries- bzw. Wand-
mustergruppe genannt, je nachdem ob V null-, ein- oder zweidimensional
ist.

e Eine Rosettengruppe hat stets einen Fixpunkt O. Sie ist eine
Gruppe von Drehungen um O, wobei die Bahn eines Punktes
P # O aus den Ecken eines regelmiifligen n—Ecks besteht, d.h.,
die Drehwinkel betragen Vielfache von %, oder eine sogenannte
Diedergruppe, die etwa aus obiger Drehgruppe durch Hinzunahme
von n Spiegelungen an regelméfig angeordneten Geraden durch O

entsteht.

e Es gibt nur 7 Typen von Friesgruppen, wobei die durch V bes-
timmte Richtung oder gar eine Achse dieser Richtung ausgezeich-
net ist, so dafl nur Drehungen mit Winkeln von 180° méglich sind.
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e Es existieren 17 Typen von Wandmustergruppen. Bei ihnen gibt es
aufgrund der kristallographischen Beschrdnkung nur die Drehwinkel
von 60°,90°,120° und 180°.

In E3 gibt es 230 Typen von Raumgruppen, diskontinuierliche Bewe-
gungsgruppen mit dreidimensionalem V (E.S. Fioporov (1851-1919,
1890)/A. SCHOENFLIES (1853-1928, 1891)).

6 Verallgemeinerte diskontinuierliche
Bewegungsgruppen

LEO und IPO, die in unendlich dimensionalen euklidischen R&umen
nicht mehr #quivalent sind, erfassen die Deckabbildungsgruppen von
Ornamenten, lassen aber gewisse Muster unberiicksichtigt. Deshalb kon-
nen, von LEO und IPO ausgehend, in metrischen Rdumen schwéchere
Diskretheitsbedingungen gesucht werden. Nur durch Anderung in den
Quantifizierungen erhalten wir, wenn wir noch die Abkiirzungen F'(B) :=
{Y : Y® = {Y}} und cardpy, := card(U,(X)N P®) benutzen, folgendes
Bedingungssystem

Dy. Endlichkeit der Orbits (EO) D). 3 card PP < oo

P¢F(B)

Dy. V¥V cardpx, < oo (LEO) Dj. 3 v cardpx, < 00
P,X,r>0 P¢F(B) X,r>0

DQ. v 3 Cardppr =1 (IPO) Dé | | Cardppr =1
P r>0 PEF(B) r>0
Ds. 3V 3 d <1 D5. d <1
3% poSo CHARXr = 3" p¢F(B),X,r>0 cArerxr =

Der logische Zusammenhang wird in Abb. 5 veranschaulicht; in
metrischen Riumen mit nur totalbeschriankten Umgebungen U, (X) gilt
D; = Dy und D} = D). Die Bedingung D} gestattet, auf dem Torus die
Trennung periodischer von quasiperiodischen Bahnen. Die Dj—diskreten
Bewegungsgruppen werden auch schwach diskontinuierlich genannt.

In [11] wurden alle schwach diskontinuierlichen Bewegungsgruppen
der euklidischen Ebene E? angegeben:

e Bei einer verallgemeinerten Rosettengruppe ist BT eine beliebige
Untergruppe der Gruppe aller Drehungen um O. Sie sind simtlich
Ds—diskret.

e Alle 7 Typen von Friesgruppen lassen sich verallgemeinern. Die
verallgemeinerten Friesgruppen sind D4—diskret.
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e Von den 17 Typen von Wandmustergruppen lassen gerade die 9
mit nur zweizéhligen Drehzentren eine Verallgemeinerung zu, vier
Typen jedoch zwei, so dal 13 verallgemeinerte Typen existieren,
die dann “Streifenmuster” erzeugen.

Dy

Abb. 5

Die schwach diskontinuierlichen Bewegungsgruppen sind dadurch ge-
kennzeichnet, dafl infinitesimale Bewegungen existieren, d.h. beliebig
kleine, positive Betrige bzw. Normen und beliebig kleine, positive
Drehwinkel bei Verschiebungen, Drehungen oder Schraubungen beziiglich
E3. D —diskrete Bewegungsgruppen B kinnen infinitesimale Verschie-
bungen enthalten, so dafl der Zusammenhang zwischen V und Z" unter
einem neuen Blickwinkel zu sehen ist, insbesondere fiir Raumgruppen
und n = 3 ist Z> im allgemeinen mit einer unendlichen Gruppe zu er-
weitern, um eine zu V(= V(B)) isomorphe Gruppe zu bekommen.

(A) Um einerseits Beziehungen zu den klassischen Raumgruppen
zu erhalten, kann eine Erweiterung von Z3 in zwei Schritten erfolgen:
Zunichst mit einer der bekannten endlichen Gruppen und dann mit einer
von einer Dehnung in einer bzw. in zwei Richtungen erzeugten Gruppe,
etwa mit dem Dehnungskoeffizienten 5. Das sind die Verallgemeinerun-
gen mit kristallographischer Beschrinkung.

(B) Andererseits wird, um echt neue Typen beschreiben zu kénnen,
zunichst Z algebraisch oder transzendent so zu einem Z* erweitert, dafl
beispielsweise bis auf Isomorphie C}, mit Z*? vertriiglich wird, und dann
eine zu Z*? x Z isomorphe Verschiebungsgruppe V betrachtet; solche
7*? umfassen alle Quasigitter.
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Zu (A). Von den 230 Typen diskontinuierlicher Raumgruppen lassen
sich 194 je auf wenigstens zwei verschiedene Arten verallgemeinern; ins-
gesamt konnen 2 - 285 = 570 neue Typen beschrieben werden. Dazu ist
eine Fallunterscheiung mit 230 Fillen zu bewéltigen.

Zu (B). AbschlieBend werden zunéchst unendlich viele Beispiele fiir
D} —diskrete Bewegungsgruppen mit unendlicher Punktgruppe angege-
ben, die keine Erweiterungen von klassischen Raumgruppen sind. Dazu
wird zunichst eine Gruppe mit infinitesimalen Elementen und einer
zweidimensionalen Translationsgruppe konstruiert. Fiir eine natiirliche
Zahl n = 5 oder n = 7 werden die Translation ¢ mit dem Vektor
e := (1,0) und die Drehung d,, um den Winkel 27/n als Erzeugende
gewdhlt. Die zur Translationsgruppe gehtrenden Vektoren bilden ein
sogenanntes Quasigitter, das man auch nach Erweiterung von Z durch
cos(2m/n) und sin(27/n) zu Z*(n) als zweidimensionales Z*(n)—Gitter
auffassen kann. Zu seiner Symmetriegruppe gehort jede Drehung um
einen Gitterpunkt um einen Winkel von 2k7w/n,1 < k < n. Erweitert
man die Symmetriegruppe nochmals mit einer Verschiebung senkrecht
zur Ebene des Z*(n)—Gitters, erhilt man Gruppen der gesuchten Art.

Auflerdem kann ein beliebiger Winkel ¢, ¢ ¢ {27/n : n € N} gewihlt
und die obige Konstruktion mit ¢ statt 27 /n vorgenommen werden.

Es gibt unendlich viele Verallgemeinerungen ohne kristallographische
Beschrinkung; ihre Anzahl ist Xg bei Quasigittern, im allgemeinen X =
card R. (KLOTZEK/WENDLAND).
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