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OBR. 2.5 PRvVNI TRI APROXIMACE PETROVY FUNKCE

ZOBRAZENE V POLARNICH SOURADNICICH
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3.1 POSLOUPNOSTI A RADY

3.1.1 Teorie interpolace

Poznamky k theorii interpolace [R1], 1907

Pojednani [R1] vzniklo jako semindrni prace pro semindi profesora Karla
Petra, ktery Karel Rychlik navstévoval ve druhém a tfetim roce studia na filo-
sofické fakulté, tj. ve Skolnich letech 1905/06 a 1906/07. Petr Rychlikovu praci
uverejnil zac¢atkem roku 1907 v Casopise pro péstovdni mathematiky a fysiky.
Rychlik pozdéji ve svém ¢lanku Jak jsem studoval matematiku [R52] napsal, ze
byl ke své semindrni praci pfiveden Borelovou knihou [3], jednou z fady jeho
monografii, které tehdy zacaly vychazet.

Ocitujme nejprve tvodni odstavec Rychlikovy préce.

Uvazujme funkci f(z) proménné z = x + iy analytickou v oboru (S),! ome-

zeném carou S, a predpokldidejme, Ze zname v n bodech vesmés ruznych x1,xs,
Z3, ..., &n, nalézajicich se uvniti oboru (S), hodnoty funkce f(z). Jest mozno
stanoviti jednoznacné polynom G, (z) stupné n — 1, nabyvagict tychz hodnot
jako funkce f(z), totiz f(x1), f(x2), f(x3),..., f(xn), pro z = x1,2a,...,Ty.
Pak pfirozené se vyskytuje otdzka, kdy polynom G, (z) s n rostoucim do neko-
necna konverguje k funkci f(2), ¢imz by se zpusobem celkem jednoduchgm znd-
zornila funkce f(z) posloupnosti polynomdi. Uloha ta vede ke zkoumdni zbytku
R, (2) = f(z) — Gn(2) pro n rostouct do nekonecna . .. ([R1], str. 13-14)

Rychlik se nejdiive vénuje vyjadieni zbytku R, (z) kiivkovym integralem
pomoci Cauchyho véty,

_ 1 f(6)
F6) = 5 | e (31)
a dochéazi ke vztahu
Ry (o) ~ ) [ SO _de 652)

2w Js gn(§) €27

kde g,(2) = (z—x1)(z — x2) ... (2 — z,,). Potom odvozuje Newtontv a Lagran-
getiv interpolacni vzorec a ukazuje, ze se oba vzorce lisi jen formalné a zbytek

1 Oborem se zde rozumi jednoduse souvisld mnozina.
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je v obou ptipadech stejny.2 Rychlik poznamenéva, Ze popsany postup je obsa-
Zen ve Frobeniové pojednani [6], avSak obyCejné se pfi¢ita Charlesu Hermiteovi
[11]. Navic upozorniuje na Lerchovu préci [15].

V druhé ¢asti svého pojednéni [R1] se Rychlik obraci ke specidlnimu pti-
padu, kdy body, ve kterych jsou dany funkéni hodnoty, lezi na ose realnych
Cisel a jsou oddéleny hodnotami t = x(sg) jisté funkce t = x(s), kde redlnd
¢isla sg = «, 81, 82,...,8, = [ tvori tsek aritmetické posloupnosti a funkce ¢
je analytickd na intervalu (o, 3),® nabyva v tomto intervalu reilnych hodnot
a nemé v ném nulovou derivaci:

a=tg<azy <ty <ap < <tpy <ap <tp < <ap=0h (3.3)

Vysledky své prace Rychlik pozdéji charakterizoval v ¢lanku [R52] takto:

V prdaci jsou uddny pripady rozdeélent, pro néz existuji ,obory konvergence®,
t.j. oblasti (jednoduse souvislé mnoZiny), v jejichZ bodech z interpolaéni mno-
hoélen G, (z) konverguje stejnomérné k f(z), kdeZto pro body vné prislusného
uzdvéeru nastdvd divergence. K podobnému tucelu uZivd Runge tvah z hydro-
dynamiky ... [viz [20] a [21]], kdeZto ja provddim dikaz pomoci Cauchyova
integralu. ([R52], str. 14)

Rychlik blize zkoumd ti specilni piipady rozdéleni (3.3) (v prvnich dvou
pfipadech na intervalu (—1, 1); linedrni substituci vSak lze piejit k libovolnému
intervalu (a, b)):

1) RozpELENT CEBYSEVOVO, kdy pro dané n je

(2k— D7

k=1,2,...
2n ’ )& » 1,

T = COS

tj. t = x(s) = coss; s jsou ¢leny aritmetické posloupnosti s diferenci 7/n
a prvnim ¢lenem 7/(2n).

2) x1 jsou koteny LEGENDREOVA POLYNOMU*

1 a
ol dan

P, (z) (z2 —1)" pron>1, Py(z)=1.

Toto rozdéleni Rychlik pfevadi na predchozi pfipad Cebysevova rozdéleni, a to
na zékladé Burnsovy prace [4], kde je dokdzano, Ze kofeny zy, k = 1,2, ..., n,

2Pfipomenime zde Lagrangetiv interpolaéni vzorec:

_ _Gom)e—as). (eown) ooy
Gn(z) = (@1 —22)(@1 —73) .. (21 _xn)f( 1)+
(fol)(zfz‘g)...(zfxn—l)

-+ f(@n).

(Tn —z1)(Tn —x2) ... (Tn — Tn—1)

3Tim se zde rozumi analytickd v oboru obsahujicim realny interval {«, 3).

4Viz Rychlikovu knizku Uvod do analytické teorie mnohoclent s redlnymi koeficienty
[R64], kde je mj. podan dikaz, ze Legendretiv polynom P, (z) (n > 1) ma pravé n jednodu-
chych realnych kotent lezicich vesmés v intervalu (—1,1).
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Legendreova polynomu jsou v intervalu (—1,1) rozlozeny takto:

2k 2k —1
cosQnI1<xk<cos%, k=1,2,...,n.

Snadnou tvahou pak lze dojit k volbé

4k +1

t = = _—
E = COS Sg cos2(2n+1)7r,

to>x1 >t >T0> 0> Ty > ty,
tedy opét t = x(s) = cos s.

V poznamece pod ¢arou Rychlik naznacuje jesté jiny, pfimy postup vyuziva-
jici asymptotické vzorce pro Legendretiv polynom, které podal Matyas Lerch
v pojedndni [14]: je-li z € C, |z + V22 — 1| > 1, pak

2 _ 1) 2-1
P(")(z) _ (z+ \/27) z+Vz (1+e,), lm e, =0.
277’/1 22 -1 n—oo

Zde Rychlik cituje také Heineho praci [10].

Celkem Rychlik v pfipadech 1) a 2) ukazuje, Ze obor konvergence je vZdy
vnitfek elipsy s ohnisky z = —1 a z = 1, kterd prochéazi singuldrnim bodem
dané funkce f(z) tak, Ze uvnit¥ elipsy je tato funkce analytické. Ve v§ech bodech
redlného intervalu (—1,1) tedy posloupnost interpola¢nich polynomt G, (z)
konverguje.

Jak je uvedeno v ¢lanku [R52], piipad 1) uvaZoval jiz Runge, pfipad 2)
pochézi od Karla Rychlika.

3N t=x(s)=s,a=a, b=0, p(t) =1, tj. interval (a,b) je rozdélen na
stejné Casti a v kazdé z nich lezi pravé jeden z bodu xx. Sem patii jesté speci-
alngjsi pripad, ktery uvazoval Runge v praci [21], kdy body zj jsou rozlozeny
ekvidistantné.

Rychlik ukazuje, ze hranice obori konvergence jsou v tomto pripadé kiivky
soumérné podle osy x a podle osy tsecky ab, prochazejici singuldrnim bodem
funkce f(z), takze uvnitf je funkce analyticka, a jsou to bud elipsy obklopujici
usecku ab (ve specidlnim pi¥ipadé elipsa prochézejici body a, b), nebo dvojice
kruhovych obloukid protinajicich se uvnitt usecky ab. Ne vzdy tedy bude po-
sloupnost G,,(z) ve vSech bodech intervalu {a, b) konvergovat.

Jako pfiklad Rychlik uvadi funkci

1

= by = (—12,12).
FE =1 (b =(-1212)
Tato funkce mé pdly v bodech +i; hranice oboru konvergence, kterd jimi pro-
chazi, protne v tomto pfipadé dany interval v bodech ¢; o = +5,9282; v doplitku

(—12,12) \ {c1, c2) bude posloupnost G, (z) divergovat.

Zbyva dodat, Ze kromé vlastnich vysledkid podal Karel Rychlik ve svém
pojednani [R1] rozsahly pfehled o problému interpolace a shromézdil velké
mnozstvi bibliografickych informaci.
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3.1.2 Teorie mocninnych fad o vice proménnych

Karl Weierstrass dokézal v praci [24] nésledujici vétu.

VETA 1 (WEIERSTRASS). Necht je ddna mocninnd fada n + 1 proménnych
F(y,z1,x2,...,T,), necht F(0,0,...,0) =0 anecht F(y,0,0,...,0) neni iden-
ticky rovno nule, ale je to mocninna fada pocinajici ¢lenem y™.

Potom lze psat:

F(y?xlax27 e ,l‘n) = E(y,xl,l'Q, e ,.’En) G(yamlaan cee ,$n), (34)
kde vpravo jsou mocninné fady n + 1 proménnych, pro které
E(0,0,0,...,0) #0;

G(y7$17332, e ,Z‘n) = ym +p1ym_1 +p2ym_2 + - +pm7 (35)

kde p; jsou mocninné fady n proménnych z1,s,...,2Z, a p;(0,0,...,0) =0
pro kazdé i =1,2,...,m.

Prispévek k teorii potenénich Tad o vice proménngych [R10] (1912)

Ve své praci [R10] Rychlik navazuje na uvedenou Weierstrassovu vétu. Pri-
pomina, Ze jinym zpusobem nez Weierstrass vétu dokazal Edouard Goursat
[8] a dalsf autofi,” a to nejprve forméalnim srovnanim koeficientti a naslednym
diikazem konvergence pomoci majorantnich funkci.

Rychlik k Weierstrassové vété pripojuje nasledujici poznamku:

Mdme-li potencni Tadu
F=F,+Fni1+Fnia+--, (3.6)

kdeZ Fy znaci souhrn clentd stupneé k, miZeme vidy linedrni substituci dosici
toho, Ze se ve vyrazu F,, vyskytuje c¢len y™. Pak bude

Foo=fly,z1,22,...,2n) = y™ + Ay Ay T Ay, (3.7

kdez Ay znaci formu stupné k v proménngch x1,xs, ..., Ty, a uZijeme-li véty
Weierstrassovy, bude v (3.4) a (3.5)

5Rychlik cituje nasledujici prace:
Hartogs, F., Uber die elementare Herleitung des Weierstrass’schen , Vorbereitungssatzes®,
Sitzungsberichte der Mathematisch physikalischen Klasse der Koéniglich bayerischen Akade-
mie der Wissenschaften zu Miinchen 39(1909), ¢. 3, 12 stran;
Dumas, G., Elementare Herleitung des Weierstrass’schen ,Vorbereitungssatzes“, tamtéz,
¢. 18, 9 stran;
Bliss, G. A., A New Proof of Weierstrass’s Theorem Concerning the Factorization of a Power
Series, Bull. AMS 16(1910), 356—-359;
Brill, A., Uber Weierstrass’schen Vorbereitungssatz, Math. Ann. 69(1910), 538-549.
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2

G=y"+py" oy P+ A+ D, (3.8)

Pk = Ap + Prpt1 + Prpre + o
a pr,; 2naci souhrn clentd stupné [.

Véta Weierstrassova umoznugje definovati délitelnost potencnich tad o vice
proménnych zcela analogicky jako pri polynomech a zavésti pojem resultantu
a diskriminantu.’

Zbytek Rychlikova pojednani [R10] tvoti diikaz nésledujici véty:

VETA 2. Ke znazornéni hodnot y, z1, xs, .. ., 2, vyhovujicich rovnici

F(y,z1,22,...,2,) =0

a lezicich v okoli bodu (0,0,...,0), sta¢i koneény pocet soustav mocninnych
rad

) = P(ulauh"'aun)a

X1 = Pl(u1,u1,...,un),

Tn = Pn(ulauly-‘-vun)a
kde uy,us, ..., uy, lze volit jako racionalni funkce proménnych y, x1, x2, ..., Ty.

Vzhledem k tomu, ze E(0,0,...,0) # 0, je hledédni ptislusnych hodnot

prevedeno na hledéni kofenti rovnice G(y,x1,x2,...,2,) = 0 v okoli bodu
(0,0,...,0).

Dtikaz véty Rychlik provadi indukei podle m ze vztahu (3.6), tj. podle
stupné c¢lent, kterymi dana fada F' zacina.
Prvni krok je snadny. Z Weierstrassovy véty totiz prfimo plyne, ze je

Gy, r1,22,...,2,) =y +p1(21,T2,...,2y),

takZe ke znazornéni kofent rovnice F(y, x1,x2, ..., Z,) = 0 staci jediny systém:
Yy = _pl(ulau27"'7un)7
I = Uy,
T2 = Uz,
Tp = Up

Indukéni krok je pomérné pracny. Rychlik manipuluje s diskriminantem A
polynomu G z (3.8) v proménné y a od mocninné fady poc¢inajici ¢leny stupné
m > 1 prechazi koneénym poctem transformaci k mocninné rfadé pocinajici
¢leny stupné nizsiho nez m, pro niz véta plati.

6[R10], str. 470-471.
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3.1.3 De La Vallée-Poussinova séitaci metoda

Pripomenime nejprve nékteré pojmy a vysledky souvisejici se scitatelnosti
nekonecénych fad.

Uvazujme fadu > - u, a posloupnost {s, }22 jejich ¢asteénych soucti.
DEFINICE 1 (HOLDEROVSKY SOUCET RADY).

Rada ZZOZO Uy, je scitatelnd k-tého radu ve smyslu Holderové se souctem s, ne-
boli posloupnost {s,}52, ma k-tou Holderovu limitu s, jestlize existuje vlastni

limita lim,, h;’“) = s, kde

hY = s,
h(l) . 50+51+"'+5n
" n+1 ’
@ WY+ - n)
" n+1 ’
L) RV 4R 4 pY
n n + 1 bl

VETA 3. Existuje-li k-t4 Holderova limita (k > 0), existuje i (k + 1)-ni a tedy
i vSechny nasledujici a maji tutéz hodnotu.

PoOzZNAMKA. Speciilné fada séitatelnd prvniho fadu ve smyslu Holderové se
nazyva také scitatelnd podle aritmetického stredu. Poznamenejme, ze napiiklad
fada Y (—1)" je s¢itatelnd podle aritmetického stiedu se souctem 1/2.

DEFINICE 2 (CESAROVSKY SOUCET RADY).
Rada Y~ u, je séitatelnd k-tého Fddu ve smyslu Cesdrové se souctem s, neboli
posloupnost {s,,}5, mé k-tou Cesdarovu limitu s, jestlize existuje vlastni limita

. k
lim,, s cn ' = s, kde

1 2 k
SO L 8D (k)
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pficemz
s = S0+ 81+ -+ sy,
sgf) = s + sgl) + -+ 39),
s# = sék_l) + sgk_l) T

VETA 4. Existuje-li k-t4 Cesarova limita (k > 0), existuje i (k + 1)-ni a tedy
i vSechny nasledujici a maji tutéz hodnotu.

VETA 5 (KNOPP-SNEE). Existuje-li k-t4 Cesarova limita, existuje i k-t4 Hol-
derova limita a jsou si rovny a naopak.

V roce 1908 byla uvefejnéna prace [23] Ch. J. De La Vallée-Poussina, ktery
uvazoval nasledujici zobecnény soucet:

DEFINICE 3 (DE LA VALLEE-POUSSINUV SOUCET RADY).
Rada Zflo:o Uy, je scitatelnd podle De La Vallée-Poussinovy metody se souc-

tem s, jestlize existuje vlastni limita lim,, . v%k) = s, kde

n(n —1) nn—1)...1
F R S O § G SO

n
Un:u0+n uy + Up =

+1 (n+1)(n+2)

(n

n ')2
=L G

VETA 6 (GRONWALL). Je-li fada > . u, s¢itatelnd k-tého fadu ve smyslu
Cesarové (tedy i Holderové), je séitatelnd i podle De La Vallée-Poussinovy
metody s tymz souctem.

Tuto vétu dokdzal roku 1917 T. H. Gronwall v préci [9]. Dikaz je pomérné
komplikovany, vyuzivd parcidlni sumaci, Cauchyho vétu pro integraly kom-
plexni proménné, funkci gamma aj.

Gronwall rovnéz dokazal, ze existuji fady, které jsou sé¢itatelné podle De La
Vallée-Poussinovy metody, ale nejsou séitatelné pro zadny fad podle metody
Cesarovy. Jako piiklad uvedl fadu Y. - 2", z € C, kterd ma pro |z| < 1
Cesarovsky soucet prvniho fddu s = 1/(1 — z), pro |z| > 1 neni Cesarovsky
sCitatelnd pro zadny iad. Podle De La Vallée-Poussinovy metody je vSak sci-
tatelna ve vétsim oboru konvergence, obsahujicim jednotkovou kruznici, ktery
Gronwall popsal pomoci ktivky |(1 + z)/(2y/Z)|.7

719], str. 16-27.
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O de la Vallée-Poussinové metod€ scitaci [R13] (1917)

V tvodu své prace [R13] Karel Rychlik pfipomind zdkladni poznatky o Hol-
derovském a Cesarovském souctu fady, a to podle Landauovy knihy [13]. Ci-
tuje rovnéz Petruv Pocet integrding [17], De La Vallée-Poussinovu praci [23]
a Gronwalluv ¢lanek [9)].

Potom se obraci ke Gronwallové vété 6 a podava jeji jednodussi dukaz, ve
kterém vystacil s daleko skromnéjSim matematickym aparatem nez Gronwall
(i tak je vSak Rychliktv dikaz pomérné pracny). Vychodiskem mu byla véta,
kterou dokazal v roce 1911 Otto Toeplitz [22]:

VETA 7 (ToEPLITZ). Uvazujme posloupnost {s,}52, a utvofme posloupnost
linearnich homogennich funkci vzdy konec¢ného poctu jejich ¢lenti:

to = @apoSo+ ap181 + -+ Aoy Sug s
ti, = a1080 ta11s1+ -+ a1, S,
tn - an050+an181 +"'+anl/nsun»

Posloupnost {t, }°° , konverguje pro kazdou konvergentni posloupnost {s, }>2 ,,
a to k téze limité, pravé kdyz jsou splnény nasledujici podminky:

L lim, oo 2 oarg@na = 1,
I lim, ooy =0, A=0,1,2,...,
III. Vn >0 3M >0 tak, ze Y 3o, |any| < M.
Cleny posloupnosti {t,}°, odpovidaji ,stfednim hodnotdm“ tvorenym
ruznymi zptisoby pfi vySe popsanych scitacich metodach.

Aby se Rychlik dostal ke Gronwallové vété, potieboval obdobné vyjadieni
De La Vallée-Poussinovy stfedni hodnoty v,, pomoci k-tych Cesarovskych stied-
nich hodnot cg\k). K tomu zavedl znaceni:

n n!)?
K(A\)=0 pro\>n;
AK() = KA+1)— K\,
A’K(\) = AKOA+1)—AK(\) =K\ +2)— 2K\ +1) + K(\),

>

=

=
|

ATLK(A+1) — ATLK () = Y07 (—1)! ( Z )K(A+l),

ATK(A) =0 pro A>n; (—=1)"A"K(n) = K(n).
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Pro De La Vallée-Poussinovu stfedni hodnotu pfi uvedeném znaceni plati:

Un = ZK()\>U>\ = Sp + ZK()\)(‘S}‘ - 5)\71) = Z (K()\) — K()\ + 1))3)\,
A=0 A=1 =0
tedy
Un = — D=0 AK(N)sy, analogicky
on = Shoo MK (V)53
vy = (=DFFL T AR (M)

k
Po dosazeni k-tych Cesarovskych stfednich hodnot s%k) = c;k) ( n;: >

obdrzime hledané vyjadieni:

=3 ( ik ) (—1)M AR ().

A=0 k

K dokonceni dikazu Gronwallovy véty je nyni tfeba ovéfit podminky I—III.
Toeplitzovy véty, pficemz se uvazuje

A+ k
o = ( . ) (—1FARTE ().

Zbytek dikazu je jesté pomérné pracny, avsak, jak jiz bylo feceno, neuziva
se v ném zadného slozitého matematického aparatu — pokracuje v podobném
duchu jako vysSe uvedena ukazka.

Na zavér poznamenejme, ze Rychlikova prace [R13] je citovana v Cuprové
¢lanku Parsevalova identita a jeji uZiti v teoris o funkcich konecngch [5] z roku
1926.

3.1.4 Nepravidelné posloupnosti

Paul Eugen Bohmer studoval v praci Uber regellose alternierende Folgen [2]
z roku 1923 tzv. nepravidelné posloupnosti (alternierende Folgen), tj. posloup-
nosti ag,as, as, ... skladajici se pouze z nul a jedni¢ek a spliujici nasledujici
podminky:

n—1

.1
Lot 52 e
V=
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n—1
1
II. lim — Z Gr+ky =p pro kazdé celé k>1, r >0,
n—,oo N =0
III. 0<p<1.

Pro posloupnost {a,}>2, spliujici podminky I-IIT Bshmer dokézal, Ze
mocninné fada ZSO:O a,z¥ konverguje uvnitt jednotkového kruhu a diverguje
ve v8ech bodech jeho hranice a Ze definuje analytickou funkei f(z) komplexni
proménné, ktera je uvnitf jednotkového kruhu regularni a ma jednotkovou kruz-
nici za pfirozenou hranici.® Diikaz Bshmer provedl na zékladé vysledki Fatou-
ovych® a Carlsonovych.?

Bohmer ve své préci [2] navazoval na Misesovo pojednani Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung [16] z roku 1919, ve kterém je podén vyklad poctu
pravdépodobnosti zaloZeny na pojmu kolektiv a limitni frekvence.'!

Poznémka k Boshmerovym nepravidelngm posl. [R41], [R42] (1933)

Karel Rychlik navdzal na Bohmerovy vysledky ve dvojici ¢lankt [R41]
a [R42], které predstavuji ¢eskou a némeckou verzi téze prace. Zareagoval tak
na vydani Kamkeovy knihy Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie [12]
z roku 1932, kde je teorie pravdépodobnosti zaloZzena na pojmu nepravidelné
posloupnosti definované nize uvedenym zptisobem pomoci podminek I—1III.

Rychlik Bohmerovy vysledky zobectiuje tim, ze misto posloupnosti sesta-
vajicich z nul a jedni¢ek uvazuje posloupnosti A = {a,}>2,, jejichz kazdy
¢len je roven jednomu z konec¢ného poctu navzajem ruznych redlnych Cisel
Ay, As, . Ay

Rychlik pouzival toto oznaceni:

N,(A, Ay) udavé pocet, kolikrat se mezi prvnimi n ¢leny posloupnosti A

vyskytuje hodnota A,;

Ay znadi posloupnost a,,a,ik,ari2k,-.., kde k,r € Z, r > 0, k > 1
(tj. A= A1)

V pracich [R41] a [R42] Rychlik dokézal nasledujici vétu.

8Tim se rozumi, %e jednotkova kruznice je hranici pfirozeného oboru dané analytické
funkce f(z), tj. funkce f(z) je uvnit¥ jednotkového kruhu analytickd, avSak neni mozné ji
dale rozsirit.

9Fatou, P., Sur les séries entiéres a coefficients entiers, Comptes Rendus 138(1909),
342-344.

10Carlson, F., Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koefficienten, Math. Zeit. 9(1921),
1-13.

11Ptipomenme, ze kolektivem byla myslena posloupnost eg, e1, ez, . .. vysledkii opakované
proviadéného pokusu; budeme-li sledovat urcity jev A, pak mizeme vytvofit posloupnost
ap, a1, az, ... sestavajici z nul a jednicek, v niz je a; = 1, pokud e; € A, jinak a; = 0. Vztah I
udava pravdépodobnost jevu A, podminka II vystihuje ,ndhodnost“ pokusu.



134

VETA 8 (RYCHLIK). Nechf mé4 posloupnost A tyto vlastnosti:!?

Nn (A, Ay
I. existuji limity lim Q =p,, v=12,...,h,
n—oo n
Nn A T AV
II. existuji limity lim M =p,, v=12...,h,
n—oo n

E>1, 0<r<k-—1,

III. v posloupnosti A se alespont dvé z Cisel Ay, ..., A vyskytuji
v nekone¢ném poctu.

Potom mé analytickd funkce definovand mocninnou fadou f(z) = >°,7 ; a, 2"
jednotkovou kruznici za pfirozenou hranici.

Dikaz véty 8 Rychlik provadi pomoci nasledujici véty, jejiz znéni cituje
podle Bieberbachovy knihy [1] takto:
VETA 9 (SZEGO). Je-li kaZdy koeficient potenéni fady f(z) = > -, c,z” roven
jednomu z konecného poctu ruznych cisel dy,ds, ..., dy, predstavuje potencni
rada bud raciondlni funkci, jejiZ poly jsou kofeny z jednotky, nebo funkci, kterd
md jednotkovou kruZnici za prirozenou hranici. Pruni pripad mastane tehdy
a jen tehdy, jsou-li koeficienty od jistého pocinajic periodicky rozloZeny a funkce
fadou zndzornénd md tvar P(z)/(1 — 2™), pFi cemz P(z) je mnohoclen a m celé
kladné cislo.*3

Podle Szegbovy véty tedy staci dokazat, ze posloupnost A neni periodicka.
To Rychlik provadi sporem. V zavéru své prace Rychlik jesté vysetiuje, jak se
funkce f(z) chové na jednotkové kruznici. Cituje pfitom prace Georga Frobenia
[7] a Alfreda Pringsheima [18] a dokazuje:

VETA. Pro k-tjj koten z jednotky e plati pii radidlng limité '

lim(e — 2)f(2) = 0.

zZ—E€

12Jak Rychlik poznamenava, v terminologii po¢tu pravdépodobnosti podle uvedené Kam-
keovy knihy [12] prvni podminka znamena, ze posloupnost A ma vzhledem k &islam
A1, A2,..., Ay rozdéleni s pravdépodobnostmi p1,p2,...,Dpxs-

13[R41], str. 2.

14 Tamtéz.
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3.2 SPOJITE NEDIFERENCOVATELNE FUNKCE

3.2.1 Historicky prehled

Karl Weierstrass ukazal 18. 7. 1872 ve své prednéasce v Kralovské akademii
véd v Berliné funkci, ktera je v celém realném oboru spojitd, ale nemé v Zadném
bodé derivaci:

f(z)= ;a" cos(mb"x), 0<a<l;ab>1+ gw. (3.9)

Na obrazku 3.1 jsou znézornény prvni t¥i jeji aproximace pro a = 1/2, b = 5.1

y

OBR. 3.1 WEIERSTRASSOVA FUNKCE

15V roce 1916 dokazal G. F. Hardy, ze staci predpokladat 0 < a < 1, ab > 1. Viz [46],
str. 408.
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Weierstrassiv priklad spojité nediferencovatelné funkce uverejnil roku 1875
Paul du Bois-Reymond v Crelleové ¢asopise [44] (sdm autor jej zvefejnil az
v roce 1880 — viz [48]). Dlouhou dobu pak byla tato funkce povazovana za
prvni a pfitom nejjednodussi funkei svého druhu.

V nésledujici dobé se mnozi matematikové s nadSenim zabyvali problémem
spojitych funkci bez derivace (napf. G. Darboux ([28], 1875), V. Dini ([30],
1878), M. Lerch ([37], 1888) a dalsi), jini se v8ak na jejich snazeni divali nevra-
zivé, jejich priklady nazyvali matematickymi monstry; Ch. Hermite napiiklad
ve svém dopise T. Stieltjesovi roku 1893 napsal, Ze se odvrdtil s hrizou a osk-
livosti od toho politovanihodného zla, jimZ jsou funkce bez derivact . ..

Znacné prekvapeni vyvolala koncem devatenactého stoleti funkce Svycar-
ského matematika Ch. Cellériera, kterd byla zvefejnéna roku 1890 v préci [27],
ale sestrojena jiz kolem roku 1860:

fla) =" b"sin(nb"z); b > 1000.

n=0

Daleko vétsi prekvapeni vSak pfislo po prvni svétové valce, kdy stfedoskol-
sky profesor matematiky z Plzné Martin Jasek objevil v pozlstalosti Bernarda
Bolzana ve videnské Narodni knihovné jako soucast rukopisu Functionenlehre
pozdgéji proslulou Bolzanovu funkci (srov. [33] —[36] v seznamu literatury na str.
197-201), zkonstruovanou pred rokem 1834. O Bolzanové funkci je pojednano
v Casti 5.2.1.

Koncem devatenactého a pocatkem dvacatého stoleti se také objevily kon-
strukce riuznych ,podivnych tGtvart“, z nichz nejznaméjsi jsou Cantorovo dis-
kontinuum ([26], 1883), Peanova kiivka ([40], 1890) a Kochova kfivka ([36],
1904).

Ptipomenme, ze Cantorovo diskontinuum je podmnozina mnoziny realnych
¢isel ¢ = ey Ck, kde Co = [0,1], mnozina C; vznikne vyjmutim ,pro-
stfedni tfetiny® intervalu [0, 1], tj. C1 = [0,1/3] U [2/3, 1], mnoZina Cy vznikne
vyjmutim prostfednich t¥etin obou intervalt z Cy, tj. Cy = [0,1/9]U[2/9,1/3]U
[2/3,7/9] U [8/9,1] atd. (viz obr. 3.2 vlevo).

OO
2RRRR

OBR. 3.2 CANTOROVO DISKONTINUUM A PEANOVA KRIVKA
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Peanova krivka je prikladem spojitého zobrazeni tsecky na ¢tverec. Peano
uvazoval ¢ € [0,1] vyjddiené v trojkové ¢iselné soustave:

a; celé. Této hodnoté pfifadil bod (z,y) v roviné, dany rozvoji:

bl b2 C1 C2
kde
b, = K@2taattazn—2 <a2n71)7 Cn = K“1+a3+m+a2”’1(a2n);

K(0)=2, K(1)=1, K(2) =0.

Peano navic ukazal, Ze x(t), y(t) jsou spojité nediferencovatelné funkce.

Kochova krivka je definovana geometricky jako limita posloupnosti lome-
nych c¢ar, z nichz prvni je jistd tisecka, druha vznikne tim, Ze se prostredni
tfetina této tsecky nahradi dvéma stranami nad ni sestrojeného rovnostran-
ného trojuhelnika, v dalsim kroku se misto ptvodni tsecky uvazuje kazda ze
CtyT praveé vytvorenych c¢asti atd.

OBR. 3.3 KOCHOVA KRIVKA

Takového tatvary jsou spolu se spojitymi nediferencovatelnymi funkcemi pii-
klady fraktald; tento dnes tolik popularni pojem byl definovan B. B. Mandel-
brotem az v sedmdesatych letech dvacatého stoleti. Mandelbrot nastinil svou
teorii nejprve roku 1975 v knize [38], ponékud Gplnéji potom v praci [39] z roku
1982. Pozdéji se vyvinula pomérneé rozsahla ¢ast matematiky, kterou lze prohla-
sit za studium fraktal; sem patii predevsim metody pro vypocet Hausdorffovy
dimenze. Z monografii matematického charakteru vénovanych této problema-
tice zde uvedme [29], [31], [32], [33] a [35].

Vratme se ke spojitym nediferencovatelnym funkcim.



138

0.5

OBR. 3.4 TAKAGIHO FUNKCE

Za nejjednodussi priklad je obvykle povazovan tzv. van der Waerdenuv pri-
klad z tficatych let dvacétého stoleti [47], ktery je ovSem mirnou modifikaci
nasledujici funkce definované roku 1903 Teiji Takagim [45]:

1
flx)= z—nA(Q"x); A(z) = dist(z, Z).

n=0

V roce 1920 publikoval v Casopise pro péstovani matematiky a fyziky pfi-
klad spojité nediferencovatelné funkce Karel Petr [41]. Jeho ptiklad neni bézné
citovany jako priklady predchozi, je vSak velice jednoduchy; k pochopeni kon-
strukce i dikazu spojitosti a nediferencovatelnosti staci znalost definice spoji-
tosti a derivace a jedné véty z pocatka aritmetiky, kterd se tyka desetinnych
rozvoju. Petr vychazi z Peanovy konstrukce, podané v praci [40], kterou jednak
jesté zobecnuje, jednak vyrazné zjednodusuje.

Petrova funkce je na intervalu [0, 1] definovana takto:

jeliz = —+-—=+-—"S+-—+-; a€{0,1,...,9},

bl b2 bg b4 0 Pro ag sudé,

pak  f(x) (3.10)

1 pro a; liché,

) o opac¢né nez pred by, je-li ar € {1,3,5,7},
znaménko pred ¢lenem br1{ . | L
stejné ve zbyvajicich pripadech.

Na obrazku 3.5 vlevo je zndzornén graf Petrovy funkce, resp. jejiho hrubého
ptibliZzeni; pro lepsi nadzornost je uzito ctyfkové ¢iselné soustavy. Proc je nejvyssi
liché ¢islici udélena vyjimka pfi urcovani znaménka, je vidét ze srovnani tohoto
grafu s jinym grafem (vpravo), kde jsou vSechny liché ¢islice rovnocenné: umozni
nam to ,,vyplnit skoky“ a sestrojit funkci opravdu spojitou:
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OBR. 3.5 PETROVA FUNKCE

Kromé toho, Ze neni nutné vychazet z desitkové ¢iselné soustavy, Petr v za-
véru svého ¢lanku poznamendvé, Ze je mozné uvazovat misto predpisu (3.10)
naptiklad predpis

by | ba | b3 | b4
f(x):ﬂi@iﬁi@i“" (3.11)

kde se cisla by voli podle tabulky

3|al5]6|7]8]09
1 2 2

znaménko pred bp41 je opacné neZ pred by, je-li ar = 2,3,6 (v tabulce podtr-
7ené).
Podobné lze misto (3.10) a (3.11) volit napiiklad
by [ by | b3 by [ by | b3

f(if)—@i@iﬁfgi"' & f(x)_8—1ﬁ:8—2:t§:t--~. (3.12)

3.2.2 Bolzanova funkce

Aby byl vyklad o Rychlikovych aktivitich spojenych s rukopisy Bernarda
Bolzana (1781—-1848) co moZné nejplynulejsi, je diskuse Bolzanovy funkce
a piislusného Rychlikova élanku Uber eine Funktion aus Bolzanos hand-
schriftlichem Nachlasse [R19] zafazena do 4. kapitoly této préace (viz str.
176).
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3.2.3 Funkce definované na télese g-adickych ¢isel

Ve dvojici élankt Funkce spojité nemajict derivace pro Zadnou hod-
notu promeénné v télese disel Henselovjch [R17] a Eine stetige nicht
differenzierbare Funktion im Gebiete der Henselschen Zahlen [R21]
z let 1920 a 1922 Karel Rychlik zobecnil Petrovu funkci zkonstruovanou v praci
[41] (viz zévér ¢asti 3.2.1) tim, ze presel do télesa p-adickych cisel Q.

Kazdy prvek tohoto télesa lze jednoznacné znazornit ve tvaru

T =app" + Qg1 p" T A Qo T A (3.13)

kde r je celé ¢islo a koeficienty a; jsou ¢isla z mnoziny {0,1,...,p — 1}.
V &esky psané praci [R17], ktera byla otisténa ve stejném roéniku CPMF
jako préce Petrova, Rychlik pfifazuje prvku (3.13) hodnotu

f(@) = arp” + aryop™ 7 + appap™t 4 - (3.14)

a pomérné jednoduse dokazuje, ze takto definovana funkce je spojitd a pro
zadné x € Q, nema derivaci. V dikazu Rychlik vyuzivé Petrovy myslenky,
prenasi je vsak z télesa realnych ¢isel do télesa Cisel p-adickych a modifikuje je
s ohledem na zakonitosti, které v télese Q, plati.

Diikaz spojitosti funkce (3.14) spociva v tom, ze pro kazdé n > r a libovolné
h =0 (mod p"), neboli h = h,p" + hyp1p™ T+ je

e+ h=ap" +appp o anap" T+ (an + hp)p™ + -+,
tudiz f(z + h) = f(x) (mod p").16

K dikazu nediferencovatelnosti funkce (3.14) v libovolném bodé z € Q,
Rychlik pro ptirozené ¢islo n > 0 klade

1 Pro arin #p—1,

Ep =
ren =1 —1 pPro Gr4n =p—1.

Prvek o+ &, nd"™ " = a,p" 4+ (rgn + i)D" T F i1 p" T e
v redukovaném tvaru, jeho funkéni hodnota je tedy

f(zx) pro liché n,
T+ ernp ") =
H ") ={ f() +&rinp™™  prosudé n.

Pro posloupnosti b, = 540,02 a b} = egi2r41p° 21, kde k € N, proto

plati:
flx+hy) = f(=) _ flx+hy) = f(x) _
n =1, =0,
3 Y
k k
16Ty, || f(z + h) — f(z)|| < p™ pii p-adickém ohodnoceni || - || télesa Q) (viz pozndmku 82

na str. 91).
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totéz v limitdch pro k — oo; odtud ihned plyne, Ze pro dané = € Q,, skute¢né
neexistuje derivace.

Rychlik poznamenava, Ze stejnym zpusobem je mozno vést dikaz také v pri-
padé okruhu g-adickych ¢isel, kde g je sloZené ¢islo, ¢i pro libovolné algebraické
rozsifeni kone¢ného stupné télesa Q.

O dva roky pozdéji byla v Crelleové Gasopise otisténa némecka verze [R21]
Rychlikova ¢lanku [R17]. Rychlik zde trochu pozménil konstrukei funkce (3.14);
prvku = € Q, tvaru (3.13) nyni pfifazuje funkéni hodnotu takto:

sta . r+1 prosudé r,

f(ﬂj) = asps+as+2ps+2+as+4p Yy S = { (315)

r pro liché r.

Hodnota f(x) tedy obsahuje pravé ty ¢leny z rozvoje (3.13) prvku z, ve kterych
se vyskytuje lichd mocnina prvoéisla p; f(0) = 0.
Dukaz spojitosti je shodny s diikazem uvedenym v ¢lanku [R17], dikaz

nediferencovatelnosti se odlisuje jen v detailech, v zasadé se vsak také shoduje
s [R17].

Némeckd verze [R21] se v8ak od své Ceské predchudkyné [R17] lis] tim, Ze
navic obsahuje zdvéreénou pozndmku o Bolzanové funkci (viz str. 176) véetné
citace Jagkova ¢lanku [33]'7 a Rychlikovy prace [R19]. V Rychlikové ¢lanku
[R17] z roku 1920 neni Zadna historickd poznamka, v Petrové praci [41] z téhoz
roku, z niz Rychlik vysel, je jako prvni priklad spojité nediferencovatelné funkce
uvedena funkce Weierstrassova (3.9). Tyto skuteénosti nasvéd¢uji tomu, ze Petr
ani Rychlik v roce 1920 o Bolzanové funkci jeSté nevédéli a jejich prace jen
shodou okolnosti vysly v dobé, kdy zacal Martin JasSek studovat Bolzanovy
rukopisy ulozené ve videniské Narodni knihovné (srov. str. 167).

17Viz literaturu uvedenou na str. 197-201.
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3.3 ZAVER

Prace z matematické analyzy predstavuji na seznamu publikaci Karla Rych-
lika jen maly zlomek, jeho odborny zajem v matematice byl zaméfen v prvni
Rychlikovych pedagogickych aktivit bylo na c¢eské technice v Praze, kde vyu-
coval predevsim matematickou analyzu. Podle slov Vladimira Kofinka, ktery
byl na technice t¥i roky jeho asistentem, si Rychlik na zacatku své profesorské
kariéry opattil a prostudoval prakticky vSechny dulezité svétové ucebnice dife-
rencidlniho a integralniho poctu, aby se dobral k co nejlepsi metodice vyuky
budoucich inzenyri (viz str. 36).

Rychlikiv zajem vsak nebyl jen ryze pedagogicky, kromé ucebnic studoval
i prace v odbornych casopisech. O tom svédéi jeho ¢lanky diskutované v této
kapitole, které maji shodné rysy s pracemi z algebry a teorie Cisel: dokladaji
Rychliktv Siroky rozhled v daném oboru, sledovani aktualni literatury a nejno-
véjsiho vyvoje; v pracich jsou podany zajimavé postiehy, zobecnéni ¢i naopak
jednodussi dukazy.

Ve dvojici ¢lankt vénovanych spojitym nediferencovatelnym funkcim v té-
lesech p-adickych ¢isel ([R17] a [R21]) Rychlik oba své odborné zajmy propojil
a vytvoril jednu z prvnich praci studujicich p-adickou analyzu, ktera byla roz-
vijena az mnohem pozdéji (srov. str. 88).

Dvojice ¢lankti o Boshmerovych nepravidelnych posloupnostech ([R41], [R42])
predstavuje propojeni matematické analyzy s jinym Rychlikovym pedagogic-
kym zajmem, teorii pravdépodobnosti, a opét svédéi o tom, ze Rychlik sledoval
nejnovéjsi trendy ve vyvoji této discipliny.




143

LITERATURA

Posloupnosti a rady

BIEBERBACH, L., Lehrbuch der Funktionentheorie, Teubner, Leipzig, 1930.

BOHMER, P. E., Uber regellose alternierende Folgen. Ein Beitrag zu den Grund-
lagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung I-IV, Berichte Sich. Akad. 75(1923), 91-101;
76(1924), 139-148, 149-157; 77(1925), 36—40.

BOREL, E., Lecons sur les fonctions de variables réelles et les développments en
séries de polynomes, Gauthier-Villars, Pariz, 1905.

BuURNSs, H., Zur Theorie der Kugelfunctionen, Crelle 90(1881), 322-328.

CupR, K., Parsevalova identita a jeji uziti v teorii o funkcich konecngych, CPMF
55(1926), 11-31.

FROBENIUS, G., Uber die Entwicklung analytischer Functionen in Reihen, die nach
gegeben Functionen fortschreiten, Crelle 73(1871), 1-30.

FROBENIUS, G., Ueber die Leibnizsche Reihen, Crelle 89(1880), 262—-264.

GOURSAT, E., Démonstration élémentaire d’un théoréme de Weierstrass, Bulletin
de la société mathématique de France 36(1908), 209-215.

GRONWALL, T. H., Uber einige Summationsmethoden und ihre Anwendung auf die
Fouriersche Reihe, Crelle 147(1917), 16-35.

HEINE, E., Handbuch der Kugelfunctionen, Theorie und Anwendungen I, G. Reimer,
Berlin, 1878 [2. vydani].

HERMITE, CH., Sur la formule d’interpolation de Lagrange (Extrait d’une lettre de
M. Ch. Hermite ¢ M. Borchardt), Crelle 84(1878), 70-84.

KAMKE, E., Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie, Verlag von S. Hirzel, Leip-
zig, 1932.

LANDAU, E., Darstellung und Begrindung einiger Ergebnisse der Funktionentheorie,
Springer Verlag, Berlin, 1916.

LERCH, M., Elementdrné stanoveni asymptotické hodnoty Legendreovych mnoho-
¢élend, Rozpravy 1(1892), 149-158.
LERCH, M., Pozndmky k theorii interpolace, Rozpravy 1(1892), 663—677.

MIses, R. VON, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Math. Zeit. 5(1919),
52-99.

PETR, K., Pocet integrdlni, JCM (Sbornik Jednoty ¢eskych matematikt a fysikii
¢. 13), Praha, 1915.

PRINGSHEIM, A., Uber den Divergenz—Charakter gewisser Potenzreihen an der Con-
vergenzgrenze, Acta math. 28(1904), 1-30.

RuUNGE, C., Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, Acta math.
VI(1885), 229-244.
RuUNGE, C., Theorie und Praxis der Reihen, G. J. Goschen, Leipzig, 1904.

RUNGE, C., Uber empirische Functionen und die Interpolation zwischen dquidistan-
ten Ordinaten, Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 46(1901), 224-243.

ToepLiTz, O., Uber allgemeine lineare Mittelbildungen, Prace matematyczno—
fizyczne 22(1911), 113-119.

VALLEE-POUSSIN, CH. J. DE LA, Sur l’approzimation des fonctions d’une variable
réelle et de leurs dérivées pas des polynoms et des suites limitées de Fourier, Bull.
soc. Belgique (1908), 193-254.

‘WEIERSTRASS, K., Einige auf die Theorie der analytischer Funktionen mehrerer
Verdnderlichen sich beziehenden Sdtze, in: Mathematische Werke II, Konigl. Preussi-
schen Akademie der Wissenschaften, Mayer & Mayer, Berlin, 1895, 135-188.



144

Spojité nediferencovatelné funkce

BRZECKA, V. F., O funkcii Bol’cano, Uspechi 4(30)(1949), ¢. 2, 15-21.
CANTOR, G., Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, Leipzig, 1883.

CELLERIER, CH., Note sur les principes fondamentaur de l’analyse, Bulletin des
sciences mathématiques 14(1890), 142-160.

DARBOUX, G., Mémoire sur les fonctions discontinues,

Annales de I’Ecole normale (2) IV(1875) 57-112.

Davip, G.; SEMMES, S., Fractured Fractals and Broken Dreams (Self-Similar Geo-
metry through Metric and Measure, Clarendon Press, Oxford, 1997.

Dini, V., Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, Pisa, 1878.
FALCONER, K. J., The Geometry of Fractal Sets, Cambridge University Press,
Cambridge, 1985.

FALCONER, K. J., Fractal Geometry: Mathematical Foundations and Applications,
Wiley, Chichester, 1990.

RICHTER, P. H.; PEITGEN, H.-O., The Beauty of Fractals, Springer Verlag, Berlin,
1986.

HLAVAGEK, M., Ptiklad funkce spojité memajici v Zddném bodé derivace, CPMF
60(1931) 157-159.

JURGENS, H.; PEITGEN, H.-O.; SAUPE, D., Fractals for the Classroom, part I, II,
Springer Verlag, New York, 1992.

KocH, H. VON, Sur une courbe continue sans tangente obtenue par une construction
géométrique élémentaire, Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, utgivet af
K. Svenska Vetenskaps—Akademien. Stockholm 1(1903/04), 681-702.

LeErcH, M., Uber die Nichtdifferentiirbarkeit gewisser Function, Crelle 92(1888),
126-138.

MANDELBROT, B. B., Les objects fractals: forme, hasard et dimension, Flammarion,
San Paris, 1975.

MANDELBROT, B. B., The Fractal Geometry of Nature, W. H. Freeman and Com-
pany, San Francisco, 1982.

PEANO, G., Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane, Math. Ann. 36(1890),
157-160.

PETR, K., Priklad funkce spojité nemagici v Zddném bodé derivace, CPMF 49(1920),
25-31.

PETR, K., Pozndmka k ¢éldnku pana Hlavdcka, CPMF 60(1931), 160-161.

PRrEIss, D., Nederivovatelné funkce, in: Bernard Bolzano — konference ceskych ma-
tematiki, Matematickd védeckd sekce, Praha, 1981, 13-18 [sbornik konference ve
Zvikovském Podhradi].

DU BoOIS—REYMOND, P., Versuch einer Classification der willkiirlichen Functio-
nen reeler Argumente nach ihren Aenderungen in den kleinsten Intervallen, Crelle
79(1875), 21-37.

TAkAGI, T., A simple example of the continuous function without derivative, Tokyo
sugaku butsurigaku kwai kiji 1(1903), 176-177 [anglicky a japonsky].
VESELY, J., Matematickd analyza pro ucitele II, Matfyzpress, Praha, 1997.

‘WAERDEN, B. L. VAN DER, Fin einfaches Beispiel einer nicht-differenzierbaren ste-
tigen Funktion, Math. Zeit. 32(1930), 474-475.

WEIERSTRASS, K., Zur Functionenlehre, Monatsbericht der Koénigl. Akademie der
Wissenschaften zu Berlin (1880), pietisk in: Abhandiungen aus der Functionenlehre,
Springer Verlag, Berlin, 1886, 67—101.



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T14:20:21+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




