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2.1.1 Historicky avod

Nez prikro¢ime k diskusi Rychlikovych nejdilezitéjsich praci, podivejme se
kratce na nékteré momenty vyvoje algebraické teorie ¢isel. Jak je patrné z obr.
2.1, podstatna c¢ast Rychlikovych publikaci zahrnutych do jednotlivych oddilé
kapitoly 2.1 bezprostiedné navazuje na prace Kurta Hensela. Dokonce lze fici,
ze Rychlik pouzival pojmy a vysledky Henselovy teorie do takové miry, Ze je
téméf nemozné prehledné popsat a zhodnotit jeho prace bez podrobnéjsiho po-
pisu prislusnych praci Henselovych. Pro ilustraci a pro uvedeni do problematiky
je na zacatku této kapitoly zafazen kratky exkurs do teorie algebraickych cisel
v devatenactém stoleti. Aby bylo patrné, jak se dand disciplina postupné vyvi-
jela, a aby vyniklo pfesné, stru¢né a jasné pojeti Rychlikovych praci, je v textu
do urcité miry pouzita tehdejsi terminologie a zachovéano ¢i alespon naznaceno
ptvodni pojeti definic a tvrzeni.!

Pocatky

V prvni polovinég 19. stoleti zobecnil CARL FRIEDRICH GAUSS (1777 —1855)
pojem celého éisla tim, Ze jej prevedl (v dnesni terminologii) z oboru integrity
celych ¢isel Z do oboru integrity Z[i] tvoreného ¢isly

a+bi, abelZ, (2.1)

kde i je kofen polynomu z? + 1, ktera byla pozdé&ji nazvina Gaussova celd
¢isla; Gauss o nich hovotil jako o celjch komplexnich cislech (numeros integros
complezos).

Podobnou myslenku lze nalézt jiz u LEONHARDA EULERA (1707-1783),
ktery pfi dikazu velké Fermatovy véty pro n = 3 v praci [Eull] z roku 1770
pracoval s vyrazy tvaru m -+ ny/—3, kde m,n € Z, pro néz uzival i pojmii pr-
vocinitel, nesoudélna c¢isla apod; vyuzival také zakona jednoznac¢ného rozkladu
v prvoéinitele a jeho diisledki, ovéem bez ovéieni.?

Gauss zavedl ¢isla (2.1) v souvislosti se studiem bikvadratického zdkona
reciprocity v druhé ¢asti prace Theoria residuorum biquadraticorum [Gau2]
z roku 1832. Ukdzal, Ze mnozina ¢&isel tvaru (2.1) je uzaviend na séitani, odéitani
a nasobeni a ze je mozné zde vybudovat aritmetiku analogickou aritmetice v Z.

1Jesté Henselovy prace tvofi souvisly text, kde se prolinaji definice, tvrzeni a komentaie;
pro prehlednost a kvili odkaztim jsou v nasem popisu zakladni definice a tvrzeni oddéleny
a odislovany. Mira presnosti vSak byla ponechana beze zmény; ¢tenaf necht ma na paméti,
ze se prenesl o stoleti zpét, kdy byly na presnost kladeny podstatné nizsi naroky nez dnes.

2Pro lepsi ndzornost budeme pouzivat pojmy okruh, obor integrity, téleso apod. i v souvis-
losti s pracemi, které vznikly v dobé, kdy tyto pojmy jesté nebyly zavedeny. Rovnéz budeme
uzivat obvyklého oznaceni ciselnych obori N, Z, Q, R, C, i kdyz pochazi az z pozdéjsi doby
(autofi, o nichz zde budeme hovofit, pouzivali bud slovni vyjaddfeni, nebo symboly, které
budou uvedeny v pozndmkéch).

3V knize [Edw2], str. 39-54, je popsan korektni dilkaz sestrojeny na zdkladé Eulerovy
myslenky pouzité ovsem v jiné souvislosti.
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Jednotkami (unitatibus) Gauss nazval ¢isla 1, —1, i, —i. Asociovand (socios
nebo numeros associatos) jsou takové ¢isla, ktera lze jedno z druhého ziskat
vynasobenim jednotkou. Konjugovand (coniunctum) jsou ¢isla, kterd se na sebe
navzajem prevedou zdmeénou i za —i (tj. ¢isla komplexné sdruzend). Normu
(norma) Cisla a + bi Gauss definuje jako soucin (a + bi)(a — bi). Procinitel
(numerus primus) je takové ¢islo tvaru (2.1), které nemuze byt vyjadreno jako
soucin dvou é&isel, z nichz z4dné neni jednotka.*

Gauss zavedl a studoval dalsi aritmetické pojmy; dokazal, ze kazdé cislo
tvaru (2.1) lze vyjadiit jednozna¢né (aZ na asociovanost) jako souéin prvo-
¢initell, podal diikaz malé Fermatovy véty a dalSich tvrzeni; v zévéru pak
zformuloval, ale nedokézal bikvadraticky zdkon reciprocity.’

Na Gaussovy myslenky navizal CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804 az
1852). V roce 1839 bylo otisténo jeho pojednani [Jac2], kde jsou studovany
vyssi zdkony reciprocity, a to fadu 5, 8 a 12. Dikaz bikvadratického zdkona
reciprocity podal Jacobi ve svych prednaskéch o teorii ¢isel, které konal ve
Skolnim roce 1836/37 na univerzité v Kralovci. Poprvé vSak byl tento dikaz
publikovdn az v praci Lois de réciprocité [Eis2] FERDINANDA GOTTHOLDA
MAX. EISENSTEINA (1823 —-1852) z roku 1844. Eisenstein také publikoval diikaz
kubického zdkona reciprocity, a to v pojedndni [Eisl] z téhoz roku; v souvislosti
s kubickym zakonem reciprocity se Eisenstein i Jacobi zabyvali aritmetikou
v okruhu Z[p], kde p® =1, p # 1.

Dalsim krokem ve vyvoji aritmetiky celych algebraickych cisel bylo stu-
dium algebraickych jednotek. Jejich teorii popsal PETER GUSTAV LEJEUNE
DIRICHLET (1805-1859) v préaci Zur Theorie der complexen Einheiten [Dir2]
z roku 1846. Poznamenejme, ze Dirichlet pracoval s vyrazy

g@(ozz-) :b0+blai+~'~+bn_104?_l, bo,bl,...,bn_l GZ, (22)
kde a;, i = 1,...,n, je kofen polynomu
F(x) =z"+az" P+ F a1z +an, a1,as,...,0, € 7, (2.3)

ktery je ireducibilni nad Q; souhrn vSech ¢(«;) tvaru (2.2) budeme pro pevné

4[Gau2], str. 103 (v pretisku v [Gaud]).

Uvédomme si, Ze slozené celé &islo ze Z zustava slozené i v Z[i], avSak prvoéisla ze Z mohou
byt v Z[i] slozena, napt. 2 = (1414)(1 —1i), 5 = (14 2¢)(1 — 2¢) apod. Skuteénost, ze ¢islo 2 je
v Z|[i] slozené, ponékud zkomplikovala zobecnéni pojmu sudého a lichého ¢isla. Gaussova cela
éisla jsou rozdélena na lichd (impar), tj. ta, kterd nejsou délitelna ¢islem 1+ ¢ (tedy z ¢isel
a, b je jedno sudé a jedno liché), polosudd (semipar), tj. ta, kterd jsou délitelna éislem 1 + 14,
ale ne ¢islem 2 (¢isla a,b jsou obé lichd), a sudd (par), tj. ta, kterd jsou délitelnad Gislem 2
(¢isla a, b jsou obé suda). Lze ukazat, ze ze ¢ty¥ navzajem asociovanych lichych &isel je prave
jedno primdrni (primarius), tj. ¢islo tvaru (2.1), kde a + bi = 1 (mod 2 + 23).

5Uvedme zde jeho znéni v pozdéjsim, prehledngjsim tvaru (viz napi. [Diel], str. 183).
VETA (BIKVADRATICKY ZAKON RECIPROCITY). Pro libovolné liché primarni prvocinitele

a, B € Z[i] je
<9> — ()N (@-DWV(B)-1)/16 (ﬁ) 7
B4 a),

kde (%)4 znadi hodnotu i*, X € {0,1,2, 3}, pro kterou plati: a(N(F)=1)/4 = X (mod m).
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i znafit obvyklym symbolem Z[w;]. Jednotkou (complexze Einheit) Dirichlet
rozumél prvek (o) € Z[oy], pro ktery je o(a1)p(as) ... p(ay) = 1.

Jak jsme vidéli vySe, jednim z podnétd pro budovéani teorie délitelnosti
algebraickych ¢isel byl diikaz zakona reciprocity vyssiho fadu. Dal$im stimulem
byla snaha dokézat velkou Fermatovu vétu, tj. tvrzeni, Ze rovnice

a4yt =" (2.4)

nemé pro n > 2 feSeni v Z (a tedy ani v Q), pro néz zyz # 0. V prvni
poloviné devatenactého stoleti dokazali nékteré specialni pripady této véty So-
PHIE GERMAIN (1776—-1831), C. F. Gauss, ADRIEN MARIE LEGENDRE (1752
az 1833), P. G. L. Dirichlet a GABRIEL LAME (1795-1870). Na tomto misté
jen piipomernime, Ze z nefeSitelnosti rovnice (2.4) plyne nefeSitelnost rovnice
™" 4 Y™ = 2™" pro libovolné kladné celé ¢islo m. Proto k diikazu velké
Fermatovy véty pro vSechna n > 2 sta¢i dokazat, Ze plati pro n = 4 a pro
vsechna licha prvocisla. Do konce roku 1839 byly vyfeSeny pfipady n = 3, 4,

vvvvvv

[Lam1]. Zbyvala tedy vSechna lichd prvocisla kromé 3, 5 a 7.

1. biezna 1847 prednasel Lamé v parizské akademii o svém ,,obecném di-
kazu“ velké Fermatovy véty pro libovolné prvocislo n > 2. Zakladni myslenka
spocivala v rozkladu =™ + y™ na soucin linearnich faktord pomoci komplexniho
¢isla a, kde o™ =1, a # 1:7

ey = (e +y)(e +ay)(z+ay).. (z+a"TTy).
Jsou-li z, y takova, ze ¢isla
r4y, c+ay, ..., c+a" "y (2.5)

jsou po dvou nesoudélnd, pak rovnice (2.4) implikuje, ze kazdé z ¢isel (2.5) je
v Z[a] n-tou mocninou. Odtud se pak dojde ke sporu pomoci metody neko-
neéného sestupu. Maji-li néktera dvé z ¢isel (2.5) nejvétsiho spoleéného délitele
m > 1, pak m je nejvétsim spoleénym délitelem vsech éisel (2.5).8 Cisla

(@ +y)/m, (z+ay)/m, ..., (z+a""y)/m

jsou potom nesoudélna a pouZije se na né argument z predchoziho p¥ipadu.®

Joseph Liouville v8ak ihned poukazal na to, ze pfedlozeny dtkaz zavisi na
jednoznaénosti rozkladu prvki okruhu Z[«] na souéin prvoéiniteld, kterd zatim
nebyla dokézana.! Gabriel Lamé a Augustin Louis Cauchy (1789—1857) se

6D¥ive nez ptipad n = 7 byl vyFesen piipad n = 14; ditkaz podal Dirichlet v praci [Dirl].
7Zfejmé plati: X" — 1= (X — 1)(X — a)(X —a?)...(X —a™1); polozme X = —x/y.
8Déli-li n&jaké celé &slo d &isla x + oy a x4+ o TFy, pak déli i jejich rozdil alfy — afTky;
d vsak déli i ¢islo x + adT2Ry = (z + oI T*) — o*(ady — adt*y), podobné = + o +3Fy atd.
Cislo d je tedy délitelem &isel x 4+ a? Ty pro vechna celd kladné i. Odtud (n je prvoéislo,
k neni nasobkem n) d je spoleénym délitelem vSech &isel (2.5).
9Podle [Edwl], str. 220-223; [Edw?2], str. 76-77.
10Uv&domme si, Ze jednoznacnost je nezbytna k ditkazu tvrzeni, ze nesoudélna éisla (2.5),
jejichz soucin je m-tou mocninou, jsou sama n-tymi mocninami.
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pak v nasledujicich tydnech pokouseli o odstranéni uvedené mezery v dikazu;
Liouville si naopak v té dobé poznamenal do zapisniku priklad

13.13 = 169 = (4 + 3v/—17)(4 — 3v/—17)

ukazujici neplatnost jednoznac¢né faktorizace pro Z[a], kde a? = —17.11

Dne 24. kvétna 1847 Liouville pfecetl na jednani akademie dopis od ERNSTA
EDUARDA KUMMERA (1810-1893), ktery mél celou diskusi ukonéit. Kummer
totiz Liouvillemu napsal, Ze jeho pfipominka k jednoznacné faktorizaci byla
zcela opravnénd a prilozil kopii pojedndni [Kum?2], které publikoval jiz roku
1844 — ovsem na malo zndmém misté — a ve kterém dokazal, Ze jednoznacna
faktorizace pro celd cyklotomické éisla (viz ddle) obecné neplati. Dodal vsak,
7e je presto mozné pro tato Cisla vybudovat rozumnou aritmetiku zavedenim
jistych novych veliéin, tzv. idedlnich komplexnich ¢isel, coZ publikoval ve formé
resumé v roce 1846 v pojednanich berlinské akademie [Kum4]; prace obsahujici
uplnou teorii byla pravé chysténa k tisku v Crelleové éasopise [Kumb]. Liouville
Kummertv élanek [Kum?2] otiskl spolu se zminénym dopisem [Kum?7] v ¢asopise
Journal de mathématiques pures et appliquées.

Kummerova teorie idealnich é&isel

Kummer studoval okruh celych cyklotomickych ¢isel Z[a], kde « je kofen
polynomu

A4 prrl=(r—a)(z—a?) ... (z —a*h), (2.6)

A je prvoéislo (tj. a* =1, a # 1). Ukéazal, ze ireducibilni prvek okruhu Z[a] ne-
musi byt zaroven prvoéinitelem v dnesnim smyslu;'? aby tento problém odstra-
nil, rozsitil okruh Z[a] o jista ,ideédlni éisla“, takze kazdy takovy ,nevhodny“
prvek je mozné rozlozit na soucin prvocinitelti. Dale Kummer ukazal, ze kazdy
,redlny nebo idealni“ prvocinitel libovolného celého cyklotomického cisla je dé-
litelem néjakého prvocisla p € Z. To znamena, Ze k nalezeni vSech prvocinitelt
v Z[a] staci uvazovat rozklady prvocisel ze Z. Pro p = mA + 1 se rozklad pro-
vadi v rdmci okruhu Z[a], v obecném piipadé Kummer pracuje s Gaussovymi
periodami, které jiz diive studoval v pojednéni [Kum3] z roku 1846.13

Velmi zjednodusené lze fici, ze v Kummerové teorii se pro kazdé prvocislo
p uvazuje rozklad

At rtl=(r—a)(z—a?) ... (z - ) =
=Vo(2)Vi(x)...Ve—1(x) (mod p),

11Ud4losti z jara roku 1847 jsou podrobné popsany napt. v [Edwl], str. 220-223; [Edw2],
str. 76-79.

12Ptipomenme, ze ireducibilnim prvkem se nazyva prvek, ktery nemd jiny nez trividlni
rozklad, prvocinitelem se nazyva prvek s tou vlastnosti, ze je-li jim délitelny soucin dvou
¢isel, pak je jim délitelny alespon jeden z Cinitel; v obou pfipadech se predpoklada, ze dany
prvek neni jednotkou.

13Poznamenejme, Ze tyto periody definoval C. F. Gauss v praci [Gaul] z roku 1801. V Kum-
merové pojeti jsou pro dané prvocislo p Gaussovy periody 7; zavedeny nasledujicim zpuso-
bem. Necht f € Z je nejmensi kladné celé &islo, pro néz pf =1 (mod )); z malé Fermatovy
véty plyne, ze A — 1 = e.f, e € Z. Necht dale v znaci tzv. primitivni kofen modulo \, tj.
471 =1 (mod A), v # 1 (mod A) pro 0 < n < A — 1 (mocniny &isla v tedy prob&hnou

(2.7)
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kde V;(z) € Z[z] jsou polynomy tvaru z/ + vizf=1 + .-+ 4 vy, které jsou
ireducibilni v Z[z] vzhledem k modulu p, pficemz

Vz(x) = (1' _ Oﬂi)(x B aVEH) o (x B Oé,y(.f—l)e+i

) (mod p).
Kazdému faktoru V;(z), ¢i kazdé Gaussové periodé n; pak urcitym zpisobem
odpovida jeden prvoéinitel p; prvoéisla p (redlny nebo idedlni), takze

P=P1P2... Pe_q-

Na zakladé své teorie Kummer podal dtkaz velké Fermatovy véty pro
vSechny exponenty A, které jsou reguldrnimi prvocisly, a to v pracich [Kum6]
z roku 1847 a [Kum11] z roku 1850.15 Ptivodni teorie — a tedy i uvedeny diikaz
velké Fermatovy véty — vSak jesté obsahovala jisty nedostatek, ktery byl od-
stranén aZ v pojednani [Kum14] z roku 1857.16 Téhoz roku byly otistény ¢lanky
[Kum15] a [Kum16] vénované znovu velké Fermatové vété, které byly zalozeny
jiz na spravné teorii. Zakonu reciprocity Kummer vénoval pojednéni [Kum§|
z roku 1850 a déle pojednani [Kum17] az [Kum20] z let 1858—86; zformuloval
a dokazal jej pro exponenty, které jsou regularnimi prvocisly.

Obecny pripad

7 7

Kummer vytvoril aritmetiku pro celd cyklotomicka ¢isla. K tomu, Ze nepo-
kracoval dal a nezobecnil svou teorii na obecny ptipad, pravdépodobné pfispélo
(kromé toho, Ze pro své vlastni ucely obecnou teorii nepotieboval) i to, Ze na
zobecnéni pracoval jeho zdk LEOPOLD KRONECKER (1823-1891). V pojed-
nani [Kum19| z roku 1859 Kummer dokonce odkazuje na prdci pana Kronec-
kera, kterd se brzy objevi, v nizZ je teorie nejobecnéjsich komplexnich cisel upiné
a nanejuys jednodude rozvinuta.'” BohuZel, zmifiovana prace nevysla. Kronec-
ker publikoval svou teorii aZ v roce 1882 [Kro2].!® V Kroneckerovych stopach

vSechny nekongruentni zbytky modulo A). Gaussovymi periodami Kummer rozumi souéty

> 2e -1
70 = « + Oﬂ’e + oY ¢ + .+ aW(f )87
o1 2e41 f—1)e+1
m = a7 + o + o T A ,
2 +2 2e+2 —1)e+2
72 = o + a’Ye + a’Ye + .+ aW(f Je R
-1 2e—1 3e—1 -1
Meei = o1 4 TN 4 ™ 4 4

14P§i oznadeni z poznamky 13.

15Jednu z ekvivalentnich podminek charakterizujicich reguldrni prvoéisla lze vyjadfit tak,
ze se A nevyskytuje v &itateli prvnich (A — 3)/2 Bernoulliho koeficientt, které se obvykle
definuji jako koeficienty By v rozvoji z(1 —e®)™t =1—2/2+ 322, Bya™/(2n)!.

Poznamenejme, ze jedind prvocisla mensi nez 100, ktera nejsou regularni, jsou 37, 59 a 67.
V roce 1915 dokazal Jensen, Ze existuje nekone¢né mnoho neregularnich prvocéisel. Neni vsak
znamo, zda existuje také nekonecné mnoho regularnich prvocisel.

168rov. [Edwl], str. 228-231; [Edw3], str. 328.

17[Kum19], str. 57, v pretisku str. 739.

18Nekdy se muzeme setkat s tim, ze je udan rok 1881; prace byla totiz otisténa na zac¢atku
roku 1882, avsak jako ,oficidlni datum publikace“ je udano 10. zari 1881, den padesatého vy-
roc¢i doktoratu Kroneckerova ucitele a pritele E. E. Kummera; prace nese podtitul Festschrift
zu Herrn E. E. Kummers Doctor—Jubildum, 10. September 1881.
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pokracoval jeho zdk KURT HENSEL (1861-1941), jehoz zdkem byl HELMUT
HASSE (1898-1979), ale také ALEXANDER OSTROWSKI (1893 —1986) ¢i ABRA-
HAM HALEVY FRAENKEL (1891-1965).

Jinym zpusobem vyresil obecny pfipad RICHARD JurLius WILHELM DE-
DEKIND (1831-1916), ktery svou teorii popsal nejprve roku 1871 v Dodatku X
ke druhému vydani Dirichletovy knihy Vorlesungen tiber Zahlentheorie [Dir3],
pozdéji v Dodatku XI ke tietimu (1879) a &tvrtému (1894) vydani této knihy.
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OBR. 2.2

Obrazek 2.2 zobrazuje hlavni vlivy ve vyvoji teorie algebraickych ¢isel. Jeho
ucelem je predevsim ukazat, kam lze zatadit prace Karla Rychlika; nejsou zde
tedy zndzornény vSechny existujici vazby, nebof tim by se smysl obrazku za-
stfel. Schéma se snazi zachytit dva hlavni sméry, teorii idedli predstavovanou
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R. Dedekindem a jeho nasledovniky a teorii divisori predstavovanou L. Kro-
neckerem a dalsimi matematiky, mezi nimiz je i Karel Rychlik. Oba pristupy
jsou stru¢né zhodnoceny v predmluvé Hasseho knihy [Has3]:

K teorii algebraickych cisel existuji dva podstatné rizné pristupy, pres teorii
divisori a pres teorii idedlu. Pruni je zaloZen na aritmetickém zkoumdni Kum-
mera a Kroneckera, stejné jako na funkciondlne-teoretickeé metodé Weierstras-
sové, rozvinut byl na prelomu stoleti Henselem a potom byl podloZen Steinitzo-
vou obecnou teorii téles a obecnou teorii ohodnoceni Kiirschdka, Ostrowského
aj.

Druhy byl vytvoren o néco drive Dedekindem, vystavén Hilbertem a potom
prohlouben obecnou teorii idedli E. Noetherove, Artina aj.

Nejprve se zddlo, Ze teorie idedlu je lepsi neZ teorie divisoru; nejen proto, Ze
vede k cili rychleji a s mensi ndmahou, ale také pro svou uZitecnost v hlubsim
studiu teorie cisel. Furtwdnglerovi a Takagimu se na této bazi podatilo vybudo-
vat zdklady velkolep€ konstrukce teorie téles trid zahrnugjici obecny zdkon reci-
procity pro algebraickd cisla, zatimco na Henselové strané nebyl takovy pokrok
zaznamendn. Nicméné pozdéji se ukdzalo, nejprve v teorii kvadratickych forem,
pozdéji predevsim v teorii hyperkomplexnich cisel (algeber), Ze teorie divisori
¢i teorie ohodnoceni je nejen schopna vyjadrit strukturdlni zdkony aritmetiky
jednoduseji a prirozenéji tim, Ze umoznuje preneseni dobte zndmych souvislosti
mezi lokdlnimi a globdlnimi vztahy z teorie funkci do aritmetiky, ale dokonce Ze
skutecny vyznam teorie téles trid a obecného zdkona reciprocity pro algebraickd
c¢isla je odhalen pouze timto pristupem. Misky vah se tedy nyni naklinéji ve

prospéch teorie divisord.™

Tfetim matematikem, kterého lze povazovat za zakladatele obecné teorie, je
EGOR IVANOVIC ZOLOTAREV (1847—-1878), jehoz pojednani [Zol2] vyslo roku
1874, [Zol3] roku 1877 a dva roky po jeho smrti pak byla otisténa prace [Zol4].
Uvedené Zolotarevovy prace jsou pomérné méalo zndmé a nemély prili§ velky
vliv na dalsi vyvoj. ,Zapadni“ autofi Casto hovori jako o zakladatelich jen
o Kroneckerovi a Dedekindovi.?® Zolotarevova teorie je vSak zajimavd mimo
jiné tim, Ze rozviji pfimo Kummertv postup a ma velmi blizko k pozdéjsim
pracim Kurta Hensela, ktery zavedl p-adické ¢isla (nicméné i Hensel cituje

19[Has3], str. IV.

20Napiiklad H. M. Edwards se v praci [Edw3] zmifuje o Zolotarevovi pouze v pozndmce
pod carou na str. 322, a to nasledujicim zpisobem:

Nékteri autori z meddvné doby uvedli ruského matematika FEgora Ivanovice Zolotareva
(1847-1878) jako jednoho ze zakladateld teorie idedlii. Nicméné Zolotarevova prdce byla
zpracovdana poté, co byla publikovdna prace Dedekindova, a zdd se, zZe neméla Zddny vliv na
vyvoj teorie.

Podobné pise i L. Corry v [Corl] poznamce pod ¢arou na str. 120. N. Bourbaki v [Boul]
(v ptekladu str. 100) zmifuje Zolotarevovu teorii v souvislosti s prvnimi pokusy R. Dedekinda,
pouze uvadi v seznamu literatury k danému tématu, H. Weyl se v praci [Wey1] o Zolotarevovi
nezminuje viibec, stejné tak D. Hilbert v prehledu [Hill] aj.

Naopak v ruské knize [K-J1] jsou uvedené Zolotarevovy préce podrobné diskutovany (str.
107-116), na rozdil od prace Kroneckerovy, o niz je zde jen kratkd zminka (str. 132-133).
W. Narkiewicz v [Narl] v historické pozndmce na str. 119 uvadi Zolotarevovu teorii jako tieti
a rovnocennou metodu a cituje bibliografii jejich vyklad, napf. [Cbol], [Cbo2], [Cbo3] aj.
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jen Dedekinda a Kroneckera); tato cesta pozdéji vyustila v ,lokalni algebru®.
Navic byla Zolotarevova teorie uverejnéna diive, nez teorie Kroneckerova. Na
Zolotarevovo pojednani [Zol4] z roku 1880 pak bezprostiedné navazal Karel
Rychlik.

Kazdy ze tii uvedenych matematikid postupoval odlisSnou cestou. Vsichni
vsak dali stejnou odpovéd na otazku, jaké prvky daného algebraického télesa
Q(«) je rozumné pokladat za celé. Misto prvkii okruhu Z[«], jak tomu bylo
d¥ive, uvazovali jako celd takova éisla z télesa Q (), kterd jsou kofeny néjakého
monického polynomu tvaru (2.3) s celo¢iselnymi koeficienty.

Popis celého historického vyvoje pfekracuje ramec tohoto ivodu. Podivejme
se vSak jesté alespon na prace Kurta Hensela, jejichz vysledky budeme nezbytné
potfebovat v ¢astech 2.1.2 — 2.1.4 pfi diskusi praci Karla Rychlika.

Kurt Hensel

Kurt Hensel se intenzivné zabyval teorii algebraickych funkci. Ze vsech
jeho praci vénovanych této problematice zde uvedme ,klasickou” knihu [Hen4]
z roku 1902, kterou napsal spolecné s G. Landsbergem. Jméno Kurta Hensela
je dodnes znamé zejména v souvislosti se zavedenim p-adickych cisel; tento
pojem se objevil poprvé v pojednani Uber eine neue Begrindung der Theo-
rie der algebraischen Zahlen [Henl]| z roku 1899, kterému predchazela fada
praci, ve kterych se jiz Henselova teorie formovala a na kterych je zietelny vliv
Leopolda Kroneckera. Z dalsich Henselovych publikaci zde jmenujme [Hen2],
[Hen3], [Henb5]-[Hen7] z let 1901-1907. Vysledky své préce na poli teorie alge-
braickych ¢isel Hensel shrnul v dodnes velmi casto citované monografii Theorie
der algebraischen Zahlen I [Hen8] z roku 1908.2! V roce 1913 vysla monografie
Zahlentheorie [Hen12] vénovand obecnéji okruhtim g-adickych ¢isel pro slozené
¢islo g. Posledni dvé citované knihy jsou pro nase potfeby nejdiilezitéjsi, ne-
bot na né navazal Karel Rychlik ve svych nejvyznamnéjsich pracich. V dalsim
se proto budeme vénovat vyhradné jim. Je vSak tfeba zduraznit, Zze Hensel se
teorii algebraickych cisel zabyval i pozdé€ji. V souvislosti s Karlem Rychlikem
pfipometime jesté Henseltiv ¢lanek Uber die Grundlagen einer neuen Theorie
der quadratischen Zahlkérper [Henl3] z roku 1914, ktery Rychlik zmitiuje ve
své préaci [R11].

V Gvodu knihy [Hen8] Hensel rozebirad motivaci, kterd ho pfivedla k pied-
lozené teorii:

Mezi obéma nejvetsimi a nejduleZitéjsimi disciplinami moderni matematiky,
teorit funkci a teorii cisel, existuje co do vysledki podivuhodnd a dalekosdhld
analogie, v jejich metoddch je vsak veliky rozdil; a jiZ predem muZeme 7ici, Ze
srovndni obou disciplin podle pouZitelnosti a tucinnosti jejich metod dopadne
velmi vijrazné ve prospéch analyzy .. .22

Od svého pruniho premitani o otdzkdch vyssi teorie cisel vérim, Ze metody
teorie funkci must byt upotrebitelné i v tomto oboru a Ze na tomto zdkladé mize

21Zustalo jen u prvniho dilu.
22[Hen8], str. 1.
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byt teorie algebraickijch cisel vybudovdna v mnoha smérech jednoduseji .. .23

Tlustrujme Henselovy myslenky nasledujicim prikladem, v némz budeme pro
polynom F(z) = 23 — 22 — 2z — 8 uvazovat rozklady modulo 2%, k € N:24

F(x) 2?(x +1) (mod 2)

v(r —2)(z+1) (mod 22), resp. (mod 23)
(x+4)(z+2)(z+9)=(z+2})(z+2)(x +1+2%) (mod 2%)
(x+12)(x +10)(z+9) = (z+ 22 + 2%)(z + 2+ 23)(x + 1 + 23)

(mod 2°)

= (z+172)(z + 170)(x + 169) = (z + 22 + 23 + 25 4+ 27) .
(z+2+224+2°4+27)(z+1+2%4+2°+27) (mod 2%)

Ptjde o to, Ze vidy existuje pravé jedno celé ¢islo § > 1 (v naSem piipadé
6 = 3; obecné ¢islo, pro néz lze diskriminant daného polynomu vyjadfit ve
tvaru D(F(z)) = p’E, kde E € Z, E neni délitelné prvocislem p; viz vétu 8,
str. 76) s touto vlastnosti: pro r > § + 1 je rozklad

F(z) = fi(z)... fx(x) (mod p"), fi(x) ireducibilni nad Q@ modulo p",
analogicky rozkladu
F(z)= fi(z)... fy(z) (mod p’*1), f,(x) ireducibilni nad Q modulo p°*?!,

piicemz jednotlivé koeficienty v fi(x) jsou ,pokracovanim“ odpovidajicich ko-
eficienttt v f;(z) v tom smyslu, Ze je lze vyjadfit ve tvaru

+(ag+ap+---+anp™), 0<a; <p-1,

a pri prechodu k vySsim exponenttim 7 se pouze pfidévaji dalsi ¢leny na ko-
nec tohoto rozvoje. To pak vede k uvazovani polynomt, jejichz koeficienty jsou
formalni souéty + > a;p’,0 < a; < p — 1, ¢ili p-adickd ¢isla; prvocislo p se
potom v télese Q(«), kde F(z) je minimalni polynom pro «, rozlozi v prvodi-
visory, z nichz kazdy odpovidéa jednomu faktoru f;(z), tedy p ~ p$'ps2 ... pg°.

Rozbor Henselovych monografii za¢neme mladsi z nich, knihou Zahlentheo-
rie [Hen12], a to z toho ditvodu, Ze je zde vybudovan obecné okruh g-adickych
¢isel pro slozené ptirozené ¢islo g, zatimco pro potieby teorie algebraickych ¢isel
v [Hen8] Hensel zavedl pouze téleso ¢isel p-adickych, kde p je prvoéislo; postup
je pritom velmi podobny. AZ se budeme vénovat pracim Karla Rychlika, bu-
deme potiebovat pravé postup z [Henl2| v souvislosti se zavedenim g-adickych
Cisel a vysledky z [Hen8] z teorie algebraickych éisel.

23[Hen8], str. IV.

24ptiklad pochézi od R. Dedekinda, ktery jej uvedl v roce 1878 pro ilustraci obtizi, které
nastanou pfi snaze o zobecnéni Kummerovy teorie cyklotomickych ¢isel a kviali kterym na-
konec Kummerovu cestu opustil a polozil zaklady teorie idealt.
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Zahlentheorie [Henl2] (1913)

V Gvodu knihy [Hen12] Hensel definuje zakladni struktury jako téleso (axio-
maticky, v dne$nim slova smyslu), modul (v dnesni terminologii aditivn{ grupa),
grupa (multiplikativni grupa) a okruh (komutativni okruh). Definuje také okruh
vytvoteny (komponierte) z téles K, K’ (direktni soucet) jako mnozinu

R(K,K')={(a,d), a €K, d' € K'}

se sou¢tem a soucinem po slozkach a dokazuje, Ze je to skuteéné okruh. Potom
se obraci k télesu racionalnich ¢isel Q a zavadi pojem délitelnosti v oboru g.

DEFINICE 1 (DELITELNOST V OBORU g). Necht g > 1 je libovolné, pevné dané
celé ¢islo. Racionélni ¢islo A = m/n, kde m,n jsou celd nesoudélné éisla, se
nazyva celé v oboru g nebo modulo g celé (fiir den Bereich von g ganz nebo
modulo g ganz), jsou-li ¢isla n a g nesoudélnd; jinak se ¢islo A nazyva lomené
(gebrochen) v oboru g. Jednotkou (Einheit) v oboru g se nazyvéd racionalni
islo E takové, ze E i 1/F jsou éisla celd v oboru g. Racionélni ¢islo A je
v oboru g délitelné (teilbar) raciondlnim éislem B, je-li ¢islo A/ B celé v oboru g.
Raciondlni éisla A, B se nazyvaji kongruentni (kongruent) modulo g*, kde p
je libovolné (i zéporné) celé ¢islo, je-li jejich rozdil A — B délitelny ¢”; pro
kongruenci se uziva zapis A = B (mod g*).

Hensel ukazuje, ze kazdé racionalni ¢islo A € Q lze pravé jednim zptisobem
rozvinout v g-adickou fadu tvaru (2.8) s modulo g redukovanymi koeficienty, tj.
a; € {0,1,...,g— 1}.2> Rovnost raciondlniho é&isla A a jeho g-adického rozvoje
je pritom definovana tak, ze pro libovolnou kladnou mocninu g™ ! plati:

A=ang" + anr19" 7 4 Farg” (mod g'““).

7 téchto tvah pak vychazi nasledujici definice g-adického cisla.

DEFINICE 2 (g-ADICKA CISLA). g-adickym cislem se nazyva kazda fada
A=a,g" +anp1g" ™+, ne, (2.8)

kde koeficienty a; jsou libovolna racionalni ¢isla celd v oboru g.

25Kazdé ¢&islo celé v oboru g je ziejmé kongruentni s pravé jednim modulo g redukovanym
¢islem ag, proto A = ag + gA1, kde A1 je celé v oboru g; analogicky A1 = a1 + gAa, ...,
Ap =ap + gApt1, kde a; jsou jednoznacné urcend éisla z mnoziny {0,1,...,9 — 1}, A; jsou
&isla celd v oboru g. Po dosazeni lze psat: A = ap + a1g + az2g® + -+ + apg? + Ap+1gp+1.
Proces miize pokracovat libovolné dlouho, tj. pro libovolné p.

Neni-li racionélni éislo A celé v oboru g, lze je vyjadfit ve tvaru A = B/g¥, kde B je celé
voborug,v>0,aplati: A=a_,g Y +---+a_19 ' +ap+aig+---+ apg® + Ap+1gp+1.

PRIKLAD. Pro ilustraci ukazme nékteré rozvoje:

5673 = 3,76500... =3,765 (10) (5673 =3+ 7.10+6.10% +5.10%)
-3 = 7,999...(10) (=3=7+10.(-1);1=9+10.(-1), ...)
12 = 34 —443(10) (344 =4+4.10+3.10%)

2 = 4,333... (10) (2=4+4(-1)10; -2 =3+(-3).10, ..)
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g-adicka cisla lze rozdélit takto:
celd (n > 0)

dukovand (a; € {0,1,..., g—1
redukovand (a; € { 9 ) <lomenci (n<0)

(2.9)
neredukovand (a; — libovolnd racionalni ¢isla celd v oboru g)

Pro tyto nové objekty Hensel dale definuje rovnost a pocetni operace.?6

DEFINICE 3. k-tou aprozimaci (k-ten Niherungswert) g-adického ¢isla (2.8) se
nazyvé racionalni ¢islo A®) = a,¢" + anp19" + -+ + apg®. Dvé g-adicka
¢isla A, A’ se nazgvaji kongruentni modulo g*+1, je-li A®) = A’*) (mod gF+1);
g-adické &isla A, A’ se nazyvaji rovngmi, jsou-li kongruentni pro kazdou moc-
ninu zakladu g.

Hensel dokazuje, Ze pravé definovana rovnost je reflexivni, symetricka a tran-
zitivni relace; déale ukazuje, Ze dvé redukovana g-adicka ¢isla jsou si rovna,
pravé kdyz jsou identicka, a Ze kazdé g-adické ¢islo je rovno pravé jednomu
¢islu redukovanému.?”

DEFINICE 4. Souctem A+ B, resp. souc¢inem AB dvou libovolnych g-adickych

&isel A, B budeme rozumét ¢islo C, resp. D s touto vlastnosti: pro kazdé k'
existuje k tak, ze pro k-tou a vyssi aproximace je

ck = (A+B)® A®) + Bk) (mod g*"),
D® = (AB)® = A®BH) (mod g*").

VETA 1. Mnozina g-adickych ¢isel Q4 spolu s pravé definovanymi operacemi
tvofi komutativni okruh.2®

V dalsi ¢asti se Hensel zabyva vztahy mezi g-adickymi ¢isly o raznych za-
kladech. Zac¢ind tvahami, které ukazuji, ze kazdé g-adické Cislo lze povazovat
za gF-adické (k > 0) a naopak;?” obecnéji lze kazdé g-adické &islo vyjadfit jako
Cislo ¢’-adické a naopak, obsahuji-li zdklady g, ¢’ stejnd prvocisla (p¥ipadné
v riiznych mocninach).3® Tyto Gvahy, které manipuluji s nekoneénymi soudty,
potom Hensel zpresnuje na zakladé nasledujici definice.

26 definici rovnosti a pocetnich operaci, stejné jako v pozdéjsi definici rovnosti v oboru ¢/,
se Hensel pro jednoduchost omezuje na g-adicka ¢isla tvaru (2.8), kde n = 0, takze uvazuje
k € Z, k > 0. Podotyka vsak, ze vSechny pojmy a tvrzeni lze snadno pfenést na okruh vsech
g-adickych Ccisel.

27To umoziiuje dodefinovat pojem celého ¢&isla i pro &isla neredukovana: neredukované
g-adické cislo B se nazyva celé, je-li celé to redukované g-adické cislo, jemuz je B rovno.

28Hensel psal R(g), my se viak budeme drzet obvyklého oznaceni Q4.

29Uvazujme libovolné, pro jednoduchost celé g-adické ¢islo A = ag + a1g + azg? + --- .
Toto ¢islo mizeme vyjadrit pomoci aproximaci takto:

A= A(k*l)+(A(2k71)7A(k71))+(A(3k71)7A(2k71))+. - (a0+a1g+- . '+ak—1gk71)+

+(ak + apq19+ -+ a2p—19"")g" + (a2k + azpr19+ -+ ase—165 )P+

30Pak existuje nejnizsi mocnina g¥, kterd je délitelna g/, podobné existuje nejniz§i mocnina

g’k/ délitelnd g.
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DEFINICE 5. Uvazujme g-adické ¢islo A a g’-adické éislo A’. Rekneme, Ze ¢&isla
A, A’ jsou si rovna v oboru ¢', zna¢ime A = A’ (¢'), jestlize pro kazdé [ existuje
k tak, ze A®) = A’®) (mod ¢''); analogicky se definuje rovnost v oboru g.

Potom se Hensel postupné dostava k dikazu tvrzeni, které s vyuzitim dnes-
niho znaceni mizeme zapsat takto:

VETA 2. Pro libovolna prvodisla p, q, ..., r a pfirozena ¢isla k, [, ..., m plati:
Qprgt..om = Qpq...r- (2.10)

Z dalsich Henselovych vysledki zde uvedme véty o tzv. aditivhim a mul-
tiplikativnim normalnim tvaru.
VETA 3 (ADITIVNI NORMALNI TVAR). Necht g > 1 je libovolné celé ¢islo, necht
Pyq,...,r jsou vSichni navzdjem rtzni kladni prvocinitelé cisla g. Potom lze
kazdé g-adické Cislo A vyjadrit pravé jednim zptsobem v aditivnim normdlnim
tvaru (additive Normalform):

A=A, +Ag+ - + 4 (9), (211)

kde g-adicka ¢isla Ay, Ag, ..., A, jsou jednoznacéné urcena vztahy

A, =A(p), A,=0(9q, ..., A,=0(r),

A;=0(p), A;=A(g, ..., A;=0(r),

Ar=0(p), A4-=0(q), . A=A(r),
a nazyvajl se p-komponenta, q-komponenta, ..., r-komponenta c¢isla A. Pro
libovolna ¢isla o € Qp, ag € Qy, ..., o € Q, naopak existuje pravé jedno
g-adické ¢islo A € Qg, jehoz pfislusnymi komponentami jsou oy, ag, . . ., Q.

K tomu Hensel poznamenavé, ze soucet a soucin dvou g-adickych ¢isel A, B
vyjadienych v aditivhim normdlnim tvaru probihd ,,po komponentach®, tj.
(A+ B), =A,+ By, (AB), = A,B,, atd.

Dnesnimi slovy muzeme vétu 3 vyjadrit tak, ze okruh Qg je direktnim
souc¢tem

Qg:(@p@@q@"'@@ra kdeg:pkqln-rm- (2-12)

7Z aditivniho normaélniho tvaru lze snadno odvodit tzv. multiplikationi nor-
mdlni tvar:
VETA 4 (MULTIPLIKATIVNI NORMALNI TVAR). Kazdé g-adické éislo A lze vyja-
dfit préavé jednim zpisobem v multiplikativnim normdlnim tvaru (multiplicative
Normalform):

A=222,...2 (9), (2.13)
kde 2,2, ..., 2, jsou g-adicka ¢isla jednoznac¢né urcend rovnicemi
A, =A(p), Ap=1(¢, ..., Ay=1(r),
A, =1 (p), A=A (q), , Ag=1(r),
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Analogicky s predchazejici vétou Hensel poznamenéva, ze pro soucin dvou
g-adickych éisel A, B plati: (AB), = A,B,,, stejné pro ostatni faktory.

Pro dalsi ivahy je dtlezita nasledujici véta.
VETA 5. Je-li p prvocislo, pak okruh p-adickych ¢isel Q) je télesem. Je-li g
slozené, existuji v okruhu Q4 netrividlni délitelé nuly.

Potom Hensel vysetiuje téleso Q,,3! kde p je prvoéislo. Kvili pozdéjsim
odkaztim zde uvedme nékolik pojmi. Libovolné nenulové ¢&islo A € Q, lze
pravé jednim zpisobem vyjadfit ve tvaru

A=)p'E, (2.14)
kde F je tzv. p-adickd jednotka, tj. p-adické ¢islo tvaru
E=cy+ep+ep’+---, kde (eg,p)=1. (2.15)
Cislo a se nazyva 7dd (Ordnungszahl) &isla A, &islo
Al = p* (2.16)
se nazyvéa absolutni hodnota (absoluten Betrag) ¢isla A v oboru p.3?

Dalsi partie Henselovy monografie jsou vénovany zakladim analyzy, algebry
a teorie cisel v télese p-adickych Cisel a pfedevsim pak teorii ¢isel v okruhu ¢isel
g-adickych.

Theorie der algebraischen Zahlen [Hen8] (1908)

V knize Theorie der algebraischen Zahlen [Hen8] je nejprve vybudovéno
téleso p-adickych cisel Q,, kde p je prvocislo, a to podobnym zptsobem jako
v monografii Zahlentheorie [Henl2]. Vztah téles Q, a Q popisuje nésledujici
véeta.

VETA 6. Cislo A € Q, v redukovaném tvaru je v oboru p rovno néjakému
racionalnimu ¢islu praveé tehdy, kdyz je periodické.

Potom Hensel studuje polynomy s p-adickymi koeficienty: 33
flx) =Apz" + Ayz" 4+ Ay, A €Q,. (2.17)

Uvedme zde piehledné zakladni Henselovy definice a véty, které budeme
pozdéji potiebovat.

DEFINICE 6. Polynom f(z) tvaru (2.17) se nazyva celociselny (ganzzahlig)
v oboru p, jsou-li véechny koeficienty A; cela p-adické ¢isla. Celo¢iselny polynom
f(x) se nazyva primitivni, jestlize nejsou vSechny koeficienty A; délitelné p.
Hensel ukazuje, Ze kazdy polynom f(z) lze préavé jednim zptisobem vyjadfit
ve tvaru f(z) = p° fo(z), kde fo(z) je primitivni polynom, tzv. primitivni funkce
polynomu f(z); p° se nazyva ciselny délitel (Zahlenteiler) polynomu f(x).

31Hensel jej znagil symbolem K (p).
32Hensel psal pouze |Al; protoze Q, bylo pevné zvolené, nemohlo dojit k nedorozuméni.
33Hensel pouzival pojmu celd raciondini funkce.
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DEFINICE 7. Polynom f*)(z), ktery vznikne z polynomu (2.17) nahrazenim
koeficientti A; jejich k-tymi aproximacemi Aik , se nazyva k-tou aprorimact
polynomu f(z). Polynomy f(z) a f(z) se nazyvaji kongruentni modulo p*+1,
je-li A; = A; (mod pF*t1) pro vSechna i € {0,1,...,n}. Polynomy jsou si rovny
v oboru p, jsou-li kongruentni pro kazdou mocninu prvodisla p; pise se

fl@)=F() (p) (2.18)

VETA 7. Libovolny polynom f(x) lze v Q,[z] pravé jednim zpisobem rozlozit
na soudin ireducibilnich p-adickych faktorii.

V dalsim se Hensel pro jednoduchost omezuje na tzv. primdrnd (primdr)

polynomy F'(z), coz jsou polynomy tvaru (2.17) s celymi koeficienty, které jsou
(%

primitivni a jejichZ vedouci koeficient Ay je mocninou prvodisla p, tj. Ag = p=.
Dilezitou roli zde hraje nasledujici véta (srov. str. 71).

VETA 8. Je-li § ¥ad diskriminantu polynomu F(z),3* neboli D(F(x)) = p°E,

kde F je p-adickd jednotka, pak se F(x) rozpadd na faktory niz$iho stupné,

pravé kdyz se rozpada §-t4 aproximace F(®)(z) modulo po+?! :

FO) () = F(2)g(x) (mod p**). (2.19)

Rozkladu (2.19) pfitom jednoznaéné odpovida rozklad F'(z) = f(z)g(x) (p),
kde f(x),g(z) jsou aproximacemi polynomi f(x), g(x).
Odtud pak Hensel odvozuje kritéria rozlozitelnosti polynomn.

VETA 9 (HENSELOVO LEMMA). Je-li pro néjaké r € Z
F(x) = fo(@)go(@) (mod p*Y), r+1>2p, (2.20)

kde 2p je fa4d druhé mocniny resultantu R(fo(z), go(7)),>® pak se polynom F(x)
rozlozi na sou¢in p-adickych faktort f(z), g(z),

Fz) = f(x)g(z)  (p),

34 Diskriminant D(F(z)) polynomu F(z) je definovan jako resultant R(F(x), F'(x)) poly-
nomu F(z) a jeho derivace F’(z). Resultantem (Resultante) dvojice polynomu

f(z) = Agx* + Azt 4 +Au, g(z) = Boz” +Bizv '+ +B,

se rozumi determinant matice fadu p + v :

Ao A1 Ay 0 ...... 0

0 Ao A1 Ay ol 0 U fadki
R(f,q) = 0 0 0 Ao Ar i Ay

Bo Bi1 ..o B, 0 .. 0

0 Bo Bi oo B, 0 ....... 0 4 Fadki

0 0o ....... 0 Bo Bi1 ............ B,

Srov. téz pozn. 41.
35T5. R2(fo(x),go(x)) = (p”)2E, kde E € Qp je jednotka.
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jejichz stupné jsou rovny stupiiim polynomt fo(x), go(x) a jejichz (r — p)-tymi
aproximacemi jsou fo(x), go(z).

Specidlnim ptipadem Henselova lemmatu je nésledujici véta (nékdy ozna-
Covand rovnéz jako Henselovo lemma, podobné jako nékteré dalsi modifikace),
kterou lze pouzit v piipadé, Ze jeden z faktortt mé byt linedrni, napt. f(z) =
x — &, tj. v pfipadé, Ze hleddme podminku, kdy méa polynom F(z) p-adicky
kofen = = €.

VETA 10. Mizeme-li urcit celé kladné ¢islo &y, takZe podil F(&)/(F'(&o))? md
kladny 7dd, pak md rovnice F(x) =0 p-adicky kofen x = &, jehoZ aproximace
je rovna & a ktery lze vypocitat s libovolnou predem danou presnosti.>®

7 véty 9 plyne rovnéz nasledujici tvrzeni.

VETA 11. Je-li f(z) celodiselny primitivni ireducibilni polynom tvaru (2.17),
kde koeficient Ag, resp. A,, je délitelny p, pak jsou vSechny vnitini koeficienty
Ay, As, ..., Ap_q délitelné p a A,,, resp. Ag je jednotkou.

Téleso algebraickych éisel Q(«)

Pro tplnost zde nejprve ve struénosti uvedme zpisob zavedeni ,,obycejnych*
algebraickych ¢isel v Henselové teorii.

DEFINICE 8 (ALGEBRAICKA CISLA). Algebraickgm éislem se nazyvé takové
¢islo,3” které je kofenem néjakého polynomu tvaru

Fz)=a2"+Bi2z2" '+..-4+B,, B cQ. (2.21)

VETA 12. Mezi vSemi polynomy (2.21), jimZ dané algebraické ¢islo vyhovuje,
existuje takovy, jehoz stupen je nejnizsi mozny:

f@)=a*+azx T+ Fay=(r—a)...(z—an), @ €Q. (222

Tento polynom je uréen jednoznaéné a je ireducibilni nad Q.38

DEFINICE 9. Necht « znadi libovolny kofen polynomu (2.22); a se nazyva

algebraické cislo A-tého stupné, Cisla aq, ao, ..., a)y se nazyvaji algebraickd cisla
konjugovand s .

DEFINICE 10 (DELITELNOST ALGEBRAICKYCH CISEL). Algebraické ¢islo « se
nazyva celym algebraickym cislem, je-li kofenem néjakého polynomu tvaru
(2.21) s koeficienty v Z. Algebraické ¢islo « je délitelné algebraickym ¢&is-
lem 3, je-li podil a/f celé algebraické ¢islo. Algebraickd ¢isla «, 8 se nazyvaji
asociovand,®® pise se av ~ 3, jestlize « je délitelné ¢islem 3 a naopak. Jednotkou
se nazyva celé algebraické ¢islo e, jehoZ pfevracend hodnota 1/e je opét celé
algebraické ¢islo.

DEFINICE 11 (TELESO ALGEBRAICKYCH CISEL Q(«)). Télesem vytvorenym
z a (Durch « konstituierte Zahlkérper) se nazyvéa souhrn wvsech d&isel, kterd

36 Hen8], str. 71.

37Tim Hensel viude automaticky rozumi komplexni &islo.

38Polynom (2.22) se obvykle nazyva minimdini polynom o nad Q.

39Hensel psal ekvivalentni; pro pfehlednost budeme pouzivat obvykly vyraz asociovand.
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vzniknou z o ¢tyrmi operacemi, scitanim, odcitanim, ndsobenim a délenim, tj.
souhrn vsech raciondlnich funkci o

s raciondlnimi koeficienty.*°
MnoZinu vSech celych algebraickych ¢isel daného télesa Q(«) zde budeme
znacit symbolem D.

DEFINICE 12. Necht 8 = p(«) je ¢islo z télesa Q (), kde « je kofen polynomu
(2.22). Cisla 3; = @(au), i = 1,2,..., ), se nazyvaji ¢isla konjugovand s 3.
Norma éisla B je definovand jako raciondlni éislo N(5) = 102 ... Ba.

VETA 13. Kazdé ¢éislo 8 = p(a) je spolu se svymi konjugovanymi ¢éisly kofenem
polynomu stupné A,

9 =W=51)...(y=B) =y +by* +-+by, b eQ, (2.23)

ktery je prvni nebo vyssi mocninou ireducibilniho polynomu nad Q.
DEFINICE 13. Bdzi télesa Q (o) se nazyva libovolny systém (31, 33 ... g(V)
Cisel z t&lesa Q(«), pro ktery plati:

CTA A O ’
1) (2) \)
apD, 5o, gy = | P B #0, (2.24)
B @ BN
kde Bl(i), e ,BA(i) jsou ¢isla konjugovana s 59, i = 1,2,..., . Racionalni ¢islo

d(BW, 8P, BN se nazgva diskriminant systému (31, 53, ... V) 4
VETA 14. Kazdé v € Q(«) lze pravé jednim zpiisobem vyjadtit ve tvaru

v =018 + 028D 0V, v €Q, (2.25)
kde (81, 82, ..., BNV) je béze télesa Q(a).*?

40[Hen§], str. 102; pouzivame zde Q, Q(a) misto Henselova znaceni K, K ().

“1Hensel ukazuje, 7e bazi télesa Q(a) je napiiklad systém (1,q,...,a*"!) nebo
(1,8,...,8*1), kde B je tzv. primitivni éislo télesa Q (), tj. &islo télesa Q (c), pro které jsou
vSechna s nim konjugovana ¢isla 81, B2, ..., 8x navzajem rizna. Polynom (2.23) je v tomto
ptipadé ireducibilni nad Q. K tomu poznamenejme, ze podle definice 13 je diskriminant
d(B) =d1,8,..., B*~1) druhou mocninou tzv. Vandermondeova determinantu,

2
1 1 o1
b1 B2 B AQ-1)
" =[[B:i =8> =(-1)""= D(g(y) =
.............................. bt
A—1 A—1 A—1
/Bl 52 6n A(A=1)

=(=1)""2 R(g(¥),9'(v)),

a od diskriminantu polynomu g(y) definovaného v pozn. 34 se tedy lisi nejvyse znaménkem.

42Uvédomme si, Ze kazdé nadtéleso K télesa Q (hovoii se téz o rozsireni K/Q) je vektoro-
vym prostorem nad Q; vztah (2.25) je tedy obvykle soucasti definice béze, z niz se pak pro
algebraické rozsifeni odvodi platnost vztahu (2.24).
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DEFINICE 14. Fundamentdlnim systémem (Fundamentalsystem) télesa Q(«)
se nazjvé kazda jeho baze (v(V,~4® ... ~M) 40 € D pomoci které lze
vSechna celé algebraicka ¢isla télesa Q («), tj. vSechna ¢isla § € D, vyjadrit ve
tvaru

§ = w7 D +ugy® - f ™, w, € Z. (2.26)

VETA 15. Systém celjch algebraickych éisel (v, v(2) ... 4(M) je fundamen-
talni, pravé kdyz jeho diskriminant ma nejmensi moznou nenulovou absolutni
hodnotu.*3

V dalsim bude p libovolné, pevné zvolené prvocislo. Nejprve uvedeme zo-
becnéni pojmi definovanych vyse pro racionalni ¢isla.
DEFINICE 15 (DELITELNOST ALGEBRAICKYCH CISEL V OBORU p). Algebraické
¢islo B se nazyva celé v oboru p, je-li kofenem alespor jednoho polynomu tvaru
(2.21), kde vSechny koeficienty B; € Q jsou celé v oboru p; 8 se nazyva absolutné
celé, jsou-li v8echny koeficienty B; € Z. Algebraické ¢islo « je v oboru p délitelné
algebraickym cislem S, je-li podil v = a/f celé algebraické ¢éislo v oboru p;
a, B se nazyvaji kongruentni modulo p°, je-li rozdil a — B délitelny éislem p°
(v obyéejném smyslu).
DEFINICE 16. Uvazujme libovolné téleso Q («); souhrn vSech ¢isel tohoto télesa,
ktera jsou cela v oboru p, ozna¢me symbolem D(p).44 Fundamentdlnim systé-
mem v oboru p télesa Q(a) se nazyva baze (v, 42, ... 4N 1) ¢ D(p)s
pomoci niz lze kazdé algebraické cislo § € D (,,) vyjadfit ve tvaru (2.26).
VETA 16. Kazdy systém (y(D, @), ... 4), 4 ¢ D (p), jehoz diskriminant
neni délitelny prvocislem p, je fundamentalnim systémem v oboru p. Kazdy

fundamentélni systém (absolutni) je fundamentalnim systémem v oboru libo-
volného prvocisla p.

Déle bude o pevné dané algebraické ¢islo stupné A, (71, ~2) ... ~()
fundamentélni systém v oboru p pfislusného algebraického télesa Q («).
DEFINICE 17. Modulo p redukovanym celym éislem télesa Q () se nazyva celé
¢islo

7V +eay@ 44 ey, e €{0,1,...,p— 1} (2.27)

VETA 17. Pro kazdé algebraické ¢islo 8 € Q(«) a kazdé celé ¢islo v € Z je
splnéna kongruence

B=eMpr 4ttt 4 0 (mod p 1), (2.28)

kde £ jsou jednoznaéné uréend modulo p redukovana ¢isla z Q(«); ztejmé
r >0, pravé kdyz 8 € D,).*°

43Na zakladé této véty se v literatuie ¥ika fundamentalnimu systému také minimdlnd bdze.

44Hensel nepouzival zadny zvlastni symbol, jen slovni vyjadieni.

45K diikazu této véty si staci uvédomit, Ze kazdé algebraické ¢islo 8 € Q(a) lze vyjadiit po-
moci fundamentélniho systému ve tvaru (2.26), kde koeficienty jsou v8ak nyni racionélni éisla.
Kazdy z téchto racionalnich koeficienti pak lze vyjadrit periodickym p-adickym rozvojem

ui =e;p" e, T4 (p); =12, 0, &) =0,1,...,p—1.
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Okrubh, resp. téleso p-adickych algebraickych ¢isel Qp(a)

Predchozi véta a jeji ditkaz vedou k rozsifeni télesa algebraickych éisel Q ()
na okruh tzv. p-adickych algebraickych éisel Q,(a).* Je proveden stejny o-
brat jako pii pfechodu od télesa racionélnich ¢isel Q, jehoz prvky lze vyjadrit
pomoci periodickych rozvojt e,p” + e, 1p" Tt + -+ s modulo p redukovanymi
raciondlnimi koeficienty, k télesu p-adickych ¢isel Q,, jako systému vSech, tedy
i neperiodickych rozvojt.
DEFINICE 18 (OKRUH p-ADICKYCH ALGEBRAICKYCH CISEL Q,(«)). Souhr-
nem p-adickych algebraickyjch éisel télesa Q () se rozumi mnozina v8ech veli¢in
tvaru
E(r)pr + 5(r-‘rl)pr-i-l +n (229)

kde £ jsou libovolna modulo p redukovana ¢sla z télesa Q (a).”

Zcela analogicky jako pfi budovéani télesa Q,, jsou pro p-adicka algebraickd
¢isla definovany pojmy k-t€ aprozimace, kongruence, rovnosti, souctu a soucinu
(pomoci aproximaci); p-adické algebraické ¢islo se nazyva celé, je-li v rozvoji
(2.29) r > 0, v opacném piipadé se nazyva lomené.

Kazdé p-adické algebraické ¢islo 8 € Q,(«) lze dale vyjadfit pomoci funda-
mentalniho systému (7,43 ... 4N) télesa Q(a):

B=v17Y +vy®@ 4+ oy P v €Q,. (2.30)

Ziejmé je [ celé, pravé kdyz jsou vSechny koeficienty v; cela p-adicka cisla.
Vzhledem k tomu, Ze algebraicka &sla 4(?) jsou racionalnimi funkcemi &isla o,
lze také kazdé 8 € Q,(a) vyjadiit ve tvaru

B=p(a) (p), (2.31)

kde ¢ je racionalni funkce s koeficienty v Q,. Naopak je kazda racionalni funkce
(2.31) p-adickym algebraickym ¢islem ve smyslu definice 18.

PREDPOKLAD 1. Pro dalsi Givahy je uéinén pfedpoklad, Ze polynom (2.22) pro
o je ireducibilni nejen nad @Q, ale i nad Q,.

Za tohoto pfedpokladu Hensel dokazuje, ze Q,(«) je télesem, v némz navic
plati obdoba véty 13 (téleso Q se pouze nahradi télesem Q). Rovnéz dokazuje,
7e koeficienty b; v polynomu (2.23) pro S jsou celd p-adicka ¢isla, neboli 3 je
algebraicky celé, pravé kdyz koeficienty v; ve vyjadieni (2.30) jsou celd p-adicka
Cisla.

Déle Hensel studuje délitelnost v télese Q, () zalozenou na vyse uvedeném
pojmu celého p-adického algebraického ¢isla (analogicky s definici 10). Tyto

Po dosazeni do (2.26) a pferovnani (pfitom bychom méli pracovat s aproximacemi; Hensel
vSak na tomto misté hovofi pfimo o faddch) dostaneme periodicky rozvoj s jednoznacéné
uréenymi modulo p redukovanymi algebraickymi koeficienty 8 = e(Mp" 4 g(r+Dpr+1 4 ...
resp. dokazovanou kongruenci. Lze ukazat, Ze naopak kazdy takovy periodicky rozvoj uréuje
pravé jedno algebraické &islo z télesa Q (a).

46Hensel pouzival oznaceni K (p, ).

470becné je Qp(a) (spolu s dale zavedenym souétem a soucinem) okruhem.
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tvahy se pfitom zjednodusi zavedenim normy N(B) = Bi182...0x € Qp; %8
Hensel kromé jiného dokazuje, ze 5 € Q,(a) je celé, pravé kdyz jeho norma
N(B) je celé p-adické ¢islo.

DEFINICE 19. Prvocinitelem oboru Q,(a) nazveme takové ¢&islo 7 € Q,(«)
(a vSechna s nim asociovand), jehoz norma N(7) = p/E, kde E € Q, je p
-adické jednotka, mé nejnizsi mozny kladny 7dd f.

VETA 18. Nechf 7 je prvocinitel oboru Q,(a). Kazdé 8 € Q,(«) lze prave
jednim zptsobem vyjadrit ve tvaru § = en?, kde ¢ je jednotka v Q,(«), p € Z;
p se nazyva tdadem Cisla 3.

Hensel dokazuje, ze vySe definovany prvocinitel méa skuteéné vlastnost prvo-
Cinitele (srov. pozn. 12). Rovnéz ukazuje, Ze prvocinitele m daného oboru Q,(«)
je vzdy mozné nalézt koneénym poctem krokt, a to tak, ze 7 je absolutné celé
algebraické ¢islo télesa Q(«), tedy m € D.

Divisory

V télese Q,(a) existuje nekoneéné mnoho prvoéiniteldt w, 7', ..., vSichni

jsou vSak asociovani a z hlediska délitelnosti jsou proto zcela rovnocenni. Aby
se nemuselo hovorit o riznych, ale asociovanych provoéinitelich, je télesu Q,(«)
prifazen jediny tzv. prvodivisor (Primdivisor, Primteiler) p a definuje se déli-
telnost mocninou prvodivisoru.*?
DEFINICE 20 (DELITELNOST PRVODIVISOREM V Q,(a)). Cislo 8 € Q,(«)
je presné délitelné (genau teilbar) mocninou pP, jestlize fad ¢isla 8 je roven
p. Obecnéji fekneme, ze [ je délitelné mocninou pro, jestlize pro ¥ad p disla
B plati: p > p.5° Cisla 3, 8" se nazyvaji kongruentni modulo pP°, je-li rozdil
B — B’ délitelny pP°; pise se 8 = '(mod p”?).

Hensel dale definuje normu prvodivisoru p jako mocninu pf, pro kterou
plati: N(7) = p/E, kde E je p-adickd jednotka; pro mocninu prvodivisoru
Hensel klade N(p?) = (N(p))” = p?/. Exponent f se nazyva stuperi (Grad)
prvodivisoru p; je-li prvocislo p presné délitelné p¢, pak se e nazyva rdd prvo-
divisoru p.?!

Nésledujici tvahy se omezuji na ptivodni téleso Q(«). Hensel dokazuje:

VETA 19. Je-li 7 € Q(a) prvoéinitelem oboru Q,(«), potom jsou vSechna kon-
jugovand ¢isla 7y, ..., 7y v konjugovanych télesech Q(ay),...,Q(ay), kde «
znadi libovolné z ¢isel «;, prvociniteli. Vsechna maji tyz fad e a tyz stupen f.
Je-li tad ¢isla 8 € Q(a) roven p, pak tyz f4d maji vSechna konjugovana ¢isla
Bi,..., B Tvori-li (@ M . e(@=1) tplny systém modulo 7 nekongruent-
nich celjch ¢isel télesa Q(a), potom konjugovana &sla (;(0), ;1) ... g;(o=D)
tvoii tiplny systém modulo 7; nekongruentnich celych éisel télesa Q (a;).%?

48Libovolné B € Qp(a) je kofenem polynomu (2.23) s p-adickymi koeficienty, nebo téz
polynomu G(y) = Boy + B1y* ' +---4+ By (p), kde koeficienty B; jsou cela p-adicka &isla.
Po roznasobeni a porovnani odtud dostaneme vztah N(8) = $182...6x = (=1)* - Bx/Bo .

49Dnesni ¢tendi si mize piedstavit prvodivisor jako t¥idu ekvivalence.

50Tj. pro libovolného prvoéinitele 7 € Q, () je B délitelné mocninou 70

51Hensel dokazuje, Ze pro soudin fadu e a stupné f prvodivisoru p je ef = A, kde \ znaéi
stupen télesa Qp(a).

52V tomto smyslu se také Fika, ze télesa Q (o) ¢i kofeny oy tvofi jeden cyklus.
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Je-li e =1, pak m; = --- = w\, = p, neboli p zistavd prvocinitelem ve
vSech konjugovanych télesech Q(«;); Hensel dokazuje, Ze je to pravé tehdy,
kdyz p neni délitelem diskriminantu téles Q(a;). Obecné je p = g;7¢, kde €; je
jednotka; tento vztah se také oznacuje symbolem 7; ~ p'/€.

Vsem A konjugovanym prvociniteltim, ¢ili prvodivisorim vsech A konjugo-

vanych téles Hensel nyni prifadi tyz prvodivisor p a analogicky s definici 20
definuje délitelnost algebraickych ¢isel mocninou prvodivisoru p.
DEFINICE 21 (DELITELNOST PRVODIVISOREM V Q(a)). Cislo 8 € Q(a) je
presné délitelné mocninou p*, jestlize kazdé z konjugovanych ¢isel 8; € Q(«;)
ma tad p; ¢islo S je délitelné pP°, jestlize pro ¥ad p kazdého z konjugovanych
¢isel B; plati: p > po. Cisla 3,8 € Q(«) se nazyvaji kongruentni modulo p*°,
je-li rozdil B — B’ délitelny pro; ¢isla 3,3 jsou si rovna v oboru p, pise se
B8 =p" (p), jsou-li kongruentni pro kazdou mocninu prvodivisoru p.

Hensel ukazuje, Ze libovolna konjugovana Cisla (1, . . . , 8 lze rozvinout v kon-
jugované rady

ﬂi = Zgz("/)ﬂ—;’l (p)7 i=1,2,... ] (232)
v=p

kde m; € Q () je prvocinitel, EZ(-V) jsou prvky tplného systému modulo p redu-

kovanych, navzajem modulo p nekongruentnich celych éisel télesa Q (o).

Zatim se predpoklddalo (str. 80), Ze minimélni polynom f(x) pro « (2.22) je
ireducibilni nejen nad @Q, ale i nad Q,. Za tohoto pfedpokladu bylo vytvoieno
téleso Q,(a) jako algebraické rozsifeni télesa Q,, stupné A = [Q,(a) : Q,] =
[Q(c) : Q]. Hensel ukézal, ze ¢isla z Q,(«) se Fidi stejnymi zédkony jako p-adic-
ké cisla z Q,, nahradi-li se prvocislo p prvocinitelem m, nebo — coz je totéz
— prvodivisorem p. Dnes bychom fekli, ze téleso Qp(a) je Gplnym uzévérem
télesa K = Q(«); znadi se proto také jako K,.53 Podstatné je, Ze prechodem
od K do K se ziskaji zcela jednoduché zakony délitelnosti.

Hensel ukazuje, ze v pfipadé, kdy se polynom f(z) rozlozi v Q,[x] na souéin
ireducibilnich faktort

f(@) = fi@)fa2(2) .. fr(x) (), fi(z) € Qpla], (2.33)

odpovida kazdému faktoru f;(x) stupné A; ve smyslu véty 19 jednak cyk-
lus \; téles Q,(a;) konjugovanych nad Q,,** kde [Q,(c;) : Q,] = A, jed-
nak prislusny prvodivisor p,; zastupujici ekvivalentni prvocinitele 7; v télesech
i-tého cyklu. Prvocislu p tak odpovida celkem £ rtiznych prvodivisord py, ..., .

Analogicky s definici 21 se zavadi délitelnost prvodivisorem p; — misto vsech
¢isel konjugovanych nad Q se vSak uvazuji pouze odpovidajici ¢isla z i-tého
cyklu, tedy cisla navzajem konjugovana nad Qp.55 Je-li algebraické cislo

53Lze dokéazat, ze kone¢né algebraické rozsifeni tiplného télesa je tiplné.

54] v pozdé&jsim smyslu, Ze mezi nimi existuje isomorfismus zachovavajici Qyp; aj jsou nyni
jista p-adicka algebraicka cisla.

55 Jinak feGeno, pro dané algebraické ¢islo v € Q («) se uvazuji jeho obrazy v isomorfismech
uréenych pfifazenimi o — o, kde o5 jsou kofeny polynomu f;(z).
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presné délitelné mocninami p;,pg,...,pr, pak se fekne, Ze je piesné délitelné
soucinem pip7 ...pL, a pise se v ~ pip] ... pJ.

VETA 20. Algebraické ¢islo v € Q(«) je celé, pravé kdyz neobsahuje zadny
prvodivisor pro zadné prvocislo v zaporné mocniné, neboli pravé tehdy, kdyz
jeho rozvoj (2.32) mé pro kazdy prvodivisor p nezédporny rad p.56

VETA 21 (FUNDAMENTALSATZ). Kazdé algebraické éislo v € Q(«) je délitelné
pouze konecnym poctem prvodivisort v nenulové mocniné.

Uvazujme libovolné v € Q (). Jsou-li p”,¢*, ..., ™ nenulové mocniny viech
navzajem rtznych provodivisortli, jimiz je v pfesné délitelné (mohou néalezet
riznym prvocislim nebo jen jednomu), pak se fikd, Ze v je pfesné délitelné
soucinem 0 = pt¥ .. ™, a pise se ¥ ~ 0; soudin ? se nazyvéa algebraickym
divisorem prislusnym ke .

VETA 22. Ke kazdému v € Q («) pfislusi pravé jeden algebraicky divisor, ktery
je cely (tj. neobsahuje Zadny prvodivisor v zaporné mocniné), resp. lomeny
(v opaéném piipadé), pravé kdyZ je toto ¢islo algebraické celé, resp. lomené.

Obecné divisorem Hensel rozumi jakykoli sou¢in mocnin prvodivisora
o=p" (2.34)

daného télesa; pro divisor nemusi vzdy existovat odpovidajici algebraické ¢islo
7 € Q(a).

Od uvedenych pojmu se potom odviji dalsi teorie. Jeji zakladni myslenka
tedy spociva v tom, Ze se pro dané téleso K = Q(a) ,globalni avahy“ v alge-
braickém rozsifeni K/Q nahradi pro kazdy prvodivisor p ,lokdlnimi tvahami“
v rozsifeni Kp/Q,, kde jsou aritmetické zakonitosti zcela trividlni. Potom se
lokéalni ivahy spoji vhodnym zptisobem dohromady do globalniho zavéru, tak
jako naptiklad ve vété 20, kterou bychom mohli vyjadiit také takto: D = Ny Dy,
kde Dy znadi celd ¢isla télesa Ky a p probihd vSechny prvodivisory.

Na z&vér poznamenejme, ze WOLFGANG KRULL (1899 —1970) zavedl v praci
[Krud] z roku 1938 pojem lokdiniho okruhu jako komutativniho okruhu R s jed-
notkovym prvkem, ktery je noetherovsky®” a ktery ma jen jeden maximalni
idedl. V tomto smyslu Hensel studoval prvni priklad lokalnich okruhti — okruh
Dp. Ma-li R jisty koneény pocet maximélnich idealti, nazyva se semilokdlni;
tento pojem definoval C. CHEVALLEY v praci [Chel] z roku 1943. Prvni pti-
klad semilokalnich okruhii studoval jiz E. I. Zolotarev — okruh D).

56y souvislosti s touto vétou Hensel piipomind analogii s teorii funkci, kde se dokazuje
véta, podle které je raciondlni nebo algebraicka funkce jedné proménné celd, pravé kdyz jeji
rozvoj v okoli libovolného koneéného bodu mé neziporny fad, neboli funkce nemé zadny
(koneény) pél.

57T. rostouci Fetézec ruznych idealdt v R je nutné koneény; to je ekvivalentni s tim, Ze
kazdy idedl v R je koneCné generovany.
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2.1.2 g-adicka cisla

Dvé z Rychlikovych praci jsou vénovany vlastnimu pojmu g-adickych éisel
zavedenému Kurtem Henselem na sklonku devatendctého stoleti (viz 2.1.1).
Dalsi dvojice ¢lankt zafazena do této Casti se zabyva spojitymi nediferenco-
vatelnymi funkcemi v télesech p-adickych ¢isel, kde p je prvocislo, a obecnéji
i v jejich algebraickych rozsitenich kone¢ného stupné a v okruzich g-adickych
¢isel pro slozené ¢islo g.

Poznamka k Henselové theorii algebraickych ¢isel [R11] (1914)

Clanek je piispévkem ve sborniku z V. sjezdu ceskijch prirodozpytciv a lé-
karu, ktery se konal v Praze roku 1914; Rychlik na sjezdu prednesl stejno-
jmenny referat. Cilem prace je zobecnéni aditivniho normélniho tvaru (2.11),
ktery pro g-adicka cisla uvazoval Kurt Hensel, na télesa ¢isel algebraickych.
Rychlik zmitiuje Henselovu praci [Henl3| otisténou téhoz roku, kde je toto zo-
becnéni provedeno pro kvadraticka télesa. Rychliktv ¢lanek je velice strucny,
jednd se spiSe o vytah z prednasky nez o tplny vyklad.

Rychlik uvazuje téleso algebraickych ¢isel Q (o) stupné n nad Q,58 tj. « je
kofenem ireducibilniho polynomu tvaru (2.22), kde A = n. Na zdkladé podob-
nych uvah, jakych pouzil Hensel v pfipadé prvociselného modulu g = p v praci
[Hen8], Rychlik dospiva k definici okruhu g-adickych algebraickych cisel télesa
Q (), ktery zde budeme znacit symbolem Q,(«),%® jako souhrnu vsech veli¢in

tvaru
5(T)gr + €(r+1)gr+1 o, (235)

kde £ jsou éisla z télesa Q(a) redukovana modulo g, tedy &isla tvaru (2.27),
kde e; € {0,1,...,g—1}. Rozsifeni z Q (o) na Q4 () opét umoziiuje kongruence
(2.28), kde se misto p polozi g. Rychlik poznamenava, ze Q 4(«) je télesem, je-li
g = p prvodislo a polynom (2.22) je ireducibilni nad Q,.

Pro okruhy g-adickych algebraickych ¢isel dale plati obdoba vztahu (2.10):

kaqlmrm () = qumr(a). (2.36)

Rychlik pfipomind, Ze kazdé g-adické algebraické ¢islo 8 € Q4(c) 1ze vyja-
diit pomoci baze (1,ca,...,a" 1) télesa Q(a) ve tvaru

B =bo+bia+bya®+ -+ b, 10"t b €Q,. (2.37)

Vyjadii-li se koeficienty b; v aditivnim normélnim tvaru (2.11), pak

B=Bp+Bg+--+8 (9), (2.38)

58Rychlik je znadil stejné jako Hensel symbolem K (o).
59Rychlik psal R(g,a) analogicky s Henselovym oznadenim K (p, «).
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kde 8, € Qp, Bg € Qq, ..., Br € Q,, a plati:
617:6(2))7 ﬁPZO(Q)) ctty ﬁP:0<T)’
quo(p)y /Bq:/B(Q)7 R /quo(r)a
57’ =0 (p)v /Br =0 (Q)a ’ ﬁr = 5 (T),
Dne$nimi slovy, okruh Q 4(«) je direktnim souc¢tem okruhiét Q,(c),...,Q,(a) :

Qy(a) =Qp(a) ®Qy(a) & -+ & Q(c).

Necht se dale minimélni polynom pro « rozlozi v okruhu Q,[z] na souéin
(2.33), kazdému faktoru f;(x) necht je piifazen prvodivisor p;.%° Je-li a(?) jeden
z kofenti polynomu fi(x) a 8 = ¢(«), pak se ¢(a¥)) nazyva hodnotou cisla 3
v oboru divisoru p; a znaci se symbolem ﬁpj . Cislo B pak Ize vyjadiit v aditivnim
normalnim tvaru

ﬁ:ﬁpl-f—ﬁpz-i—'-'-l-ﬁpk (p), (2.39)
kde
Bpl =p (131), ﬂpl =0 (p2)7 R Bpl =0 (pk)7
Bp, = 0 (p1), Bp, =B (b2), , By, = 0 (b)),
Bp, = 0 (p1), Bp,=0(2), -y Bp, =08 (Pr)

Jinak feceno, okruh Q, () je direktnim souctem téles Qp () :

Qp(a) = Qp, (@) ©Qyp,(a) -+ & Qp, ().

O Henselovych ¢islech [R12] (1916)

Prace je vénovana zavedeni a vlastnostem okruhu g-adickych ¢isel Q4. Rych-
lik cituje Henselovy knihy [Hen8] a [Henl2] a Steinitzovu préci [Stel]. Zatimco
Hensel se vydal po cesté analogické budovani télesa redlnych ¢isel pomoci de-
kadickych rozvoju, jejiz exaktni vyjadieni je pomérné pracné, Rychlik vysel
podobné jako Cantor z pojmu fundamentalni posloupnosti a limity. Pfednosti
tohoto postupu je napiiklad to, Zze pfimo z definice je vidét, ze okruh g-adickych
Cisel zavisi pouze na prvocinitelich obsazenych v g, nikoli na jejich mocninach
(srov. (2.10)).

Jak uvidime v Gvodu ¢asti 2.1.3, myslenka vybudovani téelesa p-adickych
Cisel pro prvocislo p pomoci fundamentéalnich posloupnosti pochazi od Jézse-
fa Kiirschéka, ktery zavedl pojem ohodnoceni. Rychlik vSak zobectiuje pojem
limity trochu jinym zpisobem, bliz§im Henselovi; navic se podrobné vénuje

60Rychlik psal y; misto zde uzitého p;. Jinak vSak pouzival stejné znaceni jako Hensel;
v pfipadé divisort se mohlo jednat o problém se sazbou nékterych symbold ve sborniku. Na
tomto misté bychom také méli poznamenat, ze Rychlikuv ¢lanek obsahuje nékolik tiskovych
chyb, které vsak ¢tenar podle souvislosti snadno opravi.
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okruhu g-adickych ¢isel pro slozené ¢islo g. Prislusné Kiirschakovo pojednani
[Kiir2] z roku 1913 cituje az v doslovu ke svému ¢lanku. Je tedy mozné, Ze na
myslenku zobecnéni Cantorovy teorie pro vybudovani okruhu g-adickych cisel
pfisel nezévisle na Kiirschakovi.b!

Zdrzme se nejprve u tohoto doslovu. Rychlik v ném zobecnuje Kiirschakav
postup pro pfipad slozeného ¢isla g. Libovolny okruh R ,ohodnocuje“ pomoci
zobrazeni || - || okruhu R do mnoZiny neziporngch redlnych ¢isel, které splituje
nasledujici podminky:

Ya€ R, a#0: |al>0; [0]=0, (PO1)
Vac R: |1+a|] <1+]al, (PO2)
Va,be R: [la-bl| <|lal - [b]], (PO3)
JaeR: |a] #0,1. (PO4)

Toto zobrazeni se pozdéji zacalo nazyvat pseudo-ohodnocenim (Pseudobewer-
tung ). Je zajimavé, avSak prakticky nezndmé, ze Rychlik tento pojem definoval
— i kdyz nepouzil uvedeny nazev — o dvacet let dfive, nez vysel Mahlertv ¢la-
nek [Mahl], ktery je obvykle povaZzovan za praci, kde bylo pseudo-ohodnoceni
poprvé zavedeno.5?

Rychlik poznamenéva, pouzijeme-li dnesni terminologii, Ze je-li v daném
okruhu definovano pseudo-ohodnoceni, je mozné zavést pojem limity a funda-
mentalni posloupnosti a okruh rozsifit na jeho tplny uzavér. Specialné okruh g-
adickych ¢isel je tplnym uzavérem télesa raciondlnich ¢isel, polozi-li se R = Q,
|la|| = e~?, kde a je libovolné nenulové racionalni ¢islo zapsané ve tvaru a = g”a,
a je Cislo celé v oboru g nedélitelné g.

Vratme se nyni k vlastnimu ¢lanku. Rychlik nejprve definuje pojmy celé
¢islo, relace délitelnosti, jednotka, asociovanost (ozn. a ~ b (g)) %% a kongru-
ence v oboru g, a to stejnym zptisobem jako Hensel v praci [Henl2]. Navic
zde zavadi relaci uspofdddni: a < b (g), pravé kdyz a je délitelné b, ale neni
s nim asociované.’* Rychlik studuje vlastnosti vyse uvedenych pojmfi, potom
se obraci k posloupnostem racionalnich ¢isel aq,aso,...,an,,... . Definuje pojmy
limita posloupnosti v oboru g a fundamentdlni posloupnost v oboru g :

DEFINICE 22 (LIMITA POSLOUPNOSTI V OBORU g). Posloupnost ta md v oboru
g za limitu ¢islo raciondlné a,

lim a, = a (g),

n=oo

61V roce 1909 Rychlik prednasel v Jednoté na téma O algebraickijch éislech podle Hensela,
ustfedniho pojmu je pak prvoradym problémem. Pripomenme také téma Analogie theorie
algebraickych éisel a algebraickych funkct o jedné proménné, které Rychlik nabidl k pfednésce
na zkousku ve své zadosti o habilitaci podané roku 1910 (viz str. 30).

62Na konci svého dalsiho &lanku [Mah2] Mahler sdm poznamenava, ze se pseudo-ohodnoceni
objevilo jiz v Deuringové praci [Deul] z roku 1935 (pro hyperkomplexni systémy), coz vak
zjistil az poté, co predchozi ¢ldnek [Mahl] vysSel.

63Rychlik pouzival stejné jako Hensel vyraz ekvivalence.

64Uvédomme si, Ze vztah a < b (g) odpovida inkluzi Zgya C Z(g) b, kde symbol Z gy znaci
mnozinu ¢isel celych v oboru g.
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je-li mozno ke kazdému raciondlnému ¢islu d nalézti celé ¢islo kladné N, takove,
Ze pro kazdé n > N bude a, —a < d (g).%°

DEFINICE 23 (POSLOUPNOST FUNDAMENTALNI V OBORU g). Posloupnost
1,09, ...,0n,... Splnujict podminku, Ze pro kazZdé ractondlné cislo d lze na-
lézti takové celé ¢islo kladné N, Ze pro n > N a libovolné kladné k bude
Anik — apn < d, nazveme fundamentalni v oboru g.5¢

Rychlik dokazuje fadu vét analogickych s obvyklymi vétami o posloupnos-
tech v realném oboru. Déle ukazuje, ze kazda posloupnost, kterd ma v oboru
g za limitu racionalni Cislo, je také fundamentalni v oboru g, ale ne naopak.
V tomto okamziku uz Rychlik mize definovat g-adicka ¢isla:

DEFINICE 24. Ke kazZdé posloupnosti raciondlnych ¢isel fundamentalni v obo-
ru g, kterd nemd za limitu ¢islo raciondlné, pritadime nové ¢islo a to nazveme
jejgi limitou. Limity posloupnosti konvergentnich v oboru g nazveme pak cisly
g-adickymi. Jsou tedy v oboru cisel g-adickych zahrnuta ¢isla raciondlnd . . .

Nepritadime vsak ke kaZdé posloupnosti fundamentalni v oboru g jinou li-
mitu, nybrz dvéma posloupnostem konvergentnim v oboru g,

A1,02,...Qpy..., bl,b27...bn...,
pritadime rovnd ¢isla g-adickd jako limitu

A=DB(9), A= lim a, (9), B= lim b, (g),

n=oo n=oo

je-li

lim (a, —b,) =0 (g).

n=oo

Tak definovana rovnost cisel g-adickych; a to je pripustno, ponévadz vztah uve-

denyj je reflexivng, symmetricky, transitivni.5”

Pocetni operace se definuji zcela pfirozenym zptisobem: pro A = lima,, (g),
B = limb,, (g) se polozi A £ B = lim (a, £b,) (9), AB = lim (a,b,) (g9);
korektnost je rovnéz dokizana.

Snadno se ukaze, Ze mnozina g-adickych ¢isel Q, vybavend uvedenymi ope-
racemi tvoii okruh. Je-li ¢ = p (nebo, coz je totéz, g = p*), kde p je prvoéislo,
pak je Qg té€lesem. Posledni tvrzeni viibec neni trividlni. Rychlik dokazuje, Ze
v takovém piipadé je kazdé nenulové g-adické ¢islo pravidelné, tj. cleny po-
sloupnosti, ktera jej urcuje, jsou od jistého indexu asociované s tymz racional-
nim ¢islem. Pfitom pro pravidelné g-adické ¢islo A = lima,, (g) je posloupnost
1/ay,1/aq,...,1/ay,, ... fundamentdlni a ma za limitu opét pravidelné g-adické
Cislo, které se oznadi jako 1/A a které je inverznim prvkem k A.

65[R12], str. 3; napf. lim g™ = 0 (g).

66 [R12], str. 5; Rychlik psal konvergentni — to se vSak dnes pouziva v jiném vyznamu, proto
se budeme drzet oznaceni fundamentdlni.

Rychlik ukazal, Zze v oboru g sta¢i ke konvergenci splnéni uvedené podminky pro k = 1:
Atk — an = (@ntk — @ngk—1) + (@ntk—1 — Antk) + ...+ (ant1 — an); pokud d déli kazdy
se s¢itanci vpravo, déli i rozdil an4x — an, tedy antr —an < d (g).

67[R12}, str. 5-6; povsimnéme si, ze citovany text odpovida definici pomoci t¥id ekvivalence.
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Je-li vSak g délitelné alesponl dvéma riiznymi prvociniteli, existuji v Q,
netrividlni délitelé nuly a g-adicka ¢isla tvori pouze okruh. Je-li nyni P délitelem
¢isla g, mizeme definovat P-adickou hodnotu g-adického ¢isla A = lima,, (g)
jako limitu A, = lima,, (P).

Dalsi Rychlikovy tvahy sméfuji k rozkladu okruhu g-adickjch ¢isel na té-
lesa ¢isel p-adickych, g-adickych, ..., r-adickych ve smyslu dnesniho direkt-
nfho souétu (2.12). Je dokdzdna véta o jednoznacném vyjadieni g-adického
¢isla v aditivnim normalnim tvaru (2.11). Nésleduje véta o tplnosti okruhu
g-adickych cisel:

VETA 23. KaZda posloupnost cisel g-adickych, fundamentalni v oboru g, md
v oboru ¢isel g-adickych limitu.58

Nakonec Rychlik uvazuje nekone¢né fady v okruhu Q4. Nutnou i postacujici
podminkou konvergence je, ze ¢leny fady maji v oboru g nulovou limitu. Proto
jsou fady tvaru (2.8), pomoci nichz definoval g-adick4 ¢isla Hensel, konvergentni
v oboru g. Rychlik pak dokazuje, ze kazdé g-adické ¢islo lze znazornit praveé
jednim zpiisobem redukovanym g-adickym rozvojem (viz (2.9)).

Konecéné Rychlik ukazuje, Ze opravdu existuji g-adické cisla, kterd nejsou
racionalni. Jejich existence plyne bud z tvrzeni, Ze raciondlnim ¢isliim piislusi
periodické rozvoje, anebo z tvah o mohutnostech; racionédlni ¢isla tvofi spo-
¢etnou mnozinu, zatimco mnozina cisel g-adickych mé& mohutnost kontinua.
Mizeme totiz vytvorit vzajemné jednoznacéné zobrazeni, v némz g-adickému
¢islu

apg/) + ap+lgp+1 + ...
odpovida realné ¢islo
o9+ apr1g” T

Spojité nediferencovatelné funkce v Q, [R17], 1920; [R21], 1922

O dvojici Rychlikovych ¢lankt Funkce spojité nemagjict derivace pro
Zddnou hodnotu proménné v télese ¢isel Henselovych [R17] a Eine ste-
tige nicht differenzierbare Funktion im Gebiete der Henselschen Zah-
len [R21], které svym obsahem spadaji spiSe do matematické analyzy, je pojed-
nano v ¢asti 3.2.3 (str. 140). Zde jen poznamenejme, Ze se jedné o jedny z prv-
nich publikovanych praci studujicich p-adické spojité funkce. Jistou elementarni
p-adickou analyzu lze nalézt jiz v Henselové knize Zahlentheorie [Henl2|, vice
vsak byla rozvijena az pozdéji; viz napt. ¢lanky L. G. Snirelmana [Snil] z roku
1938, J. Dieudonného [Diel] z roku 1944 ¢i J. de Groota [Grol] z roku 1956.59

68[R12], str. 12.
69Podrobnéjsi bibliografie je uvedena v ¢lanku W. Wigstawa [Wiel].
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2.1.3 Teorie ohodnoceni

Pojem ohodnoceni (Bewertung)™ jako zobecnéni absolutni hodnoty v R ¢i C
zavedl do teorie téles JOZSEF KURSCHAK (1864—-1933), a to nejprve v pied-
nasce Uber Limesbildung und allgemeine Kérpertheorie pronesené v srpnu roku
1912 na 5. mezindrodnim sjezdu matematikiu v Cambridge a otisténé o rok poz-
d&ji jako [Kiirl], detailné pak ve stejnojmenném pojednéani [Kiir2] z roku 1913:
DEFINICE 25 (OHODNOCEN(). Zobrazeni || - || t€lesa K do mnoziny nezdpornych
realnjch &isel se nazjva ohodnocenim, jestlize plati: 7!

o
=

Vae K, a#0: |a|>0; o] =0, (
VacK: |l+al <1+ |al, (02
Va,be K : |la-b|| = |all -], (
Jac K: |al #0,1.

~—~
o O
K @
=222

Téleso K, na kterém je definované ohodnoceni, se nazyva ohodnocené téleso.

Jako specialni pripad Kiirschédk uvazuje p-adickd ohodnoceni definované na
Q nésledujicim zptisobem. Necht p je prvocislo; kazdé a € Q, a # 0, lze vyjadrit
ve tvaru a = p*u/v, kde u, v, a € Z, éisla u,v jsou nesoudélna s p. Polozime-li

lall = e pro a#0, [0 =0, (2.40)

pak je toto zobrazeni ohodnocenim. Misto podminky (O2) 1ze dokazat silnéjsi
tvrzeni: pro libovolna a,b € Q plati tzv. ultrametrickd nerovnost ™

[la + bl < max ([|al], [[b]})- (02)

Ohodnoceni, kde misto (O2) plati (02’), se brzy zacalo nazyvat nearchime-
dovské; ™ jinak se nazyva archimedovské (napi. ,,obycejna“ absolutni hodnota
v R). K terminologii jeSté poznamenejme, Ze pro archimedovské ohodnoceni
vzdy existuje alespoii jedno pfirozené ¢islo ng, pro které je |ng|| > 1; odtud
se pak odvodi, ze pro libovolné prvky a,b € K, a # 0, existuje takové n € N,
ze |[nal| > ||b]|,"* coz odpovida Archimédovu ¢ Eudozvovu—Archimédovu azi-
omu.”™ Pro nearchimedovské ohodnoceni je naopak ||n| < 1 pro vechna n € N
a nésledns ||nal| = [[n] - o]l < |all

70V angli¢tiné se pouziva ekvivalent valuation. Dnes se zobrazeni z definice 25 obvykle
nazyvé absolutni hodnotou (absolute value) a termin ohodnoceni se ponechava pro oznaceni
exponencialniho ¢i obecnéji Krullova ohodnoceni — viz str. 90.

"1Podminkou (O4) se vyloudi trividlni p¥ipad, kdy ||a|| = 1 pro vSechna a € K, a # 0.

72V pozdé&jsi terminologii.

73V Kiirschakové praci se tento vyraz jesté neobjevuje, brzy se vsak stal obvyklym (alespoti
od Ostrowského ¢lanku [Ost2] z roku 1918).

74 Pouzili jsme obvykly zapis, kde na znaéi pron € N, a € K souéet a +a+ -+ a
o n séitancich. Specialné ng znaéi ng - 1, kde 1 je jednotkovy prvek télesa K.

75 Pravime, Ze k sobé maji pomér velidiny, které ndsobeny jsouce mohou byti jedna druhé
vétsi. Viz Eukleides, Zdklady, JCM, Praha, 1907 (prelozil Frantisek Servit); citat str. 69.
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Uvédomme si, ze jakmile mame k dispozici ,velikost® prvka télesa K, mi-
zeme mérit i jejich ,vzdalenosti“, neboli zavést metriku na K danou vztahem
p(a,b) = |la — b||.7® Metrika pak umoziiuje definici otevienych a uzavienych
mnozin a tedy studium topologie v K.77

K definici pojmu ohodnoceni dodejme, Ze Alexander Ostrowski uvazoval
pro nearchimedovska ohodnoceni 7dd prvku a € K jako realné ¢islo™®

v(a) =—=In|lall, tj. |al = e_”(“), (2.42)

a odvodil jeho vlastnosti, které odpovidaji pozdéjsimu pojmu exponencidlniho
ohodnoceni. To se obvykle definuje jako zobrazeni v : K — R U {oo} spliiujici
nasledujici podminky:

Vae K, a#0: wv(a) <oo; v(0)= o0, (EO1)
Va,b€ K : w(a+b) > min(v(a),v(b)), (EO2)
Va,be K: wv(ab) =v(a) +v(b), (EO3)

dae K: w(a)#0, 00 (EO4)

Vztahem (2.42) je zfejmé ddna vzdjemné jednoznaéna korespondence mezi
uvednenym exponencialnim ohodnocenim a nearchimedovskym ohodnocenim
v Kiirschdkové smyslu. Wolfgang Krull pak v praci [Kru2] pojem ohodnoceni
zobecnil tim, Ze uvazoval surjektivni zobrazeni v : K — G U {c0}, kde G je
libovolna tplné uspofddana aditivni Abelova grupa’ a zobrazeni v spliiuje
podminky (EO1)—(EO4) pro exponencialni ohodnoceni.

Vratme se nyni ke Kiirschdkovu ¢lanku [Kiir2] a k ohodnoceni ve smyslu
puvodni definice 25. Cilem Kiirschédkova pojednani je dikaz nasledujici véty:
VETA 24 (ZAKLADNI VETA TEORIE OHODNOCENI). Kazdé ohodnocené téleso

K lze rozifit na tplné 3 algebraicky uzaviené téleso s ohodnocenim, které je
rozsifenim ohodnoceni v K.

76 Takto uréené zobrazeni p: K x K — R, K # @ spliiuje nasledujici podminky:
1) Va,b € K : p(a,b) > 0; p(a,b) =0<a =1, 2) VYa,b € K : p(a,b) = p(b,a),
3) Va,b,c € K : p(a,b) < p(a,c) + p(c,b).

Dvojice (K, p) tedy predstavuje metricky prostor. V tomto smyslu definoval metriku (écart)
M. Fréchet v praci [Frel] z roku 1906, kterou Kiirschak ve svém ¢lanku cituje.

Plati-li pro ohodnoceni ultrametricka nerovnost (02’), pak je p(a,b) < max(p(a, c), p(c,b));
dvojice (K, p) se v takovém piipadé nazyva ultrametricky prostor.

7TPoznamenejme, Ze ultrametrické prostory maji nékteré zajimavé vlastnosti; napiiklad
vSechny trojuhelniky jsou rovnostranné, kazdy bod b lezici v okoli bodu a o poloméru r, tj.
b€ Ua,r) = {c € K;p(c,a) < r}, je stfedem tohoto okoli, mnozina U(a,r) je zarovei
oteviend i uzavfend, kazda dvé okoli U(a,r), U(b, s) jsou bud disjunktni, anebo je jedno ob-
sazeno ve druhém atd. Ve snadno ptistupné formé jsou topologické vlastnosti ultrametrickych
prostort popsany v knize [Goul], str. 31-36.

"8V této podobé je definice obsazena v praci [Ost4], bez znaménka minus jiz v [Ost2].

790 uplném uspoiadani < se predpoklada, ze je kompatibilni se s¢itanim prvka grupy G,
tj. pro libovolné v,~’,§ € G plati implikace: v <y = v+ <~' + 4.

80Kiirschdk pouzival oznadeni perfektni (perfect) ve smyslu dnesniho vyjadieni iplny
(komplett ¢&i vollstindig). Poznamenejme, Zze v tomto vyznamu se slovo perfect v némgéiné
standardné pouzivalo az do pocéatku tficatych let dvacatého stoleti (Gesky ekvivalent per-
fektni pouzival také Karel Rychlik) a teprve pozdéji bylo nahrazeno vyrazem komplett ¢i
vollstindig ve shodé s obvyklym anglickym terminem complete (upiny), aby se zabranilo
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Dikaz véty probihda v nékolika krocich. Nejprve Kiirschak fesi otazku zupl-
néni ohodnoceného télesa. K tomu tcelu zobecnuje Cantorovu konstrukei télesa
realnych cisel pomoci fundamentalnich posloupnosti a buduje nejmensi tplné
rozsifeni K’ daného télesa K, tzv. derivované téleso télesa K (derivierte Kor-
per von K ), v dnesni terminologii uplny uzdver télesa K, sestévajici z prvka
ptivodniho télesa K a (,idedlnich“) limit vSech fundamentélnich posloupnosti
v K .8! Kiirschak ukazuje, Ze neni obtiZzné rozsiiit ohodnoceni || - | daného té&-
lesa K na jeho tplny uzavér; ohodnoceni limity posloupnosti {a,}, a, € K, se
definuje jako limita posloupnosti redlnych éisel {||a,| }-

Specialnim piipadem je nyni téleso p-adickych ¢isel Q,, které je Gplnym uza-
vérem télesa raciondlnich ¢isel Q opatieného p-adickym ohodnocenim (2.40).52

Potom se Kiirschak zabyva otazkou algebraického uzéavéru tplného télesa
K’ ziskaného v prvnim kroku. Zde odkazuje na Steinitzovo pojednani [Stel],
ve kterém je dokdzano, Ze kazdé téleso K’ lze rozsifit na téleso L, které je
algebraické nad K’ a které je algebraicky uzaviené.®3 Nakonec s vyuzitim avah,
které pouzil Karl Weierstrass v praci [Weil] k novému ditkazu tvrzeni, Ze téleso
komplexnich ¢isel je algebraicky uzaviené, Kiirschdk dokazuje, ze tplny uzavér
algebraicky uzavieného ohodnoceného télesa je algebraicky uzaviené téleso.

V uvedeném druhém kroku je ovSem tieba rozsitit ohodnoceni iplného té-
lesa K’ na jeho algebraické rozsifeni L. Necht « je kofen néjakého monického
polynomu

f@)=a"+aa" "+ 4an, aeK (a,=%£Na), (2.43)

ktery je ireducibilni v K’[z]. Polozime-li rozumny pozadavek, aby vSechny ko-
feny polynomu (2.43) mély stejné ohodnoceni, pak l1ze snadno ukazat, ze ohod-
noceni prvku a musi byt 3 )

lall = llanll*. (2.44)
Je v8ak t¥eba dokdzat, Ze jsou splnény podminky (O1)—(0O4) z definice 25. Plat-
nost podminek (O1) a (0O4) je zfejmé; platnost podminky (O3) Kiirschdk do-
kazal bez dalsich pfedpokladi rovnéz pomérné snadno (i kdyz ponékud pracné

moznym nedorozuménim — v angli¢tiné totiz perfect field oznacuje téleso, které nemé ryze
inseparabilni algebraické rozsifeni (némecky ekvivalent tohoto pojmu je vollkommen); srov.
[Roql], str. 293.

81Posloupnost {an} Kiirschak nazyva fundamentdini, jestlize pro kazdé e > 0 existuje
N € N tak, ze pro kazdé n > N a pro kazdé k > 0, plati: |jan — ap4k| < e. Limita je
definovana obdobné — tedy obvyklym zptisobem.

82Kromé riznych tvrzeni o ohodnoceni v télese Qp Kiirschak dokazuje, Ze kazdé nenulové
A € Qp lze vyjadfit pravé jednim zpusobem ve tvaru (2.14). Ohodnoceni prvku A je pak
dané vztahem, ktery je obdobou Henselovy absolutni hodnoty v oboru p (2.16): ||A| = e~ 2.

Jak Kiirschak sam uvadi, byl inspirovan Henselovou knihou Theorie der algebraischen
Zahlen [Hen8|. Pravé popsanym zptisobem, ktery je analogicky Cantorovu zavedeni redlnych
¢éisel, dal Henselové teorii p-adickych (algebraickych) ¢isel pevné zdklady. V té dobé se totiz
objevovaly pochybnosti o tom, zda tato ¢isla opravdu existuji — kdyz jsou definovany pomoci
mocninnych rozvoji, které v obvyklém smyslu nekonverguji.

83P¥ipometime, Ze téleso L se nazyva algebraické nad K', jestlize kazdy prvek o € L je
kotfenem néjakého polynomu f(z) € K'[z]. Téleso L se nazyva algebraicky uzavrené, jestlize
kazdy polynom z L[z| stupné asponl 1 lze v L[z] rozloZit na souéin linearnich faktor.

84Plyne ze vztahu z™ + a1x" !t 4+ - +an = (z — a1)(z — a2)...(z — an), tj.
an = (—1)"a1a2...an, a z tfeti vlastnosti ohodnoceni (03).
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— viz [Kiir2], str. 245-247). Dtkaz, Ze je splnéna i podminka (02), je vyrazné
obtiznéjsi. Kiirschdk k nému vyuzivd Hadamardovy vysledky z [Hadl] tykajici
se mocninnych fad v C, které zobectiuje na libovolné tplné ohodnocené té-
leso K’, a dokazuje, 7e pro ireducibilni polynom f(z) tvaru (2.43) je polomér
konvergence fady

1
o) =cor Pt i tepr 4 (2.45)
roven | = |la,||» = ||al|. Protoze 1 + a je kofenem polynomu f(z — 1), je

trojuhelnikova nerovnost |14 «|| < 1+ |/e|| ekvivalentni s nerovnosti I’ < 1+1,
kde [, resp. I’ je polomér konvergence rozvoje 1/ f(x), resp. 1/f(z — 1).

Tato ¢ast celého diikkazu je pomérné dlouha a pracna, navic prekracuje ramec
algebry. V ivodu své prace vsak Kiirschak poznamenéva, ze ve vSech pripadech,
kdy plati ultrametrickd nerovnost (02’), tj. pro nearchimedovska ohodnoceni,
je mozné zobecnit Henselovu vétu 11:

VETA 25. Necht || - || je nearchimedovské ohodnoceni definované na uplném
télese K’. Je-li polynom f(x) tvaru (2.43) ireducibilni a ||a,| < 1, pak je také
llai|| <1 pro vSechny koeficienty a;, 1 <i<mn—1.

Kiirschdk ukazuje, Ze je pak snadné odvodit trojihelnikovou nerovnost (02)
pro algebraické rozsifeni.3% Vétu 25 vsak nedokazuje a obraci se k zobecnéni
Hadamardovych vét, které plati pro vSechna ohodnoceni, tedy i archimedovska.

V roce 1918 dokézal ve svém ¢lanku [Ost2] Alexander Ostrowski, ze kazdé

téleso K s archimedovskym ohodnocenim || - || je isomorfni s jistym podtéle-
sem K télesa komplexnich ¢isel C takovym zplisobem, Ze pro kazdé a € K
a odpovidajici @ € K je |la|| = |al?, kde | - | je ,oby¢ejnd“ absolutni hodnota

na C, 0 < p < 1, p nezévisi na .86 Jinymi slovy, pro archimedovsk4 ohod-
noceni jsou az na isomorfismus jedinymi tplnymi télesy télesa R a C, kde je
problém ohodnoceni trividlni. Proto je mozné omezit veskeré tivahy pouze na
nearchimedovska ohodnoceni a pouzit zobecnéné Henselovo lemma.

A pravé toto do detailt vypracoval Karel Rychlik v ¢lancich [R14] a [R22]
otisténych v letech 1919 a 1923. Tim, zZe dokazal zakladni vétu teorie ohodno-
ceni bez pouziti matematické analyzy, postavil tuto teorii na ryze algebraické
zéaklady.

Prispévek k theorii téles [R14] (1919)

Na prvni pohled a z dnesniho hlediska vypadéa Rychlikova prace vénovana
teorii ohodnoceni snad az trividlné. Rychlik v podstaté sleduje prislusné vy-
sledky podané v Henselové knize [Hen8] a prevadi je z télesa Q, do libovolného
nearchimedovsky ohodnoceného télesa. Do zna¢né miry uziva Henselovych for-
mulaci vét a jeho ideji dukazt. Kdokoli si proto dnes muze pomyslet, Ze to,

85Necht « je kofen ireducibilniho polynomu (2.43), ||an|| < 1. Cislo 1 + « je pak kofenem
polynomu f(z — 1) = ™ + b1z 1 + -+ + by, kde by, = (=1)" + a1 (=)L + -+ + an.
Plati-li véta 25, pak je ||bn|| <1 atedy |1+ «f = ||bn\|% < 1.V pfipadg, ze ||«|| > 1, neboli
|lan|| > 1, by se pfechodem k prevracené hodnoté ukazalo, ze |1 + o < ||«

86 P¥ipometime, Ze ohodnoceni splitujici uvedenou podminku se nazyvaji ekvivalentn.
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co je néplni Rychlikovy préce [R14], muselo napadnout kazdého, kdo se teorii
ohodnoceni zabyval.

Takovy pohled by vsak byl ponékud zjednodusujici a podcenujici. Uvédom-
me si, ze v samotnych pocatcich nebylo matematiki vénujicich se teorii ohod-
noceni mnoho — k vyraznéjsimu rozvoji doslo az pozdéji, zejména ve tricatych
letech dvacatého stoleti. A Rychlik byl prvni, kdo uvedené tivahy podrobné vy-
pracoval a publikoval. Uvédomme si také skutecnost, ze abstraktni algebra byla
tehdy teprve v zarodku; pfeneseni Henselovych vysledkti do obecného ohodno-
ceného télesa proto nebylo tak trividlni, jak se miize zdat ndm, ktefi jsme se s ni
seznamili jiz jako s ucelenou teorii a neodlucitelnou soucasti matematiky. Pti
prechodu k obecnému télesu bylo navic prece jen tfeba piekonat jisté odlisnosti.

Clanek [R14] svédéi i o tom, Ze Rychlik sledoval soudobou svétovou mate-
matickou literaturu, mél vyborny prehled o nejnovéjsim stavu teorie, odhadl,
které vysledky budou mit podstatny vliv na dalsi vyvoj, dokéazal téchto vy-
sledkt vyuzit, pripadné je vhodné upravit ¢i zobecnit, aplikovat je na stavajici
teorii a spojit pfitom dohromady vysledky rtiznych autort do jednoho logického
celku. Rovnéz si mizeme povsimnout Rychlikovy rychlé reakce — Ostrowského
prace [Ost2] vysla roku 1918, Rychlikiv ¢lanek [R14] byl publikovan hned v né-
sledujicim roce.

Podivejme se nyni ve stru¢nosti na hlavni vysledky Rychlikovy prace.

Necht K je téleso s nearchimedovskym ohodnocenim || - || . Rychlik pouziva
nasledujici terminologii. Prvek a € K, pro ktery je ||a|| < 1, se nazyva celym
prvkem v K je-li ||a|| = 1, nazyva se prvek a jednotkou. Rychlik ukazuje, Ze celd
¢isla v K tvofi obor integrity J. Prvek a € K je délitelny nenulovym prvkem
be K,jelia/be J, tj |lal]| < |b|; asociovangmi se nazyvaji prvky a,b € K,

kde prvek a je délitelny prvkem b a naopak, tj. |la|| = ||b||. Rychlik zmifuje
existenci nejvétsiho spoleéného délitele, resp. nejmensiho spole¢ného nasobku
prvkd ay,...,a, € K, pro které plati: ||(a1,...,a,)| = max(||a1],--.-, [|anl]),
resp. ||[a1, ..., an]|| = min(|lai]],. .., |lan]])-

Uvazujme celé prvky, které nejsou jednotkami, tj. prvky, jejichz ohodnoceni
je mensi nez 1. Jestlize mezi nimi existuje prvek p s nejvétsim ohodnocenim,
pak kazdy prvek a € K lze psat ve tvaru a = ep”, kde r € Z, e je jednotka.
Rychlik ukazuje, ze p ma vlastnost prvocinitele; téleso K se pak nazyva télesem
s prvocinitelem.?”

Pro cely prvek m € K, ktery neni jednotkou, tj. |m| < 1, oznacuje
kongruence a = 0 (mod m)* vztah ||| < |m|; a = b (mod m)* znamena
a—b=0 (mod m)*. Kongruenci polynomu se rozumi kongruence odpovidaji-
cich si koeficientt.

Po detailni pripravé zahrnujici fadu pomocnych tvrzeni Rychlik odvozuje
vétu, kterd se pozdéji zacala oznacovat jako Hensel-Rychlikovo lemma (vedle

87Rychlik pouziva vyraz prvoprvek. V pozdéjsich pracich vSak i on uziva obvykly termin

prvodinitel.
Pfipomenme, Ze v pripadé exponencidlniho ¢i aditivniho ohodnoceni, kdy se od hodnoty
|la|| ptejde k v(a) = —log ||a||, odpovidd uvedené podmince to, Ze existuje prvek s nejmensi

kladnou hodnotou; obor hodnot ohodnoceni v pak nemé zadny koneény hromadny bod
a z toho divodu se v nazyva diskrétnim ohodnocenim. Viz napt. [Has3].
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jinych variant) a ktera je analogii Henselovy véty 9.
VETA 26 (HENSEL-RYCHLIKOVO LEMMA). Necht f(z) je polynom s celymi
koeficienty z Gplného ohodnoceného télesa K. Plati-li kongruence

f(z) = go(x)ho(x) (mod r?)*, (2.46)

kde go(z), ho(x) jsou polynomy s celymi koeficienty stupné alespon jedna
ar # 0 je jejich resultant, pak 38

f(x) = g(x)h(z), (2.47)

kde g(z), resp. h(x) jsou polynomy s celymi koeficienty tychz stupiii jako go(z),
resp. ho(x), a plati:

g(x) = go(x) (mod r?)*, h(z) = ho(x) (mod 72)*. (2.48)

Navic je |R(g, h)|| = || R(g0, ho)]|-

Analogicky s Henselovym postupem (viz vétu 10) Rychlik uvaZzuje nasledu-
jici specialni piipad véty 26, o kterém se rovnéz né€kdy hovoii jako o Hensel-
Rychlikové lemmatu:

VETA 27. Necht f(z) je polynom s celymi koeficienty z iplného ohodnoceného
télesa K. Je-li mozné nalézt &, € K tak, ze

£ o)l < IIF"(€0)II*, (2.49)

pak mé rovnice f(x) =0 v télese K kofen &, pro ktery plati:
£=¢p (mod 1)*. (2.50)

Jinym dusledkem véty 26 je zobecnéni Henselovy véty 11, které bez diikazu
zminil J. Kiirschak — viz vétu 25.

Jak bylo naznaceno na str. 92, na zakladé tohoto tvrzeni je mozné doka-
zat zékladni vétu teorie ohodnoceni, tj. vétu 24, ryze algebraicky, bez pouziti
mocninnych fad, coz také Rychlik podrobné provadi.

Zur Bewertungstheorie der algebraischen Korper [R22] (1923)

Ctyfi roky poté, co byl v Casopise pro péstovdni mathematiky a fysiky otis-
tén Rychliktv ¢ldnek [R14], byla v Crelleové casopise publikovéna jeho né-
meckd verze [R22] s prakticky stejnym obsahem. Oproti [R14] jsou zde pouze
nékteré drobné zmeény ve formulacich ¢i v diléich krocich v dtikazech (naptiklad
misto explicitniho vysloveni disledku véty je diikaz jistého diléiho tvrzeni veden

88Ve vété by mél byt navic jesté jeden predpoklad, aby byla obecné platna: vedouci koefici-
ent polynomu f(z) je roven soucinu vedoucich koeficientii polynomt go(z) a ho(z), ne pouze
kongruentni. Na pravé strané vztahu (2.47) by se jinak objevila jista jednotka. Pfipomenime,
ze Hensel se v této souvislosti omezil na primarni polynomy (zde str. 76), pro které je uvedena
podminka vzdy splnéna — tuto drobnou odlisnost Rychlik patrné prehlédl. Viz napi. [Ost4],
str. 275; [Roql], str. 12.



95

primo, u nékterych tvrzeni je misto rozepsani dikazu jen odkaz na literaturu,
kde byl jiz proveden), podrobnéjsi citace literatury apod. Nejsou tu vSak navic
zadné tvrzeni, kterd by v ptvodni verzi chybéla, postup a usporadani obou
praci se v zasadé shoduji.

Zatimco Cesky psand prace [R14] zistala bez povSimnuti stranou dalsiho
vyvoje, jeji némecka varianta [R22] jiz nasla Sirokou odezvu za hranicemi Ces-
koslovenska a stala se praci ¢asto citovanou, znamou prakticky vsem vyznam-
nym matematiktim, ktefi se teorii ohodnoceni zabyvali ¢i zabyvaji. A ¢asto
zustava Rychlikovo jméno spojeno se zobecnénim Henselova lemmatu, i kdyz
neni ¢lanek [R22] pfimo citovan; tak je tomu napiiklad v Kaplanského pojed-
nani [Kapl] z roku 1942, v Ersovové ¢lanku [Ersl] z roku 1980, v ¢ldnku [E-M1]
I. Efrata a M. Jardena z roku 1990 & v Ribenboimové knize [Rib2] z roku 1998.

Vyslovné Rychlikovu praci [R22] cituji napiiklad R. Boffgen a M. A. Rei-
chert ([B-R1], 1987), H. Hasse ([Hasl], 1926; [H-S1], 1933), A. N. Kochubei
([Kocl], 1998), W. Krull ([Krul], 1930; [Kru2], 1932), M. Nagata ([Nagl], 1953),
W. Narkiewicz ([Narl], 1974), A. Ostrowski ([Ost3], 1933; [Ost4], 1935), P. Ri-
benboim ([Rib1], 1985), P. Roquette ([Roql], 1999), O. F. G. Schilling ([Sch1],
1950), F. K. Schmidt ([H-S1], 1933; [Scm1], 1933), W. Wiestaw ([Wie2], 1988)
a dalsi. Rychlikova rychla reakce, o které jsme se zminili v tvodu této kapi-
toly, v8ak ztistala skryta v ¢eském CPMF. Clanek [R22] ziistal zaroven jedinou
Rychlikovou algebraickou praci, které se ve svété dostalo vétsi pozornosti.

2.1.4 Teorie algebraickych cisel, abstraktni algebra

Prace zahrnuté do této skupiny byly publikovany v ceskych Casopisech,
Cesky nebo némecky, a ve svété zistaly témér neznamé. Jsou vSak velmi zaji-
mavé a ukazuji Rychlikiv piistup k védecké praci. Clanky se vyznacuji jednak
velmi aktualnim obsahem, jednak pfimocarosti, stru¢nosti, zaroven vsak vy-
stiznosti a korektnosti. Nékteré myslenky, které jsou v nich obsazené, 1ze navic
nalézt v pozdéjsich — nezavislych — pracich jinych matematikt (napt. H. Hasse
[Has3], H. Priifer [Priil]).

Délitelnost v algebraickych télesech ciselnych vzhledem k racional-
nému prvocislu  [R15] (1919)

Clanek je piipravou na praci [R16] vénovanou teorii délitelnosti v télesech
algebraickych cisel. Je zde citovana pomérné mélo zndma polsky psana prace
[Socl] J. Sochockého z roku 1893 a Henselova kniha [Hen8] z roku 1908. Rychlik
studuje relaci délitelnosti vzhledem k prvocislu p v télesech algebraickych ¢isel
konec¢ného stupné nad Q (viz Henselovu definici 15; Rychlik misto ,,v oboru p*
pouzivé vyjadieni ,vzhledem k p*) a dokazuje, Ze pro libovolné dva prvky «, 8
daného télesa K existuje jejich nejvétsi spoleény délitel § € K, ktery miZe byt
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navic vyjadfen ve tvaru § = au + v pro néjaké prvky u, v € K, které jsou celé
vzhledem k p.

Rychlik ukazuje, ze neni nutné predpokladat, ze stupen télesa K je konecny.
Pro danou dvojici o, 8 € K totiz sta¢i uvazovat podtéleso télesa K, jehoz
stupen je jiz konecny a které obsahuje ¢isla «, 3; takové podtéleso vzdy existuje
— napf. téleso vytvorené adjunkci prvkia «, 8 k télesu racionalnich ¢isel Q.

Pro téleso K konecného stupné n nad Q pak Rychlik dokazuje, ze libovolné
¢islo o € K, které je celé vzhledem k p, lze rozlozit na soucin konec¢ného poctu
prvocinitelti vzhledem k p a Ze tento rozklad je v podstaté jednoznacény. Prvo-
cinitel vzhledem k p je ptitom definovan jako prvek m € K| ktery je ireducibilni
vzhledem k p, tj. jeho jedinymi déliteli jsou jednotky a ¢isla s nim asociovana
vzhledem k p, pfi¢emz se ukaze, Ze tento prvek mé vlastnost prvocinitele.

V zavéru Rychlik dokazuje, ze celkovy pocet g navzajem neasociovanych
prvocinitelt vzhledem k p z télesa K je konecny, g < n.

Stejné vysledky (s vyjimkou poznamky o télese nekoneéného stupné) jsou
obsazeny jiz v uvedeném Sochockého pojednani [Socl]. Rychlikiv postup je
vsak celkové jednodussi, pfimocarejsi a prehlednéjsi nez postup Sochockého,
Cemuz vyrazné napomohlo vyuziti Henselovy terminologie.

Theorie délitelnosti ¢isel algebraickjch [R16] (1920)

Tento clanek, predlozeny k tisku jiz v roce 1919, vyuziva vysledkd odvoze-
nych v praci [R15]. Rychlik zde buduje teorii délitelnosti pro algebraické ¢isla
zaloZenou na pojmu divisor. Cituje Henselovu knihu [Hen8], jeho pfistup je vSak
ponékud odlisny. Hensel uvazoval jisté algebraické téleso kone¢ného stupné nad
Q, pro néj definoval prvodivisory a na zakladé rozkladu v provodivisory pak
zavedl divisory, které jsou tak fixované na dané téleso. Oproti tomu Rychlikiv
pojem divisoru, stejné jako z néj vyvozené pojmy celého d¢isla, délitelnosti ¢i
asociovanosti, nezavisi na konkrétnim uvazovaném télese a je tedy mozné na-
priklad srovnavat divisory z rtznych téles; definici lze navic pouzit i pro télesa
nekonec¢ného stupné nad Q. Jak Rychlik sim poznamenéava v pozdéjsi praci
[R24], v tom také spociva pfednost teorie divisort pied teorii ideéli.

Je tfeba zdiraznit, ze Rychlikova cesta k pojmu divisor je opét primocara,
prehledné a zcela v duchu ,moderni“ abstraktni algebry, ktera se v té dobé
jinak teprve formovala.

Rychlik postupuje v nasledujicich krocich. Nejprve uvazuje komutativni
multiplikativni grupu A vSech nenulovych algebraickych ¢isel nad Q a jeji
podgrupu J tvofenou jednotkami vzhledem k prvocislu p. Divisory vzhledem
k p nazyva prvky (komutativni) faktorové grupy A/J,% tedy tiidy obsahujici
algebraicka ¢isla navzajem asociovand vzhledem k p; jednotkovy prvek odpo-
vida algebraickym jednotkdm vzhledem k p. Je-li algebraické Cislo a prvkem
tiidy a, pak se fekne, Ze je prdve délitelné divisorem a a piSe se a ~ a (p);
rovnéz se pouziva vyjadreni, ze divisor a odpovidd ¢islu a. Divisory odpovi-
dajici algebraickym cislim, ktera jsou cela vzhledem k p, se nazyvaji celymi
vzhledem k p.

89Rychlik ji nazyva grupou komplementdrni.
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V dalsim se Rychlik omezuje na libovolné, pevné zvolené téleso K. Divisory
vzhledem k p odpovidajici prvkam télesa K se nazyvaji divisory vzhledem k p
z télesa K. Tyto divisory tvori komutativni grupu, ktera je isomorfni s faktoro-
vou grupou A’/J’, kde A’ znadi grupu nenulovych algebraickych ¢isel z télesa
K a J’ grupu jednotek vzhledem k p z télesa K.

Grupu diwisord vzhledem k souhrnu jistych prvodisel p,q,...,r, ... (mize
jich byt koneény nebo nekoneény pocet) Rychlik definuje, Feceno v dnesni ter-
minologii, jako vnéjsi direktni soucin vyse definovanych grup divisorti vzhledem
k prvocislim p,q,...,r,...:

DEFINICE 26 (DIVISORY). Budte? a,a’,...;b,0",...5...5¢,¢,.. ;... divisory
patiici resp. kp,q,...,7,... . Necht znaciab...c... divisor pat¥ici k sou-
hrnu p,q,...,7,...;a,b,... ¢, ... nazveme komponenty tohoto divisoru patrici
resp. k p,q,...,r,... . Budeme predpokldadati, Ze v pripadé nekonecného poctu
prvocisel p,q,...,r,... jen konecny pocet komponent je rizny od prvku jednot-
kového 1,,14,...,1,,... prislusné grupy.

I budeme definovati pro divisory ab...c..., a'b’...¢ ... patrici k souhrnu
P,qy...,T,... TOVNOSE

ab...c...=d'b...d..., jeli a=d,b=0b,...c=(,...,

nasobent

(ab...c...)(a'b"...c"...) = (ad)(b0) ... (c¢) ...,

ddle
(ab...c..)t=ato" . .t

Pak je patrne
ab...c...=(alg... L. )(Lpb. . 1) (Ll ie )

Kde nebude mozny omyl, oznacime al,...1,... prosté a atd. Takto bychom
mohli postupovat pro libovolny souhrn prvocisel raciondlngych p,q,...,r,... .
Budeme vsak uvaZovati divisory vzhledem k soustavé vsech prvocisel raciondl-
nyjch a ty nazveme prosté divisory.%0

Celym divisorem se nazyva divisor, jehoz vsechny komponenty jsou celé. Pak
je mozné pro divisory zavést relaci délitelnosti a pojem nejvéetsiho spolecného
délitele, kterého lze urc¢it po komponentach.

Pro algebraické éislo «, pro které plati: o ~ a (p), a ~ b (q), ..., je mezi
divisory a, b, ... jen kone¢ny pocet nejednotek. Proto mutize byt ¢islu o prifazen
jisty divisor o ~ (ab...). Divisory, jejichz komponenty nalezeji télesu K, se
nazyvaji divisory télesa K. Mezi nimi existuji tzv. hlavni divisory, které od-
povidaji ¢islam télesa K. Rychlik ukazuje, ze nejvétsi spoleény délitel divisort
télesa K je opét divisor télesa K, ale nejvétsi spolecny délitel dvou hlavnich
divisortt nemusi byt hlavni.

Necht je stupeti télesa K kone¢ny. Podle [R15] existuje kone¢ny pocet navza-
jem riznych proodivisori vzhledem k p, py, 9o, ..., P,, z nichz kazdy odpovida

90[R16], str. 2-3.
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tfidé navzajem asociovanych prvociniteli vzhledem k p. Kazdy divisor vzhle-
dem k p z télesa K lze potom jednoznac¢né vyjadrit ve tvaru

a=pyips?.. pho ki,ka, ... ky € Z; (2.51)

pro celé divisory bude ziejmé ky > 0,...,k; > 0.

Kazdému prvodivisoru vzhledem k p odpovida prvodivisor vzhledem k sys-
tému vSech prvodéisel, ktery se bude znacit stejné (p je vzhledem ke vSem ostat-
nim prvoéislim jednotkou). Nyni je mozné libovolny divisor jednoznaéné rozlo-
Zit na soudin prvodivisorti; k tomu postaci rozlozit jeho komponenty. Podobné,
po komponentach, 1ze rozlozit libovolné algebraické ¢islo o € K. To neni jednot-
kou pouze vzhledem ke koneénému poctu prvocisel p, q, ..., r. Znaci-lip,q,..., ¢
navzajem ruzné prvodivisory, které déli uvedena prvocisla, pak lze a vyjadrit
pravé jednim zpisobem ve tvaru

an~phgl ™ kL. mEZ (2.52)

Rychlik ukazuje, Ze « je celé, pravé kdyz je k > 0,1 > 0, ..., m > 0 (viz
Henselovu vétu 22 na str. 83).

Popsané pojmy a jejich vlastnosti jsou zakladem pro dalsi vysetfovani. V za-
véru Rychlik dokazuje, ze pro dany divisor 0 tvori vSechna Cisla z télesa K, ktera
jsou délitelna divisorem 0, ideal 1(2),°! a také naopak, pro kazdy ideél I exis-
tuje pravé jeden divisor 9, pro ktery je I = J(9). Rychlik pak ukazuje, jak lze
tvrzeni o rozkladu divisort prenést na idedly daného télesa K.

Poznamenejme, ze pomoci faktorové grupy zavadi divisory v pripadé libo-
volného télesa s diskrétnim ohodnocenim (viz pozn. 87) také napiiklad Helmut
Hasse v knize [Has3]; Rychlikovu préici [R16] v8ak Hasse necituje. P¥imo je ¢la-
nek [R16] citovan v Narkiewiczové knize [Narl], avSak s pozndmkou, Ze autorovi
nebyl dostupny.

Zur Theorie der Teilbarkeit [R23] (1923)

V pomérné rozsdhlém némecky psaném pojednani [R23] Rychlik zavadi po-
jem pologrupy a buduje teorii délitelnosti v jeji podilové grupé. Komutativni
grupu definuje obvyklym zpasobem jako mnozinu G opatfenou binarni ope-
raci (pouzivd multiplikativni znadeni) spliiujici asociativni a komutativni za-
kon a dale podminku, Ze pro vSechna a,b € G mé rovnice ax = b pravé jeden
kofen x.

Komutativni pologrupou (kommutative Halbgruppe) Rychlik nazyva mno-
zinu H s binarni operaci spliujici asociativni a komutativni zdkon a dvojici

910znaéme symbolem ® mnozinu viech celych algebraickych ¢isel télesa K. Redeno v poz-
déjsi terminologii, Rychlik zavadi pojem idedl jako kone¢né generovany ©-modul obsazeny
v K, neboli jako tzv. lomeny idedl (gebrochen Ideal, fractional ideal; srov. nap¥. [Wael],
[Janl]). Rychlik podava dvé definice ideélu, o kterych dokazuje, Ze jsou ekvivalentni:

1. Pro dany koneény pocet ¢isel ai,as,...,am € K, kterd nejsou vSechna nulova, se
idedlem télesa K nazyva mnozina I = {A1a1 + Aoz + -+ Amam; A1,... Am € D}

2. Idedl je podmnozina I C K té vlastnosti, ze pro libovolnd o, 3 € I, A € D, jea+ B € I,
Aa € I a existuje g € Z takové, ze gI C D.
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podminek:
Ya,b,b' € H: ab=ab =b=10; J1€eHYa€EH: al =a.

Dnes bychom tedy hovorili o komutativni pologrupé s jednotkovym prvkem
a kracenim.%?

V dalsim bude H vzdy znacit komutativni pologrupu ve vyse uvedeném
smyslu a G jeji podilovou grupu, kterd je definovana jako grupa obsahujici
H, pticemz kazdy prvek z G lze vyjadfit jako podil dvou prvkii z H.9 Prvky
pologrupy H se nazyvaji celymi proky grupy G. Prvek a € G se nazyva delitelny
prvkem b € G, je-li a/b € H; e € H se nazyva jednotkou, je-li rovnéz 1/e € H;
a,b € H jsou asociované, a ~ b, je-li a délitelné b a naopak.

Povsimnéme si, ze Rychlik definuje délitelnost nejen pro celé prvky, ale
pro vSechny prvky podilové grupy G. Podobné definuje nejvétsiho spolecného
deélitele v H iv G, ozn. (a,b,...,c)q, resp. (a,b, ..., c)q,°* a ukazuje, ze pokud
nejvétsi spoleény délitel v G (H) existuje, pak je uréen v podstaté jednozna¢né.
Rovnéz uvadi vzajemny vztah obou pojmu: pro celé prvky a,b,...,c grupy G
je jejich nejvétsi spoleény délitel v G (pokud existuje) zaroveti jejich nejvétsim
spole¢nym délitelem v H; opak obecné neplati. Rychlik vsak ukazuje, Ze je-li
splnéna podminka oznadend jako (NSD), plati i opacnd implikace.

Axiom (NSD). Kazda dvojice prvka a,b € H mé nejvétsiho spole¢ného déli-
tele v H.

Pfitom dokazuje, Ze z podminky (NSD) plyne existence nejvétsiho spolec-
ného délitele v G pro libovolny koneény pocet prvki z G.

Ve své praci Rychlik studuje aritmetiku zaloZenou na vyse uvedenych poj-
mech, a to jednak obecné, jednak za predpokladu, Ze je splnéna podminka
(NSD) — v tom pfipadé ukazuje vyraznou analogii s aritmetikou v Q. Kromé
nejvétsiho spolec¢ného délitele studuje nejmensi spoleény nasobek danych prvki
v G a H a zabyva se jeho vztahem k nejvétsimu spole¢nému déliteli a dalsimi
jeho vlastnostmi. Rovnéz vysSetiuje pojmy prvocinitel a ireducibilni prvek a je-
jich vlastnosti a vzajemné vztahy za riznych podminek. Ukazuje napiiklad,
ze kazdy prvocinitel je ireducibilni, ale obecné ne naopak; je-li vSak splnéna
podminka (NSD), pak je kazdy ireducibilni prvek také prvocinitelem.

92Rychlik zde neuvadi zadny odkaz, ale pojem pologrupy byl definovan jiz v Dicksonové
élanku [Dic2] z roku 1905 jako mnozina G opatfend binarni (multiplikativni) operaci, kde
plati asociativni zakon a pro vSechna a, z,y € G kazda z rovnosti az = ay, za = ya implikuje
x = y. Uéel Dicksonovy definice byl viak jiny nez teorie délitelnosti. Prace [Dic2] byla otisténa
hned za jingym Dicksonovym ¢lankem [Dicl], ktery byl vénovan definici grupy a télesa pomoci
systému nezavislych axiomu a ktery Rychlik zminil ve své prednésce O algebraickych télesech
konané roku 1918 v Jednoté ¢eskych matematiki a fyzika; 1ze se tedy domnivat, Ze si povsiml
i uvedeného nasledujiciho ¢lanku [Dic2].

93 Automaticky se pfitom piedpoklada, #e operace na pologrupé H je zlizenim operace na
grupé G.

94Definice je podana v obvyklém smyslu; pro tplnost ji zde viak uvedme, aby byl patrny
rozdil mezi obéma pojmy.
DEFINICE. Necht jsou dany prvky a,b,...,c € G (resp. H). Prvek d € G (H) se nazyva jejich
nejuétsim spoleénym délitelem v G (H), jsou-li splnény néasledujici podminky:

1. VSechny prvky a,b,...,c jsou délitelné d;

2. Jsou-li vechny prvky a,b,...,c délitelné prvkem n € G (H), pak n déli d.
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Analogie s aritmetikou raciondlnich ¢isel je velmi tésna, je-li kromé pod-
minky (NSD) splnéna jesté podminka néasledujici, kterou bychom dnes nazvali
existence ireducibilnich rozkladi:

AxioM (E). V grupé G existuji celé prvky, které nejsou jednotkami a které lze
vyjadfit jako soucin konecného poctu ireducibilnich prvki.

Kromé tvrzeni a jejich dikazi v obecné roviné Rychlik ve své praci podava
fadu prikladt a moznosti vyuziti zavedenych pojmi.

Pro ilustraci zde uvedme piiklad, v némz uvazuje jako pologrupu H mno-
zinu vSech celych kladnych ¢isel riznych od 2 spolu s operaci nasobeni; podilo-
vou grupou je multiplikativni grupa vSech racionalnich ¢isel, G = Q. Rychlik
dokazuje, %e v tomto piipadé je splnéna podminka (E), ale ne (NSD).% Je-
li dale p prvocislo, pak p a 2p jsou nerozlozitelné prvky, ale ne prvocinitelé:
8p =4.2p = 8.p.

V jiném prikladu Rychlik uvazuje algebraické téleso K konec¢ného stupné
nad Q. Nenulova cela algebraicka ¢isla z K tvori multiplikativni pologrupu H,
jeji podilovou grupou G je grupa vsech nenulovych prvku télesa K. Opét zde
plati podminka (E), ale obecné neplati (NSD). Oznaci-li se v8ak jako $ polo-
grupa celych idealt v K a jako & grupa vsech idedlt v K, pak je & podilovou
grupou pologrupy £ a kromé podminky (E) zde plati i (NSD), neboli kazdy
konecné generovany ideal v K je hlavni.

V zavéru Rychlik aplikuje své vysledky na libovolny obor integrity I a jeho
podilové téleso K (klade H = I, G = K a uvaZuje operaci ndsobeni). Navic se
zde zabyva nésledujici podminkou:°6
Axiom (A). Pro libovolné prvky a,b € K existuje jejich nejvétsi spoleény
délitel v K, ktery lze vyjadfit ve tvaru d = ax + by pro néjaké z,y € I.

Snadno se ukéaze, ze z platnosti podminky (A) plyne platnost podminky
(NSD), ale ne naopak. Jako protipfiklad zde slouzi téleso racionalnich funkci
K = Q(x) a obor integrity polynomt s racionalnimi koeficienty I = Q[z]. Je-li
p prvodislo, pak (p,z)x = 1, ale pro Zadné prvky k,l € I neni kx + Ip = 1.

Koneéné Rychlik zavadi v télese K miru (Maf$) jako zobrazeni K do mno-
Ziny nezapornych racionalnich ¢isel, které splnuje néasledujici podminky:

(M1) M(a) =0, pravé kdyz a = 0; jinak je M(a) > 0. Pro a € I je M(a) € Z.

(M2) M(ab) = M(a) - M(b)

(M3) Pro a € K\ I existuji prvky k,l € I takové, ze 0 < M (ka +1) < 1.
Rychlik dokazuje, ze prvek e € K je jednotkou, pravé kdyz je cely, e € I,

a M(e) = 1. Déle dokazuje, Ze v télese K lze sestrojit miru, pravé kdyz jsou
splnény podminky (A) a (E).

95 Jak Rychlik poznamenava, (12,24) g neexistuje, nebof spoleénymi déliteli ¢isel 12 a 24
jsou 1,3 a 4. Nejvétsi spoleény délitel (3,6)y existuje a je roven 1, (3,6)g vSak neexistuje
(jinym spole¢nym délitelem je ¢islo 4/3).

96Uvédomme si, Ze vyse jsme méli jen jednu operaci.
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Pro ilustraci je v ¢lanku uvedeno nékolik prikladu téles opatifenych mirou:

1. K=Q I=2%Z,M(a)=lal.

2. K je kvadratické téleso nebo téleso vzniklé adjunkci 3., 4. ¢i 5. odmocniny
z jedné k télesu racionélnich ¢isel, I je mnozina celych algebraickych ¢isel
tohoto télesa, M(a) = |N(a)|.

3. K je téleso racionélnich funkci £(z), kde je R libovolné téleso a x transcen-
dentni prvek vzhledem ke £, I je okruh polynomd £[z]. Kazdy nenu-
lovy prvek a € K lze vyjadrit jako podil dvou nenulovych polynomii:
a = f(x)/h(zx), kde st f = m, sth = n; rozdil m — n nezévisi na volbé
polynomt f,h. Mira je definovdna vztahem M (a) = g™ ™ pro a # 0,
M(0) =0, kde g > 1 je libovolné zvolené celé ¢islo.

4. K je libovolné téleso, na némz je definovano nearchimedovské ohodnoceni
1,97 T ={a € K; |lall < 1}, M(a) = ||a].

Zbyvé poznamenat, ze nékteré ivahy z Rychlikovy prace [R23] lze nalézt
v Priiferové ¢lanku [Priil] z roku 1932, kde je mimo jiné studovana délitelnost
v podilovém télese oboru integrity.

Zur Theorie der Teilbarkeit in alg. Zahlkdrpern [R24] (1923)

V ¢lanku [R24] se Rychlik vraci k teorii délitelnosti algebraickych ¢isel zalo-
zené na pojmu divisor. I kdyz zde primo necituje své diivejsi ¢esky psané prace
[R15] a [R16] na stejné téma, rozviji myslenky v nich obsazené. Opét cituje So-
chockého ¢lanek [Socl], navic uvadi Zolotarevovo témeér zapomenuté pojedndni
[Zol4]. Ve srovnéni s prislusnymi ceskymi pracemi je tato podrobnéjsi a pFistup
je ponékud odlisny, vyuzivajici vysledki ¢lanku [R23].

Oznac¢me symbolem V mnozinu vSech pfirozenych prvocisel, A prazdnou
mnozinu, P = {p1,p2,...} €V, P = v\ P. Cisla tvaru p’flp;c?...pﬁ;”, kde
p; € P, ki € Z a P # A, se nazyvaji vyjddiitelnd v P (in P darstellbar). Kazdé
kladné racionalni ¢islo je podle této definice vyjadfitelné v V, pouze €islo 1 se
povazuje za vyjadiitelné v A.

Kazdé a € Q, a # 0, mize byt vyjadieno ve tvaru
a=lalp.|alp.sgn a, (2.53)

kde |a|p, resp. |a|p, je vyjadritelné v P, resp. v P; pro a = 0 se polozi [0| p = 0.
Cislo |a|p se nazyva absolutni hodnotou a vzhledem k P (in Bezug auf P).
V pfipadé jednoprvkové mnoziny P = {p} se misto ap piSe a,. Raciondlni &islo
a se nazyva celé vzhledem k P, je-li |a|p € Z. Algebraické éislo a se nazyva
celé vzhledem P, je-li koFenem polynomu tvaru (2.22), kde koeficienty jsou celé
vzhledem k P.98

97Na tomto misté Rychlik cituje Kiirschdkiv élanek [Kiir2] a své vlastni prace [R14] a [R22].

98Je-1i P neprazdné koneéna mnozina, pak Rychlik poznamenava, Ze pojem celého éisla
vzhledem k P odpovida pojmu cely v oboru g zavedenému Kurtem Henselem v [Henl2] (viz
definici 1), kde g je libovolné celé ¢islo délitelné pravé vSemi prvocisly obsaZenymi v mno-
ziné P.
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Rychlik odvozuje fadu tvrzeni o algebraickych ¢islech celych vzhledem k P.
V jednom z nich napiiklad dokazuje, Ze je-li P # A, pak libovolné algebraické
¢islo a je celé vzhledem k P, pravé kdyz je celé vzhledem ke vSsem prvocislim
obsazenym v P.

Cel4 algebraické ¢isla vzhledem k P tvoii obor integrity,”® jehoz podilovym
télesem je téleso vsech algebraickych cisel nad Q. Mohou se sem tedy prenést
vysledky odvozené v predchozi praci [R23].

Podobnym zptisobem jako v [R15], tentokrat viak s vyuzitim pojmi stu-
dovanych v [R23], Rychlik dokazuje existenci nejvétsiho spoleéného délitele
vzhledem ke konecné neprazdné mnoziné P; pro téleso K konec¢ného stupné Q
pak dokazuje, Ze existuje koneény podet v podstaté riiznych (az na asociovanost
vzhledem k P) prvodéiniteld vzhledem k P.

Pojem divisor Rychlik v této praci zavadi nasledujicim zptsobem. Uvazujme
systém {a; P} sestavajici z algebraického ¢isla o a mnoziny P, kterd mtize byt
i prazdna. Pro o # 0 se algebraické ¢islo A, nazyva komponentou vzhledem k p
systému {«; P}, je-li

Ap~a vzhledem k p pro p € P,
Ap~1 vzhledem k p  prop & P.

Komponenty systému {0; P} jsou definovény jako 0.

Systémy {a; P} a {8; Q} se nazyvaji asociované, je-li A, ~ B, pro vSechna
prvocisla p. Relace ,asociovany s“ je ekvivalence, coz umoznuje definovat di-
visory jako nové prvky prirazené tridam navzdjem asociovanych prvki. Divisor
prifazeny t¥idé obsahujici systém {«; P} se znac¢i symbolem («) p, komponenta
Ap, kterd je urCena v podstaté jednoznacné vzhledem k p, se nazyva ciselnou
komponentou (Zahlenkomponente) divisoru (a)p vzhledem k p.

Necht K je algebraické t&leso nad Q. Divisor a, ktery je mozné vyjadrit jako
a=(a)p, a € K, se nazyva divisorem télesa K. Jeho komponenty mohou byt
zvoleny v K. Divisor (a)g, kde @ # 0 a R je mnoZina vSech prvodéisel, vzhledem
ke kterym « neni jednotkou (Rychlik ukazuje, Ze mnoZina R je kone¢nd), se
znadi symbolem («) a nazyva se hlavni divisor (Hauptdivisor). Je-li a € K,
pak se («) nazyva hlavni divisor telesa K.100

Necht a je libovolny divisor. Ciselnad komponenta A, tohoto divisoru je
uréena v podstaté jednozna¢éné vzhledem k p; divisor a, = (A4,),, je proto
uren jednozna¢né a nazyva se divisor-komponentou (Divisorenkomponente)
divisoru a. Zfejmé je b = a, pravé kdyz a, = b, pro vSechna prvocisla p. Soucin
a podil divisort jsou definovany pomoci ¢iselnych komponent, stejné tak pojem
celého divisoru. Rychlik pak dospiva k vyjadieni libovolného divisoru ve tvaru

a=]]a, (2.54)

9Pro P = A je zfejmé tento obor integrity totozny s télesem viech algebraickych &isel
nad Q.

100 Jak Rychlik poznamenéva, pro K = Q jsou viechny divisory hlavni.



103

kde soucin se bere pfes vechna prvodisla, pfi¢emz pro kazdy divisor je a, # (1)
jen pro konecny pocet prvocisel p. Pfipomenme si zpusob zavedeni divisort
v ¢lanku [R16].

Na tomto zakladé je stavéna teorie délitelnosti pro divisory; pro algebraicka
Cisla je délitelnost prevedena na délitelnost odpovidajicich divisort («).

Jednim z vysledku Rychlikovy prace je dikaz existence a jednoznacnosti
nejuétsiho spolecného délitele pro libovolny koneény pocet divisord. Rychlik
rovnéz dokazuje, ze kazdy divisor télesa K miize byt vyjadien jako nejveétsi
spoleény délitel ¢isel z tohoto télesa (specidlné pak dvou ¢isel, z nichz jedno je
prvkem télesa K a jedno raciondlni). Poznamenejme, Ze timto zptisobem, tj.
jako nejvétsi spolecné délitele, zavedl divisory Leopold Kronecker [Kro2].

Rychlik zkoum4 dalsi vlastnosti relace délitelnosti divisort, pficemz opét vy-
uziva vysledki své prace [R23] (v8echny divisory daného télesa K tvofi grupu,
kterd je podilovou grupou pologrupy celych divisorii télesa K), a podobné jako
v ¢lanku [R16] se zde zabyva vzdjemnym vztahem divisori a ideédlt. Zavér prace
je pak vénovan aplikaci obecné teorie na pripad kvadratickych téles nad Q.

Eine Bemerkung zur Theorie der Ideale [R26] (1924)

V ¢lanku [R26] Rychlik upravuje definici pojmu idedl tak, aby nebyl zavisly
na konkrétnim uvaZovaném algebraickém télese nad Q a bylo tak mozné srov-
navat idedly ruznych téles; na této definici pak stavi aritmetiku pro algebraicka
Cisla. Vychazi pfitom ze své prace [R23] vénované teorii délitelnosti v obecnéjsi
roviné. V souvislosti s klasickou teorii idealu cituje knihy A. Chéateleta [Chal],
E. Landaua [Lanl] a E. Heckeho [Hecl].

Necht algebraické téleso K nad Q je podtélesem algebraického télesa L nad
Q a necht jsou pevné zvoleny prvky aq,...,ar € K, k > 1. Oznaéme symbolem
D, obor integrity celych algebraickych ¢isel obsazenych v télese L.1°1 Rychlik
definuje idedl I% jako mnozinu

a:{al,...,ak}f(z{,uloz1+--~+,uk-o¢k-, W1ye-oy ik € DL} (2.55)

a buduje teorii ideal zalozenou na této definici.

Jednim z vysledkti, které Rychlik ve svém c¢lanku podéava, je dikaz tvr-
zeni, ze nenulové idedly I% tvoii grupu, kterd je podilovou grupou pologrupy
tvotené nenulovymi celymi idealy I, pricemz ideél (2.55) se nazyva cely, jsou-
i a1,...,q; cela algebraicka é&isla.'%2 To umoziiuje preneseni vysledkfi prace
[R23] na tento konkrétni pfipad. Rychlik dokazuje existenci a jednoznacénost
nejvétsitho spole¢ného délitele pro libovolnou dvojici ideald I5.19% Je-li stupen
télesa K koneény, pak ukazuje, Ze kromé podminky (NSD) plati i podminka (E).

101 Tento symbol zde pouzivame pro piehlednost, v Rychlikové praci se neobjevuje.
10250ugin dvou idealt IIL{, a={ag,... ,ak}f( ab={f1,..., Bl}%(, je definovan jako idedl

ab={o1B1,...,0uB1,01B2,. .., arfa, ... 1B, B}
korektnost této definice je dokazana. Ziejmé je {1}};{a =a

103 Nejvétsi spoleény délitel idealt a, b je ideal 0 = (a,b) = {a1,...,ak, B1,. .- ,,Bl}%{.
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K porovnani idealt v riuznych télesech staci jako téleso L uvazovat téleso A
vSech algebraickych ¢isel nad Q a vyuzit ekvivalence

{al,...,ak}f( = {51,...,61}%{ 54 {al,...,ak}fé = {51,...,6[}?. (256)

Idealy I f} se pak nazyvaji jednoduse idedly z K.

O rozsireni pojmu kongruence [R31] (1929)

Rychlik se nejprve vénuje vykladu pojmu souvisejicich s délitelnosti vzhle-
dem k mnoziné prvocisel P, a to stejnym zpisobem jako v ¢lanku [R24] (viz str.
101), ktery ovSem pi¥imo necituje. PFitom se omezuje jen na specidlni pfipad té-
lesa racionélnich ¢isel Q ; ukazuje, Ze racionalni ¢isla, kterd jsou celd vzhledem
k P, tvori obor integrity, jehoz podilovym télesem je Q. Pak definuje nasledujici
pojem.

DEFINICE 27. Necht m € Q je celé ¢&slo vzhledem k P. Cisla a,b € Q, ktera
jsou celd vzhledem k P a pro kterd je rozdil a — b délitelny ¢islem m vzhledem
k P, se nazyvaji kongruentni mod m vzhledem k P, coz se vyjadii zapisem

a=b (modm;P). (2.57)

Rychlik ukazuje, Ze pravé definovana relace je ekvivalenci. Pro t¥idy této
ekvivalence pak uvazuje operace souctu a soucinu, které jsou korektné defino-
vané obvyklym zpusobem prostfednictvim reprezentanti, a dokazuje, Ze tvori
okruh O(m; P). Ozna¢me symbolem O(m) okruh t¥id zbytkt (mod m). Z¥ejmé
je O(m) = O(m; V). Obecné Rychlik dokazuje, Ze okruh O(m; P) je isomorfni
s okruhem O(m).

O rozsireni pojmu kongruence pro alg. télesa ¢iselna [R32] (1929)

V tomto ¢lanku publikovaném v Rozpravdch Rychlik zobecniuje tvahy po-
dané ve vyse diskutované praci [R31], jez byla oti$téna téhoz roku v CPMF,
na piipad algebraickych ¢isel. Ani préace [R31], ani [R24] tu vSak neni pfimo
ocitovana.

Nyni Rychlik misto télesa Q uvazuje libovolné algebraické téleso K konec-
ného stupné n nad Q a misto systému P jistych racionalnich prvodéisel p; uvazuje
systém ‘P jistych prvoidedlt p;. Pro algebraické ¢islo a € K uvazujme hlavni
idedl («); je-li tento idedl cely vzhledem k 3, pak se i samotné a nazyva céislem
celym vzhledem k *B3. Rychlik ukazuje, ze algebraicka ¢isla télesa K, ktera jsou
cela vzhledem k ‘B, tvofi obor integrity, jehoz podilovym télesem je K. Pak
zobecniuje definici 27:

DEFINICE 28. Necht m je ideél z télesa K cely vzhledem k B3. Algebraicks ¢isla
a, B € K, ktera jsou celad vzhledem k P a pro kterd je rozdil @ — 8 délitelny
idedlem m vzhledem k ‘B, se nazyvaji kongruentni mod m vzhledem k 33, coz
se zapise jako

a=p (modm;P). (2.58)
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Opét se jednd o ekvivalenci; t¥idy zbytkd (mod m;$3) tvoii pfi operacich
definovanych pomoci reprezentanti okruh O(m; ). Ozna¢me symbolem O(m)
okruh tfid zbytkt (mod m). Zfejmé je O(m) = O(m, V). Obecné Rychlik do-
kazuje analogicky s pfedchozi praci, Ze okruh O(m;B) je isomorfni s okru-
hem O(m).

Uber die Anwendung der Methode von Sochocki ... [R33] (1929)

Sochockého pojednédni [Socl] jiz bylo zmitiovano v souvislosti s Rychliko-
vymi ¢lanky [R15], [R16] a [R24]. Sochocki dokédzal existenci nejvétsiho spoled-
ného délitele pro libovolnou dvojici prvkt z oboru integrity tvofeného prvky
konec¢ného algebraického rozsifeni télesa racionalnich ¢isel QQ, které jsou celé
vzhledem k p; jinymi slovy, kazdy idedl v tomto oboru integrity je hlavni. To-
téz pak jednodussim zpusobem dokdzal Rychlik v élanku [R15]; v praci [R33]
je v této souvislosti citovan pouze uvedeny c¢lanek J. V. Sochockého.

S vyuzitim vysledkt své diivéjsi prace [R23] o teorii délitelnosti Rychlik
v prispévku [R33] zobectiuje tvrzeni o existenci nejvétsiho spole¢ného délitele
na pripad konecného algebraického rozsireni libovolného ohodnoceného télesa
s prvodinitelem (viz str. 93). Pfitom cituje némeckou verzi [R22] svého pojed-
nani o teorii ohodnoceni.

O vété Artinové [R39], [R40] (1932)

Dvojice ¢lankt [R39] a [R40] z roku 1932 vénovanych Artinové vété se-
stavd z Ceské a nepatrné zkracené némecké verze téze prace. Rychlik cituje
druhy dil van der Waerdenovy knihy Moderne Algebra [Wael] z roku 1931,
kde je podan vyklad teorie idealtt v oborech integrity. V poznadmce pod carou
na strané 107, v souvislosti s idedly v oborech, kde neplati podminka konec-
nosti rostoucich fetézci idedlu (,Teilerkettensatz“), van der Waerden cituje
Artinfiv ,,Verfeinerungssatz*.'°* Rychlik piimo necituje svou praci Zur Theo-
rie der Teilbarkeit [R23], rozviji v8ak ivahy, které jsou v ni obsazené a Artinovu
vétu dokazuje pro komutativni grupu, v niz je zavedena délitelnost zalozena na
pojmu pologrupy.

Necht $ je pologrupa a & jeji podilova grupa. Pfedpoklddejme, Ze je splnéna
podminka (NSD) (viz str. 99). Indukci a na zakladé dvou pomocnych tvrzeni

Rychlik dokazuje:
VETA 28 (ARTIN). Je-li ajas...a, ~bibs...bs, kde ay,...,a.,b1,...,bs € 9,
pak je mozné kazdého Cinitele rozlozit na soucin faktori v £,

a; ~ agi) gi) . a%),

by ~ b6 0l

857

104Uvazujme obor integrity R, ktery je celistvé uzavieny, tj. kazdy prvek jeho podilového
télesa, ktery je cely nad R, jiz lezi v R. Kvazirovnost dvou idedli a, b oboru R je definovana
vztahem a~! = b~!; tato relace je ekvivalenci a pouzivéa se pro ni oznaceni a ~ b.
Zminénd Artinova véta tvrdi, ze jsou-li dany dva rozklady idealu a,

an b1bz...meC1C2...cn,

pak je mozné faktory dale rozlozit, takze az na potradi a kvazirovnost budou oba soudiny
obsahovat shodné Cinitele.
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takze mnoziny
dV i=1, k=1, B9 =125 1=12...,s,
k 1 J

obsahuji az na asociovanost shodné prvky.

Dodejme, ze dne 26. listopadu 1931, tedy jiz v roce vydani uvedeného dru-
hého dilu van der Waerdenovy knihy [Wael], Rychlik pfednesl v Jednoté pred-
nasku O vété Artinové se stejnym obsahem jako dvojice ¢lanku [R39] a [R40].

2.1.5 Teorie determinantu

Dvé kratké Rychlikovy prace jsou vénovany determinantiim a obé se za-
byvaji zobecnénim néjakého jednoduchého postupu, ktery selhava pro télesa
charakteristiky 2, pravé na tento pfipad. Prvni z této dvojice, némecky psana
prace Eine Bemerkung zur Determinantentheorie [R38], byla otisténa roku 1931
v Crelleové Casopise a ve svété neztstala zcela bez povS§imnuti; uvadi ji napfti-
klad O. Haupt ve tfetim vydéani své knihy Einfihrung in die Algebra I [Haul]
z roku 1956. Druhda prace, Determinanty v télesech libovolné charakteristiky
[R43], byla napsand ¢esky a vysla o tii roky pozd&ji v CPMF. Rozhodné vSak
stoji za zminku, nebof obsahuje definici determinantu v dnes zcela standardni
podobé — viz napfiklad Prochézkovu Algebru [Prol].

FEine Bemerkung zur Determinantentheorie [R38] (1931)

Prvni ¢lanek z diskutované dvojice je vénovan dtikazu tvrzeni, ze determi-
nant matice A € K™*" n > 1, kterd ma shodné dva fadky nebo sloupce, je
pro libovolné téleso K nulovy. Neni-li charakteristika télesa K rovna 2, pak je
diikaz zcela jednoduchy.'%® Rychlik cituje Hasseho knihu [Has2], kde je s vyuZi-
tim Laplaceovy véty podan jednotny (ale jiz ne tak jednoduchy) obecny dtikaz
platny pro vSechna télesa.

Ve svém c¢lanku Rychlik ukazuje, Ze i pro télesa charakteristiky 2 lze provést
velice jednoduchy dikaz, a to néasledujicim zptsobem. Uvazujme determinant
matice X = (z;;) jako polynom nad Z v proménnych z;;. Ma-li matice X*
dva shodné fadky (sloupce), pak v okruhu, ktery vznikne ze Z adjunkci prvka
matice X*, je | X*| = 0; tedy také | X*| = 0 (mod 2). Odtud plyne, ze |X*| =
0 v okruhu, ktery vznikne z prvotélesa télesa K adjunkci prvkd matice X*,
a tim i v okruhu, ktery vznikne stejnou adjunkci z télesa K. Ma-li matice
A nad télesem K dva shodné fadky (sloupce), pak se determinant |A| ziskd

z determinantu | X*| dosazenim prvki matice A za prvky matice X*, takze je
|A] = 0.

10574kladem je tvrzeni, Ze zdména dvou Fadkt (sloupcil) zpiisobi zménu znaménka de-
terminantu; zaménime-li dva Fadky (sloupce), které jsou shodné, pak |A|] = —|A|, tj.
Al + |A| = 2]A] = 0.
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Determinanty v télesech libovolné charakteristiky [R43] (1934)

Clanek [R43] predstavuje zaroven ptispévek na Druhém sjezdu matematiki
zemi slovanskych, ktery se konal roku 1934 v Praze. Rychlik navazuje na Pet-
rovu praci O definici determinantu [Petl], ktera byla otisténa v CPMF v roce
1931 a ve které je podana definice determinantu jako alternujici m-linedrni

formy m-arnich proménnych () = (argi), J,‘gi), . ,xs,?), kde koeficient u soucéinu
xgl)xg) .. x,(qin ) je roven 1.1%6 P¥itom m-linedrni forma n-arnich proménnjrch,
1) (2
F(z(l), m(2), e ,x(m)) = Z ailhn_imx;)zg?) e xl(:), (2.59)
ilai27~~;i7n
=1,2,....n

se nazvyva alternujici, jestlize se pii zameéné z(9) a z(t1) vynasobi ¢islem (-1).

Petr ukazuje, ze na zakladé této definice lze zcela jednoduse odvodit za-
kladni véty o determinantech nad télesem realnych, popi. komplexnich ¢isel.107
Je zfejmé, ze stejnym zpusobem lze postupovat v pripadé libovolného télesa,
jehoz charakteristika je rtizné od 2.

Rychlik ve své praci [R43] modifikuje definici alternujici formy tak, aby
se definice determinantu ve vyse uvedeném smyslu mohla pouzit i pro télesa
charakteristiky 2: m-linedrni forma n-arnich proménngch tvaru (2.59) se nazyva
alternugict, jestlize plati: F(z™M) ... z(™) = 0, kdykoli je (¥ = 2U) pro néjaké
dvé ruzna disla 1, j.

Rychlik ukazuje, ze tato definice je pro télesa, jejichz charakteristika je
ruzna od 2, ekvivalentni s definici Petrovou. Pro télesa charakteristiky 2 by se
vsak k Petrové definici musela pridat jesté jedna podminka, totiz ze ve formé
(2.59) je @Giyiy..i,, = 0, kdykoli jsou alesponi dva z indexu 41, ia,. .., iy, SObE
rovny.

Determinant konkrétni matice (al(-J ) )s agj ) e K , se pak ziskd dosazenim.
Podobné jako je tomu v Petrové ¢lanku [Petl], Rychlik pomoci uvedené defi-
nice snadno odvozuje obvyklé véty pro determinanty matic, jejichz prvky jsou
proménné xz(-J )7 a dosazenim pak pro determinanty matic s prvky z télesa K.
V zévéru Rychlik poznamenéva, ze je také mozné postupovat podobnym zpt-
sobem, jako to ukdzal v praci [R38] (viz vySe), kdy se vyuziji pfimo véty pro
determinanty nad télesem realnych nebo komplexnich ¢isel.

106 predstavme si symbolicky zapis

RURNC RS
1 2 m

‘(a:gj))‘: Jfé) mg) J’é )
RORERE

V uvodu své prace Petr zduraznuje, ze si rozhodné neklade naroky na originalitu, jen chce
¢tenafe CPMF seznamit s touto definici, na kterou zatim nikde v literatufe nenarazil. Po-
znamenejme vsak, ze podobnym zpusobem definoval pojem determinantu jiz K. Weierstrass
— viz [Becl], str. 211.

107Petr pi¥imo neuvadi, z jakého télesa jsou koeficienty uvazovanych forem, automaticky
vSak s nimi pracuje jako s redlnymi, popf. komplexnimi cisly.
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2.2 OSTATNI PRACE

2.2.1 Grupy substituci

Galoisova teorie téles

Pfipomeiime nejprve nékteré pojmy a vysledky Galoisovy teorie téles, jak
se s nimi pracuje v poslednim obdobi.1%8

Pfedevsim vSechna télesa (jisté komutativni) jsou zde charakteristiky nula,
takze algebraicka rozsifeni budou vzdy automaticky separabilni (minimalni po-
lynomy algebraickych prvka maji pouze jednoduché koteny). Je-li K podtéleso
télesa L (neboli, kdyz L je rozsifeni télesa K), pak piSeme jednoduse K < L
a podobné, kdyz H je podgrupa grupy G, pak také to zapiseme symbolicky
H < G. Znak [L : K| pfedstavuje stupern télesa L nad K a obdobné [G : H]
znadl index podgrupy H v grupé G. Rozsifeni L télesa K se nazyva normdlni
nad K, jestlize kazdy ireducibilni polynom g(x) € K[x], ktery ma v L alespon
jeden kofen, se v L[z] uz rozklada na kofenové ¢initele.

Mame-li télesa K < L, pak grupa vSech K-automorfismi télesa se znaci
I'(L|K) a nazyva se Galoisovou grupou télesa L nad K. O télese L se fik4, ze
je Galoisovym rozsirenim télesa K, je-li L separabilni rozsifeni télesa K (tedy
v nasem piipadé algebraické), je-li L zaroven norméalni nad K a |[['(L|K)| =
n < 0o. V takovém pfipadé jiz existuje primitivni prvek ¥ € L pro téleso L nad
K, tedy takovy prvek, ze L = K () = K[V].

Polynom F(z) € K|z] nejmensiho stupné (s vedoucim koeficientem 1 € K)
takovy, ze F(9) = 0, je tzv. minimdlni polynom prvku ¥ nad K. Polynom F(z)
je v K|x] ireducibilni; je-li n jeho stupenl, pak vzhledem ke vztahu L = K[J]
mame

L109

L:K=n=|I'(LIK)|.

Pro dvojici téles K < L nastévd pravé popsand situace (Galoisovo rozsi-
feni), jestlize L je rozkladové nadtéleso néjakého polynomu f(x) € K|z| stupné

10874 poznamky k této iivodni &asti autorka dékuje prof. RNDr. L. Prochazkovi, DrSc.
109Tj. grupa viech automorfismiti 7 télesa L, kde m(a) = « pro kazdé a € K. Prvky Galoisovy
grupy I'(L|K) se ve star$i literatufe nazyvaji také substituce Galoisovy grupy.
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alespori 1 nad K. V takovém piipadé se ireducibilni polynom F(z) € K|[z]
nazyvéa Galoisovou resolventou polynomu f(z).119

Méjme télesa K < L, necht L je Galoisovo rozsifeni télesa K. Potom plati
nasledujici tvrzeni:

TvRrzENI 1. (i) Jestlize T je mezitéleso, K < T < L, pak pro grupy je
H =T(L|T) < T(LIK) = G;
soucasné pro stupen téles [T : K| a index grup [G : H] plati rovnost
[T:K]=[G: H]

(ii) Pfi oznaceni z (i) je podgrupa H normdlni v G prévé tehdy, kdyz
mezitéleso T' je normalni nad K. V piipadé normality pak plati grupovy iso-
morfismus

['(L|K)/T(L|IT) = G/H 2 T(T|K).
Jako dtisledek dostavame:
(iii) Kazdému Fetézci mezitéles
K=Ty<hh<---<T, 1<T,=1L (2.60)
odpovidé jednoznaéné fetézec podgrup grupy G =I'(L|K):
1=H,<H, < <H <Hy=G, (2.61)

kde H; = I'(L|T;), ¢ = 0,1,...,n. Obracené, kazdému Fetézci (2.61) podgrup
grupy G piislusi jednozna¢né fetézec mezitéles (2.60), kde klademe

T, ={z| x € L, 7(x) = z pro vSechna 7 € H,}, 1=0,1,...,n.
Pfitom vztah H; 11 < H; (0 <14 < n), nastava pravé tehdy, kdyz téleso T;41 je
normalni nad 7;.

(iv) Grupa G = I'(L|K) je Fesitelnad pravé tehdy, kdyZ existuje Fetézec

mezitéles tvaru (2.60) takovy, ze kazdé téleso T; ;1 je normalni nad 7; a stupeni
[T;+1 : T3] je prvoéislo.

Nyni uvedeme dilezitou definici.

DEFINICE 1. Necht K je téleso.
(i) Rozsifeni L télesa K se nazyva radikdlové, existuje-li konecny Fetézec
mezitéles (2.60) takovy, ze

TZ-H:Ti(aZ-):Ti[ai], i:O,l,...,n—l,

kde «; je kofenem binomického polynomu g; = ™ — a; € T;[z], ktery je iredu-
cibilni v T;[x].

110 Jesté pripometime, ze kdyz L je Galoisovym rozsitenim télesa K a T je mezitéleso,
tedy K < T < L, pak pro kazdé 7 € I'(L|K) se mezitélesa T a 7(T) mezi K, L nazyvaji
konjugovand nad K.
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(ii) Polynom f € KJ[z] stupné alespoil 1 se nazyva algebraicky fesitelny
nad télesem K, existuje-li radikélové rozsiteni L télesa K takové, Ze v L[z] se
f rozklada na kotfenové Cinitele.

Nyni uz lze zformulovat stézejni vysledek o algebraické feSitelnosti poly-
nomu (neboli algebraické Fesitelnosti jimi uréengch algebraickych rovnic).

VETA 1. Necht L je rozkladové nadtéleso polynomu f € K[x] nad télesem
K, kde st f > 1. Potom polynom f je algebraicky fesitelny nad K préavé tehdy,
kdyz Galoisova grupa G = I'(L|K) je Fesitelna.

Je-1i T jakékoli téleso (charakteristiky 0) a je-li f(x) € T[x] polynom stupné
n > 1, pak se f nazyva algebraicky tesitelny (nefikd se nad ¢im), kdyz je
algebraicky fesitelny nad télesem, které vzniklo adjunkeci koeficienti polynomu
f k prvotélesu télesa T. Na zakladé zminénych vysledkt lze dokazat:

Pro kazdé ptirozené ¢islo n > 5 existuji polynomy v C[z] stupné n, které
nejsou algebraicky resitelné.

O resolventich se dvéma parametry [R2] (1908)

Polynom
f@)=z"+aa" '+t ap1z+an, (2.62)

kde koeficienty a; jsou algebraicky nezavislé nad vychozim télesem K, se na-
zyva obecny polynom stupné n. Lze dokazat, Ze obecny polynom (2.62) je
separabilni,’!! jeho Galoisovou grupou vzhledem k télesu K (ay, ..., a,) je sy-

metrickd grupa S,, a stupen rozkladového nadtélesa je n!.!12

Leopold Kronecker vyslovil ve své praci [Krol] z roku 1861 bez dikazu vétu,
kterou pii vyse uvedeném oznaceni muzeme zformulovat tak, Ze pro obecny po-
lynom patého stupné tvaru (2.62) neni mozné nalézt resolventu F(x, z) o jed-
nom parametru z, kde z € K(aq, ..., an, \/Z), A znadi diskriminant polynomu
f(z) (viz pozn. 34) a koeficienty v F' jsou prvky télesa K; stupeii resolventy se
predpokldda vétsi nez 1. Vétu dokazal v roce 1877 Felix Klein [Klel], o deset

let pozdéji pak pongkud jednodussi ditkaz podal Paul Gordan [Gorl].}13

Karel Rychlik ve své praci [R2] uvedenou vétu zobecnil na tvrzeni, Ze
pro obecny polynom (2.62) stupné alespoii 6 neni mozné nalézt resolventu

11V jeho rozkladu f(z) = (x — £1) ... (x — &) v rozkladovém nadtélese jsou tedy vSechny
kofeny &; navzajem razné.

H2Pfipomenime, e Galoisovou grupou polynomu f(z) se rozumi grupa permutaci Pg p¥ifa-
zenych ruznym ,substitucim® S Galoisovy grupy rozkladového nadtélesa daného polynomu

nad télesem K(ai1,...,an):
& & . &n
Ps = )
5 (55 &g .. 55)

kde 5;9 znaci obraz kofene §; v substituci S.
1137Znovu je ditkaz popsan také v druhém dile Weberovy ucebnice Lehrbuch der Algebra
[Web2] z roku 1896.
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F(z, 21, 22) o dvou parametrech (ve vyse uvedeném smyslu).!4 Kleintiv i Gor-
dantv dikaz byl zalozen na vété o racionalnich krivkach, kterou roku 1875
dokédzal J. Liiroth v praci [Liirl]. Rychlik Liirothovy vysledky zobecnil na raci-
onalni funkce dvou proménnych, tj. na racionéalni plochy, a aplikoval je na vétu
o resolventé o dvou parametrech.

B
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OBR. 2.3 TITULNI LIST SEPARATU RYCHLIKOVY PRACE [R2]

O Grupé 7adu 360 [R3] (1908)

Cést Rychlikovy disertacni prace O grupdch terndrnich substituci holoed-
ricky isomorfnich s alternujicimi a symmetrickymi grupami permutaci byla
jesté pred obhajobou otisténa v CPMF, a to pod nizvem O grupé Fddu 360
[R3]. V posudku z 23. 12. 1908, ktery vypracoval Karel Petr a podepsal navic
Jan Sobotka, je Rychlikova disertace hodnocena takto:

V predlozené praci odvozuje p. K. Rychlik nejprve zdkladni véty vzahugjici se
ku grupdm substituci linedrnich vubec. Potom obraci se ku substitucim terndr-

114y obou piipadech se také pouziva formulace ... aniZ by se zavedly akcessorické
iractonality.



112

nim a vysSetruje nejprve, které jsou mozné terndrni grupy isomorfni se symme-
trickymi resp. alternugjicimi gruppami. Konecné vyhleddavd systémy kompletni
mvarianti a resolventy pri jednotlivych gruppdch.

Vyklad vynikd velmi prehlednym a jasngm sestavenim, na cetngych mistech
dociluje p. kand. podstatnych zjednoduseni. Cdst vztahujici se ku grupé &1 g
poddna jest na zdkladé samostatného baddani p. autora a byla uverejnéna tiskem
v ,,Casopise pro péstovdni math. a fys.“

P. Kandiddt osvédcuje svoji praci obzvldstni zpusobilosti a naddni ku veé-
deckému bdddni mathematickému a lze ji se zretelem k ucelu, za kterym byla
p. kandiddtu zaddna, oznaciti jako vybornou v kazdém ohledu.''®

2.2.2 Teorie forem

Prispévek k theorii forem I, II [R4] (1910); [R7] (1911)

Rychlikovu habilitaéni praci tvotila dvojice ¢lankt Prispévek k theorii fo-
rem [RA4] a Prispévek k theorii forem II [R7], které byly publikovany v letech
1910 a 1911 v Rozpravach. Obsah i kritické zhodnoceni vyborné vystihne citat
z posudku habilita¢ni komise, ktery sepsal jeji referent Karel Petr a podepsali
jesté Jan Sobotka a Frantisek Kolacek.

Prdce habilitacni ... skladd se ze dvou cdsti. Nejprve zabyvd se vgkladem
nauky o souhrnech jednocleni, kterouz poprvé Delassus (r. 1896) systematicky
péstoval, a snazi se nektere véty a vysledky Delassusovy v zjednodusené formé
podati. To zejmena se mu podasilo pTi dikazu véty o korenech soustavy rovnic
tvoren€ linedrnim systémem kanonickym. Dukaz véty, Ze linedrni systém forem
odvozeny z linedrniho systému kanonického jest opét kanonicky, jest netuplny
a tudiZ nesprdvny; véta tato vsak neni pro ostatni vysetrovdni habilitacni prdce
podstatné dileZitosti. Na druhém misté poddny jsou v habilitacni prdci nékteré
applikace. Pruni pouZiti ¢ini na diukaz fundamentalni véty Hilbertovy z theorie
forem, kterd se jevi jako zcela jednoduchy dusledek. Vétu Hilbertovu pomoci
souhrnu jednoclent dokdzal jiz drive Gordan, dukazy Rychlikiv a Gordantv
jsou vsak jineho rdzu a jsou na sobé mezdvisly. Druhé pouZiti tykd se dukazu
vety Hilbertovy o modulech, Ze, mizi-li forma pro vsechny hodnoty promeénnyjch,
které annulluji vSechny formy daného modulu, jest jisté kladné celé p takové,
Ze p-td mocnina té formy prindle tomu modulu.'16

Kromé vlastni habilita¢ni prace jsou v posudku hodnoceny i dalsi Rychli-
kovy publikace, a to Pozndmky k theorii interpolace [R1] z roku 1907, O grupé
fddu 360 [R3] a O resolventdch se dvéma parametry [R2] z roku 1908. Zminény
jsou i popularizaé¢ni ¢lanky [R5], [R6] a [RS].

115 Archiv UK, fond FF, Diserta¢ni posudky za rok 1908.
116 Archiv UK, fond FF, Osobni slozka Karla Rychlika. Dalsi podrobnosti souvisejici s ha-
bilitaci jsou uvedeny v ¢asti 1.3, str. 30.
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2.3 ZAVER

Jak jsme vidéli v ¢asti 2.1, nejdilezitéjsi matematické prace Karla Rychlika
patii do oblasti algebry a teorie ¢isel a byly publikovany v letech 1914-1934;
pro piehlednost zde byly rozélenény do ¢tyf tematickych skupin.

g -adicka cisla

Teorie ohodnoceni

Teorie alg. ¢isel, abstraktni
algebra

Teorie determinant

[R11], 1914
Pozndmka k Henselové
theorii alg. cisel

[R12], 1916

O Henselovych cislech

[R17], 1920
[R21], 1923

Spojité nediferenc. funkce
v télese g- adickych cisel

[R14], 1919

Prispévek k theorii téles

[R15], 1919, [R16], 1920
[R23], [R24], 1923

Teorie délitelnosti

[R22], 1923

Zur Bewertungstheorie...

[R26], 1924

Teorie idealt

[R31], [R32], 1929

O rozsireni pojmu kongruence

[R33], 1929
... Methode von Sochocki

[R39], [R40], 1932

O vété Artinove

[R38], 1931
Eine Bemerkung zur
Determinantentheorie

[R43], 1934
Determinanty v télesech
libovolné charakteristiky

OBR. 2.4 TEMATICKE ROZDELENI ZASADNICH RYCHLIKOVYCH PRACI

Z ALGEBRY A TEORIE CISEL

Hlavni zdroje a vnitini vazby mezi uvazovanymi Rychlikovymi publikacemi
jsou znazornény na obr. 2.1, kde jsou plnou ¢arou vyznaceny explicitni citace,
carkované pak zrejmé, avSak ne primo citované vlivy. Prace vénované deter-
minantiim, které tvori ¢tvrtou skupinu, stoji ponékud stranou a ve schematu
proto nejsou zobrazeny.

Zv1ast byly vyélenény préce z let 1908-1911 vénované grupdm substituci
a teorii forem, které se radi spise do ,staré* algebry konce devatenactého a za-
¢atku dvacatého stoleti a s pracemi z nasledujictho obdobi pfimo nesouviseji —

viz ¢ast 2.2.
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K vytvoreni predstavy o tom, kam lze Rychlikovy zasadni prace zaradit
v §ir§im kontextu, slouzi obr. 2.2 zachycujici nejvyraznéjsi vlivy (urcené prede-
v8im na zékladé citaci) ve vyvoji teorie algebraickych ¢isel. Jak jiz bylo zmi-
néno, nejsou zde zobrazeny vSechny existujici vazby, ale jen ty, které znazornuji
hlavni vyvojové proudy a bezprostifedni souvislosti s Rychlikovymi pracemi.

Porovname-li oba zminéné grafy, miZeme si povSimnout, Ze Sipka vedouci
na obr. 2.2 od jména Karla Rychlika ke jménim A. Ostrowského, H. Has-
seho, W. Krulla aj. vychazi vlastné z jediné publikace, totiz z némecky psa-
ného ¢ldnku Zur Bewertungstheorie der algebraischen Korper [R22] z roku 1923
vénovaného teorii ohodnoceni. Zopakujme, ze tuto praci cituji mj. R. Boff-
gen a M. A. Reichert ([B-R1], 1987), H. Hasse ([Hasl], 1926; [H-S1], 1933),
A. N. Kochubei ([Kocl], 1998), W. Krull ([Krul], 1930; [Kru2], 1932), M. Na-
gata ([Nagl], 1953), W. Narkiewicz ([Narl], 1974), A. Ostrowski ([Ost3], 1933;
[Ost4], 1935), P. Ribenboim ([Ribl], 1985), P. Roquette ([Roql], 1999),
O. F. G. Schilling ([Sch1], 1950), F. K. Schmidt ([H-S1], 1933; [Scm1], 1933),
W. Wiestaw ([Wie2], 1988) a dalsi. V ¢asti 2.1.3 jsme pFitom vidéli, Ze stejné vy-
sledky byly obsazeny jiz v ¢eském ¢lanku Prispévek k theorii téles [R14] z roku
1919, ktery si ovSem neslovansti matematici jen tézko mohli precist.

Pfinos a zajimavé aspekty ostatnich praci byly diskutovany na prislusnych
mistech této kapitoly, struc¢né celkové hodnoceni je podano v ¢asti 1.2. Na tomto
misté€ jiz jen zdliraznéme, ze ¢lanky zahrnuté do casti 2.1 dokladaji Rychlikiv
hluboky zdjem o danou problematiku, soustavné rozsahlé a podrobné studium
starsi i nejnovéjsi literatury, vyborny ,,postieh”, rychlou reakci, schopnost apli-
kovat nové vysledky a vyuzit je k zobecnéni ¢i ke zjednoduSeni a zptehled-
néni. Prace jsou psany na svou dobu velice ,modernim*“ zptisobem — co mozna
nejstrucénéji, pritom vsak vystizné, korektné, s podrobnymi citacemi zdroji,
v aktualni terminologii. Od samého pocatku, kdy se zacala formovat ,,moderni
abstraktni“ ¢ili axiomaticka algebra, Rychlik odhadl jeji piinos a pouzival i spo-
luvytvéarel jeji metody a pojmy; je Skoda, Ze pfislusné préace otisténé prevazné
v Ceskych ¢asopisech zaznamenaly ve svété jen minimélni ohlas.

Zanedbatelny vsak rozhodné nebyl vliv na mladou generaci matematiki;
jak se o Rychlikovi vyjadril jeho student na univerzité a pozdéjsi asistent na
technice Vladimir Kofinek, ... byl ve svych predndskdch na univerzité pronim
prikopnikem této nové abstraktni algebry (viz str. 31).
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