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190 Kapitola 5. Pojem krivka a pojem funkce

5.4. Bernard Riemann a pojem varieta

Zcela vyjimecné postaveni v budovani zakladt n-rozmérné geometrie
mé Riemann.%® Nevypracoval ani ucelenou teorii jako Grassmann®” ani
neposkytl nové metody jako tfeba Pliicker, ale koncepci pojmu varieta
zformuloval fundamentalni myslenku, ze které se v nésledujicim obdobi
vyvinula rozsahla matematickd oblast — diferencialni geometrie na varie-
tach. Zakladni ideje nové koncepce vyslovil ve své habilitacni prednasce
v roce 1854 Uber die Hypothesen, welchen der Geometrie zu Grunde
liegen (O hypotézdch leZicich v zdkladech geometrie).%® Ukazky z pied-
nasky jsou uvedeny v tabulce 5.2. Od praci Riemanna mtzeme na historii
algebraické geometrie pohlizet jako na dialog dvou pristupd, jeden zdu-
raznujici geometrii a druhy algebru.’® Riemann pouzivd pojem warieta
v jeho intuitivnim smyslu. V originale je pouzito slovo Mannigfaltigkeit,
jehoz doslovny pieklad je rozmanitost. Dnes se pod pojmem Mannig-
faltigkeit rozumi jiz onen technicky smysl, ktery se ustalil az v prvni
poloviné 20. stoleti a jemuz v ceské geometrické terminologii odpovida
pojem wvarieta. V naivnim vyznamu, ve kterém pojem Mannigfaltigkeit
pouzivéa i F. Klein™ by mu snad nejlépe odpovidal vyraz vicerozmérné
mnoZstvi. "t

Ideu n-rozmérné variety zavadi Riemann induktivné, zacina s varie-
tou jednodimenziondlni, tedy s kiivkou

jejiz zakladni charakteristika je, Ze z libovolného jejitho bodu je mozZno jit
spojitym pohybem jen dvéma smeéry, vpred a vzad. [Kat98, str. 780]

Dvoudimenzionélni varietu konstruuje tak, ze kazda jednodimenzionalni
podvarieta miize spojité prejit do jiné jednodimenziondalni podvariety.

Riemannovy myslenky byly velmi aktivné rozvijeny F. Kleinem, ktery
nékteré z nich vlozil do svych vlastnich vysledki.

6 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

5"Hermann Giinter Grassmann (1809-1877).

%8Viz [Riel9], poprvé publikovano 1868. Toto téma habilitacni prace mu zadal
Gauss. Kdyz Riemannovu habilita¢ni pfednasku kratce pred svou smrti vyslechl, vy-
soce jeho hluboké myslenky hodnotil.

9Viz [Gra94, str. 920].

"OFelix Klein (1849-1925).

"Viz [Fuc96a, str. 84].
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Uber die Hypothesen, welche der Geometrie
zugrunde liegen.
Plan der Untersuchung,

Bekanntlich setzt die Geometrie sowohl den Begriff
des Raumes, als die ersten Grundbegriffe fir die Konstruk-

—0 —
keiten gehen bei Andermng der Funktien stetig ineinander
tiber; man wird daher anunehmen kénnen, daB aus einer
von ihmen die iibrigen hervorgehen, und es wird dies, all-
gemein zu reden, so geschehen konnen, daB jeder Punkt in
einen bestimmten Punkt der andern dbergeht; die Aus-
nahmsfille, deren Untersuchung wichtig ist, kimnen hier un-
beriteksichtigt Dleiben. Hierdurch wird die Ortsbestimmung
in der b Mznnigfaltigheit zuri t anf eine
GréBenbestimmung und auf ¢ine Ortsbestimmung in cinter
minderfach ausgedebnten Mannigfaltigkeit. Es ist nun
leieht zu zeigen, daf diese Mannigfaltigheit # — x Dimen-

sionen hat, wenn die gegebene Manmigfaltigkeit eine sn-fach
ausgedehnte ist. Durch snalige Wiederholung dieses Ver-
fabirens wird daher die Ortsbestimmung in einer n-fach
ausgedehnten Mannigfaltigheit aui n GroBenbestiminnnges,
und alse die Ortsbestimmung in einer b Mannig-
faltigheit, wenn dieses mglich ist, auf eine endliche Anzahl
von Quantiti i zurti iihrt. Es gibt indes
auch Mannigfaltigkeiten, in welchen die Ortsbestimming
picht eine endliche Zahl, sondern entweder eine unendliche
Reihe oder eine stetige Mannigialtigkeit von GroBenbestim-
mungen erfordert. Solche Mannigialtigheiten bilden 2. B.
die mbglichen Bestimmungen einer Funkbion fir sin ge-
gebenes Gebiet, die miglichen Gestalten einer rdumlichen
Tigur usw.

tionen im Raume als etwas Gegebenes voraus. Sie gibt
von ihnen nur Nominaldefinitionen. wihrend die wesent-
lichen B in Ferm von Asiomen auftreten. Das
Verhiltnis dieser Voranssetzungen bleibt dabei im Dunkein;
man sieht weder ein, ob md inwieweit ihre Verbindung
notwendig, nock a priort, eb sle méglich ist.

Diese Dunkelheit wurde auch von Euklid bis auf Le-
gendre, um den heriihmtesten neueren Bearbeiter der Geome-
trie zu nennen, weder von den Mathematikern noch von den
Philosophen, welche sich damit beschdftigten, gehoben. Es
hatte dies seinen Grund wohldarin, dafl der allgemeine Begriff
mehrfach ausgedehntér Grélen, unter welchem die Rauma-
grofen enthalien sind; ganz unbearbeitet blieh, Ich habe mir
daher zunichst die Aufgabe gestellt, den Begriff ciner meht-
fach dek Grofe aus i o Hfen zu
konstruieren. Es wird daraus hervorgehen, daf eine mehr-
fach ausgedehnte Grofe verschiedener MaBverhiltnisse fihig
ist und der Raum also nur einen besonderen Fall einer
dreifach auggedehnten GréBe bildet, Hiervon aber ist eine
notwendige Folge, dal die Sitze der Geometrie sich nicht
ans allgemeinen GréBenbegriffen ableiten lassen, sondern daf

13, MaBverhditnisse, deren eine Mannigfaltigheit von n Di-

mensionen fihig ist, unter der Voraussetzung, daB die

Lisien unabhéngig von der Lage eine Linge besitzen, also
jede Linie durch jede meBbar ist.

Es folgt nun, nachdem der Begriff einer s-fach ans-
gedehnten Mannigfaltigheit konstrulert und als wesentliches
Kennzeichen derselben gefunden worden ist, daf sich die

7 —

auf n GréBenbest

zurdckfithren Jibt, als zweite der oben gestellten Aufgaben
cine Untersuchung Uber die Malverhiltnisse, deren eine
solehe Mannigialtigkeit fihig ist, und t@ber die Bedin-
gungen, welche zur Bestimmung dieser MaBverhiiltnisse hin-
reichen. Diese MaBverhiftnisse lassen sich nur in abstrakten
GrBBenbegriffen hen und im 2 nor
durch Formeln darstellen; unter gewissen Voramssetzungen
kann man sie indes in Verhiltnisse zerlegen, welche einzeln
gemommen einer geometrischen DarsteBung fehig sind, und
bierdureh wird es moglich, die Resultate der Rechnung
geometrisch auszudriicken, Es wird daher, um festen Boden
zu gewinnen, zwar eine abstrakte Untersuchung in Formeln
nicht zu vermeiden sein, die Resultate derselben aber werden
sich im geometrischen Gewande darstellen lassen. Zu beidem
sind die Grundlagen enthalten in der bertihmten Abhandlung
des Herrm Geheimen Hefrats GauB fber die krummen
Fi&chen,

Ortshestimmung in

I

Mafbestimmungen erfordern eine Unabhiingigkeit der
GréBen vom Ort, die in mehr als einer “Weise statffinden
kann; die zunichst sich darbietende Annahme, welche ich
hier verfolgen will, ist wohl die, daB die Linge der Linien
unabhéngig von der Lage sei, also jede Linie durch jede mefi-
bar sei, Wird die Ortsbestimmung auf Gréiflenb
zuritckgefithrt, also die Lage eines Puntktes in der gegebenen
n-fach ausgedehnten Mannigfaitigheit durch » verdnderliche
Gréfen 1, %, #, und so fort bis s, aunsgedriickt, so wird
die Bestimmung einer Linle darauf hinauskommen, daB die
Grofen x als Funktionen Biner Verinderlichen gegeben wer-
den. Die Aufgabe ist daan, fir die Linge der Linien einen
matk ischen Ausdruck len, za welchem Zwecke
die Grbfen x als in Einheiten ansdriickbar betrachtet werden

Tabulka 5.2: Ukazka z Riemannovy piednasky Uber die Hypothesen,
welchen der Geometrie zu Grunde liegen s prekladem vy-
branych odstavct
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O hypotézach, které lezi v zakladech geometrie

Jak dobfe vime, geometrie predpoklada jako dané oboji: koncept prostoru
a zakladni principy pro konstrukce v prostoru. To dava jen jmenné definice
téchto véci, zatimco jejich hlavni specifikace se objevuji ve formé axiomu.
Vztah mezi témito predpoklady lezi v temnoté, neni vidét jestli nebo do
jaké miry néjaky vztah mezi nimi je nutny, nebo prioritné zda néjaky vztah
mezi nimi je mozny. | ... |

II. Vztahy miry, jeZ jsou moZné na varieté dimenze n za predpo-
kladu, Ze délky usecek jsou nezavislé na jejich poloze, coZz ma za
nasledek to, Ze kazda usecka muze byt méfena libovolnou jinou
useckou.

Kdyz jsme vytvorili pojem variety dimenze n a zjistili, ze jejich prava
povaha spociva ve vlastnosti toho, Zze urceni polohy v ni mtze byt redu-
kovano na n urceni velikosti, dostavame se ke druhému z vyse uvedenych
problémii, studiu vztaht miry, jichz je variety schopna a podminek, které
postacuji k jejich urceni. Urceni miry vyzaduji, aby veliciny byly nezavislé
na poloze, coz se muze stat nékolika zpusoby. Hypotéza, ktera se predstavi
jako prvni a kterou zde rozvinu, je takova, ze délka usecek je nezavisla
na jejich poloze a v dusledku toho je kazda tisecka méritelna pomoci libo-
volné jiné usecky. Tim se ukotveni polohy redukuje na ukotveni veliCiny a
polohu bodu n-dimenzionalni variety lze v disledku toho vyjadrit pomoci
n proménnych x1,x2, s, ..., Ty, a pak urceni usecky spociva ve vyjadieni
téchto veli¢in jako funkci jedné proménné. Uloha pak spoéivé ve stanoveni
matematického vyrazu pro délku tsecky, a pro tento icel musime uvazovat
veli¢iny x vyjadritelné v jistych jednotkach. Budu se tomuto problému vé-
novat s jistymi omezenimi a budu se predevsim vénovat tseckach, pro néz
se poméry prirustku dx prislusnych proménnych souvisle méni. Muzeme
pak uvazovat tyto tsecky rozdélené do jednotlivych prvki, v rdmci nichz
Ize pomeér veli¢in dz povazovat za konstantni; a problém je tak redukovan
na urceni, pro kazdy bod, obecného vyjadfeni pro linearni prvek ds zacina-
jici v tomto bodé, vyjadieni, které tak bude obsahovat veli¢iny z a velic¢iny
dx. Budu predpokladat, z druhé, ze délka linedrniho prvku, po prvni rad,
je nezménéna, pokud na vsechny body tohoto prvku aplikujeme nekonecné
malé posunuti, z ¢ehoz soucasné vyplyva, ze zvétsi-li se vSechny velic¢iny dx
v tom samém poméru, bude se linedrni prvek ménit v tom samém pomeéru.
Za téchto predpokladi muze byt linedrnim prvkem libovolna homogenni
funkce prvniho fadu veli¢in dz, kterd zustava nezménéna, kdyz zménime
znaménka vsch dz, a v niz jsou libovolné konstanty spojitymi funkcemi
veli¢in z.
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