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4.2. Studium křivek na přelomu 17. a 18. století

Metody analytické geometrie (a postupně také metody vznikajícího infi-
nitezimálního počtu) bylo možné ověřovat na rovinných křivkách. Díky
tomu se studium rovinných křivek na konci 17. a zejména v první polo-
vině 18. století neobyčejně rozvíjí. Pozornost na sebe přitáhly křivky po-
psané ve starověku. Např. Dioklova kisoida (viz str. 52) byla objektem,
na němž mnoho matematiků zkoušelo konstrukci tečny a další úlohy,
z nichž vznikal infinitezimální počet. R. Sluze9 jako první v dopise Hu-
ygensovi z roku 1658 opouští představy starověkých učenců o kisoidě a
uvažuje tuto křivku i mimo oblast ohraničenou kružnicí. Podobně jako
Dioklova kisoida dočkala se v 17. století oživení i Nikomédova konchoida
(viz str. 53). Konstrukcí její tečny se zabývali už v letech 1636–37 Des-
cartes, Fermat a Roberval. Roberval však považoval větve konchoidy za
dvě různé křivky. Inflexní body konchoidy vyšetřoval v letech 1653–54
Huygens, jehož postup našel v 19. století ohlas v algebraické geometrii.10

Jejím využitím se zabýval i Newton.
Kromě intenzivního studia (a v mnohém znovuobjevování) křivek

starověké geometrie spadá do tohoto období i objevení některých kři-
vek nových. Podněty k popisu nových křivek přicházely z praxe nebo je
skýtala sama geometrie. Descartův list (viz obr. 4.2(b)) je algebraická
křivka vyjádřená v dnešní symbolice rovnicí

x3 + y3 = 3axy, a > 0. (4.12)

Ačkoliv první zmínka o této křivce se objevuje v Descartových dopisech
Mersennovi v roce 1638 (viz obr. 4.2(a)), kde Descartovi sloužila při kon-
strukci tečny,11 její celkový průběh vyšetřil teprve Huygens roku 1692.

Do vymezeného období spadá i proslavená úloha o brachistochroně
zformulovaná Johannem Bernoullim v roce 1696:

Ve vertikální rovině s pravoúhlou soustavou souřadnic (osa x je horizon-
tální) zvolme body A = [xa, ya], B = [xb, yb], kde xa 6= xb a ya > yb.
Po jaké křivce se musí pohybovat hmotný bod, aby z polohy A dospěl do
polohy B v nejkratším čase?

Johann Bernoulli vzápětí úlohu vyřešil, odpovídající křivkou je cyk-

9René François Walter de Sluze (1622–1685).
10Podrobněji [Fuc99, str. 141].
11Viz Descartův dopis Mersennovi z ledna 1638 v [Ada08, svazek I, str. 490].
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(a) zmínka Descarta o křivce (viz BDN) z roku
1638

(b) průběh křivky

Obrázek 4.2: Descartův list

loida .12 Řešení podal i jeho bratr Jacob, Newton, Leibniz a l’Hospital.13

Historie této křivky je popsána v dostupné literatuře,14 proto se jí zde
nebudeme zabývat.
Způsob, jakým se v té době nové křivky často dostávaly do pově-

domí, ilustrujeme na méně známé historii tzv. Cassiniho oválů v od-
stavci 4.2.1.
Období 1649–1748 je specifické vyšetřováním mnoha speciálních pří-

padů, ale chybí snaha o zobecňování. Jedinou výjimku v tomto směru
tvoří teorie kubických křivek vytvořená Newtonem (viz sekce 4.3). Přes-
tože např. rovnice paraboly přímo nabízí zobecnění

yk = px, k ∈ Q+, (4.13)

k rozsáhlejšímu studiu těchto tzv. obecných parabol dochází až v první
polovině 19. století. Speciální případy ovšem spadají do období, kterým
se zde zabýváme. Vlastnosti kubické paraboly , tj. křivky (4.13) pro
k = 3, studoval především Joh. Bernoulli v roce 1698. Případ k = 2

3 , tj.

12Ačkoliv se zdá velmi pravděpodobné, že už starověcí učenci uvažovali křivku
tohoto typu, důkaz o tom nemáme. Podle [Lor11, str. 74] je první zmínka o cykloidě
v knize Charlese de Bouvellese (1471–1553) vydané v Paříži roku 1501. V novověku
studoval cykloidu Mikoláš Kusánský [Nicholas Cusa] (1401–1464), když se pokoušel
vypočítat obsah kruhu. Pravděpodobně křivku pojmenoval Galileo v roce 1599. Roku
1639 psal E. Torricellimu (1608–1647), že studuje vlastnost této křivky 40 let.
13Řešení obou bratrů byla názorným dokladem rozdílnosti jejich přístupů k matema-
tickým problémům. Johann obdržel výslednou rovnici cykloidy geniální intuicí a vyu-
žitím analogie s Fermatovým principem o šíření světla. Jacobův systematický postup
vedl k objevu variačního počtu, k němuž dal takto vlastně Johann podnět. Viz [Fuc99,
str. 88].
14Viz např. [Fuc99].



4.2. Studium křivek na přelomu 17. a 18. století 135

Obrázek 4.3: Ukázka z Eléments d´astronomie z roku 1740 (titulní
strana, strany 149–150, kde popisuje J. Cassini ovál, a
příslušný obrázek)
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křivku typu

y
2
3 = px,

pojmenoval J. Wallis15 semikubickou parabolou . Z Wallisova pod-
nětu se jí zabýval W. Neil16 roku 1657 a zjistil, že semikubická parabola
je algebraicky rektifikovatelná křivka.17 Jeho výsledky uveřejnil v roce
1659 opět Wallis (viz str. 164).

4.2.1. Cassiniho ovály

Cassiniho ovál je křivka, která byla nazvána po francouzském astro-
nomovi Giovannim Domenicu Cassinim.18 G. Cassini proslul mnohými
výsledky v astronomii (např. objevil čtyři Saturnovy měsíce). Roku 1669
byl jmenován členem akademie věd v Paříži a ředitelem nové hvězdárny.
Jeho syn, vnuk i pravnuk ho v ředitelství následovali. G. Cassini popsal
ovál roku 1680 jako domělou dráhu pohybu Země kolem Slunce, přičemž
Slunce se nachází v jednom ohnisku. Jeho výsledek uveřejnil jeho syn
Jacob Cassini19 v Eléments d’astronomie (Základy astronomie) teprve
roku 1740 (viz ukázka na obr. 4.3).
Z dnešního pohledu lze říci, že Cassiniho ovál je jistou analogií elipsy

a v moderní symbolice bychom ho popsali následovně:

Definice. Nechť F a G jsou dva pevně dané body v rovině, F 6= G.
Množina bodů X v rovině takových, že součin vzdáleností |FX| a |GX|
je konstantní a roven k2, se nazývá Cassiniho ovál .

Tedy Cassiniho ovál lze popsat rovnicí

|FX| · |GX| = k2. (4.14)

Označíme–li vzdálenost mezi body F a G (ohnisky) 2c, tj. |FS| =
c = |GS|, pak v pravoúhlé souřadné soustavě S[0, 0], x = |SG| je
F = [−c, 0], G = [c, 0] a rovnice (4.14) může být vyjádřena jako

√
(x+ c)2 + y2 ·

√
(x− c)2 + y2 = k2,

((x+ c)2 + y2)((x − c)2 + y2) = k4. (4.15)

15John Wallis (1616–1703).
16William Neil (1637–1670).
17Viz [Fuc99, str. 139].
18Giovanni Domenico Cassini (1625–1712).
19Jacob Cassini (1677–1756).
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Jednoduchými úpravami obdržíme z (4.15) známější vyjádření:20

(x2 + y2)2 + 2c2(y2 − x2) + c4 − k4 = 0. (4.16)

Cassiniho ovál je křivka čtvrtého stupně, tj. s přímkou musí mít včetně
násobnosti čtyři průsečíky. Vypočítáme průsečíky s osami x, y

[±
√
c2 ± k2, 0], [0,±

√
−c2 ± k2].

Vidíme, že některé průsečíky mohou být imaginární. Počet reálných prů-
sečíků závisí na hodnotě parametrů c a k. Provedeme diskusi geometric-
kých vlastností křivky vzhledem k těmto parametrům, pro c > 0, neboť
c značí vzdálenost ohnisek, a bez újmy na obecnosti lze předpokládat
také k > 0.

Obrázek 4.4: Cassiniho ovály sestrojené v Cabri Geometrii

Není těžké ukázat, že pro c < k je Cassiniho ovál souvislá křivka a
pro c > k sestává ze dvou disjunktních větví (viz obr. 4.4). Pro c = k
prochází počátkem souřadného systému a protíná v tomto bodě sebe
sama, neboť jestliže c = k, pak z rovnice (4.16) obdržíme

(x2 + y2)2 + 2c2(y2 − x2) = 0. (4.17)

20Viz např. [Lor10, str. 209].
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Takovou diskusi však Cassini neprovedl, s největší pravděpodobností
proto, že ho jako astronoma zajímala tato křivka pouze jako domělá
dráha oběhu Země kolem Slunce.

Obrázek 4.5: Acta Eruditorum z roku 1694 s příspěvkem Jacoba Ber-
noulliho o lemniskatě

Roku 1694 Jacob Bernoulli21 poprvé popsal nezávisle na Cassinim
ten případ, kdy je konstanta rovna polovině vzdálenosti ohnisek – viz
rovnice (4.17). Bernoulli uvedl polární rovnice této křivky a pojmeno-
val ji lemniscus z řeckého slova limniskoc – stuha, mašle. Svůj objev
uveřejnil v Acta Eruditorum v září 1694 (viz ukázka na obr. 4.5). Ne-
tušil tehdy, že před čtrnácti lety Cassini popsal obecnější případ takové
křivky, což není překvapivé, uvědomíme-li si, že o Cassiniho oválu píše
až jeho syn roku 1740. Zajímavé ale je, že o souvislosti Cassiniho oválu
a Bernoulliho lemniskaty nevěděli matematikové ještě několik desetiletí,
ačkoliv se zejména lemniskatou řada z nich zabývala. Lemniskatě vyjád-
řené implicitní rovnicí (4.17) odpovídá křivka procházející počátkem na
obr. 4.4. Vlastnosti lemniskaty studoval zejména Fagnano kolem roku
1750.22 Zdá se však, že geometři Fagnanovy epochy studovali lemnis-

21Jacob (Jacques) Bernoulli (1654–1705), bratr neméně proslulého matematika Jo-
hanna Bernoulliho.
22Giovanni Francesco Fagnano (1715–1797). Později se lemniskatou zabývali také
Euler a Gauss. Jejich práce vedly k zavedení eliptických funkcí a k teorii eliptických
integrálů v 19. století.
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katu více z analytického hlediska, než aby odkrývali její geometrické
vlastnosti. G. Loria uvádí rok 1782 jako rok, kdy P. Ferroni23 ukázal že
speciálním případem Cassiniho oválů je Bernoulliova lemniskata.24 Ale
ještě v roce 1785 píše d’Alembert v Encyklopedie méthodique pod heslem
LEMNISCATE:

Je možno najít další křivky ve tvaru číslice osm. Viz např. elipsa Cas-
siniho, ale ta, o které jsme se právě zmiňovali, je jednodušší.25

Z toho vyplývá, že lemniskatu a Cassiniho ovály považoval za dvě různé
křivky. A tak se skutečnost, že lemniskata je jen speciální případ Cassi-
niho oválů, dostává do povědomí matematiků až po roce 1806, kdy byla
totožnost obou křivek dokázána G. Saladinim.26

4.3. Isaac Newton a teorie křivek

V předchozích odstavcích jsme mohli sledovat, že nových výsledků obdr-
žených v geometrii pomocí nové metody představené Descartem nebylo
na přelomu 17. a 18. století mnoho a hlavně měly spíš nesouvislý cha-
rakter.27 Teprve Newton přidal k analytické geometrii kuželoseček novou
širokou oblast – teorii kubických křivek, jejichž jednotlivé případy byly
známy již dříve.
Není naším cílem věnovat se zde osobnosti Newtona, ani jeho roz-

sáhlému přínosu pro přírodní vědy. Klademe si za úkol jen poukázat na
to, co přinesly jeho práce k teorii křivek. Přestože Newtonovy myšlenky
zásadně ovlivnily celou tehdy známou matematiku a fyziku, šířily se vět-
šinou jen díky korespondenci, přednáškám a rukopisům kolujícím mezi
jeho přáteli. Publikoval je často až na naléhání druhých a mnohé bylo
publikováno několik let po rukopise nebo až po Newtonově smrti.
Je známo, že se během svých studií na univerzitě v Cambridge sezná-

mil s pracemi Eukleida, Apollónia, Vièty, Fermata, Keplera, Descarta i
Wallise. Po té, co prostudoval druhé latinské vydání Descartovy Ge-
ometrie vydané v letech 1659–61 a spisy Wallise a Schootena, Newton
23Pietro Ferroni (1744–1825).
24Loria se v [Lor10, str. 216] odkazuje na článek Prodromo d’osservazioni sopra
il trattato di calcolo integrale pubblicato in Parigi dal sig. Marchese de Condarcet,
Mem. Societa ital. delle Scienze V, 1790.
25Il peut y avoir plusieurs autres courbes en 8 de chiffre. Voyez, par example, Ellipse
de Cassini: mais celle dont nous venons de parler est la plus simple. Viz Encyklopedie
méthodique, Paris, 1785, tome second, str. 266-7.
26Girolamo Saladini (1731–1813); viz [Lor10, str. 216].
27Větší roli než v samotné geometrii sehrála metoda souřadnic a rovnice s proměn-
nými veličinami v rozvíjející se analýze. Viz [Juš70, str. 114].
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