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SOUVISLOST FIBONACCIHO CISEL
S JINYMI MATEMATICKYMI POJMY

MARTINA JAROSOVA

I. Posloupnosti Fibonacciho a Lucasovych ¢isel

Nejprve uvedme zdkladni rekurentni vztahy a vlastnosti Fibonacciho a
Lucasovych dcisel.

Definice 1. Rekurentni formule tvaru
fin+k)=arfiln+k—-1)+axf(n+k—2)+ -+ arf(n),

kde aq,...,a; jsou realna Cisla, ai # 0, se nazyva linedrni rekurentni
formule k-tého Tddu s konstantnimi koeficienty.

Definice 2. Linearni rekurentni posloupnost 2. fadu zadanou formuli
Frio=F,11+ Fu, pro Vn € N, (1)

pricemz F; = 1 a Fy = 1, nazveme posloupnost Fibonacciho ¢isel (resp.
Fibonacciho posloupnost). Cleny této posloupnosti se nazyvaji Fibo-
nacciho d¢isla.

Pozndmka 1. Nékolik prvnich ¢lentt Fibonacciho posloupnosti:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377,610,987, ...

Tato ¢&isla se poprvé objevila ve druhém! (rozsifeném) vydani knihy Li-
ber Abaci z roku 1228, italského matematika Fibonacciho a proto nesou
jeho jméno. Poprvé je nazval Fibonacciho ¢isly francouzsky matematik
Edouard Lucas (1842-1891) ve druhé poloving 19. stoleti.

Leonardo Pisansky — nejvyznamnéjsi matematik stiedovéké Evropy
je znam spiSe pod svoji prezdivkou Fibonacci, téz Leonardo z Pisy (také
Filius Bonacci, tj. syn Bonaccitiv). Narodil se v Pise kolem roku 1170 a
zemrel zfejmé roku 1250.

Fibonacci je autorem nésledujicich matematickych spisi:

1. Liber abaci (Kniha o abaku) z roku 1202, pfepracovana roku 1228.

!Prvni vydani je z roku 1202.
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Obr. 1: Leonardo Pisansky — Fibonacci

2. Practica geometriae (Praxe geometrie) z roku 1221.
3. Flos (Kvét) z roku 1225.

4. Epistola suprascripti Leonardi ad Magistrum Theodorum phyloso-
phum domini Imperatoris (Dopis podepsaného Leonarda Mistru
Theodorovi, cisafskému filozofovi), nedatovano.

5. Liber quadratorum (Kniha ¢tvercl) z roku 1225.

Nezachovala se bohuzel Fibonacciho kniha o obchodni aritmetice a jeho
traktat o iracionalitach.

Definice 3. Linearni rekurentni posloupnost 2. fadu zadanou formuli
Ln+2 = Ln+1 + L'ru pro Vn € N,

pri¢emz L1 = 1 a Ly = 3, nazveme posloupnost Lucasovych ¢isel (resp.

Lucasova posloupnost). Cleny této posloupnosti se nazjyvaji Lucasova

¢isla.

Pozndmka 2. Nékolik prvnich ¢lentt Lucasovy posloupnosti:

1,3,4,7,11,18,29, 47, 76,123,199, 322, 521,842, . . .

Existuje mnoho vztahti platnych pro Fibonacciho a Lucasovu posloup-
nost. Uvedme jen ty nejzékladnéjsi. Zacnéme vypoctem souctu prvnich
n Fibonacciho ¢isel. Tedy dokazme, Ze plati

n
ZFi =Fy2— L (2)
i—1
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Diikaz. Uzitim Fibonacciho rekurentni formule (1) ziskavame

Fy = F3 — Iy,
Fy = F, — F3,
F3 = F5 — Fy,

Fn—len+1_Fn7
Fn:Fn+2_Fn+1-

Souc¢tem vsSech téchto rovnic dostavame
n
ZFz‘ =Fupo—Fh=F,2—1
i=1

O

Dale ukazme, ze soucet prvnich n Fibonacciho ¢isel s lichymi indexy je
roven

ZFQifl = Fyy,. (3)
i—1

Dikaz. K dikazu této formule opét pouzijeme Fibonacciho rekurentni
formuli (1).

=P,
F3 = Fy — F,
Fs = Fg — Fy,

Fon—1 = Fop, — Fop .
Pozadovany vysledek ziskame opét souc¢tem vsech téchto rovnosti. [

Soucet prvnich n Fibonacciho ¢isel se sudymi indexy je roven

ZF% = Fopy1 — 1.
i1
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Diikaz. Dikaz vychéazi z nasledujiciho. Z (2) a (3) plati

n 2n n
Y Ri=) F-)> Fuia
i=1 i=1 i=1

= (Fopyo — 1) — Fyy,
= (Fopqo — Fop) — 1
= Fopy1 — 1.

Poznamka 3. Dalsi zajimavé skutecnosti:
Ozna¢me nejvétsi spoleény délitel ¢éisel a, b symbolem (a, b), kde a,b € Z.
Pak plati

(B, Fr) = Fy, kde d = (m,n).
Daéle pro d = (m, n) plati

Ly, jestlize jsou podily %7, & liché,
1 nebo 2, jinak.

(Lm,Ln) = {

Téz pro d = (m,n) plati

Ly, jestlize je podil 7 sudy a podil 5 lichy,
1 nebo 2, jinak.

(Fran) = {

Dalsi identity obsahujici Fibonacciho a Lucasova éisla

V roce 1680 francouzsky matematik a astronom italského ptivodu Gio-
vanni Domenico Cassini zjistil, ze (viz [8])

Fo1F 1 — F,% =(-1)", pron>1.

Dale plati:
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n
Y F = FiFu
=1

Fy +F) = Fonpa
Fﬁﬂ - Fgfl = Fop
Fyy, = F,L,
Foiy1+F,1=1L,
Fo1—Foy1 =Ly
Foyo—Fy o0=1L,
Ln+1 + Ln—l = 5Fn
F? — FyinFpy g = (—1)" T E?
L2 —L,1L, 1= (-1)"5
L2 —5F% = (-1)"4
FnFpi1 + Fr1Fp = Fryn

Neékteré zajimavosti a problémy Fibonacciho a Lucasovych é&i-
sel

V roce 1964 nezévisle na sobé vyfesili J. H. E. Cohn [2], [3] a O. Wy-
ler [20] dlouhou dobu nefeseny problém, ze jedina Fibonacciho ¢isla F),
tvaru F,, = 2% (z € N) jsou é&isla Fy = Fy = 1 a Fjp = 144.

Cohn v ¢lanku [2] ukézal, Ze jediné Lucasovo ¢islo L,, tvaru L, =z
(x € N) je ¢islo Ly = 4. Cohn také v ¢lanku [3] dokéazal, ze jedina
Fibonacciho é&isla tvaru F, = 222 (z € N) jsou F3 = 2 a Fg = 8 a
Lucasova ¢isla s touto vlastnosti jsou ¢isla Lo =2 a Lg = 18.

H. London a R. Finhelstein [10] v roce 1969 ukézali, ze jedina Fi-
bonacciho &isla tvaru 23 (z € N) jsou F; = F, = 1 a Fg = 8 a jediné
Lucasovo ¢islo s touto vlastnosti je ¢islo L1 = 1.

Dosud nevyfeseny je problém, zda existuje Fibonacciho nebo Luca-
sovo Cislo tvaru 2™, kde x e Nyz >2an e N, n > 4.

Také neni znamo, zda existuje nekone¢né mnoho Fibonacciho nebo
Lucasovych cisel, ktera jsou prvocisly. Nicméné je znamo nasledujici tvr-
zeni, viz. [12]:

2

1. Jestlize F;, je prvocislo a n € N, n # 4, pak n je prvocislo.
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2. Jestlize L, je prvocislo a n € N, které neni mocninou ¢isla 2, pak
n je prvocislo.

Znadi-li ( %) pro liché prvoéislo p Legendretv symbol, pak plati tvrzeni,

viz. [13], (symbol m | n znamena, ze m déli n):

5
p| Fp—1ap| (Ly—1—2), jestlize <—> =1, tedy p==+1 (mod 10),
p

5
p| Fpy1ap| (Lps1 +2), jestlize <—> = —1, tedy p = +3 (mod 10).
p

D. D. Wall [17] polozil otazku, zda existuje prvocislo p # 2, p # 5 s vlast-
nosti, ze

1
—-F =0 (mod p).
p (3) )

H. C. Williams [19] pomoci pocitace ukézal, Ze zadné prvoéislo p < 107

nema tuto vlastnost.
Tato hranice byla zlepsena P. L. Montgomerym [11] pro p < 232.

Naproti tomu plati

2 ()] =0 e

pro vSechna prvodisla p # 2, p # 5. Coz je ekvivalentni s kongruenci

5
L =2 - mod p?),
=(3) (p> ( :
pro v8echna prvodéisla p # 2,p # 5, viz. Williams [18].

Nyni uvedme dalsi pékné vlastnosti:

Veéta 1. Kazdé prirozené cislo lze vyjadrit jako soucet riznych Lucaso-
vych cisel L; pro i > 0.

Dukaz je uveden napft. v [5].
Véta 2. Pro libovolnd prirozend cisla m a n plati

(Fm’Fn) :F(m,n)a
F,|F,<m|n



MARTINA JAROSOVA 187

Ly | Lp<=n=2k—1)m, kdem>2ak >1.
Dukazy jednotlivych tvrzeni lze najit napf. v [5], [8].

Véta 3. Jestlize p > 5 je prvocislo, pak F,2 = p?(mod 100), tj. dvé
posledni cifry cisel p* a F,2 jsou stejné.

Dukaz této zajimavé véty je uveden v [8].

II. Fibonacciho é&isla a kralici

Ve 12. kapitole knihy Liber Abaci [14] se fesi tloha, jak rychle se mohou
mnozit kralici za jistych velice specifickych a idealizovanych podminek.
Otéazka zni: ,Kolik part kralikti je stvoreno jednim parem za jeden rok?“

Predpokladejme, Ze jeden nové narozeny par (1 samec a 1 samice)
je vlozen do prazdné ohrady. Kralici se mohou pafrit ve véku 1 meésice,
doba biezosti je také jeden meésic, tedy na konci 2 mésice miize samice
vyprodukovat novy par kralikd.

Pritom se predpokladd, ze nasi kralici nikdy neumiraji, a ze dospéla
samice produkuje kazdy meésic vzdy jen jednoho samce a jednu samici.

time =0 1 2 3 4

N\

Es
_ s

B B
EYENEY  B%

|

}
==
-8R
e i
BRI

m§

2
w

pairs =1 1

Obr. 2: Fibonacciho krélici

e na konci 1. mésice se jiz mohou parit, ale v ohradé je stale pouze
1 par



188 SouVvISLOST FIBONACCIHO CISEL ...

e na konci 2. mésice samice vyprodukuje novy par, tedy v ohradé
mame 2 pary kralikt

e na konci 3. meésice pivodni par vyprodukuje druhy novy pér,
v ohradé jsou nyni 3 pary kralika

e na konci 4. mésice pivodni par zplodi dalsi novy par, a také samice
narozend druhy mésic produkuje svij prvni par potomkt, tedy
v ohradé je nyni 5 part kralikt.

V rovnici (1) pak F,41 znaci pocet krali¢ich part v ohradé na konci
n-tého meésice. Pocty part kralikd na zacatku kazdého meésice jsou

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . ..

Pokusme se nyni popsat tyto biologické skutec¢nosti pomoci abstraktniho
modelu. Nasledujici schéma je ¢isté hypotetické a ukazuje, z jakych jed-
noduchych genetickych podminek mohou Fibonacciho ¢isla vyvstavat.

Uvazme nyni jakysi idealni vzorek Ag s nasledujicimi dvéma vlastnostmi:

i) Ve stejnych casovych intervalech, tedy v ¢ase t = t1,ta,. .., kde

tz‘_:,_l—tz‘:T, proiZl,

vzorek Ag generuje nové vzorky Ap, As,... Vzorek A; je tedy
vygenerovan vzorkem Ag v Case t1, vzorek As v Case to,...

ii) Kazdy jedinec Aj, Ay, ... se po svém vygenerovani stava ,dospé-
lym“ po Case 27 a zacind téz generovat nové vzorky ve stejném
¢asovém intervalu 7 jako Ag. ,,Obdobi dospivani“ jakékoliv nové
generace je rovno 27.

Oznac¢me si nyni s, pocet jedinct, ktefi jsou vygenerovani ve stejny
Casovy okamzik t,.
Snadno je vidét, ze

Sp = Spn—2 + Sn—1, pron > 3, kde
Sp—1 ... je pocet dospélych vzorkid v genera¢nim okamziku ¢,_1,
Sp—2 ... je pocet vzorkid vygenerovanych v case t,_o = t, — 27,
tj. pocet vzorkt, které se praveé stavaji dospélymi.
Ale s; = s9 = 1, a proto ¢isla s1, s9, s3,... jsou pravé Fibonacciho ¢isla.

Abstraktni model potomstva vzorku Aj je zndzornén na obr. 3 né-
sledujicim zptsobem — vzorky vygenerované ve stejny cCasovy okamzik
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t,, jsou umistény na stejné horizontéle. Vzorek Ay je umistén nad prvni
radek.

Obr. 3: Abstraktni model

Oznac¢me nyni

n

Un:Zsi—i-l, pron > 1.
i=1

To je ekvivalentni s tim, Ze o, pro n > 1 predstavuje celkovy pocet
vzorki vygenerovanych vzorkem Ag (véetné vzorku Ay), jestlize proces
generovani vzorkd popsany pomoci i) a ii) bude zastaven v okamziku 7'
splnujicim nerovnost

ty <T <tpir.

Cisla 01,09, 03,... jsou také Fibonacciho ¢isly a

On = Sp+2, pron > 1.

Dikaz. Ztejmé plati s; = F;, pro i > 1.
Tedy

op = ZH:FZ + 1.
=1
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Je dobfe znamé, viz. (2)

n
Z Fi=Fni2— 1
i=1
Nésledkem toho ziskavame

On = Fny2 = Spia.

O

Biologickou interpretaci tohoto modelu jsou pravé Fibonacciho kralici,
viz obr. 2.

III. Fibonacciho cisla a zlaty rez

Pokud vezmeme podily dvou po sobé jdoucich ¢isel Fibonacciho posloup-
nosti (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...), pfitemz vydélime kazdé ¢islo
¢islem predchézejicim, nalezneme nasledujici posloupnost Cisel:

1 2 3 5

S=1, Z=2 I=15  -=1666...;

1 Y 1 Y 2 757 3 7666 Y
P16 Poiees 161588 ok = 1,619048...
5_ P 8 - Y Y 13_ ? Y 21_ ) )

Mtzeme ji znazornit pomoci grafu:

2 o
1.2

164 8 o o oo
: @

1.4

1.2 Fbi

1 ° Fib(-1)
0.2
0.6
0.4
0.2 i

2 4 3] g 10

Obr. 4: Grafické znézornéni zlatého ¢isla

Podil se priblizuje k hodnoté, kterou nazyvame zlatym podilem nebo
také zlatym cislem, nejCastéji vSak zlatym rezem. Ma hodnotu pfiblizné
1,618034. Toto iraciondlni ¢islo je oznacovano feckym pismenem &.
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@z(lzi\/g)il,618034...

Oznaceni zavedl americky matematik Mark Barr zacatkem 20. stoleti.
Malym pismenem ¢ zapisujeme desetinnou ¢ast tohoto cisla

s VB (o)
2 2

Jiz anticky uc¢enec Eukleides (kolem r. 300 pf.n.l.), autor véhlasnych
Zakladid, knihy, podle které studovalo geometrii nejedno pokoleni, se
zabyval alohou: ,Jak rozdélit danou tusecku na dvé édsti tak, aby pomeér
celé usecky k vetsi ¢dsti byl stejny jako pomer vétsi cdasti k mensi.“ Tedy:

= 0,618034. ..

a e
xT a—x
I a I
' X ' oax !
A X B
Ziaty rox

{1 : 0616034 = 1 618034 : 1)

Obr. 5: Zlaty fez tsecky AB

Ve stfedovéku a v obdobi renesance, ktera se opirala o antickou kulturu,
byli matematici tak okouzleni timto pomérem, ze byl nazyvan ,,bozskym
pomérem® (latinsky divina proportio)?. Jak jiz bylo uvedeno vyse, je
mozno bozsky pomér aproximovat zlomkem tvorenym dvéma po sobé
jdoucimi ¢leny Fibonacciho posloupnosti.

Zlaté cislo lze tedy zavést nejen jako pomeér délek dvou casti tsecky,
ale i jako nasledujici limitu3

Fy

n—1

® = lim

n—oo

Pokud se jednd o pomér délek dvou c¢asti tsecky, plati:

=12 , tedy a(a—z) =2

X a—x

Proto

pan1s

2Nazvi ,zlaty fez* a ,zlaty pomér® se zalalo uzivat az v 19. stoleti.
3Poprvé dokazano skotskym matematikem Robertem Simsonem v roce 1753.
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@2:( T )2: a :a—x+ T 14D

a—x a—x a—x a—x

a kvadratickéd rovnice

ma nasledujici koreny

1++5 , 1-45
2 a ¢ = 5

Vyse uvedené Eukleidové tloze vyhovuje pouze kladny koren &.

b =

Pozndmka 4. Pripomenime nyni konstrukci zlatého fezu zaloZenou na
uziti Pythagorovy véty:

AF : BE = AB : AFE

C
al2
D
al2
X
A a B
Obr. 6: Konstrukce zlatého fezu
Konstanty ® a ® = —z hrajf také dilezitou tlohu pii analyze Fi-

bonacciho ¢isel. A to diky vztahu pro pfimé urcéeni n-tého Fibonacciho
¢isla:

(I)n _ (@/)n

Fn: d_d

pro vSechna n =0,1,2, ...

Tento vztah nazyvame Binetova formule?.
Pro n-té Lucasovo cislo plati nasledujici vztah:

L,=®"+(®")"=9" +(-1)"® ", pro viechnan=0,1,2,...

“Tuto formuli publikoval jiZ v roce 1765 Leonhard Euler (1707-1783). V roce 1843
ji znovu objevil francouzsky matematik Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856).
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Fibonacciho ¢tyrahelniky

Uvazme nyni obdélnik, jehoz delsi strana mé velikost a a kratsi strana
velikost b. Zvolime-li strany a, b tak, aby § = ®, nazveme tento obdélnik
zlatym.

Pro tento zlaty obdélnik plati nasledujici zajimava vlastnost. Vepiseme-
li zlaty obdélnik do ¢tverce, vrcholy obdélniku pak déli strany c¢tverce
zlatym fezem, viz obr. 7.

™
L Lag
O a o
a o
K b b M
d d
A a B
[y [
L

Obr. 7: Zlaty obdélnik vepsany do Ctverce

Soubor ¢tvercti, jejichz velikosti stran ziskdme sectenim dvou po sobé
jdoucich Fibonacciho ¢isel, a ktery se sklada ze Ctverct jejichz velikosti
stran jsou pravé Fibonacciho ¢isla, nazyvame Fibonacciho ctyrihelniky.

21

Obr. 8: Fibonacciho ¢étyftuhelniky

Kazdy novy ¢tverec ma délku strany odpovidajici souctu velikosti stran
dvou pfedchéazejicich ¢tvercd.
Spiralu tvorenou ¢tvrtinami kruznic a zakreslenou do Fibonacciho
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¢tytuhelnikt zpiisobem zndzornénym na obr. 9 nazyvame zlatd spirdla.
Zlata spirala je tedy vepisovana do obdélnikd, jejichz poméry stran se
blizi zlatému fezu. MizZeme ji nalézt na mnoha mistech v pfirodé — ve
tvaru ulit mékkysi, v usporadani semen kvetoucich rostlin, ve tvaru
galaxii, ...

]
_/

Obr. 9: Zlata spiréla

Obr. 10: Galaxie Obr. 11: Meékkys Obr. 12: Semena

Zlaty tez dale naléza své uplatnéni napf. v umeéni, v architekture, ...,
ale o tom snad nékdy pristé.
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