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POZNAMKY
K FORMOVANI TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI

V 17. A 18. STOLETI
KAREL MACAK

1 Vymezeni problematiky

V prednasce bude pojedndno o nékterych problémech a vysledcich, které
se vyskytly v teorii pravdépodobnosti v 17. a 18. stoleti. Vybér téchto
problémi a vysledkd je samozfejmé subjektivni, autor se vsak domniva, zc
je zde shrnuto z tehdejsi teorie pravdépodobnosti to nejzajimavéjsi. Nékteré
tyto problémy a vysledky se pivodné objevily v jinych souvislostech, nez ve
kterych jsou vykladany dnes, a proto zde bude historicky vyklad doplnén
struénymi vsuvkami obsahujicimi dnesni pojeti zdkladnich pojmi vyklddané
latky; z tohoto soucasného pojeti latky budeme také pfi vykladu vychdzet (tj.
vétsinou nebudeme uvadét historické dilkazy nebo historické metody Feseni
problémi).

Pokud se literatury k tématu prednasky tyce, jako zakladnich prameni k dé-
Jjindm teorie pravdépodobnosti bylo pouzito knih [1, 2]; z praci pojednévajicich
souhrnné o dé&jinach matematiky bylo pouzito hlavné knih (3, 4].

Pfi vymezeni problematiky této prednasky nelze ptehlédnout skutecnost,
ze nase dnesni matematické pojeti pojmu ,pravdépodobnost® je pouze jednim
z nékolika moznych pojeti. V matematické teorii pravdépodobnosti chapeme
pravdépodobnost jako vlastnost jevi okolniho svéta (nékdy se také mluvi o tzv.
objektivni pravdépodobnosti), je ale také mozné chépat pravdépodobnost jako
vlastnost nasich znalosti, naseho uvazovani, jako miru nasi jistoty (naseho
presvédceni) o spravnosti néjakého tvrzeni (tzv. subjektivni pravdépodobnost).
Obé tato pojeti nebyla v 17. a 18. stoleti pfesné oddélena (viz napf. ¢lanek
[5], kde je uvedena dalsi literatura k této otdzce), v nasi prednéasce se
vsak budeme vénovat pouze matematickému pojeti pojmu pravdépodobnost.
Pokud se druhého pojeti tyce, stalo se postupné spise doménou matematicky
orientovanych filozofii (od Bolzana (Wissenschaftslehre, 1837) po Carnapa
(Logical Foundations of Probability, 1950') a v posledni dobé je matematicky
formalizovdno v teorii fuzzy mnozin?; tuto problematiku ponechdme zcela
stranou.

1Cesky preklad nékterych kapitol lze nalézt v knize CARNAP, R.: Probléemy jazyka védy,
Svoboda, Praha 1968.

2Poznamenejme k tomu, Ze autor jiz zminéného élanku [5] vyrazné pfispél k formovani
teorie fuzzy mnozin svou knihou A Mathematical Theory of Evidence, Princeton University
Press, 1976.
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Prednaska je rozdélena do dvou Casti. Prvni ¢ast je vénovana vzniku teorie
pravdépodobnosti v poloviné 17. stoleti. Stru¢né jsou shrnuta fakta predchaze-
Jici vznik teorie pravdépodobnosti, je podéna informace o zakladnich pracich a
vysledcich Pascalovych, Fermatovych a Huygensovych a jsou pripojeny zéklad-
ni Gdaje o souvisejicich pracich z oblasti kombinatoriky a pojistné matematiky3.
Ve druhé ¢asti je pojednano o nékterych aspektech vyvoje teorie pravdépodob-
nosti v 18. stoleti. Je zde fe¢ o vkladu Bernoulliii do teorie pravdépodobnosti
(zakon velkych cisel, petrohradsky paradox), o geometrickém pfistupu k prav-
dépodobnostnim Glohdm (G. L. L. Buffon) a podminénych pravdépodobnostech
(Thomas Bayes). Pfednaska je doplnéna dvéma piilohami; v prvni je uveden za-
kladni rodokmen rodu Bernoullid, druhd obsahuje doplhujici pozndmku k tloze
o rozdéleni sazky, kterd sehrila dilezitou roli v pocateénim formovani teorie
pravdépodobnosti.

I. dast
17. stoleti
2 Uvod k 1. &asti

2.1 Vstupni Givaha

S ndhodnymi jevy se lidstvo setkdvalo od nepaméti, k jejich matematickému
zkoumani ale pfikrocilo az v novovéku; za pocatek teorie pravdépodobnosti je
vSeobecné povazovana korespondence, kterou spolu v 1été a na podzim r. 1654
vedli Blaise Pascal a Pierre de Fermat. PFicin tohoto pomérné pozdniho pocatku
matematického pfistupu k jevu ndhody mohlo byt vice; dle naseho nézoru
mohou byt rozdéleny do dvou skupin:

I. Prvni skupinu by bylo mozno nazvat pficinami epistemologickymi; tyto
piic¢iny spoéivaji v tom, Ze nikdo nevidél (nerozpoznal) zddnou souvislost mezi
matematikou na strané jedné a ndhodnymi jevy na strané druhé. Pokud se
matematiky tyce, byla do ni tradicné zahrnovdna geometrie, aritmetika a
algebra; zde se nic ndhodného nevyskytovalo. Pokud se ndhody tyce, pak (byla—
li viitbec zkouména) k ni bylo pfistupovano v podstaté dvojim zptsobem:

1. Ndhoda byla jistym zptisobem ,zbozsténa“; ndhodné jevy byly povazo-
vany za projev vile tajemného bozstva a jejich zkoumdani nalezelo tedy do
kompetence knézi, nikoli matematiké (napf. v Rimé zkoumali haruspikové vili
boht z tvaru a vzhledu vnitfnosti obétovanych zvifat).

2. Ndhoda byla povaZovana za synonymum pro neznalost vSech pri¢in a
kauzalnich vazeb, coZ v podstaté znamend odmitnuti objektivni existence

3Stranou ponechame souvisejici prace z oblasti filozofie; tato problematika by vyzadovala
samostatny referat. Zajemce o tyto otazky upozorfiujeme na knihy HAcKING, I.: The
emergence of probability, Cambridge Univ. Press, 1975 a SCHNEIDER, 1.: Die Entstehung
der Wahrscheinlichkeitstheorie von den Anfingen bis 1933, Akademie Verlag Berlin und
Wissenschaftliche Buchgesellschaft Darmstadt, 1988.
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nahody; uvedme zde v této souvislosti dva citaty ze Spinozovy Etiky* (citujeme
zde dle piekladu vydaného nakladatelstvim Svoboda, Praha 1977):

TvRZENT 29 (str. 88): V pfirodé neexistuje nic ndhodného, nybrs vsechny
véci jsou prirozenosti Boha nutné determinovdny k uréitému modu existence a
pusobent.

PozZNAMKA 1 (str. 92 = 93): ... Jako ndhodnou vsak oznacujeme véc jen
z duvodu tkvicich v nedostatecnosti naseho pozndni. Ta véc, o niZ nevime, zda
jeji esence nezahrnuje protiklad, nebo ¢ niz bezpecné vime, Ze Zddny protiklad
nezahrnuje, a presto o jeji existenci nemizeme nic s jistotou tvrdit, protoZe fdd
pricin je ndm skryt, takovd véc se ndm nemiZe jevit ani jako nutnd, ani jako
nemoznd, a proto ji nazgvdme ndhodnou ncbo moznou.

II. Druhou skupinu by bylo mozno nazvat pri¢inami utilitaristickymi; tyto
priciny spoéivaji v tom, ze matematické zkouméni ndhodnych jevi nebylo dfive
nutné, protoze ho nikdo k nicemu nepotieboval. Nutnost pfesného popisu na-
hodnych jevi se objevila jednak v souvislosti s rozvojem moreplavhy, obchodu,
(tehdy) moderniho burzoazniho statu a z toho plynouciho vzniku demografie a
pojistovnictvi, jednak v souvislosti s rozvojem exaktnich ptirodnich véd (hlav-
né astronomie a experimentalni fyziky) a z toho plynouci nutnosti zpracovavat
vysledky méFeni zatizené nahodnymi chybami®.

Uvedené skutecnosti (a mozna i dalsi vlivy) mohly byt pficinou toho, ze
matematickd teorie pravdépodobnosti zacala vznikat az v 16. stoleti, 1 kdyz jeji
zékladni principy jsou velice jednoduché (tfeba ve srovnani s feckou geometrif).
Pii jejim vzniku sehraly roli ,odrazového mistku“ hazardni hry a sazky,
obzvlasté hra v kostky. Zakladnim matematickym aparatem se postupné stala
paralelné vznikajici kombinatorika, jejiz rozvoj zde ale nebudeme sledovat
(i kdyz paralelni vyvoj kombinatoriky a teorie pravdépodobnosti v poéatcich
obou téchto disciplin je jisté zajimavy); pfipomeneme si pouze nékteré zakladn{
préce.

2.2 Vychozi problémy

Jak uz bylo Feceno, za datum vzniku teorie pravdépodobnosti je povazovan
rok 1654. V té dobé uz byly v jistém smyslu ,ustalené“ dva typy problému z ob-
lasti hazardnich her a sazek, které slouzily formujici se teorii pravdépodobnosti
jako zakladni material:

I. Prvni typ problémi bychom dnes asi oznacili za problémy kembinatorické
a tykaly se napf. toho, kolika zplisoby miZze padnout jisty pocet ok pri
hazeni dvéma, tfemi, atd. kostkami; Glohy podobného typu se objevuji v teorii
pravdépodobnosti a jejich aplikacich i dnes®.

4Benedikt Spinoza (1632 - 1677) dokonéil sviij spis Ethica ordine geometrico demonstrata
v r. 1675; vydan byl v r. 1677 a7 po Spinozovésmrti. Byl tedy psan pravé v dobé, kdy vznikala
teorie pravdépodobnosti a je znamo, Ze Spinoza se zajimal i o matematickou stranku této
teorie (viz [6]).

5Tento faktor se ale ve vyvoji teorie pravdépodobnosti vyraznéji uplatnil aZ pozd&ji
(Gauss, Laplace) a v tomto pfispévku mu nebude vénovana pozornost.

6Jako piiklad uvedme &lanek GULDAN, F.: Je lepsie hrat ruletu alebo blackjack? PMFA
38 (1993), &. 1, str. 29 - 39.
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II. Druhy typ problémi ma dnes vyznam Cisté historicky a tykal se tzv. Glohy
o rozdéleni sazky, kterou lze formulovat v nejjednodussi podobé takto:

Dva hrédi hraji sérii her o néjakou ¢astku C; tuto ¢astku ziskd ten hrac,
ktery jako prvni vyhraje k£ her. Pravdépodobnost vyhry v kazdé jednotlivé hie
je pro oba hréce stejna (oba hradi jsou ,stejnd dobfi“). Série her je pfedéasné
ukonéena ve chvili, kdy jednomu hra¢i chybi do vyhry m her, druhému hradi
chybi do vyhry n her. Jak mé byt spravedlivé rozdélena ¢astka C mezi hrace?

Vsimnéme si toho, Ze oba typy problémii lze formulovat bez pouZiti pojmu
»pravdépodobnost® a piivodn& opravdu bez pouZiti tohoto pojmu formulovany
byly; nemluvilo se o pravdépodobnostech, ale o déleni sazky, Sancich na vyhru
a pod.

2.3 Bezprostfedni pfedchidci

Neékteré konkrétni pripady tlohy o rozdéleni sazky fesil jiz Luca Pacioli
(1445(7) — 1514(7)) v knize Summa de arithmetica, geometria, proportioni et
proportionalita (vysla r. 1494) a Nicolo Tartaglia (1499(?) — 1557) v knize
General trattato di numeri et misura (vySla r. 1556); jejich FeSeni jsou vSak
chybna.

Ztejmé prvni praci, vénovanou specialné problémim zahrnovanym dnes do
teorie pravdépodobnosti, byla prace Hieronyma Cardana (1501 — 1576) De ludo
alee, kterou Cardano napsal asi r. 1526, ale nevydal ji tiskem; byla nalezena po
jeho smrti v jeho rukopisné pozistalosti a otisténa v 1. svazku jeho sebranych
spist, ktery vySel r. 1663.

Teorii pravdépodobnosti se zabyval i Galileo Galilei (1564 — 1642); jeho spis
Considerazione sopra il giuco dei dadi vySel aZ r. 1718 a datum vzniku neni
Znamo.

piehled byl u nas publikovan v r. 19947,

3 Vznik teorie pravdépodobnosti

3.1 Hlavni postavy

Jak uz bylo fefeno, za pocitek teorie pravdépodobnosti je vSeobecné
povazovana korespondence, kterou v r. 1654 vedli Blaise Pascal a Pierre de
Fermat o problémech, se kterymi se na Pascala obratil rytif de Méré. Cast
téchto dopisti se nezachovala; zachovani korespondence byla vydana tiskem
v Toulouse v r. 16798.

TCouFAL, J.: Alea iacta est aneb pil tisicileti od vytisténi dilohy rytife de Meéré,
Informaéni bulletin Ceské statistické spoleZnosti 5 (1994), & 1 a 2.

87 pedagogického hlediska by v této souvislosti neméla byt pfehlédnuta knizka RENYI,
A.: Dialogy o matematice, MF Praha 1980, jejiZ jedna &ast je vénovana pravé vzniku teorie
pravdépodobnosti; z této kniZky pfebirame i nékteré informace o aktérech celé zaleZitosti.
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3.1.1 Blaise Pascal (1623 — 1662)

Narodil se v Clermont — Ferrand; jeho otec Etienne Pascal (1588 — 1651) byl
povolanim soudce, ale rovnéz se zabyval matematikou (Pascalovy zavitnice).
V r. 1631 se rodina prestéhovala do Pafize. Byl vSestranné nadany: ve véku
16 let publikoval pojedndni o kuzeloseckach, ve dvaceti sestrojil pocitaci
strojek, v letech 1648 — 1653 opakoval a ovéril Torricelliho pokusy k vypoctu
atmosférického tlaku, v letech 1653 — 1654 se zabyval teorii pravdépodobnosti,
v letech 1658 -1659 se zabyval cykloidou (z hlediska vypoétu plochy, tézisté
apod., ¢imz vlastné predjimal infinitesimalni metody Newtonovy a Leibnizovy).
Zabyval se rovnéz filozofii a teologii; v r. 1656 uvefejnil ostie protijezuitské
Listy venkovanovi (v r. 1657 byla tato kniha ddna na index zakazanych knih)
a od r. 1658 pracoval na obrané kiestanského niabozenstvi, z niz napsal pouze
fragmenty, vydané po jeho smrti pod nazvem Pensées (1669).

3.1.2 Pierre de Fermat (1601 — 1665)

Piusobil jako pravnik v Toulouse, matematikou se zabyval jako konickem.
Byl vynikajicim znalcem jazyki klasickych (latina, Fectina) i soucasnych
(Spanélstina, italstina); ve francouzstingé, Spanélstiné a italstiné psal i basné. Ke
studiu matematiky ho zfejmé privedla Cetba originali feckych matematickych
klasikii (Eukleida, Archimeda, Diofanta a dalsich). Je povazovén za zakladatele
teorie cisel, kde ziskala nejvétsi proslulost tzv. velkd Fermatova véta, a
spoluzakladatele teorie pravdépodobnosti.

3.1.3 Antoine Gombaud de Méré (1607 — 1685)

Byl zndmou postavou na dvore Ludvika XIV; zabyval se literaturou, filozofii
a matematikou. V r. 1653 podnikl s Pascalem a dalsimi prateli cestu do
Poitou, odkud pochazel®; pritom asi seznamil Pascala a dalsi s nékterymi
matematickymi problémy, kterymi se zabyval, a tim asi dal podnét k Pascalové
korespondenci s Fermatem.

Nékteré prameny uvadéji jako rok Gmrtir. 1684; v [7] na str. 68 je uvedeno,
ze de Méré zemrtel pfi hie v karty.

3.2 Vsuvka I
Elementarni teorie pravdépodobnosti

Nez prikroé¢ime k vykladu o prvnich feSenich pravdépodobnostnich problé-
mii, pfipomenime si struéné zdkladni pojmy elementarni teorie pravdépodob-
nosti v dnesnim pojeti.

9Poitou je oblast ve stfedni Francii, jejim% centrem je mésto Poitiers; pfipomenme si pfi
této prilezitosti v souvislosti s déjinami arabské matematiky, ze v r. 732 porazila francouzska
vojska vedena Karlem Martellem Araby v bitvé u Poitiers.
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3.2.1 Klasicka definice pravdépodobnosti

Uvazujme pokus, ktery lze libovolnékrat opakovat za stéle stejnych podmi-
nek. Viechny jeho mozné vysledky tvofi mnoZzinu (ndhodnych) elementarnich
jevit M, o nichz pfedpokladame, Ze jsou vSechny stejné mozné (tj. — jinak fe-
&eno — stejné pravdépodobné (v jakémsi intuitivnim smyslu)) a ze v kazdém
pokusu nastane pravé jeden elementarni jev. (Ndhodnym) jevem A nazyvame
kazdou podmnozinu mnoziny elementarnich jev.

Obsahuje-li mnozina elementarnich jevi celkem m elementarnich jeva a jev
A C M obsahuje a elementarnich jevi, pak pravdépodobnost jevu A znacime
P(A) a je rovna

(nekdy se ¥ikd: P(A) je rovna poméru poétu pfipadi pfiznivych ku poétu
ptipad@ moznych)!°.

3.2.2 Vlastnosti pravdépodobnosti

Déle uvedené vlastnosti lze snadno odvodit z klasické definice pravdépodob-
nosti. Protoze ndhodné jevy chapeme jako mnoziny, mizZeme pro operace s nimi
pouzivat mnozinové symboliky.

1/0< P(A)<1.

2/ (Ac B)= (P(A) < P(B)).

3/ Jsou-lijevy A, B disjunktni (tj. ANB = @), pak P(AUB) = P(A)+P(B).

(Této vlastnosti se nékdy fikd véta o s¢itdni pravd@podobnosti; udava
pravdépodobnost toho, Ze ze dvou disjunktnich jevli nastane aspon jeden.)

3.1 Disledek 1.

Oznalme A€ doplnék jevu A. Pak P(A°) =1 — P(A).

3.2 Dusledek 2.

Necht jevy A, B nejsou disjunktni. Pak P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

4/ Povazujeme-li prozatim za intuitivné jasny pojem nezavislosti ndhodnych
jevil, pak pro nezdvislé ndhodné jevy A, B plati P(AN B) = P(A).P(B).

(Této vlastnosti se nékdy Fikd v&ta o nasobeni pravdépodobnosti; udava
pravdépodobnost toho, Ze dva nezavislé jevy nastanou soucasné. K pojmu
nezavislosti ndhodnych jeva se je§té vratime ve posledni ¢asti tohoto referatu
vénované Thomasi Bayesovi, protoZe tento (zatim) intuitivné chdpany pojem
vyzaduje pfesné&j$i vymezeni.)

3.2.3 Stiedni hodnota diskrétni nahodné veliiny

Intuitivné lze ndhodnou veliinu chapat jako ¢iselnou velidinu, kterd méni
svou hodnotu ptsobenim nihodnych vlivli (v zdvislosti na ndhodé). Formalné
lze definovat ndhodnou veli¢inu jako redlnou funkci definovanou na mnoziné
elementarnich jevl (a splijici navic jisté predpoklady); pro nas vyklad toto
intuitivni pojeti postaci.

10Neni to samoziejmé definice v matematickém smyslu, spi¥ jakési slovni vyjadieni
intuitivné chapaného pojmu.
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Nahodnou veli¢inu € nazyvame diskrétni, mize-li nabyvat pouze hodnot
z néjaké spocetné mnoziny M. Takovou nahodnou veli¢inu lze zadat pomoci
pravdépodobnostni funkce p.(x), ktera je definovéna pro viechna x € M vzta-
hem

pe(e) = P(§ = ).
Poznamenejme, ze podle definice pravdépodobnosti musi byt

Z pe(z) = 1.

zeEM
Stiedni hodnota diskrétni ndhodné veliCiny € se obvykle zna¢i E(€) a je

definovédna vztahem
E@¢) =) zpe(a),

zeM
pokud je Ffada vpravo absolutné konvergentni.

3.3 Problémy rytife de Méré a jejich FeSeni

De Méré seznamil Pascala se dvéma problémy, z nichZ Pascala s Fermatem
hlavné zaujala tloha o rozdéleni sazky, jejiz formulaci jsme jiz uvedli v ¢asti
2.2. Druhé uloha byla pomérné elementarni a Pascal ji zfejmé vyftesil obratem
ruky (viz citace v nésledujici ¢asti); tato tloha se dodnes objevuje v ué¢ebnicich
a zde bude vylozena jako prvni.

Pfi feSeni téchto problémi vychazeli Pascal s Fermatem z pojeti pravdépo-
dobnosti odpovidajiciho dnesni tzv. klasické definici pravdépodobnosti, pojem
wpravdépodobnost® vsak viibec nedefinovali; jejich cilem bylo FeSeni jistych
konkrétnich tloh, nikoli definovani obecnych pojmi a teoretické studium jejich
vlastnosti.

3.3.1 Uloha o kostkach

De Méré tvrdil, Ze chce-li nékdo hodit aspon jednou Sestku pii opakovaném
héazeni jednou kostkou, ma nadpolovi¢ni $anci na Gspéch pocinaje ¢tyfmi hody
a pomeér Sanci na aspéch k Sancim netspésnym pfi ¢tyfech hodech je 671 : 625.
Pokud chce nékdo hodit aspon jednou dvé Sestky pfi hazeni dvéma kostkami,
mél by mit dle de Mérého nadpolovi¢ni Sanci na Gspéch poc¢inaje 24 hody (nebot
pomér 24 : 36 je stejny jako pomér 4 : 6), ale de Méré zjistil (asi ve své hracské
praxi), Ze to neni pravda, coz ho pobouiilo*!.

Prvni tvrzeni de Mérého je spravné, druhé vSak nikoli. Snadno nahlédneme,
ze pravdépodobnost toho, Ze v k hodech nepadnou ani jednou dvé Sestky, je
rovna (%(5;)’c Reseni daného problému tedy lze nalézt feSenim nerovnice

k
35 < 1
36 2’

1 Pascal v dopisu Fermatovi z 29.VII.1654 o tom pise: To tedy byl jeho veliky skanddl,
ktery ho pFimeél domyslivé Fici, Ze poucky nejsou stdlé a Ze se aritmetika myli: vy vsak jisté
snadno uvidite divod podle principi, k nimz jste dospél.

(Voila quel était son grand scandale qui lui faisait dire hautement que les propositions

n’etaient pas constantes et que l’arithmétique se démentait: mais vous en verrez bien
aisément la raison par les principes ot vous étes.) (citovano dle [8], str. 166).
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ze které plyne k = 24,6, takie dvéma kostkami je tFeba hodit aspori
pétadvacetkrat, aby Ssance na Gspéch byla nadpolovi¢ni. Pomoci programového
produktu ,Mathematica“ bylo zjisténo, ze pomér Sanci na Gspéch k Sancim
nedspésnym je potom

362° — 35%5  408611683992293747092011689842522621501
3525 ~399669593472470313551127910614013671875°

2

3.3.2 Uloha o rozdéleni sazky

Obecnou formulaci Glohy jsme uz uvedli v ¢asti 2.2; Pascal s Fermatem
fesili ve své korespondenci pouze nékteré specidlni piipady tlohy o rozdéleni
sdzky pro konkrétni dané hodnoty C, k, m, n. Zékladni myslenka jejich Feseni
spocivala v tom, Ze za spravedlivé povazuji takové rozdéleni sazky, pfi kterém
je castka C rozdélena mezi hrace ve stejném pomeéru, v jakém jsou v okamziku
preruseni série her pravdépodobnosti vyhry celé castky v pripadé dohravéni celé
série az do konce. Pascal se zfejmé touto Glohou zabyval dale a ve spisu Traité
du triangle arithmétique vydaném posmrtné (1665)'2 uvadi obecné feseni, které
lze strucné shrnout takto:

I. Do dokonéeni celé série chybi nejvyse m + n — 1 her.

II. Prvni hrac vyhraje celou sazku, jestlize druhy hrac¢ vyhraje nejvyse n —1
her.

ITI. Druhy hrac vyhraje celou sdzku, jestlize prvni hrac vyhraje nejvyse m—1
her.

IV. Z celkového poctu m + n — 1 her lze vyhrat (tj. vybrat) £ her celkem
(m+:'1) zptisoby.

V. Pomér Sanci obou hraéi na vyhru celé sazky tedy je

LR

1=0 j=0

a ve stejném poméru musi byt rozdélena i é¢astka C' mezi oba hréice; tento pomér
nezavisi ani na éastce C, ani na poétu her k.

4 Christian Huygens

4.1 Zakladni Zivotopisné tidaje

Christian Huygens se narodil 14.IV.1629 v Haagu. Jeho otec Konstantin
Huygens byl nejen vyznamnym politickym ¢initelem (pusobil jako sekretar
oranzskych princi) a majitelem nékolika panstvi (Zuylichem, Zeelhelm, Monni-
keland), ale psal i bisné a komponoval. Christian studoval prdva na universitach
v Leydenu a Bredé; doktorat ziskal v r. 1655 na université v Angers ve Francii

12V [1] na str. 16 je ponékud nejasné tvrzeni: This treatise was printed about 1654, but
not published until 1665.
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a pri této cesté také navstivil Pafiz, coZ je z naseho hlediska dilezité, nebot se
zde dozvédél o Pascalové korespondenci s Fermatem tykajici se problému rytire
de Méré. V r. 1666 se stal clenem pravé zalozené francouzské Akademie véd!3
a usadil se trvale v Paifzi. Zil zde az do r. 1681, kdy odcestoval do Haagu na
léceni; protoze v r. 1685 byl ve Francii zrusen nantsky edikt, ktery od r. 1598
zarucoval nédbozenské a politické svobody hugenotii, nemohl se jiz protestant
Huygens do Francie vratit. Zemfel v Haagu 8.VI1.1695.

Huygens ucinil fadu dilezitych objevi ve fyzice: studoval kyvadlové hodi-
ny'4, zdokonalil dalekohled a uéinil fadu vyznamnych astronomickych pozo-
rovani (objevil napf. Saturniv prstenec), vypracoval vinovou teorii svétla a
zabyval se mnoha dalsimi problémy; jeho sebrané spisy byly vydany ve fran-
couzstiné a holandstiné v Haagu v letech 1888 — 1950 a maji 22 svazki (z ¢ehoz
prvnich 10 svazki je vénovano Huygensové korespondenci)!®. Z naseho hlediska
je ovéem podstatné, Ze se zabyval 1 teorii pravdépodobnosti a napsal spis De
ratiociniis in ludo alee'S.

4.2 Spis De ratiociniis in ludo alee

Tento Huygensav spis vysel r. 1657 jako priloha ke spisu jeho ucitele Franse
(Francisca) van Schootena!” Ezercitationum mathematicarum libri quinque a
byl prvnim samostatnym tisténym pojednanim o tilohéach teorie pravdépodob-
nosti'®. Vyrazné ovlivnil poéatedni fazi formovani teorie pravdépdobnosti; Ja-
cob Bernoulli ve svém spise Ars conjectandi [10] vénuje zhruba ¢tvrtinu svého
spisu novému otisténi a podrobnému komentovani této Huygensovy prace. Po
dobu pfiblizné pil stoleti (az do vydani jiz zminéného Ars conjectandi a praci
Montmortovych a Moivreovych!® byl Huygensiiv spis zakladn{ praci v oblasti
teorie pravdépodobnosti. Pres vsechna uvedend fakta byla tato pomérné ranna
Huygensova prace zastinéna jeho pozdéjsimi dily a dnes stoji ponékud stranou
pozornosti.

Pojednani je ¢lenéno do ¢trnécti témat (zvanych Propositio), ktera lze podle
obsahu rozdélit do ti{ skupin. V vodu a prvni ¢asti (Propositiones I ~ III)
dospiva Huygens (Fe¢eno dnesni terminologii) od pojmu aritmetického priiméru
k pojmu stfedni hodnoty diskrétni ndhodné velic¢iny, ani jeden z téchto terminu

13[4] na str. 88 uvadi, ze se stal dokonce jejim prezidentem, ale Zadny jiny pramen to
nepotvrzuje.

4 Jeho hlavni matematické dilo Horologium oscillatorium (1673) je vlastné vénovano
tomuto problému; pfitom zavedl napf. pojem ,evolventa dané kiivky* ([3], II1, str. 140).

15Bohuzel tyto sebrané spisy nejsou dostupné v z4dné knihovné v &eskych zemich.

16 Jeho podrobnému rozboru je vénovan élanek MACAK, K.: Huygensiv spis De ratiociniis
in ludo alee. PMFA 41 (1996), str. 180 — 197.

17Je minén Franciscus van Schooten mlad$i (1615 — 1660), ktery byl profesorem na
université v Leydenu stejné jako jeho otec, ktery se také jmenoval Franciscus a Zil v letech
1581 — 1646 ([3], 11, str. 660).

187 de vychazime z textu otisténého v [9].

19PiERRE REMOND DE MONTMORT (1678 — 1719): Essai d’analyse sur les jeux de hazards,
prvni vydani 1708; ABRAHAM DE MOIVRE (1667 — 1754): De mensura sortis, seu, de

probabilitate eventuum in ludis a casu fortuito pendentibus, prvni vydani ve Philosophical
Transactions Nr. 329, 1711.
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se u né} véak neobjevuje; viechny jeho ivahy se vztahuji ke hfe o néjakou castku
(sdzku) a pFislusny pojem se proto nazyva bud ezpectatio?® nebo sors?!.
Huygensova definice pojmu, nazyvaného dnes stfedni hodnotou, je nasledu-
jici?2:
Je-li pocet pripadi, v nichZ obdriim cdstku a, roven p, a pocet pripadu,
v nichZ obdrzim édstku b, roven q, a predpokldddm-li, Ze vSechny ptipady se

mohou vyskytnout stejné snadno, pak mé ocekdvdini bude mit hodnotu L;%ZE.

Silu tohoto pojmu demonstruje Huygens tim, Ze vSechny tlohy ve svém spisu
fedi jeho uzitim, a to i v pripadech, kdy bychom dnes dali pfednost jednodussi
Givaze kombinatorické.

Huygensovy Propositiones I - I1I jsou zajimavé i z hlediska vzniku tzv. kla-
sické definice pravdépodobnosti (viz ¢ast 3.2.1), jejimz vychozim pojmem jsou
stejné mozné elementarni ndhodné jevy. Huygens pojem ,pravdépodobnost®
viibec nezavadi, sta¢i mu pojem ,ofekdvand vyhra“, ale s problémem stej-
né moznych elementarnich jevi se néjak vyporadat musi, coz ¢ini formulaci,
ze ,vSechny pfipady se mohou vyskytnout stejné snadno“. O klasické definici
pravdépodobnosti jesté bude zminka v casti 8.3.1.

Pravé v uvedenych Propositiones I — III a v dalSim Propositio IX lze
spatfovat podstatny rozdil mezi spisem Huygensovym na strané jedné a
korespondenci Pascala s Fermatem na strané druhé; zatimco Pascal s Fermatem
pouze fesili Glohy, u Huygense je uz naznak obecnych pojmi a postupa.

Druhé ¢ast (Propositiones IV — IX) je vénovéana (loze o rozdéleni sazky.
Huygens vychézi ze stejného pojeti spravedlivého rozdéleni jako Pascal s Fer-
matem, nefesi ale ilohu kombinatoricky, nybrz vyuziva Propositiones I — 111
k tomu, Ze postupné fesi pfipady m=lan=2,m=1an=3nebo4, m=2
an=23,m=2an=4; pak tlohu zobecfiuje na tfi stejné dobré hrace, z nichz
dvéma chybi k vyhfe po jedné hie a tfetimu chybi dvé hry. Nakonec dava zcela
obecny (i kdyz ponékud nejasné formulovany) rekurentni postup k Feseni tlo-
hy o rozdéleni sazky pro libovolny pocet stejné dobrych hraca a tento postup
ilustruje feSenim pfikladu hry t¥{ hracd, kdy prvnimu hraéi chybi jedna hra,
druhému a tfetimu po dvou hréach; na zavér uvadi tabulku rozdéleni sazky pro
17 riznych situaci ve hie t¥i hraca.

Tret{ ¢ast (Propositiones X - XIV) obsahuje riizné tlohy s ,herni“ motivaci;
pocitaji se zde (Feceno dnesni terminologif) pravdépodobnosti vyher jednotli-
vych hraci za riznych podminek, pfiéemz ovsem pojem , pravdépodobnost® se
v textu vibec neobjevuje.

Poznamenejme, ze vétsina Gloh obsazenych v Propositiones 1V - XII se
naléza a7 v Pascalové korespondenci s Fermatem.

Cely Huygenslv spis je uzavien dodatkem obsahujicim pét neFesenych
uloh, z nichz u ti{ jsou (aspon) uvedeny vysledky. V souvislosti s citaci ze
Spinozovy FEtiky v kap. 2.1 je zajimavé, ze v r. 1687 vySel v Haagu maly

20 ezpectatio nebo erspectatio, onis, f. = otekavani
2Ll5ors, sortis, f. = los, losovaci kamének, véstba
22 6; numerus casuum, quibus mihi eveniet a, sit p, numerus autem casuum quibus mihi

eveniet b sit q, sumendo omnes casus @®qué in proclivi esse: expectatio mea valebit m_}-’_qé
p+q
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anonymni spis obsahujici jednak pojednani o duze, jednak pojednani o teorii
pravdépodobnosti; v tomto , pravdépodobnostnim* pojednani je citovano vsech
pét dloh z Huygensova dodatku a prvni z nich je feSena (a to spravné).
V soucasné dobé se povazuje za prokdzané (viz [6]), Ze autorem téchto praci
byl pravé Spinoza, coz svédci o jeho aktivnim pristupu k aktudlnim problémiim
matematické teorie pravdépodobnosti oné doby.

5 Dalsi souvisejici prace

5.1 Kombinatorika

Zakladni kombinatorické predstavy jsou soucésti matematiky takika od po-
Catku jeji historie; [2] na str. 42 uvad{ jako prvni piiklad kombinatorickych Givah
pythagorejské zkoumani trojiihelnikovych é&isel>®. Kombinatorickou problema-
tiku Ize pak sledovat v pribéhu celé historie matematiky v rdmci aritmetiky
a algebry; v poloviné 17. stoleti se kombinatorika zacina vyclenovat jako re-
lativné samostatnd ¢ast matematiky, coz dle naseho nézoru souviselo pravé
s formovanim teorie pravdépodobnosti.

Za prvni samostatnou praci vénovanou kombinatorické problematice by dle
naseho nazoru bylo mozno povazovat jiz zminénou Pascalovu praci Traité du
triangle arithmétique napsanou r. 1654 a vydanou r. 1665. Tato prace neni
prilis rozs4hla {ve vydani [8], ze kterého zde vych4zime, je obsaZena na str. 177
- 214) a lze ji rozdélit do dvou ¢asti: na vlastni pojedndni o aritmetickém
(dnes: Pascalové) trojahelniku (str. 177 - 189) a na razné piiklady jeho uziti
(¢iselné tady (str. 190 - 192), kombinace (str. 192 — 198), aloha o rozdéleni
sazky (str. 198 — 211) a binomickd véta (str. 211 — 214)). Z uvedeného
je zfejmé, ze Pascal sdm asi kombinatoriku za samostatny okruh problémt
nepovazoval a chapal ji spis jako aplikacni oblast aritmetiky, nicméné z dnesniho
hlediska Ize obsah tohoto Pascalova pojednani hodnotit jako kombinatoricky a
pravdépodobnostni. Poznamenejme jesté, ze na zakladé tohoto spisu je Pascal
povaZovéan za objevitele metody Gplné indukce ([3], 11, str. 749).

Za prvni samostatné kombinatorické pojednani je obvykle povazovana
Leibnizova?? prace citovana obvykle jako Ars combinatoria; jeji iplny nazev
(citovany dle vydani z r. 1690) zni%>:

230 této problematice je pojedndno napi. v praci BECGVAR, J.: Hrdinsky vék fecké
matematiky ve sborniku Historie matematiky I ze seminafe pro vyucujici matematiky na
stfednich skolach, Jevicko 1993.

21Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) po ziskani doktoratu prav v r. 1666 vstoupil
do diplomatickych sluzeb mohuéského kurfifta, coZ ho privedlo na étyfi roky (1672 — 1676)
do Pafize, kde navazal fadu védeckych kontaktu (véetné matematickych). Od r. 1676 pusobil
v Hannoveru jako knihovnik a dvorni rada (pro zajimavost poznamenejme, ze v letech 1710
— 1712 zde pusobil i hudebni skladatel G. F. Hindel, ktery pak (ne zcela legiln&) odesel
do Londyna). Jeho védecké zajmy byly neuvéfitelng Siroké; v d&jindch matematiky je znam
hlavné jako jeden ze zakladateld infinitesimélniho podtu.

25 ARS COMBINATORIA Gottfrieda Wilkelma Leibnize 2 Lipska, ve které je vybudovdna
na zdkladech aritmetiky nauka o spojovdni a premistovdni s novymi pravidly, & je ukdzdno
pouZiti obojiho na veskerém okruhu véd; rounéz jsou obsaZeny nové zdklady uméni premyslet
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GoTTFREDI GUILIELMI LEIBNUZII Lipsiensis, ARS COMBINATORIA,
in qua ex arithmetice fundamentis Complicationum ac Transpositionum Doc-
trina novis preceptis erstruitur, & usus ambarum per universum scientiarum
orbem ostenditur; nova etiam Artis Meditandi, seu Logice inventionis semina
sparguntur.

Prefir est Synopsis totius Tractatus, & additamenti loco Demonstratio
Ezistentie Dei ad Mathematicam certitudinem ezacta.

Spis byl vyddn v r. 1666, kdy bylo Leibnizovi 20 let a matematikou se
jesté viibec nezabyval; plny ndzev spisu nasvédcuje tomu, ze Leibnizovi vlastné
o matematiku ani neslo a uzival ji pouze jako néastroj k feSeni problémi,
které bychom dnes nejspise oznacili jako logicko-filozofické (ostatné v nékterych
vydanich Leibnizovych spisi je tento spis fazen mezi spisy filozofické). Spis ma
zhruba 100 stran a problematice matematické je vénovéna (nejvyse) polovina
z nich; z historického hlediska je tfeba konstatovat, ze se zde znovu (nezévisle
na Pascalovi) objevuje aritmeticky (tj. Pascaliv) trojihelnik 1 nékteré dalsi
pojmy a vysledky kombinatorické.

Podle naseho nézoru lze formovani kombinatoriky jako relativné samostatné
¢asti matematiky povaZovat za zavrSené knihou Jakoba Bernoulliho Ars
conjectandi, o které budeme podrobnéji mluvit v dalsi ¢asti této prednasky.
Vysla sice tiskem aZ r. 1713, ale napséna byla uz okolo r. 1685 ([3] I, str. 339) a
druh4 ze éty¥ ¢asti této knihy je cela vénovana kombinatorice?8. Z historického
hlediska je zajimavé, zZe Bernoulli zde uvadi jako své predchidce Schootena,
Leibnize, Wallise a Presteta?”, avSak ne Pascala, jehoZ praci o aritmetickém
trojlihelniku zfejmé neznal.

Pro nase Gcely povazujeme tento struény prehled zdkladnich historickych
faktlt ¢ vyvoji kombinatoriky v 17. stoleti za postacujici; podrobnéjsi vyklad
lze nalézt v jiz Casto citovanych knihach [1 - 4].

5.2 Pojistna matematika

O souvislosti vzniku teorie pravdépodobnosti a pojistné matematiky uz byla
zminka v ¢asti 2.1; zde uvedeme struc¢né nékolik zdkladnich fakt (podrobnéjsi
vyklad opét viz [1, 2, 3]).

Za prvni publikovanou praci z této oblasti je povaZovdna kniha Angli¢ana
Johna Graunta Natural and political observations mentioned in a following
index and made upon the bills of mortality (1662)%%; je zde napf. poprvé &selné

neboli logiky vynalézdni. Ptedesldn je prehled celého traktdtu, & jako dodatek presny dikaz
existence BoZi dovedeny k matematické jistoté.

26 Titul této &asti zni Artis conjectandis pars secunda, continens doctrinam de permuta-
tionibus & Combinationibus.

270 Schootenovi a Leibnizovi uz byla fe¢. John Wallis (1616 — 1703) byl kaplanem
anglického krale Karla II. ([3], I, str. 765) a profesorem geometrie v Oxfordu ([3], I1, str. 687).
Kromé jiného vydal v r. 1685 spis Treatise of Algebra both historical and practical with some
additional treatises, jehoz Cast je vénovana kombinatorice a je o ni ¥eé v [1], str. 34 — 36.
Jean Prestet (? — 1690) vydal v r. 1675 ulebnici Elemens des Mathématiques, ktera byla
velmi cenéna ([3], III, 102); dal$i podrobnosti se ndm nepodafilo zjistit.

28 John Graunt (1620 - 1674) byl obchodnikem s ladtkami; na zékladé zminéné knihy byl
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vyjadien pomér poétu narozenych chlapcii ku poétu narozenych divek?.

Dalsi vyznamnou postavou v této oblasti byl Johann de Witt (1625 - 1672),
ktery byl od r. 1653 tzv. velkym penzionafem Hollandu a faktickym vladcem
Spojenych provincii nizozemskych. Je autorem spisu De vardye van de lyf-
renten na proportie van los-renten, coz lze podle [3], 11, str. 45 prelozit jako
Hodnota dozivotnich dichodi ve vztahu k obycejnym dichodum; spis vysel
r. 1671 ve t¥iceti exemplafich a vzbudil zna¢nou pozornost?°.

Cela tato oblast byva nékdy nazyvana ,politickou aritmetikou“ podle knihy
Williama Pettyho (1623 — 1687) Political Arithmetic, kterd vysla v r. 1690.

Posledni jméno, které si zde pfipomeneme, je znamy anglicky astronom
Edmund Halley (1656 - 1742), ktery v r. 1693 v casopise ,Philosophical
Transactions® uvefejnil zdsadni clanek An estimate of the degrees of the
mortality of mankind, drawn from curious tables of the births and funerals
at the city of Breslaw®'; with an attempt to ascertain the price of annuities
upon lives obsahujici teorii dozivotnich dichodd. Uvedme zde jeden pfiklad
z této knihy, nebot je zde zfejmé poprvé pouzito geometrického pohledu na
pravdépodobnostni Glohu; k této problematice se jesté vratime v devaté kapitole
této prednasky.

D

B H A
Obr. 1

Z amrtnostnich tabulek je zndmo, kolik lid{ z 1000 narozenych se dozije véku
1, 2, 3, ... let. Uvazujme dva lidi, jednoho ve véku vy, druhého ve véku w,,
v1 < va, a ptejme se, jaka je pravdépodobnost, Ze za k let budou Z{t oba (resp.
bude #it jen mladsi, bude %it jen starsi, nebude zit ani jeden). Z tmrtnostnich
tabulek vime, Ze ve véku vy Zije N lidi, ve v&ku vy + k Zije R lidi; oznaéme
Y = N — R. Pro v, maji analogicky vyznam ¢isla n, r, y. Vynasobenim rovnic

zvolen za &lena Royal Society. Dle [2], str. 65 tuto Grauntovu knihu v tomtéZ roce Cetl
a velice kladn& ocenil Huygens, ktery v r. 1669 sam napsal praci vénovanou problematice
umrtnostnich tabulek.

29Na zakladé zaznaml vedenych 32 let ho Graunt stanovil jako 1068 : 1000 ([3], I, 761).

30Dle [2], str. 65 si o ném dopisovali Huygens s Johannem van Huddem (1628 - 1704),
ktery byl fadu let starostou Amsterodamu a zabyval se matematikou ([3], I, str. 801, 919),
vypoéty rent ([3], ILL, str. 48) a dal$imi problémy; dle [1], str. 40 si o ném dopisovali Leibniz
s Jakobem Bernoullim.

31 Jedna se o dnesni polskou Wroclaw; podrobnéjsi informace lze nalézt v knize PavLik, Z.
— RycHTARIKOVA, J. — SUBRTOVA, A.: Zdklady demografie, Academia, Praha 1988, str. 30.
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N = R+Y, n = r+ y dostaneme rovnici Nn = Rr+Yr+ Ry + Yy, kde
kazdy séitanec je roven poctu vsech moznych dvojic s nékterou shora uvedenou
vlastnosti (napf. Yr je pocet vSech dvojic, v nichz starsi prezije mladsiho).
Délime-1i tuto rovnici éislem Nn, dostaneme hledané pravdépodobnosti. Halley
tyto tGvahy ilustruje obrazkem (viz obr. 1), kde |BA| = N, |BD| = n,
|BH|= R, |BI| =r,|HA| =Y, |ID| = y; pomér obsahti pfislusnych , malych“
pravo(helnikii k obsahu celého obdélniku udava hledané pravdépodobnosti.

6 Zavér 1. &asti

Jak uz bylo Fedeno, za pocatek teorie pravdépodobnosti je vSeobecné
povazovana korespondence, kterou spolu vedli Pascal a Fermat v lété a na
podzim roku 1654; Huygensiv spis De ratiociniis in ludo ale® vySel sice az
v r. 1657, byl vsak prvnim a dlouho jedinym tisténym pojednanim o tlohach
teorie pravdépodobnosti a jeho vliv na formovani této teorie v pocatecnim
obdobi byl znaény. Mluvime-li ovéem dnes o teorii pravdépodobnosti, pak
predpokladame, Ze je zde obecné (tj. teoreticky) zkoumano cosi, co se nazyva
spravdépodobnost®; pokusme se proto na zavér posoudit situaci po vydani
Huygensova spisu z tohoto hlediska.

Pokud se teorie tyce, v Huygensové spisu je ji velice malo; dalo by se fici,
ze cely spis obsahuje jednu definici (Propositio 111), dva jeji specialni pfipady
(Propositiones I, I1) a jednu vétu (Propositio 1X), ktera viak neudava zadnou
obecnou vlasnost néjakého obecného pojmu nebo souvislost mezi pojmy, ale
obsahuje obecné formulovanou metodu (dnes bychom fekli: algoritmus) feSe-
ni jistého problému. Za hlavni teoreticky prinos spisu lze povazovat zavedeni
stfedni hodnoty diskrétni ndhodné veli¢iny (nazyvané ovsem ,ocekdvana vy-
hra“ nebo podobné); vétsina spisu je vénovana vyuziti tohoto pojmu pii feseni
problému pochdzejicich vétsinou od Pascala a Fermata. To nic neméni na nasem
hodnoceni tohoto spisu, které bylo vysloveno v ¢asti 4.2 a znovu pripomenuto
v predeslém odstavci, soucasné vsak povazujeme za nutné vyslovit nazor, Ze
prvnim skutecné teoretickym vysledkem v této oblasti byla prvni formulace a
ditkaz zakona velkych éisel ve ¢tvrté ¢asti spisu Jakoba Bernoulliho Ars conjec-
tanadi, o kterém bude fe¢ ve druhé ¢asti tohoto prispévku; soudime, ze az od
tohoto spisu lze mluvit o skutecéné teorii pravdépodobnosti.

Pokud se pojmu pravdépodobnost® tyce, nevyskytuje se ani u Huygense,
ani v zadném jinédm matematickém spisu z té doby; prvni pokus o matematic-
kou definici tohoto pojmu se objevuje opét az ve ctvrté ¢asti Ars conjectandi.
Domnivame se vsak, ze lze pfedpokladat u Huygense (i u Pascala a Fermata)
intuitivni chapani tohoto pojmu ve smyslu tzv. klasické definice pravdépodob-
nosti, cemuz nasvédéuje 1 Bernoulliova definice. V souvislosti s tim stoji vsak za
povsimnuti, ze prakticky soucasné s timto pojetim pravdépodobnosti se obje-
vuji i jina pojeti. Demografické vyzkumy provozované v oné dobé (napt. v éasti
5.3 zminénd otazka poméru poctu narozenych chlapcii a divek) vedly postupné

vu myslenku znazornit pravdépodobnostni Glohu geometricky lze povazovat za
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prvni naznak tzv. geometrické definice pravdépodobnosti. Vsechny tyto definice
(dnes bychom asi spis tekli: pfistupy) jsou dodnes pouZzivany pfi feseni riiznych
tloh, protoze jsou jednoduché a kazda z nich vystihuje nékterou stranku pro-
blému; obecnd axiomaticka definice pravdépodobnosti byla poddna az v prvni
poloviné tohoto stoleti32.

Shrneme-li tedy vSe, co zde bylo feceno. pak lze dle naseho nézoru fici, ze
Huygenstv spis De ratiociniis in ludo alee byl poslednim pripravnym krokem
k tomu, aby ve spisu Jakoba Bernoulliho Ars conjectandi zacala vznikat teorie
pravdépodobnosti v dnesnim pojeti této matematické discipliny.

JACOBI BERNOULLI,

Profefl Bafil. & utriufque Societ. Reg. Scientiar.
Gall. & Prull. Sodal.

MairtnemaTtici CELEBERRIMI,

ARS CONJECTANDI,

OPUS POSTHUMUM.
Accedit
TRACTATUS

DE SERIEBUS INFINITIS,

EtErisTora Gallicé feripta

DE LUDO PIL A&
RETICULARIS

BASILERZRE,
Impenfis THURNISIOR UM, Fratcum.

ch Ibcc xi15.

3274 z4kladni v tomto sméru je povaZovana prace sovétského matematika A. N. Kolmogo-
rova publikovand v r. 1933 némecky a dostupna u nas pod nazvem Osnovnyje ponjatija teorii
verojatnostej (1. vyd. 1936, 2. vyd. Nauka, Moskva 1974).
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II. &ast
18. stoleti

7 Uvod ke II. &asti

Autor této prednésky si dovoluje vyslovit ndzor, Ze nejdilezitéjSim trendem
v teorii pravdépodobnosti v 18. stoleti bylo pozvolné pronikani nekoneéna
do pravdépodobnostnich tvah. Zatimco v poc¢atcich teorie pravdépodobnosti
se vSechny tuvahy vénovaly FeSeni riznych hernich situaci, kdy bylo pokust
(Jevd, moznosti, variant) pomérné maélo (a urcité kone¢né mnoho), v 18.
stoleti se zafinaji objevovat vahy o chovani ndhodnych jevi (vysledcich
ndhodnych pokust) pii velkém poctu sledovanych jevi (pokusi). Bylo by
zajimavé sledovat, nakolik byly tyto tvahy ovlivnény bouflivym rozvojem
infinitesiméalniho poétu v té dobé; jména matematiki, jejichz dilem se zde
budeme zabyvat, davaji divod k dommnénce, Ze takové ovlivnéni zde bylo,
nebudeme ale tuto otazku zkoumat.

Vyklad v této ¢asti bude usporadan tak, Ze nejprve pojedname o vkladu vy-
znamného matematického rodu Bernoullitt do teorie pravdépodobnosti (zdkon
velkych éisel, petrohradsky paradox), pak se zminime o tzv. geometrické defi-
nici pravdépodobnosti (G. L. L. Buffon) a nakonec pohovofime o podminénych
pravdépodobnostech a Thomasi Bayesovi. Protoze rod Bernoullit predstavoval
v d¢jinach matematiky zcela vyjimecény jev, pojedname o nich ponékud podrob-
néji, i kdyZ teorie pravdépodobnosti nebyla jejich hlavnim oborem ptsobnosti.

8 Bernoulliové

8.1 Zakladni prehled

O Bernoulliich existuje rozsahld specidlni literatura; zde vyjdeme (kromé
jiz. ¢asto citovanych knih [1 - 4]) z knizky [11]**. Rod Bernoullitt pochazel
z Antverp, ale v rameci riznych nabozenskych nepokoji se v prithéhu 16. stolet{
nékolikrat stéhovali a od r. 1620 se usadili v Basileji. Protoze byli matematicky
¢inni po nékolik generaci, historikové je rozlisuji poradovymi &islicemi (jako
panovniky); v priloze I je uveden zdkladni rodokmen, ve kterém je kromé
roku narozeni a tunrti uveden i obor, ktery pfislusny Bernoulli vystudoval,
a jsou vyznaceny i vztahy Bernoullitt k (pravdépodobné) nejvyznamnéjsimu
matematikovi 18. stoleti Leonhardu Eulerovi.

Teorii pravdépodobnosti se zabyvali tfi z nich: Jakob I, Niclaus I a Daniel I;
protoze o jinych Bernoulliich uZ v dal$im nebude fe¢, budeme &islici I vynecha-
vat. Pokud se pravopisu kfestnich jmen Bernoullii tyée, pridrzujeme se zptisobu
pouzivaného v [3], III.

33U nas byl publikovan stru¢ny pfehled v &lanku ZIcHOVA, J.: Co mosnd nevite o rodiné
Bernoullid, Informace MVS JCMF & 38 (zafi 1992). Specialngjsi problematice je vénovan
¢lanek SIERKSMA, G.: Johann Bernoulli (1667 - 1748): Deset neklidnych let v Groningen,
PMFA 39 (1994), 14 - 26, kde je také uvedena dalsi specialni literatura.
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8.1.1 Jakob Bernoulli (1654 — 1705)

Narodil se a zemtel v Basileji; od r. 1687 az do smrti byl profesorem mate-
matiky na basilejské université4. Od r. 1690 publikoval spolu se svym bratrem
Johannem I. v navaznosti na Leibnize celou fadu praci z infinitesimalniho po-
¢tu a lze Fici, ze tato trojice méla veliky podil na rychlém rozvoji této casti
matematiky.

Ze vsech Bernoullit se zapsal nejvyraznéji do do déjin teorie pravdépodob-
nosti svym spisem Ars conjectandi, o kterém uz byla zminka v souvislostis Huy-
gensem; podrobnéji o ném pojedname déle.

8.1.2 Niclaus Bernoulli (1687 — 1759)

Narodil se a zemfel v Basileji; nejprve byl profesorem matematiky na
université v Padové (1716 — 1731), pak logiky (1722 - 1731) a prava (1731
- 1759) na université v Basileji. V matematice ho vzdélaval jeho stryc Jakob
a z tohoto hlediska stoji za zminku, Ze je autorem prace Specimina Artis
conjectandi, ad questiones Juris applicate, kterd dajné vysla v Basileji uz
vr. 1709 a znovu v lipském casopise Acta eruditorum v r. 1711 (dle [1], str. 194).

Jeho hlavni vyznam pro teorii pravdépodobnosti vSak spocivd ve dvou
jinych Cinech: jednak v tom, ze v r. 1713 vydal spis svého stryce Jakoba Ars
conjectandi (o kterém jesté bude fed), jednak v tom, ze v korespondenci s jiz
zminénym P. Montmortem zformuloval Glohu, kterd se pozdé&ji stala zndmou
pod nazvem ,petrohradsky paradox“ (o kterém také jesté bude fec)35.

8.1.3 Daniel Bernoulli (1700 - 1782)

Narodil se v Groningenu, zemfel v Basileji; plisobil nejprve na Petrohradské
akademii véd, pak na université v Basileji jako profesor fyziologie (v Petrohradé
1725 - 1730, v Basileji 1733 - 1750) a mechaniky (v Petrohradé 1730 — 1733,
v Basileji 1750 — 1782). V [2], str. 142 se uvadi, ze publikoval sedm praci z teorie
pravdépodobnosti, z nichz se v dalsim budeme vénovat prvni z nich, kterd méla
nazev Specimen Theorie Nove de Mensura Sortis a byla napsana okolo r. 1730,
ale vysla az v r. 1738 v Casopise Commentarii Academie Scientiarum Imperialis
Petropolitane ([1], str. 213); v této praci byla publikovdna a feSena vyse
zminéna aloha, které se pak (podle mista publikace) zacalo {kat ,petrohradsky
paradox“.

31Toto misto obsazovali Bernoulliové neptetrzité vice nez sto let: Jakob I. v letech 1687 —
1705, Johann 1. v letech 1705 — 1748 a Johann II. v letech 1748 -- 1790.

35Montmort, Pierre Remond de (1678 — 1719) byl ptivodné kanovnikem u Nétre-Damme
v Palizi, ale toto misto opustil, aby se mohl oZenit ([1], str. 78). Ke druhému vydani jeho spisu
Essai d’Analyse sur le Jeur de Hazards (vySlo r. 1713 nebo 1714) je piipojeno vice nez sto
stranek korespondence mezi Montmortem a Niclausem Bernoullim ([1], str. 113) a v dopisu
z 9.JX.1713 ([2], str. 94) je formulace tlohy, jejiZ feSeni pozdéji dostalo ndzev ,petrohradsky
paradox“; z historického hlediska je ale tieba uvést, ze ilohou se zabyval (asi jako prvni) uz
Hieronymus Cardano (1501 — 1576) ve spisu Practica Arithmetice generalis z r. 1539 ([3],
11, str. 502).
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8.2 Vsuvka II
Nejjednodussi limitni véty

Nez pfikro¢ime k vykladu o prvni formulaci zdkona velkych ¢isel, pFfipomene-
me si ve strucnosti zakladni pojmy z této oblasti v sou¢asném pojeti. Vychazime
zde z knihy [12], kterd je (dle naseho nazoru) napsana se zfetelnym prihlédnu-
tim k historickému vyvoji problematiky; jeji prvni vydani z r. 1950 obsahuje
jako dodatek na str. 340 — 367 kratky prehled historie teorie pravdépodobnosti.

8.2.1 Binomické rozdéleni

Predpokladejme, ze kondme sérii n nezavislych pokusti, z nichz v kazdém
muze jev A nastat s pravdépodobnosti p; takto usporiddané sérii pokusu se
nékdy fikd Bernoulliovo schéma ([12], str. 74). Oznaéme & ndhodnou velicinu,
jejiz hodnota je rovna poctu vyskytd jevu A v provadéné sérii n nezavislych
pokusti. Snadno zjistime, ze pro jeji pravdépodobnostni funkci plati

Ple=1 = )oha—p*,

kde k¥ = 0,1,...,n; o této ndhodné veliciné fikame, ze ma binomicky zikon
rozdéleni pravdépodobnosti (nebo kritce: ma binomické rozdéleni).

8.2.2 Bernoulliova véta ([12], str. 204)
Necht m je pocet vyskytd jevu A v sérii n nezavislych pokusii, z nichz
v kazdém miize jev A nastat s pravdépodobnosti p. Pak pro libovolné ¢ > 0

plati
lim P(‘%—p’<6) ~1.
n 00

Této vété se nékdy rika slaby zdkon velkych Cisel. Nelze z ni délat zaveér, ze
pro velky pocet pokusii n se relativni ¢etnost 2 vyskytu jevu A blizi k prav-
dépodobnosti tohoto jevu p; plyne z ni pouze, Ze pro velky pocet pokusti je
pravdépodobnost ,velkych® odchylek relativni ¢etnosti = od pravdépodobn-
sti p jevu A mald. V r. 1911 (viz [12], str. 241 a nésl.) dokdzal francouzsky
matematik E. Borel tzv. silny zdkon velkych &isel, ktery fika, ze

P(% —~p) =1 pron — co.

8.2.3 Moivreova — Laplaceova lokalni limitni véta ([12], str. 79)

Necht m je pocet vyskytd jevu A v sérii n nezdvislych pokusti, z nichz
v kazdém miize jev A nastat s pravdépodobnosti p. Oznacme P, (m) pravdé-
podobnost, ze jev A nastal pravé m-krat, ¢ =1-p, 0<p< 1,

m —np

NOTE

=

Pak pro n — oo

u""“

JAPiPa(m) - -——\/15—;9'

stejnomérné pro vsechna m, pro kterd x lezi v n&jakém koneéném intervalu.

-1
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8.2.4 Moivreova — Laplaceova integralni limitni véta ([12], str. 87)

Za predpokladii predeslé véty pro n — oo stejnomérné vzhledem k a, b plati

b
P(a§z<b)————12—/ e‘édz—>0.
V4T Ja

8.2.5 Normalni rozdéleni

Moivreovy — Laplaceovy véty ukazuji (stru¢né feceno), ze diskrétni nahodna
velicina s binomickym rozdélenim se pro velkd n chov4 pfiblizné stejné jako
spojitd ndhodné veli¢ina s normélnim rozdélenim; pfipomenme si proto jesté
definici normalniho rozdéleni (nékdy se téz nazyva Gaussovym rozdélenim).

Nihodnou veli¢inu ¢ nazyvadme spojitou, mize-li nabyvat vsech hodnot
z né&jakého intervalu (a,b). Mize-li ndhodnd veli¢ina £ nabyvat vsech hodnot
z intervalu (—o00, +00) a plati-li pro véechna a (mize byt nevlastni)

1 [0 ey
P <a)= e =t dr,
27 Joo

[oa

pak o této ndhodné veli¢iné fikdme, Ze m4 normalni zdkon rozdéleni pravdé-
podobnosti (nebo kratce: ma normalni rozdeleni) se stfedni hodnotou u a roz-
ptylem ¢2. Je-li g = 0 a ¢ = 1 (viz Moivreovy — Laplaceovy véty), mluvime
o normovaném normalnim rozdéleni.

Normaln{ rozdéleni ma mimorfddny vyznam v teorii pravdépodobnosti a
jejich aplikacich a 1 kdyZz se jim zde nebudeme zabyvat, povazujeme za vhodné
pripomenout si ho alespon v souvislosti s limitnimi vétami.

8.2.6 Stirlingova formule ([12], str. 30)

V nejjednodussi podobé se Stirlingova formule zapisuje ve tvaru

n! ~V2rnn"e™"

pro velka n.
8.3 Ars conjectandi

8.3.1 Zakladni Gdaje

Jak uz bylo fec¢eno, hlavnim vkladem Bernoullit do teorie pravdépodobnosti
byl spis Jakoba Bernoulliho Ars conjectand:, napsany mezi lety 1679 — 1685
([3], 111, str. 339) a vydany Jakobovym synovcem Niclausem v r. 1713. Uvedme
zde zdkladni idaje o tomto spisu.

Vlastni spis [10] (bez pfedmluvy apod.) m4 239 stran formatu (pfiblizné)
Ab a je ¢lenén do &ty ¢asti; podrobny vyklad lze najit napf. v [1, 2]. Prvni ¢ast
(str. 1 — 71) obsahuje plné znéni Huygensova spisu De ratiociniis in ludo alee
s podrobnymi komentafi a obsahlymi dopliiky Jakoba Bernoulliho; uvedme
napiiklad, ze pFi zobecnéni Huygensova Propositio XII Bernoulli zavadi



48 KAREL MACAK

(v dnesni terminologii) binomicky zédkon rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné
veliciny. Druhd ¢ast (str. 72 — 137) je v podstaté ucebnici kombinatoriky, treti
cast (str. 138 — 209) lze charakterizovat jako sbirku kombinatorickych tloh
s herni motivaci. Tyto tFi ¢asti jsou dnes zajimavé pouze z historického hlediska;
presto, Ze zustala nedokoncend. Jeji plny nazev je Artis conjectandi pars quarta,
tradens usum & applicationem precedentis doctrine in Civilibus, Moralibus &
(Economicis. Jejim hlavnim pfinosem byla prvni formulace a dikaz zdkona
velkych ¢isel, kterému se budeme podrobnéji vénovat déle; zde pouze uvedme,
ze v prvni kapitole této Casti se poprvé objevuje naznak toho, cemu se dnes
Fika klasickd definice pravdépodobnosti. Bernoulli zde Fika:

Pravdépodobnost totiz je stupném jistoty a lisi se od ni jako cast od
celku. Jestlize totiz celd a absolutni jistota, kterou oznacime pismenem a nebo
jednotkou 1, se podle predpokladu sklddd napriklad z péti pravdépodobnosti jako
casti, z nichZ t¥i jsou pro existenci nebo budouci vyskyt néjakého jevu, ostatni
jsou proti: o onom jevu bude teceno, fe md %a nebo % jistoty.38

8.3.2 Zakon velkych ¢isel

Ctvrta ¢ast spisu Ars conjectandi je rozdélena do péti kapitol; zakon velkych
¢isel je zformulovan a dekézan v posledni z nich. Jeho formulace je samozfejmé
Jind, nez je uvedeno v ¢asti 8.2.2; s vyuzitim soucasné terminologie a symboliky
by bylo mozno Bernoulliiv vysledek zapsat takto:

Necht m je pocet vyskytl jevu A v sérii n nezavislych pokust, z nichz
v kazdém muze jev A nastat s pravdépodobnosti p = 7. Pak pro jakékoli
(velké) ¢ > 0 1ze najit ng takové, ze pro vsechna n > ng plati

p 7'—1<_n1<7'+1 >cpm<r—l P ﬁ>r+1 .
t n t - n — n —

Tento vysledek lze prepsat do jednodussiho tvaru

P(m—p <l)ch<E—p Zl);
n t n t

I’(%—P‘Z-tl-)=1—P(l%--l)|<%)r

muzeme Bernoullitiv vysledek nakonec zapsat ve tvaru

a protoze

36 Probabilitas enim est gradus certitudinis, € ab hac differt ut pars a toto. Nimirum
si certitudo integra €4 absoluta, quam litera a vel unitate 1 designamus, quinque verb.gr.
probabilitatibus ceu partibus constare supponatur, quarum tres militent pro ezistentia

aut futuritione alicujus eventus, relique contra: eventus ille dicetur habere %a, seu %
certitudinis.
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m 1 c
P |—— }<— > <
(n b t>—c+1’

coz odpovida soucasné formulaci (viz ¢ast 8.2.2).

Bernoulli sviij vysledek dokazuje pouze s vyuzitim vlastnosti binomickych
koeficientt (dnes bychom asi fekli: stfedoskolskymi prostiedky) bez vyuziti
Stirlingovy formule (nebof ta jesté nebyla zndma); je tedy dost dlouhy (10
stran) a pracny, ale i podle dnesnich hledisek je povazovan za zcela pFesny.
Dokazuje rovnéz, ze pro dand ¢isla ¢, r a t 1ze odpovidajici ng najit ze vztahu
(v dnesnim zapisu)

_ log ¢ + log(s — 1) s st
no_rnﬂx([[log(r—{—])—logr 1-*’7’—}-1 t—1’+l ’

logc + log(r — 1) 14" . ri
log(s + 1) — log s s+1 s+1()’
kde s = t — r, symbol [z] znamend nejmensi celé &islo vétsi nebo rovné z.

S vyuzitim tohoto vztahu Bernoulli poc¢ita ng pro ¢ = 1000, » = 30, ¢ = 50 a
zjistuje, ze

o ([[4.2787536)] 51, 10001 [[4,4623980] 51 15007 _
no = MAXA 100142405 | 317~ 731 |’ |]0,0211893 | 21 2 )=
({301.2550 - 10001 [211.2550- 1500

= max 3

31 ’ 21
= 25550.

‘D = max(24728;25550) =

Koname-li tedy sérii pokusi, z nichz v kazdém muze sledovany jev nastat
s pravdépodobnosti %, pak prfi provedeni (alespon) 25550 pokusi mame
zaruceno, ze pomér poctu pripadd, v nichz sledovany jev nastal, ku poctu vsech
pokust bude lezet v intervalu

29 31
(56’ '56) = (0.58,0.62)

s pravdépodobnost{ tisickrat vétsi nez mimo tento interval. Kdybychom ovsem
chtéli tuto pravdépodobnost stanovit, museli bychom pfi pouziti Bernoulliho
metody vypoéitat soucet (dolni mez pro s¢itani je %25550 + 1, horni mez pro
séftani je 2125550 — 1)

50
1§0 26550\ (3 k (2 25550-1«‘
k 5 5 '

k=14820

to je prakticky neproveditelné (a navic by se v tomto pfipadu vysledni
pravdépodobnost jen nepatrné lisila od 1, takie z pedagogického hlediska se
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tento pifklad nejevi jako pfilis vhodny3”). Reseni takovych Gloh je prakticky
moizné a uzitim Moivreovy — Laplaceovy integralni véty (kterou jsme uvedli
ve vsuvce) a tabulek normaélniho rozdéleni; k osobé Abrahama de Moivrea se
jesté kratce vratime.

8.3.3 Prvni tllohy matematické statistiky

Zakon velkych ¢isel je povazovan (a to jisté pravem) za hlavni Bernoullitv
vysledek v oblasti teorie pravdépodobnosti. Pri ¢etbé jeho spisu vsak vznika
dojem, ze Bernoulli mifil dale (coz mize souviset s tim, ze spis zistal
nedokonéen), ¢emuz nasvédcuji nékteré tvahy a priklady ze ctvrté kapitoly
posledni ¢asti spisu. Jeden z téchto prikladi lze zformulovat takto:

V urné je umisténo 3000 bilych a 2000 cernych kamenti. Experimentator tyto
Gdaje neznd a chee stanovit pomeér bilych a ¢ernych kamenu na zédkladé pokusu,
pii kterém postupné vytahuje kameny z urny a sleduje, jak ¢asto vytahnul bily
a jak casto cerny; pritom vytazeny kdmen vzdy vrati zpét dfive, nez vytahuje
dalsi®®. V dalsim vykladu Bernoulli dodava, 7ze tento pomér nechce stanovit
absolutné presné, ale pouze s jistym piiblizenim3®. Z dnesniho hlediska lze
o tomto prikladu Fici, ze pocet bilych (nebo ¢ernych) kament vytazeny v sérii
n pokusi je ndhodna velicina s binomickym rozdélenim, jehoz parametr p
nezname a chceme ho odhadnout na zikladé vysledku série pokusii; to je typicka
(loha matematické statistiky.

Domnivame se proto, ze Bernoulli miFil k feSeni Gloh matemnatické statistiky
a dikazem zdkona velkych ¢isel potvrdil, Ze intuitivni ndzor na moznost FeSen{
téchto Glioh pomoci dostateéné dlouhé série pokust je objektivné opravnény.
Nedospél sice az k feSeni statistickych loh, presto lze vsak jeho spis povazovat
za prvni vykroceni timto smérem. K Glohdm tohoto typu se jesté vratime
v kapitole o Thomasi Bayesovi.

8.3.4 Abraham de Moivre

[ kdyz je tato ¢ast prednasky vénovana Bernoullitim, povazujeme za vhodné
uvést zde alespon strucné zdakladni informace o dalsim historickém vyvoji
problematiky souvisejici se zdkonem velkych ¢isel. Na tomto vyvoji (a na
celém dalsim vyvoji teorie pravdépodobnosti) se vyznamné podilel Abraham

37Pro nas piiklad bylo pomoci programového produktu ,Mathematica® zjiiténo, ze
hledana pravdépodobnost je rovna 0,999999999932266; z toho je ziejmé, ze Bernoullitiv odhad
cisla ng je piilis vysoky. Pomoci Moivreovy ~ Laplaceovy integralni véty a programového
produktu ,Mathematica“ lze postupem popsanym v [12], str. 95 zjistit, ze k dosazeni
pozadované presnosti stai ,jen" asi 6500 pokusii.

38 [/t exemplo constet quid velim, pono in urna quadam te inscio reconditos esse ter
mille calculos albos & bis mille nigros, teque eorum numerum erperimentis exploraturum
educere calculum unum post alterum (reponendo tamen singulis vicibus illum quem eduristi,
priusquam sequentem eligas, ne numerus calculorum in urna minuatur) € observare, quoties
albus & quoties alter exeat.; v dalsim se uz nemluvio poétu kament (numerus), ale o poméru
(ratio) (viz té% nasledujici citat).

39 Ne autem heaec secus intelligantur quam oportet, probé notandum est, quod rationem
inter numeros casuum, quam erperimentis determinare aggredimur, non precisé & in
indivisibili acceptam velim ...
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de Moivre!® (1667 - 1754), ktery se narodil ve Vitri v oblasti Champagne, ale
po zruseni nantského ediktu musel jako protestant opustit Francii. V r. 1668 se
usadil v Londyné a prozil tam pak cely svij zivot; v r. 1697 byl zvolen ¢lenem
Royal Society (viz [1], str. 135, [4], III, str. 128).

Pokud se jeho prinosu k teorii pravdépodobnosti tyce, publikoval nejprve
v r. 1711 v ¢asopise Philosophical Transactions jiz v ¢asti 4.2 zminéné pojednan{
De mensura sortis, seu, de probabilitate eventuum in ludis a casu fortuito
pendentibus. Toto pojednéani pak rozsifil do samostatné knihy The Doctrine
of Chances: or, a Method of Calculating the Probabilities of Events in Play,
kterd vysla v nékolika postupné dopliovanych vydanich: 1. vydani v r. 1718
mélo 175 stran, 2. vydani v r. 1738 mélo 258 stran a posmrtné 3. vydani
v r. 1756 348 stran. Z hlediska teorie pravdépodobnosti nelze opomenout ani
jeho spis Miscellanea Analytica de Seriebus et Quadraturis vydany v r. 1730,
nebot tento spis obsahoval formuli pro pfiblizny vypocet faktoridli nazyvanou
dnes Stirlingovou formuli*!, ktera predstavovala hlavni Moivreiiv nastroj pfi
FeSeni problémi naznacenych Bernoullim.

Nepodafilo se ndm bohuzel zjistit, v ¢em prFesné spocival Moivreiv piinos
pri formulaci Moivreovych — Laplaceovych vét citovanych ve vsuvce II; plivodni
Moivreovy prace se nam nepodafilo ziskat a dostupni autofi uvadéji informace
dosti riznorodé. Dle [1], str. 192 Moivre dok4zal pouze lokalni vétu pro pripad
p= .13, a to az ve tfetim vydani spisu The Doctrine .... Také dle [2], str. 92
fesil Moivre poze pripad p = %, ale uz v Miscellanea ... a z formulace
pouzité v [2] neni jasné, jednalo-li se o vétu lokalni nebo integralni. Dle [4],
IT1, str. 128 — 129 Moivre dokéazal kompletné lokalni i integralni vétu (az na
stejnomérnou konvergenci) v r. 1733 v dodatku k Miscellanea ... a Laplace
(ktery pry skoro nikdy neuvadél své predchiidce) ji dokdzal znovu. Otdzku
o skuteéném Moivreové pfinosu k problematice limitnich vét tedy musime
nechat nezodpovézenou®?.

40Dle [4], II1, str. 128 byl synem lékafe a &astici ,de* si ke jménu pridal sdm.

41 James Stirling (1692 — 1770) pisobil nejprve v Oxfordu, ale z politickych dtivod musel
v r. 1715 emigrovat (do Benatek) a teprve v r. 1725 se smél na Newtonovu pfimluvu vratit
do Anglie. Od r. 1735 do smrti byl Feditelem dolu ve Skotsku (viz [3], III, str. 387, [4], III,
str. 227). Stirlingova formule vznikala v tésné korespondenéni spolupréci Stirlinga a Moivra;
dle [4], IIL, str. 129 by méla byt nazyvana formuli Moivreovou - Stirlingovou (podrobné je
tato otazka zpracovana v [4], III, str. 228 - 229).

12Moivreovi je vénovan podrobny &lanek Ivo Schneidera v Easopisu Archive for History of
Ezact Sciences 5 (1968-69), str. 177 — 317, ale k tomuto &lanku se ndm bohuzel nepodafilo
proniknout.
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8.4 Petrohradsky paradox

8.4.1 Formulace problému

Piipomenme si nejprve pojem spravedlivé hry.

Hraje-li se hra o néjakou castku (sdzku) a je-li vysledek hry ovlivnén
nahodou (tj. hodnota vyhry je ndhodnd veli¢ina), pak je hra povazovana za
spravedlivou, jsou-li stfedni hodnoty vyher vSech hracu stejné. Funguje-li ve
hie jeden hrac jako bankér, jehoz povinnosti je vyplacet ostatnim hracim vyhry,
pak ve spravedlivé hfe musi kazdy hrac bankéfovi pfedem zaplatit stfedni
hodnotu své vyhry (za pravo zGcastnit se hry).

Protoze historické souvislosti jsme uz uvedli dfive, muzeme nyni uvést
pravidla hry vedouci ke vzniku tzv. petrohradského paradoxu. Dva hraci A,
B hraji tak, ze hra¢ A hazi minci (,panna®“ nebo ,lev*) az do prvniho padnuti
Jva“. Padne-li ,lev® poprvé v k-tém hodu, vyplati hra¢ B hragi A 2= korun
(na pouzité méné samoziejmeé nezalezi). Hra¢ B tedy funguje ve hre jako bankér;
aby hra byla spravedlivou, musi hra¢ A predem zaplatit hraci B stfedni hodnotu
své vyhry, ale ta je dle pravidel hry rovna

[ B a1 B
1,§+2.Z+4.—§+“'+Q .2—n+-~~~oo,
takze hra se vlastné nedd spravedlivé hrat. Teoreticky je hra¢ B v nevyhodé
pii jakkoli vysokém vkladu hrace A, prakticky by ale zadny hrac A nevsadil
do hry ani 100,- K&, protoze by si snadno spoéital, ze ¢astku 27 = 128,-K¢
miize vyhrat s pravdépodobnosti rovnou 278 = 0,0039; v tomto rozporu mezi
teoreticky stanovenou stfedni hodnotou vyhry, kterd je nekonecné velikd, a
prakticky“ moznymi vyhrami, které jsou dosti malé, spocivi PARADOX této
hry.

Pficina paradoxu je zfejma: ve hfe lze sice vyhrat velice vysoké ¢astky, ale
s velice malymi pravdépodobnostmi. Z hledicka dnesni matematiky neni nad
¢im badat, protoze rada definujici stfedni hodnotu vyhry neni konvergentni
(viz cast 3.2.3) a stfedni hodnota vyhry v dané hre tedy neni definovéna.
V 18. a 19. stoleti ale tento paradox zaujal mnoho matematiki (viz [1 - 4]) a
povazujeme proto za vhodné podat alespon struény ptehled raznych pristupii
k petrohradskému paradoxu.

8.4.2 Moralni st¥edni hodnota

Asi nejvétsi pozornost v souvislosti s petrohradskym paradoxem vzbudila
teorie souvisejici s pojmem tzv. moralnistfedni hodnoty (moralnfho ocekavani).
Daniel Bernoulli v ¢lanku zminéném v ¢ésti 8.1.3 (a po ném i mnozi jini
(napi. Laplace)) soudili, ze k FeSeni problémi spojenych s finanénim ziskem
nebo ztratou neni vhodna obvykla ,fyzikalni“ stfedni hodnota (kterou Laplace
nazyval fortune physique) ([1], str. 214), ale tzv. moraln{ stfedni hodnota
(dle Laplace fortune morale) respektujici tu skutecnost, ze hodnota néjakého
finanéntho zisku nebo ztraty je relativni a zavisi na tom, jaky je majetek
¢lovéka, ktery néco ziskava nebo trati. Tato zdkladni myslenka se objevila uz
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v 1. 1728 v Cramerové®® dopisu Niclausovi I Bernoullimu [5]** a v r. 1730 ji
vyslovil Buffon*®; Daniel Bernoulli ji véak matematicky zpracoval a pifslusn4
teorie se pak objevovala v uéebnicich az do konce minulého stoleti*®; prakticky
ani teoreticky nebyla snad nikdy vyuzita a nebudeme se ji zde zabyvat.

8.4.3 Odmitnuti ,malych® pravdépodobnosti

Jiz zminény hrabé Buffon ve spisu FEssai d’Arithmétique Morale, ktery byl
napsan asi okolo r. 1760, ale vysel az r. 1777 ve ¢tvrtém svazku Supplément a
[’Histoire Naturelle ([1], str. 344), vyslovil nazor, ze ,malé“ pravdépodobnosti
lze z praktického hlediska povazovat za rovné nule, pficemz jako hranici
navrhoval hodnotu 10~%, coz zdtivodiioval tim, ze podle imrtnostnich tabulek
Sestapadesatilety clovék umfe béhem nésledujicich 24 hodin pravé s touto
pravdépodobnosti, a presto zadny Sestapadesdtilety ¢lovék prakticky nepocita
s tim, ze by béhem nésledujicich 24 hodin mél zemfit.

Pokud bychom fesili petrohradsky paradox v duchu tohoto nézoru, pak
s prihlédnutim k faktu

214 = 16384 > 10* > 2!3 = 8192

dostaneme stfedni hodnotu vyhry hrace A rovnu

13 o;
21—1
2 ’

i=1
Tento Buffontv ndzor nebyl v teorii pravdépodobnosti nikdy obecné pfijat, ale
nékteif matematici se k nému priklanéli (napf. d’Alembert®7).

8.4.4 Realistické reseni
Ztejmé nejrealisticté)jsi nazor na petrohradsky paradox se objevil v jiz
zminéném Cramerové dopisu N. Bernoullimu; v 19. stol. byl znovu pfipomenut

Poissonem ve spisu Recherches sur la Probabilité des jugements en matiére

43Gabriel Cramer (1704 — 1752) vystudoval universitu v Zenevé a pozd&ji se tam stal
profesorem matematiky; byl ve styku s Johannem I. Bernoullim ([3], IIL, str. 503, [4], III,
str. 66).

44Tento dopis otiskl Daniel Bernoulli ve svém &lanku.

45Hrabé Georges-Louis Leclerc de Buffon (1707 — 1788) je znam hlavné svym monumen-
talnim 44-svazkovym dilem Histoire naturelle, générale et particuliére, ze kterého 36 svazku
napsal sdm (dle [2], str. 139).

46 Posledni ndmi nalezena citace ([3], II1, str. 631) je z r. 1896.

17 Jean Le Rond d'Alembert (1717 - 1783) (dle [3], I11, str. 510) byl idajné nemanzelskym
synem markyzy de Tencin a délostieleckého diistojnika Destouchese; matkou byl odlozen
na schody pafizského kostela Saint-Jean-le-Rond a byl vychovan v rodiné chudého sklenare
Alemberta. Za Destouchesovy finanéni podpory vystudoval prava, ale uz r. 1739 predlozil
pafizské Akademii véd své prvni matematické pojednani. V letech 1750 — 1757 se podilel na
vydavani znamé Encyklopédie ou dictionnaire raisonné des sciences, des arts et des méetiers,
v r. 1754 byl za svoji literarni ¢innost zvolen do Francouzské akademie a v r. 1772 se stal jejim
sekretafem; mezitim se v r. 1756 stal i lenem pafizské Akademie véd. Jeho matematicka i
literdrni &innost byla rozsédhld; poznamenejme, Ze v r. 1989 vysel v nakladatelstvi Svoboda
vybor z jeho dila.
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criminelle et en matiére civille (1837). Zékladni myslenka spociva v tom, ze
petrohradska hra neni korektni, protoze podle pravidel hry by hra¢ B mél byt
schopen vyplatit hraci A libovolné velkou ¢astku, coz ale neni mozné, protoze
kazdy clovék mé jen omezeny (konecny) majetek. Z hlediska petrohradské hry
to znamend, ze vyhra hrace A mize vzristat jen do jisté vyse dané majetkem
hrace B, pak uz zistava vyhra hrace A konstantni a z toho plyne i konecnost
sttedni hodnoty jeho vyhry.

Predpoklddejme napfiklad, ze hrd¢ B ma majetek (a je tedy schopen hraci
A vyplatit) 10° K&. Protoze

230 = 1073741824 > 10° > 2*° = 536870912,
dostavame pro stfedni hodnotu vyhry hrace A

29 1 (o)
Z_ — =145+ — = 16, 36.
o o ,5 229 6,0)

i=1 i=30
8.4.5 Experimentalni vyzkum

V literatufe lze nalézt na ruznych mistech odkazy svédéici o tom, Ze
v minulosti nejeden matematik zkoumal petrohradskou hru experimentalné.
Uvedme zde pouze jeden z téchto Gdaji: v [1], str. 346 je citovdn Buffoniv
pokus, pri kterém ve 2084 partiich petrohradské hry byla celkova vyhra 10057
korun (neni ovSem uvedeno, jakych), z ¢ehoz plyne primérna hodnota vyhry
cca 4,83 korun.

9 Geometricka definice pravdépodobnosti

9.1 Zakladni myslenka

Uvazujme nasledujici alohu:

St¥ilime na ¢tvercovy teré (viz obr. 2a) bodovymi néboji s ikolem zasadhnout
vysrafovany kruh. Protoze nejsme dobrymi stfelci, jsou nase zdsahy rovnomérné
rozlozené po celé plose terée. Ptame se, jaka je pravdépodobnost zasahu
vysrafovaného kruhu.

7 hlediska klasické definice pravdépodobnosti nelze tlohu fesit, protoze jak
pocet vech pripadi pFiznivych, tak pocet vSech ptipadi moznych je nekoneény.
Presto se jevi jako zcela prirozeny nazor (ktery je také vSeobecné prijaty), Ze
hledanou pravdépodobnost lze stanovit (nebo definovat) jako pomér plosného
obsahu vysrafovaného kruhu ku plosnému obsahu celého é&tvercového terce.
Tomuto pFistupu se nékdy fikd geometrickd definice pravdépodobnosti a je
dnes bézné pouzivan k feseni nékterych pravdépodobnostnich tloh.

Autorem tohoto pristupu je jiz nékolikrat zminény hrabé Buffon, ktery ho
v jiz zminéném spisu Essai d’Arithmétique Morale pouzil k feseni nékolika
tloh. Nejznaméjsi z nich se stala tzv. Gloha o jehle, umoziiujici experimentalnf
odhadnuti &isla 7; tuto Glohu zde nyni uvedeme.
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9.2 Buffonova dloha o jehle

Uloha zni takto:

Na rovinu s narysovanymi rovnobézkami vzdéalenymi od sebe d je ndhodné
vrhéna jehla délky h < d. Vypocitejte pravdépodobnost toho, Ze jehla protne
nékterou primku.

Reseni:

Ozna¢me (viz obr. 2b):
z = vzdalenost stfedu jehly od nejblizsi primky,
¢ = uhel sevieny jehlou a primkou.

X
d
c/ 5
o x:llsinw
2 2 !
1111/
b/ ' //
. / [/ / // ////
< 0 Tr p
4 2
. X
S T
Obr. 2
K protnuti primky jehlou dojde tehdy a jen tehdy, je-li
< h .
z < 5sing.

Znazornime-li situaci v pravoihlém souradném systému s osami z a ¢, kde
z € (0, g—), v € (0, %) (viz obr. 2c), pak vysrafovany obrazec urcuje mnozinu
bodi odpovidajici pfipadiim, kdy dojde k protnuti pfimky jehlou, cely obdélnik
se stranami g a % odpovidd mnoziné vSech moznych pripadt. Dle geometrické
definice pravdépodobnosti tedy hledand pravdépodobnost bude rovna

fO% %sin(pdgo _ 2h
0w
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V literatuie (napf. [12], str. 39) lze najit tabulky nékterych experimentalné
dosazenych vysledi@ pri stanoveni ¢isla 7 touto metodou. To je spise historicka
kuriozita, ale ndpad, ze pfiblizna FeSeni nékterych numerickych uloh lze ziskat
uzitim ndhodnych procedur, se stal zdkladem tzv. metody Monte Carlo, které
se pouziva na pocitacich pfi FeSeni mnoha numerickych dloh.

10 Nezavislé jevy a podminéna pravdépodobnost

Uz v prvni vsuvce jsme upozornili na to, ze s intuitivnim chépanim pojmu
nezavislosti ndhodnych jevi nelze v teorii pravdépodobnosti vystacit a ze bude
nutné, abychom se k tomuto pojmu jesté vratili. V této ¢asti naseho vykladu
pojedname o tomto pojmu v souvislosti se jménem anglického matematika
Thomase Bayese.

10.1 Thomas Bayes (1702 — 1761)

Narodil se v Londyné; jeho otec byl duchovnim a clenem Royal Society.
Thomas byl vychovdvan doma; je mozné, ze jednim z jeho domécich uciteli byl
Moivre. Stal se rovnéz duchovnim a v r. 1742 byl zvolen ¢lenem Royal Society
(dle [2], str. 103).

Béhem zivota skoro nic nepublikoval; jeho jedind prace o teorii pravdépo-
dobnosti [13] vysla az posmrtné (1763) v casopise Philosophical Transactions.
Nez prikroc¢ime k vykladu obsahu této stati, pfipomeneme si zdkladni pojmy
ze soucasného pohledu; vychazet pfitom budeme z klasické definice pravdépo-
dobnosti.

10.2 Vsuvka III
Podminéné pravdépodobnosti a Bayesova véta

10.2.1 Dva piiklady
Priklad 1.

Hézime dvéma kostkami (cervenou a modrou) a zkoumame dva ndhodné jevy:
jev A = na cervené kostce padne sudy pocet ok,

jev B = na modré kostce padne pétka nebo Sestka.

7 intuitivniho pohledu na véc jsou tyto jevy nezavislé. Dle klasické definice
pravdépodobnosti snadno vypocitame pravdépodobnost P(A N B), protoze
pocet vSech moznych vysledkd pfi hazeni dvéma kostkami je 36 a pocet vsech
priznivych vysledki (tj. na cervené kostce sudy poéet ok a na modré kostce
pétka nebo Sestka) je 6, takze

6 1
P(ANB) = oo = ¢

Vsimnéme si, 7e P(A) = 1, P(B) = }, takze P(AN B) = P(A) - P(B); tuto
vlastnost bychom zjistili i rozborem jinych (intuitivné) nezavislych jevi.
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=1

Priklad 2.

Hazime opét dvéma kostkamni (Cervenou a modrou) a zkoumame opét dva
nahodné jevy:

Jjev B = na modré kostce padne pétka nebo Sestka (stejné jako v prikladu 1),
jev (' = soucet ok na obou kostkach je vétsi nebo roven 10.

Z intuitivniho pohledu na véc jsou jevy B a C zavislé; dle klasické definice
pravdépodobnosti zjistime:

5

P(BNC) = 36 # P(B).P(C),
5 3N C
P(B, jestlize vime, ze nastal jevC) = 6) = E%,
P(C, jestlize vime, ze nastal jevB) = % = f—(lpﬁ(—g—)gl

Takové vztahy bychom zjistili 1 u jinych (intuitivné) zavislych jevi.

10.2.2 Podminéné pravdépodobnosti a nezavislé jevy

Pravdépodobnost jevu A podminénd jevem B (tj. za podminky, ze nastal
jev B) se znadi P(A|B) a je definovéna za pfedpokladu P(B) # 0 vztahem

P(A|B) = P(TA(E)E). (1)
Jestlize
P(A|B) = P(A), (2)

pak se jevy A, B nazyvaji nezdvislé a po dosazen{ (2) do (1) dostavame

P(AN B) = P(A) - P(B); (3)

ptipomindme, ze vztah (3) plati pouze pro nezavislé jevy, pficemz nezévislost
je definovana vztahem (2).

Lze také postupovat obracené: nezdvislost ndhodnych jevi lze definovat
vztahem (3) a vztah (2) je pak disledkem, ktery plati pouze pro nezavislé
jevy.

Vztahu (3) se nékdy F{kd véta o ndsobeni pravdépodobnosti, nékdy se ale
timto terminem oznacuje vztah (1) napsany ve tvaru P(ANB) = P(A|B)-P(B).

Snadno zjistime, Ze nezavislost jevii je vidy vzajemn4, tj. plati-li P(A|B) =
P(A), pak soucasné P(B|A) = P(B). Obecné plati mezi P(A|B) a P(B|A)
vztah

(BlA) - P(4)

P(alB) = S0 (1
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10.2.3 Bayesova véta

Necht A = Ay UA,U---UA,, kde jevy 4;, 71 =1, 2,...,n jsou navzajem
disjunktni. Necht jev B muZe nastat jen tehdy, nastane-li néktery z jevi A;
(pfiklad pro n = 4 je na obr. 3); chceme vyjadfit pravdépodobnost jevu B
pomoci pravdépodobnosti jevii A;. Protoze jev B je sjednocenim disjunktnich
jevit BN A;, plati dle véty o s¢itdni pravdépodobnosti (viz vsuvka I) a dle (1)

P(B) =) P(BNAj) =) P(B|A).P(4). (5)
i=1 i=1

Tento vztah se nazyva véta o Gplné pravdépodobnosti.

Obr. 3

Jestlize nyni do (4) dosadime Ay misto A a ve jmenovateli uZijeme vétu
o uplné pravdépodobnosti, dostaneme Bayesovu vétu

P(B|Ay).P(Ay)

P(Ax|B) = Sy P(B|A;).P(A:) ?

10.3 Bayesuv ¢lanek

V prvni fadé musime upozornit na to, ze v Bayesové ¢lanku neni obsaZena
Bayesova véta; tuto vétu zformuloval az Laplace (a to je$té jen ve slovni podobé)
(viz [4], III, str. 139). Ten se pochvalné zmifiuje o Bayesovi ve tfetim vydani
své Théorie analytique des probabilités z r. 1820, ve svém prvnim &lanku na
toto téma v r. 1774 ale o Bayesovi viibec nemluvi, takZe je moiné, Ze tehdy
jesté Bayesovu praci neznal ([3], IV, str. 240, 242)).

Bayestv ¢lanek za¢ina formulaci problému, ke kterému se vratime pozdégji,
a je ¢lenén do dvou Easti.
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10.3.1 1. ¢ast Baycsova ¢lanku

Tato ¢ast zacina sedmi definicemi; z nascho hlediska je podstatné, ze je
zde jako sedma uvedena definice nezavislych jevi, kterd je dle naseho nézoru
totoznd se vztahem (2):

Jevy jsou nezavislé, jestlize uskutecneni kteréhokoli = nich ani nezvysi ani
nesnizi pravdépodobnost ostatnich.*®

Poznamenejme pro Uplnost, ze Bayesova definice pojmu pravdépodobnost
je nejasna®®, ale z dalsiho je ziejmé, ze v I. éasti ¢lanku se fakticky pracuje
s klasickou definici pravdépodobnosti.

Daéle obsahuje prvni ¢ast sedm tvrzeni a nékolik diisledkt; z nascho hlediska
je podstatné, ze pomoci tfetitho tvrzeni je fakticky zavedena podminéné
pravdépodobnost:

Pravdépodobnost toho, Ze se uskutecni dva po sobé ndsledujici jevy, je pomeér
utvoreny ndsobenim pravdépodobnosti prvniho jevu a pravdépodobnosti, kterou
md druhy jev za predpokladu, Ze se uskutecnil proni.>®

Toto tvrzeni bychom dnes zapsali ve tvaru P(AN B) = P(A) - P(B|4).
Dodejme jesté, ze z dnesniho hlediska je v Sestém tvrzeni vyslovena nase véta
o nasobeni pravdépodobnosti (3), sediné tvrzeni obsahuje definici binomického
zakona rozdéleni ndhodné veliciny.

Mizeme tedy Fici, ze v prvni ¢asti svého ¢lanku Bayes zavadi zakladni pojmy
a vztahy tykajici se podminénych pravdépodobnosti a nezavislych jevi. To je
dle naseho nazoru velice dilezité a zajimavé, ale az doposud neni nijak zfejmé,
jak Bayesiv ¢lanek souvisi s myslenkou (vyslovenou v avodu ke druhé ¢ésti
této prednasky) o pronikani nekonecna do matematiky a odkud se vzal nazev
Bayesovy formule. Zfeymym se to stane z problému, ktery Bayes zformuloval
hned na zacatku svého clanku, ale Fesil ho az ve druhé ¢ésti; celd jeho prvni
¢ast je tedy vlastné jen pfipravou na toto feSeni.

10.3.2 II. ast Bayesova ¢lanku

Vychozi Bayestiiv problém by v dnesni formulaci znél takto:

Jev M ma pravdépodobnost p, kterou nezname. Provedeme sérii n nezavis-
lych pokusi a jev M v nich nastane k-krat. Jaka je pravdépodobnost toho, ze
a < p<b, kde a, b jsou dana ¢isla?

48 Fyents are independent when the happening of any one of them does neither increase
nor abate the probability of the rest.

¥ Definition 5. The probability of any event is the ratio between the wvalue at which an
expectation depending on the happening of the event ought to be computed, and the value of
the thing expected upon it’s happening.

50 The probability that two subsequent events will both happen is a ratio compounded of
the probability of the 1st, and the probability of the 2nd on supposition the I1st happens.
Ze slovicko compound je tieba z matematického hlediska chapat jako nasobeni, plyne
z nasledujiciho piikladu, ktery je k tvrzeni ptipojen jako Corollary:

Hence if of two subsequent evenis the probability of the 1st be a/N, and the probability of
both together be P/N, then the probability of the 2nd on supposition the 1st happens is P/a;
to je vlastné nas vztah (1).
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Je zFejmé, ze se vlastné jedna o problém, ktery zkoumal uz Jakob Bernoulli
v Ars conjectandi (viz Cést 8.3.3). Bayes tento problém nestuduje v obecné
podobg, ale na nésledujicim ptikladu (ktery opét uvddime v dnesni formulaci):

Na interval (0, 1) byl ndhodné vrzen bod @, jehoz polohu nezname, ale vime,
ze byl vrzen s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti; jeho soufadnici
oznacime z. Vykondme sérii n nezavislych pokust, pfi kterych ndhodné (tj.
s rovnomérnym rozdélenim) vrhdme body na interval (0, 1) a pfi kazdém pokusu
se dozvime, zda nami vrzeny bod padnul vpravo nebo vlevo od bodu Q. Na
konci série pokust tedy vime, ze nami vrhany bod padnul k-krat vlevo a (n—k)-
krat vpravo od bodu Q. Jaka je pravdépodobnost toho, ze bod @ lezi mezi
dvéma danymi body A, B, tj. jakd je pravdépodobnost toho, ze a < < b, kde
a, b jsou dana cisla?

Je zfejmé, ze k teseni této Ulohy nemohl Bayes pouzit klasické definice
pravdépodobnosti, protoze moznych poloh bodu na jednotkové usedce je
nekonecné mnoho; znovu se zde objevuje (nezavisle na Buffonovi) geometrické
pojeti pravdépodobnosti. V tomto pojeti hraje roli nezndmé pravdépodobnosti
jevu M nezndmé soufadnice bodu @, pro kterou z predpokladu rovnomérného
rozdéleni pravdépodobnosti plyne jednak

P(130<13<1'0+A)=A (7)

pro vSechna zo (coz je u Bayese lemma 1), jednak

P(nédmi vrzeny bod padne vlevo od Q) = z } ®)

P(nami vrzeny bod padne vpravood Q) =1—=z

(coz je u Bayese lemma 2). Dale pokracuje Bayes komplikovanymi (ivahami
tykajicimi se obsahl jistych rovinnych obrazci (Gplnd absence integrilniho
poctu v Bayesové praci je z historického hlediska zajimavd) a proto nebudeme
dal Bayesiv postup sledovat, pouze ho strucné shrneme.

Ozna¢me K jev spocivajici v tom, ze ndmi vrzeny bod padnul k-krat vlevo
a (n — k)-krat vpravo od bodu Q. Pak miZeme hledanou pravdépodobnost
vyjadrit (dle (1)) jako podminénou pravdépodobnost

P{la<z<b)NK}

P{la<z <b)K} = R 9)

Pravdépodobnost ve jmenovateli je pouze specidlnim piipadem pravdépodob-
nost1 v citateli, protoze

P{K}=P{(0<z<1)NK};

rozhodujici otdzkou a jadrem druhé casti Bayesovy préice je proto vyjadieni
pravdépodobnosti v Citateli.

Podle (1) a (7) pro A # 0 plati pro vechna zg

P{KNz € (zo,z0+ A)} = P{K|z € (z0,20 + A}P{z € (z0, 20 + A}.
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Pravdépodobnost jevu K jako funkce nezndmé souradnice bodu @ je dle (8) a
dle binomického zdkona rozdéleni rovna

bude-li tedy A ,hodné malé“, bude
n
P{’C[.’L‘ € (.’Eo,l‘o + A} ~ <k>1’g(1 - Zo)n-k

a s pfihlédnutim k (7) tedy lze psat

n

P{KNz € (zo,z0+A)} ~ (k)xg(l — )" A

Jestlize interval (a,b) rozdélime body z1 = a, z32,...,2n41 = b na ,hodné
malé“ intervaly sitky A, pak dle predeslého lze psat

n n
P{KNz € (zo,z0+ A)} & < ) > ek —z)rRA
k i=1
a nikoho asi nepfekvapi, ze v dnesnim znacen{

Plla<z<b)nK}= (Z) /ab 2*(1 — z)"*de.

Hledana pravdépodobnost (9) (pfedstavujici hlavni vysledek Bayesova ¢lanku)

se dnes uvadi ve tvaru ([1], str. 298; [2], str. 118; [3], IV, str. 241; [4], III,
str. 137)

f: e* (1 —z)**dz
fol 2k (1 — z)n—*kdz’

P{la<z < b)|K}=

Je to spojita analogie Bayesovy véty (6) a (nejspi§) odtud pochazi pojmenovani
vzorce (6) Bayesovym jménem.

11 Zavér II. éasti

Cilem této prednasky bylo pojednat o nékterych problémech a vysledcich,
které se objevily v teorii pravdépodobnosti v 17. a 18. stoleti a které by
mohly byt (dle ndzoru pfednasejiciho) zajimavé 1 dnes pro ucitele matematiky,
kteFi sice nejsou specialisty v oblasti teorie pravdépodobnosti a matematické
statistiky, ale zajimaji se o historii matematiky. Jedna se pochopitelné pouze
o velice struény a subjektivni vybér z velice rozsahlé problematiky (v knize [1]
je tomuto ¢asovému obdobi vénovano cca 460 stranek); pro zdjemce o hlubsi
seznameni s touto problematikou by proto mohla byt zajimava informace o tom,
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ze obé zakladni knihy [1, 2] jsou dostupné v Nérodni knihovné v Praze (a kniha
[2] asi i v jinych knihovnéch).

Konc¢ime-li tuto pfednasku na konci 18. stoleti, pak z historického hlediska
nelze opomenout fakt, Ze uz v r. 1774 publikoval svoji prvni préaci vénovanou
teorii pravdépodobnosti Pierre Simon Laplace (1749 — 1827). Laplace se
zabyval teorii pravdépodobnosti fadu let a své vysledky shrnul v knize
Théorie analytique des probabilités, ktera vysla jesté za jeho Zivota ve tfech
postupné upravovanych a dopliovanych vydanich; ivod k této knize vysel také
samostatné pod ndzvem Essai philosophique sur les probabilités. Vyznam této
knihy pro teorii pravdépodobnosti byl zcela zdsadni; Laplace zde nejen shrnul
a prohloubil vse, ¢eho bylo v této oblasti do té doby dosazeno, ale prispél
k dalsimu rozvoji teorie pravdépodobnosti fadou ptivodnich vysledki. Lze fici,
ze tato kniha znamenala zavrseni celého obdobi, kterym jsme se zde zabyvali,
a povazovali jsme proto za nezbytné se o ni v zavéru této prednasky alespon
kratce zminit, 1 kdyz uz patti do stoleti devatenactého.
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P¥iloha I
Poznamka k dloze o rozdéleni sazky

1 Uvod

V soucasnych ucéebnicich teorie pravdépodobnosti se Gloha o rozdéleni sazky
neobjevuje®!; zda se, 7ze naposledy byla tato tloha studovana v poloviné
minulého stoleti (viz [Pf 1]). Neexistuje snad zddny matematicky diivod, pro¢
se této Uloze dale vénovat, protoze vSak v déjinach teorie pravdépodobnosti
sehrala dilezitou roli a protoze pfi studiu literatury byly (ndhodou) nalezeny
(dle naseho nazoru) zajimavé souvislosti matematické 1 personalni, budeme se
touto Glohou jesté chvili zabyvat.

2 Obecné feseni Glohy o rozdéleni sazky
2.1 Historicka motivace

V prednéasce, ke které patii tato pfiloha, byla zformulovana Gloha o rozdéleni
sazky pro dva stejné dobré hrace (Cast 2.2) a bylo ukézéno jeji feseni (Cast
3.3.2). Dalsi vyvoj problému mifil dvéma sméry. Prvni smér se tykal formulace
problému; je ptirozené, Ze doslo ke zobecnéni dlohy na libovolny pocet ,razné
dobrych® hraci, kdy pravdépodobnost vyhry v kazdé jednotlivé hie neni pro
vsechny hrace stejna. Z historického hlediska k tomu uvedme, Ze prvni feseni
(lohy o rozdéleni sazky pro dva hrace s nestejnymi pravdépodobnostmi vyhry
podal zfejmé Johann Bernoulli v dopisu Montmortovi ze 17.111.1710 ([PF 3],
str. 98); prvni publikovany piiklad zvefejnil Moivre v r. 1711 ([PF 3], str. 137,
ale je zde uvedeno jen zadani; viz téz [Pf 2], str. 24).

Druhy smér vyvoje problému se tykal metody Feseni. Jak uz bylo feceno,
Huygens podal rekurentni metodu feSeni, kterd je sice formulovina pomérné
Jjednoduse, ale (jako kazda rekurentni metoda) muze byt pfi reseni konkrétniho
prikladu velice pracna a zdlouhava. Nepiekvapuje proto, Ze bylo hleddno Feseni
této tilohy ve tvaru néjakého vzorce bez vyuziti rekurence.

Nebudeme sledovat cely historicky vyvoj problému a uvedeme pouze koneény
vysledek, jeho7 autorem je (podle toho, co se ndm podafilo zjistit) A. Meyer
(IP¥ 1], str. 86 — 87).

51 Jedinymi nami zaregistrovanymi vyjimkami jsou cvieni & 48 na str. 158 v knize
RENYI, A.: Teorie pravdépodobnosti, Academia, Praha 1972, a cvieni & 5.36 v knize
SVESNIKOV, A.A. A KOL.: Sbirka iloh z teorie pravdépodobnosti, matematicke statistiky
a teorie nahodnych funkci, SNTL, Praha 1971, obsahujici ilohu o rozdéleni sazky pro dva
stejné dobré hrace.
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2.2 Meyerovo rfeSeni

Nejprve zformulujeme problém v dnesni terminologii:

Necht hraci Ay, Ay, ..., A, hraji sérii her o ndjakou ¢astku C'; tuto castku
ziska ten hrac, ktery jako prvni vyhraje k her. Pravdépodobnost vyhry hrace A;
v kazdé jednotlivé hie je rovna p;, i = 1,2,...,n; pochopitelné 5 p; = 1. Série
her je prerusena ve chvili, kdy hraci A; chybi do vyhry a; her, i = 1,2,... n
Jakou pravdépodobnost vyhry celé série ma hra¢ A; v pripadé dohravani?

Oznac¢ime-li tuto pravdépodobnost P(1), pak je dle [Pf 1], str. 86, rovna
vyrazu

| Ry e

F(al"r +(ln / / 1’2 +P2 a2—1"‘(xn+l)n)a"_l e
T(a1)...T(an) (T4 2o+ -+ a,)ut+an T
(1)

polozime-li pp = p3 = -+ =p, =0, pak je py = P(1) = 1 az (1) plyne

az—l an,—1
Lo.xhn I'(ay)...T(a,)
dey ... de, = —————=. (2
/ / (I+zo+ - +ay)nttan o v [(a; +---ay) @)

Piipomenime, ze pro z > 0 je I'(z) = f(;)o e~tt*~1dt, pro x pfirozené (o ktera
zde jde) je I'(z) = (z — 1)1

Dle [Pr 1], str. 87, ma byt vyrazu (2) pouzito k vypoltu vicendsobného
integralu v (1); v ¢itateli integrovaného zlomku v (1) se provede mocnéni a
roznasobeni a tim se tento integral rozpadne na soucet integrali tvaru (2).

V [Pr 2], str. 25, se tvrdi (ale bez vypoétu), Ze po provedeni téchto Gprav
lze vyraz (1) pfevést do tvaru

Z[\ a1+u2+ud+ st up) T'pgz--.]f#, 3)
(uz+1)T u3+1)...I‘(un+l)
kde se s¢ita pres vsechny (n—1)-tice (ua,us, . ..
i=2,3,....n

Autor této pozndmky se pfiznavd, ze mu neni jasny smysl téchto velice
slozitych ivah a vypoétil; navic se domniva, Ze vzorec (3) (ve kterém je ostatné
dle autorova néazoru chyba) lze odvodit i vyjadfit daleko jednoduseji.

, Un), pro které 0 < u; < a; —1,

2.3 Elementarni feSeni

Hledejme pravdépodobnost P(1).

Ma-~1i hraé A, vyhrét celou sérii, mize byt sehrano a; +us+- - -+uy, her, kde
0<wu; <a;—1,7=2,3,...,n; pfitom ale posledni hru musi vyhrat hrac A4,.
V predeslych a; 4+ ug + - - -+ u, — 1 hrach musi hrd¢ A, vyhrat pravé (a, — 1)-
krat, hra¢ A, pravé us-krat, ..., hrdé A, pravé u,-krat; pravdépodobnost této
situace je podle znamého vztahu pro pravdépodobnostni funkci multinomického
rozdéleni rovna

(atust - Fun =D gy oy
(a1 — D)lugl. . uy,! PP
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Uvéazime-li nyni, ze hra¢ A; musi jesté vyhrat posledni hru, coz je jev, ktery
nastane s pravdépodobnosti py, pak pravdépodobnost toho, Ze hrac A, vyhraje

celou sérii pravé v ay + us + - - - + u, hréach, je rovna

(a1 +us+ - Fu, =1 o

7 copan,
P (ar — )Tug! .. up! P P2 Pn
Uvazime-li nakonec, Ze vSechny (n — 1)-tice (u2,us,...,u,), pro které
0<u; <a;—1,1=2,3,...,n vytvareji disjunktni jevy, dostavame
P(]):Z(al+u2+"'+un'—1)!paxpu2 pu,. (4)
(ar — 1)1 us! . uy! Lz et
kde séitame pres vSechny (n—1)-tice (uo, us, ..., u,), pro které 0 < u; < a; —1,
1=2,3,...,n.

Touzime-li po komplikovanéjsim vyjadreni, sta¢i vyuzit jiz zminéné souvis-
losti mezi faktoridly a I'-funkeci

n!=T(n+1);

pouzijeme-li tohoto vztahu v (4), dostaneme (3) az na to, ze ve (3) chybi I'(ay)
ve jmenovateli, coz je dle naseho nazoru chyba.

Domnivame se, ze uziti vyrazu (4) predstavuje asi nejjednodussi mozny
pristup k feseni Glohy o rozdéleni sazky v obecné podobé.

2.4 Priklad

PouZijeme vzorce (4) k FeSeni Glohy uvedené Huygensen v Propositio VII;
v nasem znaceni to znamend n =2, p; = ps = %, a; = 4, as = 2. Pak bude us
nabyvat hodnot 0 nebo 1 a vzorec (4) bude obsahovat dva séitance

3 /1 /1" a1\t 13
Ply=+% 15 5 = \z -] =—=+4—==—
] (2) (2) *am (2) (2> TRV

coz je v souladu s Huygensovym vysledkem.

Poznamenejme jesté, ze pouziti vzorce (3) vede k vysledku P(1) = §, co
urcité neni spravneé.

N

3 Zavér

Na zavér uvedme nékteré zajimavé personalni souvislosti.

Kniha [Pt 1] vznikla na zékladé rukopisu pfednasek, které konal profesor
A. Meyer (1801 — 1857)%2 v letech 1849 — 1857 na universit3 v Lutychu. Jeji
némecky preklad pofidil v Praze Emanuel Czuber (1851 —1925), prazsky rodék,
absolvent némecké techniky v Praze, ktery v dobé prace na prekladu uz byl
soukromym docentem, od r. 1886 byl fadnym profesorem némecké techniky

52Dle katalogu Narodni knihovny v Praze se jmenoval Antoine, dle [P¥ 4], Bd. I1, Anton.
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v Brné a v letech 1891 - 1919 byl profesorem na technice ve Vidni, kde kromé
jiného zavedl piednésky z pojistné matematiky (viz [PF 4, P 5)).

Prof. Czuber mél dceru Berthu (narozenou r. 1879 v Praze), se kterou se
r. 1909 v Churu (Svycarsko) tajné ozenil arcivévoda Ferdinand Karl (1868 —
1915), mladsi bratr naslednika triinu Franze Ferdinanda (1863 — 1914; zastielen
v Sarajevu). Pro tento hierarchicky nerovny shatek byl zbaven Slechtictvi a il
pak jako soukromnik Ferdinand Burg v jiznich Tyrolich a v Mnichové, kde také
zemiel (viz [Pt 5, Pf 6]). Bertha ho daleko prezila; zemiela r. 1979 na zamku
Rottenstein u Merana a je pohibena (stejné jako Ferdinand Karl) v krypté pod
hlavnim oltafem kostela Panny Marie — UtéSitelky v Meranu — Untermais (dle
[PT 6]).
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