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PEXIDEROVA ROVNICE
IVvAN NETUKA

1. Atmosféricky tlak

Tento odstavec ma motivacni charakter. Nasim cilem je odvodit rovnici pro
zévislost atmosférického tlaku na vysce od povrchu Zemé.
Zavislost studujeme od vysky hg = 0, v niz hodnota tlaku je rovna pg. Pro
h 2 0 znamend p(h) hodnotu tlaku ve vysce h. Z fyzikdlnich diivodi je rozumné
predpokladat, Ze p je kladné nerostouci funkce na (0, 00) a Ze (pro h = 0, k = 0)
je tlak ve vysce h + k timérny tlaku ve vysce h. Z téchto predpokladiu plyne,
Ze existuje funkce ¢ : (0,00) — (0,1) takovd, ze pro kazdé h = 0 a kazdé k = 0
plati
p(h+ k) =q(k)-p(h). (1)

Ziskali jsme tedy jednu rovnici, v niz vystupujl dvé neznamé funkce p, q.
V odstavci 4 uvidime, ze odtud plyne (aniZ bychom a priori predpoklddali
napt. spojitost ¢ diferencovatelnost) tento vysledek: existuje v = 0 tak, ze
p(h) = poe™ 7" pro kazdé h = 0; viz [KS], [S].

S ohledem na dalsi vyklad definujme f = logp, h = logq (takze h = 0;
pfitom log znamend pfirozeny logaritmus). Podle (1) tedy funkce f, h spliiuji
rovnici

flx+y)=f(x)+h(y), =20,y=20.

Toto je specidlni pripad rovnice typu

flx+y)=g(x)+hy), (2)

funkciondlni rovnice pro ¢ neznamé funkce. Rovnice (2) se nazyva Peziderova
rovnice. Je pozoruhodné, Ze tato jedna rovnice skutecné ¢ neznamé funkce
urcuje.

Rovnici (2), a také pfibuzné funkciondlni rovnice

flx+y) =g() - h(y),
f(z-y) =g(z) + h(y),
f(x-y) =g(z)-h(y), zyeR,

vySetfoval Pexider v praci [P12]. Termin Pexiderova rovnice, pfip. rovnice
Pexiderova typu, se vzil; viz napt. [K], [AD]. Za zminku stoji, Zze se Pexiderovo
jméno vyskytuje i v neddvno publikovanych matematickych pracich. Napft.
v databdzi MathSci (referativnfho ¢asopisu Mathematical Reviews) se pod
heslem Pezider najde 60 citaci, z nichz 23 je z obdobi po r. 1990.

Poznamenejme jesté, ze funkciondlnim rovnicim vénoval J. V. Pexider prace
[P4], [P5], [P6], [P10] a [P12].
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2. Reseni Pexiderovy rovnice

Hledame vSechny realné funkce f, g, h definované na realné ose R takové, ze

flx+y) =g(@)+hy),
kdykoli z,y € R. Ukazeme, Ze obecné feSeni lze snadno vyjadfit, zndme-li
vSechna FeSen{ rovnice (2) pro specidlni pfipad f = g = h. Pfipomenime, Ze
funkce F : R — R se nazyva aditivni, jestlize

F(z+y) = F(z) + F(y) 3)
plati pro vSechna z,y € R. Rovnici (3), kterd se nazyva Cauchyova funkciondlni
rovnice, se budeme vénovat ve 3. ¢asti tohoto clanku. Zde jen poznamename,
7e se vyskytuje uz u A. M. Legendrea v r. 1791 a u C. F. Gausse v r. 1809.
A. L. Cauchy vsak v r. 1821 popsal vSechna spojité feSeni; pfislusné citace jsou
uvedeny napf. v [K].

Uzky vztah mezi Pexiderovou rovnici a aditivnimi funkcemi je ziejmy: Je-li
F aditivni funkce a b, ¢ jsou libovolna ¢isla, pak funkce f = F+b+c, g = F'+D,
h = F + ¢ spliiuji rovnici (2). O tom se pfesvédéime piimym dosazenim.

Nés ovSem zajimaji v§echna feSeni rovnice (2). Necht tedy f, g, h jsou funkce
spliiujici (2) pro kazdé z,y € R. Ozna¢me b = ¢(0), ¢ = h(0) a definujme funkci
F:zw— f(2) —b—c, 2 € R. Polozime-li v (2) y = 0, dostaneme pro kazdé
x € R rovnost f(x) = g(z) + ¢. Podobné pro = 0 obdrZzime pro kazdé y € R
rovnost f(y) = b+ h(y). Dosazenim g(x) = f(x) — ¢, h(y) = f(y) — b do (2)
dospéjeme k rovnosti

fl+y) = flx)+ fly) —b—c,
neboli
Fle ) ~b=e=(f() ~b— ) + (F(u) ~b—0).
Vidime, Ze pro kazdé z,y € R plati (pro funkci F = f —b—¢)
F(z+y)=F(z) + F(y),
takze I je aditivni funkce. Dokazali jsme tak tento vysledek:

Véta 1. Necht f, g, h jsou realné funkce definované na realné ose, pro néz
flz+y)=g(x)+h(y), zyeR.
Potom existuje aditivni funkce F a Cisla b, ¢ tak, Ze
f=F+b+c, g=F+b, h=F+c. (4)

Obréacené: Pro libovolnou aditivni funkci F' a libovolnou dvojici ¢isel b, ¢ splnuji
funkce f, g, h ze (4) rovnici (2).

Uvedena véta se stava zajimava v pripadé, ze zname mnozinu aditivnich
funkci. Okamzité je ovSem zfejmé, Ze pro kazdé a € R je funkce Fy : x — ax,
z € R, aditivni. (To jsou oéekdvana ,piirozend* FeSeni rovnice (3).) Ve 3. ¢asti
podéame informaci o vsech aditivnich funkcich; ukazuje se, ze funkce tvaru F,
systém vsech aditivnich funkci nevycerpavaji.

Ve vyse uvedeném odvozeni se vyuzivalo pouze nejjednodussich algebraic-
kych vlastnosti realnych cisel. Neprekvapi proto, ze vété 1 lze dat ryze alge-
braicky tvar; srv. s [AD], [S].
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Véta 2. Necht (D, +,0) je grupoid (s operaci s¢itani a neutralnim prvkem 0)
a (R,+) je grupa (s operaci s¢itdni, ne nutné abelovskd). Necht f, g, h jsou
zobrazeni D do R. Potom f, g, h spliuji rovnici

flx+y)=g(x)+hly), =zyeD,

pravé kdyz existuje homomorfismus A : D — R a prvky b,c € R tak, ze pro
vsechna x € D plati

fl@)=b+A(x)+c, g(x)=b+A(x), h(zx)=A(z)+c.

(Poznamenejme, Ze tedy A : D — R spliiuje A(z +y) = Ax) + A(y),
z,y € D.)

Na zévér uvedme priklad: D je aditivni grupa redlnych éisel, R je multi-
plikativni grupa kladnych redlnych ¢isel. Podminka, ze A je homomorfismus,
znamena, ze

Alz+y)=A(z) - Aly), =zyeR.

Polozime-li F' = log A, vidime, ze F' je aditivni funkce. Odtud vyplyva obecny
tvar homomorfismi v tomto piipadé.

7 didaktického hlediska neni bez zajimavosti uvést jeden z moznych elemen-
tarnich pfistupu k exponencialni funkci jako jedinému spojitému feSeni rovnice

Alx +y) = A(z) - Aly), z,yeR. (5)

splitujicimu A(1) = e. Zde ovem, jako obvykle, e = lim,, o (14 )" (existenci
limity dokézeme).

Postup je elementarni v tom, Ze se nepredpoklada znalost logaritmické ani
exponencialni funkce, a elegantni v pékném opakovaném vyuziti nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym primérem (viz [W]).

Snadno je vidét, ze pro kaZdé FeSeni rovnice (5) plati A(rz) = [A(x)]",
kdykoli 2 € R a r je racionélni ¢islo (piSeme r € Q). Specidlné pro FeSeni
splitujici A(1) = e plati A(r) = e, kdykoli r € Q .

Dokazeme tato tfi tvrzeni:

T1. Pro kazdé x € R existuje vlastni lim,, oo (1 + £)™.
T2. Polozme A(x) = lim, (1 + %)", € R. Pak plati (5).

T3. Pro kazdé prirozené m a kazda r,s € Q, pro kterd r < s < m, je
et —e" Semtl(s—r).

Protoze je funkce A neklesajici (to plyne z definice funkce A) a A(r) = e” pro
kazdé r € Q (podle T2), vidime z T3, Ze A je jediné spojité feSeni rovnice (5).

Pfipomenme nyni vztah mezi geometrickym a aritmetickym primeérem: Je-li
k prirozen€ a x1,...,xy jsou nezdpornd cisla, pak

=

< (x4 +am). (6)

Bl

(x1-... xk)
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Odtud plyne tento disledek: mezi vSemi k-ticemi nezapornych Cisel se stejnym
souctem ma nejvétsi soucin k-tice sestavajici ze stejnych Cisel.
Necht nyn{ z € R a n je pfirozené, —n < z. Uvazujme dvé (n + 1)-tice:

11+Z1+5, 142,

n n n

X X X
1 1 el —
+n+1’ +n—|—1’ ’ +n+1

Obé maji soucet n 4+ 1 + x. Podle vysSe zminéného dusledku plati

e |

)n+1.
n+1

Specidlné jsou posloupnosti s n-tym ¢lenem a, = (14 )", b, = (1 — )"
neklesajici, takze posloupnost s n-tym c¢lenem ¢, = b;j_l =1+ %)”“ je
nerostouci. ProtoZe a,, < ¢, < ¢1, existuje vlastni lim,, (1 + %)”, oznacime
ji e. Z¥ejmé je také lim,, o, ¢, = e. Je-li p prfirozené ¢islo a —n < z < p, je
14 2 < (1+ 1)? (napt. z binomické véty), takze

A+Ir<a+Dr <@+ oy,

Odtud snadno plyne existence vlastni

n— oo

T
lim (1 4+ =)"
1m(+n),

nebot )
: 2\n\P — P
nlgr;o((l + n) P =e".
Tim je dokazéno T1. Dokazeme nyni T2.
Nechf n je pfirozené, k = 2, z,y € (—n,00), 21 = 1+ £, x5 = 1 + £, Podle
(6) je N
T Y TTY\2
1+ 9+ ca+ LY,
1+ 50+ Yy )
Odtud (po umocnéni) plyne nerovnost A(x) - A(y) £ A(x + y) pro vSechna
z,y € R.
Necht opét n je pfirozené, k = n, z,y € (—3(v/n — 1),3(v/n — 1)),

Tl = 0 = Tp_1 :1—i—%7 r, = 1+ Z£. Podle (6) pro nezdporna ¢isla
T1,...,%y plati
T+ Y. -1 Ty x Y xry x Y
1+ 251 Py <+ 240 L Wy oy Dyna 4 Lym
(+n—1) (+n)_(+n+n+n2) (+n)(+n)

Odtud dostévame, ze A(z +y) < A(x) - A(y) pro v8echna z,y € R, a T2 je
dokézano.
Zbyvé dokédzat T3. Necht r,s € Q, 7 < sat=s—r. Prot 21 je nerovnost

et — 1 < tett!
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ziejma, nebot e > 1.
Je-li t < 1, zvolime p, k pfirozené tak, aby t = £. Polozime 21 = -+ = 1, =
e, Tpg1 = -+ = o = 1 a uzijeme (6):

k_
etz\k/e_P:\k/ep~1-...~1§%zl—i—%(e—l).

Odtud e’ — 1 < 2(e — 1) < te'*!. Dostavame tudiz
ef —e" < (s—r)esT;
tim je dokézano T3.

3. Cauchyova funkcionalni rovnice

V této casti nas zajimaji aditivni funkce, tedy reseni Cauchyovy funkciondlni
rovnice (3). (Uéené Feceno, studujeme endomorfismy aditivni grupy redlnych
Cisel.)

Snadno se odvodi, Zze pro kazdé feSeni F' rovnice (3) a kazdé r € Q plati
F(r) = F(1) - r. Odtud je okamzité vidét, ze kazdé spojité Feseni rovnice (3)
mé nutné tvar F, pro vhodné a € R. Mezi klasické vysledky patii, ze F' ma
uvedeny tvar, pokud je F' spojita aspon v jednom bodé, nebo pokud je F' shora
omezend, nebo zdola omezend na (nedegenerovaném) intervalu; viz napt. [J],
kap. 5, §13.

V r. 1905 upozornil G. Hamel v praci [H] na existenci nespojitgch FeSeni
rovnice (3).

Z linearni algebry znadme obecnou vétu zarucujici existenci baze v kazdém
vektorovém prostoru. Specialné vektorovy prostor R uvazovany nad télesem Q
mé bézi (fika se ji obvykle Hamelova bdze). Je uziteéné uvédomit si toto: Je-li
B Hamelova baze a f : B — R libovolnd funkce, pak existuje pravé jedno reseni
F rovnice (3), které na B splyva s f. Nyni sta¢i mit rtizné prvky by, by € B
a ¢isla y1, yo tak, aby yibe # yab1. Refeni F rovnice (3), pro néz F(b;) = v,
(j = 1,2), neni tvaru F, pro zadné a € R, tedy nutné je nespojité.

G. Hamel dokézal, Ze kazdé feSeni rovnice (3), které neni tvaru Fy, ma graf
husty v roviné R?, je to tedy funkce v jistém smyslu dosti ,,divoka“.

Pfipomenme, Ze graf funkce F' je mnoZina

G(F) = {(z,y) € R%y = F(2)}
a Ze mnozina P C R? se nazyva hustd, jestlize pro kazdy bod ¢ € R? existuji
body p, € P tak, ze p, — q.

Véta 3. Necht F je FeSeni rovnice (3) a necht pro Z4dné a € R neplati F = F,.
Potom je G(F) hustd podmnozina R?.

Misto standardniho dikazu (viz napf. [AD] nebo [B]) nabizime dikaz
zaloZeny na myslence z [R]; srv. [S]. Budeme uzivat obvyklé oznaceni: pro x € R
znamend [z] nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovné z a {z} =z — [z].
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Necht F' je feSeni rovnice (3) takové, Ze pro zaddné a € R neplati F' = F,.
Potom existuje s € R tak, ze F(s) # sF(1) (¢islo s je ovSem nutné iracionalni).
Pro kazdé ptirozené n je

F({ns}) =n(F(s) — sF(1)) + {ns}F(1).

Uvazujme q = (29, yo) € R? a zvolme posloupnosti raciondlnich é&isel (r,), (s,)
tak, aby
™ = To, Sn— (Yo — 2oF'(1))/(F(s) — sF(1)).

Polozime-li z,, = r,, + s,{ns}/n, plati z,, — z¢ a

Fln) =raF(1) + (5n/m)F({ns}) = raF(1)+
+ s, (F(s) — sF(1)) + (sp/n){ns}F(1).

Odtud vidime, ze
F(zn) = xoF(1) + (F(s) — sF(1)) - (yo — 2o F'(1))/(F(s) — sF(1)) = wo .

Dokézali jsme, ze G(F) je hustd podmnozina R2.

Z véty 3 ihned plynou zminéné klasické vysledky zachovavajici predpoklad
spojitosti v bodé ¢i jednostrannou omezenost na intervalu. Ve skutecnosti lze
tyto vysledky podstatné zesilit.

Véta 4. Necht F : R — R je aditivni, M C R a necht F je na M zdola nebo
shora omezena. Jestlize M ma kladnou Lebesgueovu miru, potom existujea € R
tak, ze F' = F,.

Tento vysledek, jehoz ditkaz niZze naznaéime, pochézi od A. Ostrowskiho [O].
Plyne z n€j napt. nasledujici tvrzeni, které poprvé dokazal v r. 1913 M. Fréchet
(viz [F1], [F2]): Kazda méritelnd aditivni funkce ma tvar F, pro vhodné a. Je-li
totiz pro k celé My = F~1((k,k + 1)), je M) méfitelna a sjednoceni vSech Mj,
dava R. Proto alespon jedna z mnozin My mé kladnou miru a aditivni funkce
F' je na ni omezena.

Diikaz véty 4 lze zalozit na tomto pozoruhodném vysledku H. Steinhause;
viz [K], s. 69:

Je-li M C R mnoZina kladné Lebesgueovy miry, potom mnozina M + M =
{z +y;x,y € M} obsahuje (nedegenerovany) interval.

Predpoklddejme, ze F je aditivni funkce, m € R, M C R méa kladnou
Lebesgueovu miru a F' < m na M. Je-li z € M + M, existuji z,y € M tak, ze
z=ux+y. Potom

F(z)=F(x+vy)=F(z)+ F(y) < 2m.

Vidime, Ze F' je shora omezend na jistém intervalu, tedy G(F') neni hustd
podmnozina R2. Tvrzeni plyne nyni z véty 3 (nebo z [J], kap. 5, §13).

Vyse uvedené vysledky nas opraviuji k tomuto konstatovani: feseni Cau-
chyovy funkcionalni rovnice je budto linearni funkce tvaru F,, nebo funkce
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znacné ,patologickd“. (Dal$i matematické argumenty pro slovo ,patologicka®
1ze nalézt napt. v [K], kap. 12.)

Pro tplnost poznamenejme, ze H. Abel v r. 1827 upozornil, Ze funkcionélni
rovnice lze fesit pomoci diferencidlnich rovnic (hladkost feSeni se ovSem musi
a priori predpokladat). Zde je jednoduchd ilustrace: Je-li F diferencovatelnd
aditivni funkce, y € R, pak z (3) derivovanim podle = dostdvame

F'(z+y)=F'(z), z€R.
Jelikoz F’ je konstantni, existuji a,b € R tak, ze F(x) = ax + b. Protoze pro

kazdou aditivni funkei je F/(0) =0, je b = 0. Vidime, ze F = F,.

vvvvv

lebesgueovsky integrovatelnd. Integraci vzhledem k y pies (0, 1) dostavame pro
kazdé z € R

/F(:c-i—y)dy:F(x)-i-/ F(y)dy.
0 0

Substituce z +y =t dava

Fz) = / ey - /0 R dy

Funkce vpravo je spojita, tudiz F' je spojita aditivni funkce a ma tedy tvar Fj,.
To lze také nahlédnout pfimo péknym obratem, ktery pochézi z [Schm],
takto:
Definujme

P2) :/OIF(t)dt, z€R.

Integraci (3) dostaneme
/ F(t+y)dt:/ Ft)dt+2-Fly), yeR,
0 0

pfi¢emz prvni integral je roven f;“’ F(t)dt. Pro kazdé x,y € R tedy plati:
Pz +y)—Py) — P(z) =z F(y).
Leva strana rovnosti je symetrickd vzhledem k x, y. Plati tedy
z-Fly)=y -F(z), =zy€eR.
Pro y = 1 specidlné médme F(z) =2 - F(1),z € R.
Na zavér této Casti pripojime jednu aplikaci aditivnich funkci na tlohu

z elementérni analyzy; srv. [PP], [B].
Nechf f : R — R a necht
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existuje pro kazdé x € R . Oznacme ji G(x).

Poznamenejme, ze funkce G je limitou posloupnosti spojitych funkci a tudiz
nemuze byt nespojitd ve vSech bodech. (Toto je znamé, ale netrividlni, tvrzeni
o tzv. funkcich 1. Baireovy tfidy.)

Tvrdime, ze pak G je linearni funkce. Pfedevsim pro kazdé R € R je

(z—h)+R (z+h)+R m+(R+h z+(R—h)
A R R B
(z—h)—R (z+h)— (R+h) xz—(R—h)
tudiz G(z — h) + G(x + h) = 2G(z), x,h € R. Odtud se snadno pro funkci
F =G - G(0) odvodi

F(z) + F(y) = 2F(%(m +v), zyeR.

Specidlné F(0) = 0, F(z) = 2F(3x) pro kazdé z € R a tudiz (pisme z + y
misto x) plati
Fx)+ Fly)=F(x+vy), z,yeR.

Odtud jiz vyplyva, ze F(x) = 2F(1) a funkce G je skuteéné linedrni.

4. Jedna klasicka aplikace a navrat k atmosférickému tlaku

Klasicka aplikace se bude tykat elementarni geometrie, totiz axiomatického
pristupu k obsahu obdélniku.
Zacnéme timto jednoduchym tvrzenim.

Véta 5. Necht I = (0,00) nebo I = (0,00) a H : I — I je funkce takova, Ze
Hx+y)=H(x)+H(y), =xzyel.

Potom existuje a = 0 tak, ze H(z) = ax, z € I.
Dikaz je snadny: Jestlize a1, ), x2, x) jsou éisla z I takova, ze 1 — 2} =
x9 — x4, pak
H(z1) + H(xb) = H(z1 + 25) = H(xs + 7)) = H(z2) + H(x}),
takze
H(zy) — H(zy) = H(z2) — H(z5).

Odtud snadno plyne, Ze pro = € R je vztahem
F(z) = H(z1) — H(y) ,

kde x1, 2} jsou libovolnd ¢isla z I spliiujici x = z1 — =, definovdna aditivni
funkce, proniz F = H na [ a F 2 0 na I. Odtud jiz tvrzeni plyne.

Vratme se k elementarni geometrii. Obdélniku v roviné o délce stran s, ¢
prifadime ¢islo P(s,t) (v na8i pfedstavé by to mél byt ,obsah“ obdélniku).
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Na funkci P : (0,00) X (0,00) — (0,00) klademe tyto (pfirozené) pozadavky:
P(s,t) = P(t, s) pro vSechna s,t € (0,00) a

P(s1+ sa2,t) = P(s1,t) + P(s2,t), 81,82, € (0,00).

(Ctenaf si geometrickou interpretaci snadno doplni sam.)

Pro t > 0 spliiuje kladnd funkce H : « — P(x,t) rovnici H(x + y) =
H(x) + H(y), = > 0, y > 0. Podle véty 5 existuje a = a(t) > 0 tak,
H(z) = a(t) -z, > 0, neboli

N<
[e]

P(s,t)=s-a(t), s>0.
Protoze
P(1,t; +t2) = P(t1 + t2,1) = P(t1,1) + P(te,1) = P(1,¢1) + P(1,t2),
kdykoli t1,ts € (0, 00), plati pro tato t1, to
a(ty +t2) = a(t) + al(te) .
Podle véty 5 existuje tedy k > 0 tak, Ze a(t) = kt, t > 0. Dokézali jsme, Ze
P(s,t)=k-st, s$>0,t>0.

Domluvime-li se, ze P(1,1) = 1 (,,obsah“ jednotkového ¢tverce ma byt 1), je
k =1 a dostdvame (naprosto neptekvapivy) vysledek P(s,t) = st.

Nakonec se vratme k motiva¢ni tloze z ¢asti 1 o vyjaddieni atmosférického
tlaku: Hledali jsme funkci f : (0,00) — R a funkci h : (0,00) — (—00,0)
splnujici

fe+y)=f@)+hly), z20,y20.

Jestlize ve vété 2 uvazujeme D = (0,00) a R = R, dostdvame existenci funkce
A :{0,00) = R, pro niz A(x +y) = A(z) + A(y), =,y € (0,00), a &isel b,c € R
tak, ze f(z) = b+ A(z) + ¢, f(x) = b+ A(x), h(z) = A(x) + ¢, kdykoli
z 2 0. Odtud ¢ = 0, b = f(0), nebot zfejmé A(0) = 0. Aplikujme vétu 5 na
I =(0,00), H= —A (= —h). Vidime, zZe existuje v = 0 tak, ze A(z) = —~z,
x 2 0. Pfipomeneme-li, Ze f = logp, h = log g (oznadeni z éasti 1), dostavame
q(z) = e p(x) = /@ = eb.em7® 1 > 0, piicemz e® = p(0) = po. Vysledkem
tedy skutecéné je zavislost

p(h) =poe ", hZ=0.
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