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PEXIDEROVY MATEMATICKE PUBLIKACE

STEFAN SCHWABIK

Matematické prace J. V. Pexidera byly zvefejnény v obdobi 1898 — 1909.

Pexiderova doktorska disertace z roku 1898 je nazvana Theorie variacniho
poctu dle Weierstrasse. Pexider se zde vénuje problému, ktery sam v tvodu
postavil takto:

Ustanoviti jest veliciny x a y co takové funkce proménné t, aby — pozméni-
li se rovnicemi x = ¢(t), y = ¥(t) definovand krivka libovolngm zpisobem a
libovolné mdlo — z této zmeény plynouci zmeéena integrdlu

t1

to

byla stdle jen positivni, md-li integrdl ten miti hodnotu minimdlni, jen nega-
tivni, md-li miti hodnotu mazximdln.

Jde tedy o urcovani extrému funkcionalu J, ktery je zde udan v parametrické
podobé, tj. v roviné se mé uréit kiivka z = ¢(t),y = 1 (t),t € [to, t1], pro kterou
mé J extrém. Tento problém je ve varia¢nim poctu znamy dlouho; v exaktni
podobé se mu vénoval zejména Weierstrass, jehoz myslenky Pexider ve své
disertaci podrobné sleduje.

Téma dovadi v prvni ¢4sti prace (s podtitulem Absolutni mazima a minima)
k nutnym podminkdm pro extrém, v druhé ¢asti se pak vénuje podminkam
postacujicim, kde ustfedni roli hraje Weierstrassovo kriterium formulované
pomoci zndmé Weierstrassovy funkce £.

Pexiderova disertacni prace ma z dnesniho hlediska jednozna¢né kompilacni
charakter; nové myslenky, odlisné od myslenek Weierstrasse a jeho zakt v ni
nelze nalézt.

D4 se Tici, ze Pexider reprodukuje téma vérné a s pochopenim. V tomto
smyslu je mozno jeho disertaci chapat jako pfiblizeni tehdy pomérné nového
tématu Ceskému védeckému publiku.

Pexiderova disertace v tisténé podobé publikovana nebyla.

Ve své prvni publikované praci [P1] uvedl Pexider dva pfiklady pro odvozeni
vzorce pro vypocet derivace funkce na zakladé funkcionalni rovnice, kterou tato
funkce spliiuje. Préace je z dnesniho hlediska formula¢né nepiesnéd a podstatné
vysledky nepfinasi.

Prace [P2] tik4, ze kdyz jsou funkce ¢1(z), 02(2),. .., pn(x) linedrné neza-
vislé (Zddnd neni algebraicky linedrnou funkci druhgch) a kdyz jsou linedrni
kombinace

up +urp1(x) +u2p2(x) + -+ + ungpn ()
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vo + v101(T) + vapa(T) + -+ + vppn(x)
sobé rovné€ pro mekonecné mnoho riznych hodnot xi,xs,... ciselné mensich
nez libovolnd hodnota A, potom plati

ug = Vg, Uy = V1, --., Up = Up .

Neni ziejmé, kde jsou funkce definovany; to, co Pexider ukazuje, lze s trochou
nadsazky v dne$ni fec¢i formulovat tak, Ze systém funkei 1, p1(x), pa(x), ...
©n(x) je linedrné nezavisly, pravé kdyz je linedrné nezavisly.

)

K préaci [P1] se tematicky vaze préce [P3]; autor vychdzi z funkcionélni
rovnice pro néjakou funkci f, napt. z funkcionalni rovnice

fluz) = f(u) + f(2),

a bezstarostnou formalni manipulaci s ,diferencidlem“ a integraci dostava
nékteré vzorce pro integral.

Pexiderovy préace [P4] a [P5] tvori jeden celek; nesou nazev Studie o funkci-
ondlnich rovnicich.

Sestévaji ze ¢tyt ¢asti (I, II — [P4], III, IV — [P5] ):

I.  Stanoveni funkci, hovicich urcitym podminkdm,

II. Stanoveni integrdli funkci hovicich urcéitym podminkdm,

ITI. Abeliv theorém o existenci funkce, hovici funkcionalni rovnici jistého

tvaru, a theorém parallelni,
IV. Funkciondlni rovnice elementdrnich funkct.

V L. oddilu se Pexider zabyva skupinou funkcionalnich rovnic

fle+y)=f@)+ fy) .
fle+y)=fx)- fly),
flzy) = f(z) - f(y)
fzy) = f(z) + f(y)

Jde o stanoveni funkci f, které tyto rovnice spliuji, zada-li se, aby

1. f byla spojita realna funkce realné proménné,

nebo aby

2. f byla spojitd a analytickd funkce komplexni proménné.

IT. Oddil je vénovan stanoveni integralt spojitych funkci, které vyhovuji
jedné z rovnic

Oz +y) = f(2)+ fy),

®(z+y)=flz) fy).
®(zy) = f(z) - fy) ,
®(zy) = f(z) + f(y)
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Pexider zde navazuje na svou praci [P3]. Vztahy pro integrily odvozuje
z obecného postupu, ktery je opét dosti nepfesny, a vyklad — zejména co
do predpokladtt — velmi zkratkovity.

V III. ¢asti Pexider struéné dokazuje Abelovu vétu ( [P5], str. 1):

Md—li funkce p(z,y) dvou neodvisle proménnych x a y tu vlastnost, Ze funkce
oz, 0(x,y)) jest symmetrickou funkci argumenti x,y a z, existuje vidy takovd
funkce f, pro niz plati

flo(z,y) = f(x) + f(y) -

Udéavé pak parallelni theorém ( [P5], str. 6):

Md—li funkce o(x,y) dvou neodvisle proménngch x a y tu vlastnost, Ze funkce
oz, 0(x,y)) jest symmetrickou funkci argumenti x,y a z, existuje vidy takovd
funkce f, pro niz plati

fle(z,y)) = f(z)- fly) -

Vysledkem tedy je, Ze funkcionalni rovnice

flo(,y)) = f(z) + f(y)

fle(e,y)) = f(x) - f(y)

pro nezndmou funkci f maji, za daného predpokladu o funkci ¢(z,y), vzdy
feseni.

Ve IV. oddile pak Pexider odvozuje funkcionédlni rovnice pro elementarni
funkce jak realného, tak i komplexniho argumentu.

Abelova véta byla jednim z velkych témat analyzy minulého stoleti. V préci
[P6] se Pexider vénoval vykladu pravé tohoto tématu. Jeho znalost pravdépo-
dobné vychazela z Pexiderovych studii v zahrani¢i a nepochybné také z ob-
sdhlého studia prament. Prace [P6] je rozsdhly spis o 64 stranach, ktery je
doprovazen tiemi stranami literatury. Pexider jej vydal vlastnim nakladem.

Abelovym integralem se rozumi

/R(u, 2)dz ,

kde f(u,z) je polynom, R(u,z) raciondlni funkce a f(u,z) = 0. V integralu se
funkce u chape jako algebraicka funkce proménné z.

Abelova véta pak zhruba feceno tvrdi, Ze soucet integralt tohoto typu
lze zapsat jako p takovychto integrald, ke kterym nutno piidat algebraické
a logaritmické ¢leny. Pocet p pfitom zavisi jen na funkci f. Kdyz je naptiklad
f(u,2) =u? — P(2) a P je polynom Sestého stupné, je p = 2 a plati

N Zn a b
Z / R(u, z)dz = / R(u,z)dz + / R(u,z)dz + Ry + Z ¢ log Ry,
n=1"0 0 0 k
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kde Ry a Ry, jsou racionalni funkce proménngch z,,, a, b, ty, = u(zm), u(a), u(b),
meze a a b v integralech na pravé strané jsou algebraické funkce proménnych

Zmy Um-

Pexider se v pfedmluvé k tomuto spisu zminuje, ze v zavérecné partii, kde se
vénoval historickym aspektim problematiky, se opiral o ,,dukladny spis Bericht
tuber die Entwickelung der Theorie der algebraischen Funktionen in dlterer und
neuerer Zeit od Brilla a Noethera z r. 1894“.

Svoje znalosti prament k Abelovu teorému pak Pexider vyuzil i v ¢lanku
historické povahy [P10], v némz uvedl chronologicky piehled praci o Abelové
teorému a jeho rtznych dikazech.

Ve ¢tyiech ¢astech vysla roku 1904 v Casopise pro péstovani mathematiky a
fysiky Pexiderova ,osvétova“ studie [P9a] o zndzornéni éisel délkami a naopak.
Inspiraci k této praci byly Hilbertovy prednasky o zakladech geometrie v roce
1902 a témata, ktera Hilbert shrnul napt. ve druhém vydani svych Grundlagen
der Geometrie.

Geometrie je pojata v Hilbertové stylu axiomaticky. Pexider ukazuje, ze
jest mozno takovou soustavu ariomiu geometrickych stanoviti, ... a Ze lze ...
vedle jinych novych véci, na zdkladé této soustavy problém zndzornéni cisel
délkami a mérent délek cisly resiti uspokojivé a v duchu tradicniho pozZadavku,
totiZ poZadavku oboustranné jednoznacné korrespondence mezi ¢isly a délkami.
( [P9a], str. 16)

V Casopise pro péstovani mathematiky a fysiky tato staf ptisobi do jisté
miry piekvapivé. Jde totiz o mimofaddné aktudlni téma (vietné filozofickych
pohledit), které se na stranky Casopisu dostalo ve zcela Cerstvém stavu. Zda
se, ze k této problematice byl Pexider doveden mimo jiné i na zékladé svého
sporu s Eduardem Weyrem. Problematika zndzornéni ¢isla délkou v geometrii a
naopak, vyjadfeni délky ¢islem byla jednou z jeho vytek adresovanych Weyrovi.
Pexider pokladal za nutné o tematice informovat ¢eské ¢tenare a ucinil tak velmi
zdarile a hlavné vcas. Ne vSechny zasadni objevy matematické se na stranky
¢asopisu dostaly tak rychle.

Pexiderova préace [P9b], kterd vysla samostatné vlastnim nékladem autora,
se jen nepodstatné lisi od préce [P9al.

Vlastnosti symetrickych funkci proménnych =1, zo, ..., z,, tj. funkci F, je-
jichz funkéni hodnota se nezméni provedenim jakékoli permutace proménnych,
zkoumal Pexider v praci [P11]. Vedle této jednoduché formy symetrie, kterou
Pexider nazyva formou prvniho rodu (Formen erster Gattung), zkouma i dalsi

(napf. forma druhého rodu je utvofena tak, Ze yr, k = 1,2,...,n, jsou funkce
nezavislych argumentt xy,,%k,,...,2Tk, a F je funkci yi,y2,...,yn, kterd je
symetrickd v fadach argumentt xy,, Tg,,..., Tk, prok =1,2,...,na s > 2).

Obecné neptilis slozité avahy Pexider uziva pro specialni tvary symetrickych
funkeci, kupf. pro funkci tvaru

F(zy,x2,...,2n) = @1(z1) + pa(x2) + - + on(zn) ,
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ktera ma byt symetricka. Dostane, ze je
F(xl,xz,...,xn) = ng(xj) +C s

kde ¢ je néjaka funkce a C je konstanta.

V préci [P12] se Pexider vraci k star§imu tématu funkciondlnich rovnic ze
svych starsich praci [P4] a [P5]. Zkoum4 sadu funkciondlnich rovnic

f1(2) +e1(u) = 1(z +u)
f2(2) x @2(u) = Y2(2 +u)
f3(2) X p3(u) = ¥3(zu

(2) (u) (

a klade otazku, jaké spojité funkce f;,¢;,v;, j = 1,2,3,4, témto rovnicim
vyhovuji. Jde o zobecnéni situace

fi=wi=v;, 7=123,4,

kterou vysetioval Cauchy.
Vyise uvedené funkcionalni rovnice jsou svym zpusobem navzdjem prova-
zané, podivejme se proto jen na prvni z nich, tj. na funkcionalni rovnici

f(2) + o) =¢(z+u), *)

které se ve specializované literatute iika Peziderova rovnice. Sledujme pro tento
ptipad Pexiderovy uvahy z [P12]:

Kuvili symetrii pravé strany rovnice (rozuméj symetrii vzhledem k z a w)
plati

p(z) = f2)+C,

kde C je konstanta, jejiz hodnotu lze stanovit naptiklad tak, Ze poloZzime z = 0.
Dosazenim této hodnoty za u v rovnici (*) obdrZime vztahy

f(2) +¢(0) = ¢(2) + £(0) = ¥(2) ,

ktergch lze vyuZit k eliminaci dvou z funkci f, ¢, v rovnici (*) — eliminujme
napt. funkce ¢ a . Dosadme nejprve f(z) + ¢(0) = ¥(z) do (*), dostaneme

f(2) +¢(u) = f(z+u) + (0)

a posléze uzitim rovnosti f(z)+¢(0) = p(2) + £(0) pro z = u, tj. f(u)+¢(0)—
£(0) = p(u) obdrzime

F(2) + f(u) +0(0) = £(0) = fz +u) + ¢(0)
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neboli
f(2)+ f(u) = f(z+u)+ f(0) .

Jestlize nyni do posledni rovnice zavedeme novou funkci g vztahem f(z) =
f(0)+g(2), dostaneme funkciondlni rovnici pro funkci g ve zndmém Cauchyové
tvaru

9(z) +g(u) =g(z+u) ,
a pro jeji feSend pak zndmou linedrni funkci g(z) = az+b .

Tim se feSeni slozité vyhlizejici Pexiderovy rovnice f(z) + ¢(u) = ¥(z + u)
zredukovalo na znamou funkcionalni rovnici pro linearni funkci. Cestu zpét od
funkce g k funkcim f, ¢ a 1 si Ctenar jist€ najde sam.

[P12] je pravé ta prace, kvili které se Pexiderovo jméno objevuje i v souc¢asné
matematice. Naznaky tvah vyse uvedeného typu (pro dvé nezndmé funkce) lze
vSak nalézt i v ¢esky publikované préci [P4]; prace [P12] vSak vesla v obecnégjsi
znamost, uvedla do matematiky rovnice, které pak byly spojeny s Pexiderovym
jménem.!

Pexider ukézal, Ze obecnéji postaveny problém nedava podstatné nové
poznatky nez ty, které ziskal Cauchy.

Ve druhé ¢asti prace [P12] se v obecné formulaci Pexider vraci k problema-
tice, kterou zkoumal ve své prvni publikované préaci [P1].
Jde o rovnici

F[fl(zl)7f2(z2)v'"vfn(zn)} =0,

ze které se maji urcit funkce f;, pricemz se na proménné z1, 2, . . . , 2, hledi jako
na nezavislé a na zbylé 2,11, . .., z, jako na zavislé na z1, 29, . . . , 2;. Nutna pod-
minka pro FeSitelnost ilohy (podobné podmince pro platnost véty o implicitnich
funkcich) je nékdy i postacujici a tuto situaci Pexider analyzuje spolu s jedno-
duchymi priklady vypoctu derivace funkce, kterd je dana funkcionalni rovnici.
Tytéz priklady uvadél uz ve své préaci [P1]. Nakonec pak dospiva k tomu, ze
za jistych okolnosti lze z funkciondlniho vztahu pro urcéeni funkei f; odvodit
rovnéz vztahy urcujici integraly téchto funkci. Této problematice se pak véno-
val jesté v praci [P13]. Ta rovnéz predstavuje navrat ke starsimu tématu préace
[P3] v obecnéjsi a poradnéjsi podobé.

Prace [P15] je vénovana vyjadienim Ciselné teoretické funkce ¢ (z), kterd
udéavé pocet prvocisel nejvyse rovnych kladnému realnému ¢islu x, a funkce

V préaci [P18] se Pexider zabyva otédzkou, kolik kofentt mé rovnice

E<g>_E<xil):O’

1K tomu viz napfiklad knizku Frantiska Neumana: Funkciondlni rovnice, SNTL, Praha
1986.




PEXIDEROVY MATEMATICKE PUBLIKACE 43
kde E(x) oznacuje celou Gast Cisla x; Pexider uzivd pro tuto hodnotu téz
oznaceni [z]. Pocet A(n) kofenii uvedené rovnice vyjadfil roku 1895 Maty4s

Lerch pomoci jistych specidlnich funkci. Pexider dochéazi k tomu, Ze tento pocet
lze udat ve tvaru

Aw) = B) ~ B - B ).

a ze zkoumané korfeny jsou ¢isla

x:E@g+LE@g+;”wE<7l)_L
o o a—1

kde « =2,3,...,E(y/n) +1 a « vyhovuje podmince
E( - >—E<ﬁ)>1.
a—1 o

Necht jsou r1,79,...,74,... nejmensi kladné zbytky mocnin

n n n
1™ 2™ . K™, ...

s prirozenym exponentem n podle celo¢iselného modulu m. Potom tvoii zbytky
r1,T2, ..., kongruence

" (mod m)

(k+gm)" =k
(Pr+qm = Tw), kde ¢ je celé, skupinu m celych ¢isel, které se v nekone¢né radé
n—tych mocninnych zbytka 1,72, ..., 74, ... periodicky opakuji.

V prici [P19] Pexider zkoumal vztahy, které spliuji prvky takové periody
mocninnych zbytkt, dle toho, zda se jedné o sudé nebo liché hodnoty exponentu
n. Zkoumal piipad kvadratickych (n = 2), kubickych (n = 3) a bikvadratickych
(n = 4) zbytkt a v téchto pfipadech vySetfoval jejich soucty.

Staté [P14], [P16] a [P17] jsou vénovany pojistné matematice.

Sledujeme-li ¢asovou fadu Pexiderovych matematickych stati, které spattily
svétlo svéta v tisténé podobé, miizeme vypozorovat nepochybny vyvoj jejich
obsahu i formy. Vraci se ke svym tématim a vyklad s Casem ziskdva na presnosti
a srozumitelnosti, kupfikladu co do obsahu jsou si prace [P4] a [P12] pfibuzné,
préci [P12] Pexider publikoval s odstupem 4 let po [P4] a ¢as vyklad zpfehlednil
a upfesnil. Je také kvalitativni rozdil mezi pracemi publikovanymi cesky a
pracemi cizojazy¢nymi. Ty druhé jsou nepochybné poradnéjsi a presnéjsi, snad
je to i proto, Ze byly napsany pozdéji. Za zminku snad stoji i to, ze Pexider do
roku 1903 publikoval ¢esky; potom jsou uz vsechny jeho prace psdny némecky
nebo francouzsky.

Pozoruhodné jsou prace, v nichz se Pexider pokusil informovat ceskou
matematickou verejnost o novych, nebo méné znamych vécech z matematiky.
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Toho druhu je jeho price [P6] o Abelové vété nebo prace [P9a], o které
jsme se zminili vySe o néco podrobnéji. V téchto c¢lancich neslo o ptvodnost
matematickych vysledk a vykladu, spiSe v nich lze spatfovat informativni
prehledné ¢lanky.

Kdyz uvazujeme o matematickych publikacich J. Pexidera, nelze se nezminit
jesté o jedné okolnosti. Prace [P1] — [P6] Pexider pfedlozil jako sviij habilita¢ni
spis. Zpravodajem o predlozené habilita¢ni zadosti byl profesor Eduard Weyr a
ten na zakladé svého zkoumani podal 3. bifezna 1902 sl. sboru professorskému
ndvrh na odmitnuti Zddosti p. dra. J. Pexidera za pripusténi k habilitaci.

Eduard Weyr vcelku spravné usoudil, ze predlozené prace nemaji dobrou
Groven a ze jsou namnoze kompilaty. Ve svém pétistrankovém posudku véci
podrobné rozebral a sviij ndzor dolozil. Uvedené prace jsou vskutku toho druhu,
jak je Weyr charakterizoval. Na Weyrové odsudku se stézi d4d néco zménit i
z dnesniho pohledu, kdy na Pexiderovy prace mizeme hledét s odstupem a bez
emoci. Nic na tom neméni ani ta skutecnost, Ze v praci [P4] je pojednavano
o funkcionalnich rovnicich, které posléze uvedly Pexiderovo jméno do soucasné
matematiky. Matematicky prispévek Pexidertiv byl vskutku nepatrny.

Situace se zadosti o habilitaci byla pro Pexidera vyzvou k boji. Proti usneseni
profesorského sboru prazské university, které bylo c. k. ministerstvem kultu
a vyucovani potvrzeno, se v Cervnu 1902 odvolal s tim, Ze zejména naznacil
Weyrovu nekompetentnost. Posléze na Eduarda Weyra zattocil z jiné strany
v souvislosti s Weyrovou knihou o diferencidlnim poctu. Tento dil¢i spor byl
dlouhy, plny emoci a probihal i v tisténé podobé (viz [P7], [P8] ); podrobné
byl popsan a zhodnocen v knizce J. Be¢var a kol.: Eduard Weyr 1852 — 1903,
Prometheus, Praha 1995.

Spor o Pexiderovu habilitaci byl ukonéen az v roce 1907. Pexiderovy prace
znovu posoudil Karel Petr a vyjadiil se rovnéz k piivodnimu stanovisku ze-
mielého Eduarda Weyra. Zavér komise (Cleny byli Kolacek, Strouhal, Sobotka,
Petr a Rayman) byl velmi piikry a tykal se i né¢eho jiného nez matematiky:

... nemuze komise srovnati s ndazorem svym o védeckijch a mravnich zdsaddch
normdlniho ucitele vysokych skol zpiusob, jakym dr. Pexider v mathematice i
vici spolecnosti védecké po celd léta vystupuje.

Dale pak komise navrhla,

. aby dekan sboru, oznamuje p. dru Pexiderovi ... wvyrizeni jeho dvou
Zadosti ... , pripojil thned pozndmku, Ze pripadnd novd Zddost Pexiderova za
habilitaci pri nasi fakulté ... bude ihned odmitnuta.

Tim po Sesti letech skoncila zalezitost s Pexiderovou habilitaci.
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