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XI. LINEARNI ALGEBRA

Linear Algebra, like several other mathematical topics, may be conside-
red from two different points of view: Firstly as a branch of mathema-
tics of independent interest with a development and with problems of
its own; secondly as a tool for other mathematical disciplines and for
mathematical physics. Since a great number of the problems to be dealt
with in linear algebra have their origin in these applications, we shall
often dwell upon the second point of view and try to illustrate the theory
by means of examples of a geometrical or analytical nature. Quite apart
from this fact, also in purely algebraic considerations a geometrical lan-
guage sometimes turns out to be useful when it stresses the geometrical
implications of an algebraic theorem.

([Schwerdtfeger, 1950], str. 7)

Ve 20. stoleti se postupné utvorila linedrni algebra jako jedna ze zdkladnich
matematickych disciplin, jako fundament, na némz stavi algebra, geometrie,
matematickd analyza, funkciondlni analyza, numerickd matematika, linearni
programovani a z néhoz vychazeji dalsi sméry matematického badani. Nazev
této discipliny, linedrni algebra, se v prvnich ¢tyfech desetiletich 20. stoleti
objevoval pomérné ziidka a jeSté v neprili§ ujasnéném smyslu, a to jak
v knihéch, tak v referativnich ¢asopisech. Prvni ucebnice a monografie, které
tuto disciplinu blize vymezovaly, jsou az z pfelomu ¢tyticatych a padesatych
let. Tehdy doslo k rozsifeni samotného terminu ,linearni algebra®, i kdyz si pod
nim jednotlivi autori nepfedstavovali stejny soubor pojmt, poznatki a metod.

1. Vektorovy prostor

Pojem vektorového, resp. linedrniho prostoru, ktery se zrodil v pracich
H. Grassmanna, G. Peana, S. Pincherleho a nékolika dalSich matematiki,
se velmi té€zko ujimal. Roku 1918 pfispél k jeho uznani a rozsifeni némecky
matematik H. Weyl. Jesté ve dvacatych letech vSak Spickovi matematici uvadéli
ve svych ptvodnich védeckych pracich definici vektorového prostoru, nebot se
tehdy zdaleka nejednalo o pojem, ktery by byl vSeobecné znamy.

Hermann Weyl

Roku 1918 vysla slavna kniha Raum. Zeit. Materie némeckého matematika
a fyzika Hermanna Weyla (1885-1955); podtitul Vorlesungen tiber allgemeine
Relativititstheorie dobie charakterizuje jeji hlavni cil.! V ivodu autor objasnil
nazev své knihy témito slovy:

L O této Weylové knize a jejim vyznamu viz [Scholz, 2001].
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Wir pfiegen Zeit und Raum als die Ezistenzformen der realen Welt, die
Materie als ihre Substanz aufzufassen. ([Weyl, 1918], 3. vydéni, str. 1)

Prvni kapitola pojmenovana Der Fuklidische Raum: seine mathematische
Formalisierung und seine Rolle in der Physik (str. 10-68) ptipravuje ¢tenére ke
studiu dalsiho textu sméfujiciho k obecné teorii relativity jako hlavnimu tématu
knihy. Nachézime v ni nékteré partie, které dnes fadime do linearni algebry.
Druhy paragraf této kapitoly nazvany Grundlagen der affinen Geometrie zac¢ina
definici vektorového prostoru. Navic v ném byly k vektorim ,pfidany body*,
tj. na pojmu vektorovy prostor byl axiomatickou cestou postaven pojem afinni
prostor. V neprili§ pozménéné podobé se tyto definice dodnes pouzivaji pii
zavedeni pojmu vektorovy (linedrni) prostor a afinni prostor. Tato partie ve
Weylové knize zni takto:

I. Vektoren.

Je zwei Vektoren a und b bestimmen eindeutig einen Vektor a + b als thre
>Summe<; eine Zahl A\ und ein Vektor a bestimmen eindeutig einen Vektor A\a,
das »\-fache von a < (Multiplikation). Diese Operationen geniigen folgenden
Gesetzen.

«) Addition.

1. a+b=b+a (kommutatives Gesetz).

2. (a+b6)+c=a+ (b+c) (associatives Gesetz).

3. Sind a und ¢ irgend zwei Vektoren, so gibt es einen und nur einen ¢, fir
welchen die Gleichung a4t = ¢ gilt. Er heifst die Differenz ¢ —a von ¢ und a.
(Méglichkeit der Subtraktion).

B) Multiplikation.

1. A+ p)a = (Aa) + (pa) (erstes distributives Gesetz).

2. Mpa) = (Ap)a (associatives Gesetz).

3. la=a.

4. Ma+b) = (Aa) + (A\b) (zweites distributives Gesetz).

v) Das > Dimensionsaziom<, das hier seine Stelle im System findet,
werden wir erst hernach formulieren.

II. Punkte und Vektoren.

1. Je zwei Punkte A und B bestimmen einen Vektor a; in Zeichen AB = a.
Ist A irgend ein Punkt, a irgend ein Vektor, so gibt es einen und nur einen
—
Punkt B, fiir welchen AB = a ist.

— —_— —_—
2. Ist AB=a, BC =0, soist AC=a+b.

In diesen Axiomen treten zwei Grundkategorien von Gegenstinden auf, die
Punkte und die Vektoren; drei Grundbeziehungen, namlich diejenigen, welche
durch die Symbole

—_—

a+b=c, b= Aa, AB=nua
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ausgedriickt werden. Alle Begriffe, die sich allein mit ihrer Hiilfe rein logisch
definieren lassen, gehidren zur affinen Geometrie; alle Sdtze, welche sich aus
diesen Axiomen rein logisch folgern lassen, bilden das Lehrgebdude der affinen
Geometrie, das somit auf der hier gelegten azxiomatischen Basis deduktiv
errichtet werden kann. ([Weyl, 1918], 3. vydani, str. 15-16)

Dale jsou velmi struéné zavedeny zakladni pojmy linearni algebry (linedrni
kombinace, linedrni zavislost, dimenze, bze) a ukézany jejich vlastnosti. Pak
teprve nasleduje doplnéni vyse inzerované definice dimenze:

Das in der obigen Tabelle der Aziome noch ausgelassene Dimensionsaxiom
kann jetzt formuliert werden:

Es gibt n linear unabhdingige Vektoren, aber je n+1 sind voneinander linear
abhdngig, oder: die Vektoren bilden eine n-dimensionale lineare Mannigfaltig-
keit. ... ([Weyl, 1918], 3. vydani, str. 17)

Vzapéti je ukdzan vztah podprostoru vektorového a afinniho prostoru:

Ist O ein beliebiger Punkt, so erfillen die samtlichen Endpunkte P der
von O aus aufgetragenen Vektoren einer h-dimensionalen linearen Vektor-
Mannigfaltigkeit O, ... ein h-dimensionales lineares Punktgebilde; wir sagen,
es werde vom Punkte O aus durch die Vektoren ei,es,...,en aufgespannt.

([Weyl, 1918], 3. vydéani, str. 17-18)

Poté je zaveden soufadnicovy systém sestavajici z bodu a vektort baze, na-
znacena je transformace soufadnic a definovano afinni zobrazeni. Transformacni
vztah souradnic je vyjadfen vzorcem

n
/
T = E Qip Tk + Q-
k=1

Na konci druhého paragrafu je definovan pojem linearni formy ([Weyl, 1918],
3. vydani, str. 20):

FEine Funktion L(r) — deren Argument v alle Vektoren durchlduft,
deren Werte aber reelle Zahlen sind — heiffit eine Linearform, wenn sie die
Funktionaleigenschaften besitzt:

Lla+b)=L(a)+L(b) ;  L(\a) = A-L(a) .

Treti paragraf se nazyva Idee der n-dimensionalen Geometrie. Lineare
Algebra. Quadratische Formen. Zacind vétou, kterd navozuje obecny pfistup
predpokladajici obecnou dimenzi:

Um die Raumgesetze in ihrer vollen mathematischen Harmonie zu erfassen,
missen wir von der besonderen Dimensionszahl n = 3 abstrahieren.

([Weyl, 1918], 3. vydani, str. 20)

V tomto paragrafu Weylovy knihy se snad poprvé objevil v matematickém
textu termin linedrni algebra, ktery vymezuje urcitou ¢ast algebry. Pozname-
nejme, ze v té dobé jiz existovala fada terminti, které nesly oznaceni line-
arnt, napt. linedrni asociativni algebra, linedrni grupa, linearni rovnice, linearni
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forma, linearni substituce, linearni transformace, linearni deformace, linearni
faktor, linearni zavislost atd.

Neni vsak prili§ jasné, co H. Weyl linedrni algebrou rozumél. V prvni fadé
do ni zarazoval teorii soustav linearnich rovnic. V nékolika odstavcich ukazal,
jak uzitecna je rec¢, kterou v predchozim paragrafu zavedl. Velmi strucné zde
vyjadril dalezité poznatky o soustavach linearnich rovnic.

... Der Hauptsatz iber die Losung linearer homogener Gleichungen lafit
sich jetzt so aussprechen: Sind Li(t), La(t), ..., Lp(t) h linear unabhingige
Linearformen, so bilden die Lésungen v der Gleichungen

Li(v)=0, La(t)=0, ..., Lp(t)=0

eine (n — h)-dimensionale lineare Vektor-Mannigfaltigkeit. . ..

Der Hauptsatz tber lineare Gleichungen lautet: Diejenigen Punkte,
welche h unabhdngigen linearen Gleichungen geniigen, bilden ein (n — h)-
dimensionales lineares Punktgebilde. ([Weyl, 1918], 3. vydani, str. 22)

Aniz by presnéji vymezil, co rozumi linearni algebrou, napsal:

Aus dem Gebiete der linearen Algebra haben wir, um von der affinen zur
vollstandigen metrischen Geometrie tberzuleiten, moch einige Begriffe und
Tatsachen nétig, die sich auf bilineare und quadratische Formen beziehen. Eine
Funktion Q(th) zweier willkiirlicher Vektoren v und § heifit, wenn sie eine
lineare Form sowohl in v wie in Y ist, eine Bilinearform. Sind bei Benutzung
eines bestimmten Koordinatensystems &; die Komponenten von ¢, n; die von b,

so gilt eine Gleichung
n

Q(th) = > amlim

ik=1
mit konstanten Koeffizienten a;. ([Weyl, 1918], 3. vydéni, str. 23)

Létka, kterou dnes fadime do linedrni algebry, se objevuje i ve ¢tvrtém
paragrafu Grundlagen der metrischen Geometrie. Zékladem je zde skalarni
soucin; na ném jsou postaveny definice délky, kolmosti, thlu, je mozno
zavést kartézsky souradnicovy systém atd. Dalsi paragrafy prvni kapitoly jsou
vénovany tenzortim, tenzorové algebfe, tenzorové analyze a staciondrnimu
elektromagnetickému poli. V patém paragrafu Tensoren nachazime pojem
linearniho zobrazeni a jeho maticového chapani:

Durch eine >lineare Vektor-Abbildung< wird jeder Verschiebung t eine
Verschiebung t' in linearer Weise zugeordnet, d. h. so, daf8 der Summe t + b
die Summe t' +§’, dem Produkt At das Produkt A\t' entspricht. Solche lineare
Vektor-Abbildungen wollen wir, um uns eines kurzen charakteristischen Names
bedienen zu konnen, Matrizen nennen. ([Weyl, 1918], 3. vydani, str. 35)
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Stefan Banach

Vyznamny polsky matematik S. Banach (1892-1945), jeden z tvtrct funk-
cionalni analyzy, povazoval jesté roku 1922 za nutné ve védeckém ¢lanku Sur
les opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux équations
intégrales podrobné vysvétlit pojem vektorového prostoru. Jeho definice vek-
torového prostoru vypada takto:

Soit E une classe composée tout au moins de deuxr €léments, d’ailleurs
arbitraires, que nous designerons p. ex. par X,Y, Z, ...

a, b, c désignant les nombres réels quelconques, nous définissons pour E deux
opérations suivantes:

1) Uaddition des éléments de E
X+Y, X+2, ...

2) la multiplication des éléments de E par un nombre réel

aX, by, ...

Admettons que les propriétés suivantes sont réalisées:

I; X +4Y est un élément bien déterminé de la classe F

L X+Y=Y+X,

Is X+Y+2)=(X+Y)+2Z,

I, X+Y=X+Z7 entraineY =2,

I 1l existe un élément de la classe E déterminé @ et tel qu’on ait toujours
X+0=X,

Is a- X est un élément bien déterminé de la classe E

I; a-X =06 éuivaut a X =60 oua=0,

Is a#0eta-X =a-Y entrainent X =Y |

I X#Oeta-X=0>b-X entrainent a =105,

ILg a-(X4+Y)=a-X+a-Y,

111 (a+b)X:aX+bX,

I, 1- X=X,

113 a(bX):(ab)X

([Banach, 1922], Oeuvres II., str. 306-307)

S. Banach vsak bohuzel neuvedl zadny odkaz, nevime tedy, z jaké literatury
cerpal. O deset let pozdéji, roku 1932, v knize Théorie des opérations linéaires
jiz prezentoval zcela moderni definici vektorového prostoru. Druhéa kapitola,
kterd je nazvdna FEspaces vectoriels généraux (str. 26-34), za¢ind v prvnim
paragrafu pojmenovaném Définition et propriétés élémentaires des espaces
vectoriels témito slovy:

FEtant donné un ensemble non vide E, admettons qu’a tout couple ordonné
x, y d’éléments de E vienne correspondre un élément x +y de E (dit somme
de x et y) et que pour tout mombre t et pour tout x C E un élément tx
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de E (dit produit du nombre t par l’élément x) soit défini de facon que ces
opérations, a savoir l'addition des éléments et la multiplication des nombres
par les éléments remplissent les conditions suivantes (ot x, y et z désignent
des €éléments arbitraires de E et a, b des nombres):

1) z4+y=y+=x,

) T+ (y+2)=(+y +2z,

) x+y=2a+z entraine y = z ,
) alz+y) = az -+ oy,

) (a+b)x=ax+ bz,

) a(bx) = (ab)x |
) lrz=x.

Dans ces hypothéses, nous disons que l’ensemble E constitue un espace
vectoriel ou linéaire. Il est facile de voir qu’il existe alors un et un seul élément
— désignons-le par 0 — tel que 'on a toujours x +0 = x et que ’égalite ax = bx
ou x # 0 donne a = b; de plus, que ’égalité ax = ay ot a # 0 implique © = y.
([Banach, 1932], str. 26-27)

Ve druhém paragrafu Extension des fonctionnelles additives et homogénes
je mimo jiné definovan homomorfismus vektorovych prostori dvéma zndmymi
identitami:

Soient E et By deuz espaces vectoriels et f(x) une opération définié dans E
et dont le contredomaine est situ€ dans E.
L’opération f(x) s’appelle additive, lorsqu’on a pour tout couple d’éléments
T,y
fl@+y)=f@)+ fy);

elle est dite homogeéne, lorsqu’on a pour tout élément x et tout nombre t:

ftz) =tf(x) .
([Banach, 1932], str. 27)

2. Linearni algebra u Bartela Leenderta van der Waerdena

V letech 1930 a 1931 vysla ve dvou dilech monografie Moderne Algebra, jez
vyznamnym zpusobem ovlivnila vyvoj algebry v nékolika néasledujicich deseti-
letich. Napsal ji B. L. van der Waerden (1903-1996), jeden z nejvyraznéjsich
matematiki dvacatého stoleti, ktery byl aktivni v né€kolika matematickych dis-
ciplinach. Svoji knihu Moderne Algebra sepsal zejména na zakladé prednasek
Emila Artina (1898-1962) a Amalie Emmy Noetherové (1882-1935).2 Waerde-
nova kniha se stala pojmem, vysla v fadé vydani a v nékolika pfekladech, patii
k nejznaméjsim matematickym monografiim viibec. Studovali z ni snad vsichni
algebraici aktivni ve druhé a tfeti tfetiné minulého stoleti.

2 Viz B. L. van der Waerden: On the sources of my book Moderne Algebra, Historia
Mathematica 2(1975), 31-40.
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Prvni vydani Waerdenovy monografie

V prvnim dile Waerdenovy monografie se termin linearni algebra objevil
hned v Gvodu:

. wer etwas tUber FElimination oder lineare Algebra machschlagen will,
darf nicht durch komplizierte idealtheoretische Begriffsbildungen abgeschreckt
werden. ([Waerden, 1930], Vol. 1., str. 2)

V poznamce pod carou autor navic uvedl dva tituly, které zacatecniklim
doporucoval pro podrobnéjsi studium linearni algebry:

Fiir die lineare Algebra auf:

Bécher, M.: Introduction to higher Algebra. New York 1908 (auch deutsch
von H. Beck, Leipzig 1910).

Dickson, L. E.: Modern algebraic Theories, Chicago 1926 (auch deutsch von
E. Bodewig, Leipzig 1929).

Ve druhém dile knihy Moderne Algebra se termin linedrni algebra objevil
jako nézev 15. kapitoly (str. 109-148). Autor zde vymezil linedrni algebru
témito slovy:

Die lineare Algebra handelt von Linearformen (mit Koeffizienten aus einem
Ring K ), von Moduln aus solchen Linearformen und von deren Homomorphis-
men oder linearen Transformationen. Die Theorie zerfdllt in verschiedene Ab-
schnitte, entsprechend den verschiedenen Voraussetzungen, die man tber den
zugrunde gelegten Ring oder Korper K machen kann. Fin einleitender Pa-
ragraph, gultig fir beliebige (auch nichtkommutative) Ringe K, geht voran.

Die hier zu gebende Darstellung der linearen Algebra beruht ganz auf der
Theorie der Gruppen mit Operatoren (Kap. 6) und benutzt sonst nur die
Grundlagen (Kap. 1 bis 3). ([Waerden, 1930], Vol. II., str. 109)

Kapitola Lineare Algebra je rozdélena do osmi paragrafi, jejichz nazvy blize
naznacuji jeji obsah i pojeti. Jiz z tohoto vyctu je patrné, co asi autor povazoval
za linearni algebru; k celé problematice pfistoupil podstatné obecnéji nez se
pozdéji ve vétsiné ucebnic a monografii stalo zvykem:

104. Moduln. Linearformen. Vektoren. Matrizes.

105. Moduln in bezug auf einen Korper. Lineare Gleichungen.

106. Moduln in Hauptidealringen. Elementarteiler.

107. Der Hauptsatz tiber Abelsche Gruppen.

108. Darstellungen und Darstellungsmoduln.

109. Normalformen fir eine Matriz in einem kommutativen Korper.

110. Elementarteiler und charakteristische Funktion.

111. Quadratische und Hermitesche Formen.

Poznamenejme jesté, ze fada poznatkit prezentovanych v kapitole Lineare
Algebra je vyuzita v kapitolach Theorie der hyperkomplezen Grifen (str. 149-

177) a Darstellungstheorie der Gruppen und hyperkomplezen Systeme (177—
212).
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Jednim ze zakladnich pojmi linedrni algebry je pojem linedrni zavislosti,
resp. nezavislosti. B. L. van der Waerden jej vySetfoval jiz v prvnim dile své
monografie Moderne Algebra, nikoli vSak v partii o vektorovych prostorech,

vy

resp. modulech, ale v souvislosti s rozsitenim téles.

V paté kapitole nazvané Korpertheorie (str. 86-131) jsou nejprve uvede-
ny zakladni poznatky o podtélesech, prvotélesech, télesové adjunkci, zavedeny
jsou pojmy algebraického a transcendentniho prvku (paragrafy 25. Unterkor-
per. Primkorper, 26. Adjunktion, 27. Finfache Korpererweiterungen). V dal-
Sim paragrafu Lineare Abhdingigkeit von Griflen in bezug auf einen Korper
je vysetfovana linearni zavislost a nezavislost prvkd okruhu & nad jeho
podtélesem A (pfitom & a A nemusi byt komutativni), jehoZ jednotkovy prvek
je jednotkovym prvkem okruhu & (feckd pismena pouzil autor pro oznaceni
prvki télesa A, latinska pro prvky okruhu &):

Ein Element v heifit von uy, ..., u, linear-abhdngig (in bezug auf A), wenn
V=0qUr + Uy

1st.
Die Elemente uq,...,u, heiffen untereinander linear-abhdngig, falls eine
Relation
s + -+ i = 0 1)

besteht, ohne daf$ alle a; verschwinden. ...
Besteht keine Gleichung von der Form (1), ohne dafi

a1 =--=a, =0

ist, so heifflen uy,...,u, linear-unabhdngig. ...

([Waerden, 1930], Vol. I, str. 95)

Nasleduje kratka pasdz obsahujici né€kolik elementarnich tvrzeni o linearni
zévislosti a nezédvislosti, zavedeny jsou tzv. linedrni ekvivalentni mnoZiny (mno-
Ziny, jejichz linearni obal je stejny), potom pfichazi tzv. Steinitzova véta o vy-
méné (Austauschsatz).

Sind vy, . ..,vs untereinander linear-unabhdngig und alle linear-abhdngig von
ULy ..y Up, SO gibt es in {uy,...,u.} ein Teilsystem {u;,,...,u;,} von genau
s Elementen, welches man gegen das System {vi,...,vs} austauschen kann,
so daf8 das durch diesen Austausch aus {ui,...,u,} entstehende System dem
urspringlichen System {us,...,u,} dquivalent ist.

([Waerden, 1930], Vol. I, str. 96)

Jako dusledek Steinitzovy véty o vymeéné je uvedeno tvrzeni o stejném poctu
prvki linedrné nezavislych a linearné ekvivalentnich mnozin:

Sind {u1,...,u.} und {v1,...,vs} zwei untereinander dquivalente, einzeln
linear-unabhdngige Systeme, so muf r = s sein.
([Waerden, 1930], Vol. I, str. 96)
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Pojem baze a dimenze je zaveden v piipadé, Ze je okruh & konecné ge-
nerovany nad télesem A:

. Ein solches linear unabhdingiges System {ui,...,u,}, von dem alle
Elemente von & linear abhdingen, heifit eine Basis, genauer A-Basis ... des
Systems & in bezug auf A. Wahlen wir statt {ui,...,u,} eine andere Basis
{v1,...,0s}, so mufy ... r = s sein; also ist die Anzahl r der Basiselemente
eindeutig bestimmt. Man nennt sie den Grad oder linearen Rang der endlichen

Erweiterung & in bezug auf A. ([Waerden, 1930], Vol. L., str. 97)

Diisledkem ptedchozich poznatki je napt. znamé véta o stupnich télesovych
rozsifeni ([Waerden, 1930], Vol. 1., str. 98):

Sind A, ¥ und Q Kérper und ist X endlich in bezug auf A und Q endlich
in bezug auf X, so ist Q endlich in bezug auf A, und es gilt die Gradrelation:

(©/4) = (/%) - (X/4) .

V prvnim dile Waerdenovy monografie se objevuje problematika zavislosti
a nezavislosti v obecnéjsi podobé v kapitole Unendliche Korpererweiterungen.
V 61. paragrafu této kapitoly nazvaném Rein transzendente Erweiterungen.
Irreduzible Systeme je rozvijen pojem algebraické zavislosti, ktery velmi tizce
souvisi s dfive studovanym pojmem linearni zavislosti.

... Ein Element a von Q heifit (algebraisch-)abhdngig von einer Menge M (in
bezug auf den Grundkérper P), falls es algebraisch in bezug auf den Korper P
() ist, also einer Gleichung geniigt, deren Koeffizienten nicht samtlich
verschwinden und rationale Funktionen der Elemente von 9 mit Koeffizienten
aus P sind. ... Da in der Gleichung nur endlichviele Elemente mq, ..., my, von

M vorkommen, so hangt a schon von einer endlichen Untermenge von 9 ab.
([Waerden, 1930], Vol. L., str. 204)

Vlastnosti takto definované zavislosti jsou shrnuty v nékolika jednoduchych
tvrzenich, za nimiz néasleduje definice ireducibilni mnoZiny:

Eine Menge M heifst irreduzibel (in bezug auf P), wenn kein Element von I
algebraisch von den ibrigen abhdngt. Man sagt in diesem Fall auch, die Menge
M ,bestehe aus lauter algebraisch-unabhangigen Elementen® oder ,aus lauter
unabhingigen Transzendenten.“ ([Waerden, 1930], Vol. I, str. 205)

Podobné jako v pfipadé linearni zavislosti je dokdzéno tvrzeni o stejné
mohutnosti ireducibilnich mnozin.

Zwei aquivalente irreduzible Systeme M, N sind gleichmdchtig.

([Waerden, 1930], Vol. I, str. 206)

Pro koneény pfipad se autor odkazal na Steinitzovu vétu, pro obecny pripad
na Steinitziv ¢lanek otistény v casopisu Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik z roku 1910, pfipadné na druhy dil uc¢ebnice Otty Haupta (1887—
1988) nazvané Einfihrung in die Algebra.
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Dalsi vydani Waerdenovy monografie

Do sedmého vydani prvniho dilu své monografie z roku 1966 piidal B. L. van
der Waerden kapitolu Vektorraume und Tensorrdume, tim vzrostl pocet kapitol
prvniho dilu na jedenact.? V tivodu napsal:

Als die erste Auflage geschrieben wurde, war sie als Einfihrung in die
neuere abstrakte Algebra gedacht. Teile der klassischen Algebra, insbesondere
die Determinantentheorie, wurden als bekannt vorausgesetzt. Heute aber wird
das Buch wvielfach von Studenten als erste Einfihrung in die Algebra benutzt.
Daher wurde es notwendig, ein Kapitel uber , Vektorrdume und Tensorrdume®
einzufigen, in dem die Grundbegriffe der linearen Algebra, insbesondere der
Determinantenbegriff erértert werden.

([Waerden, 1930], Vol. L., 7. vydani: 1966, str. vi)

Paté vydani druhého dilu z roku 1967 navazuje na sedmé vydani dilu prvniho
z roku 1966. Zac¢ind kapitolou Lineare Algebra (str. 1-33), ktera je dvandctou
kapitolou celého dila.* Linearni algebru zde charakterizoval B. L. van der
Waerden takto:

Die lineare Algebra handelt von Moduln und ihren Homomorphismen, insbe-
sondere von Vektorrdumen und deren linearen Transformationen. Als Anwen-
dung der Modultheorie wird in § 86 der Hauptsatz tiber abelsche Gruppen bewie-
sen. § 90 handelt von quadratischen Formen, § 91 von antisymmetrischen Bi-
linearformen.

Das zwdlfte Kapitel beruht ganz auf der Theorie der Gruppen mit Operatoren
(Kap. 7). ([Waerden, 1930], Vol. IL., 5. vydani: 1967, str. 1)

Je velmi zajimavé srovnat vysSe uvedend Waerdenova vymezeni linearni
algebry z let 1931 a 1967.

3. Linearni algebra v referativnich ¢asopisech

V nésledujicich odstavcich se pokusime ukézat, jak se vyvijelo chapéani
matematické discipliny nazyvané dnes linedrni algebra ve dvou vyznamnych

......

a CtyTicatych let 20. stoleti vyvijelo a meénilo; tento proces tizce souvisel
s postupnym utvarenim této matematické discipliny, které bylo do jisté miry
ukonceno na prelomu ctyticatych a padesatych let v souvislosti s vydanim
prvnich uéebnic.

3 Jedna se o &tvrtou kapitolu, kterd je ¢lenéna na paragrafy takto: 19. Vektorrdume,
20. Die Invarianz der Dimension, 21. Der duale Vektorraum, 22. Lineare Gleichungen in
einem Schiefkorper, 23. Lineare Transformationen, 24. Tensoren, 25. Antisymmetrische
Multilinearformen und Determinanten, 26. Tensorprodukte, Verjingung und Spur.

4 Je ¢lenéna na tyto paragrafy: 84. Moduln tiber einem Ring, 85. Moduln tiber euklidische
Ringe. Elementarteiler, 86. Der Hauptsatz iber abelsche Gruppen, 87. Darstellungen und
Darstellungsmoduln, 88. Normalformen fir eine Matriz in einem kommutativen Korper,
89. Elementarteiler und charakteristische Funktion, 90. Quadratische und Hermitesche
Formen, 91. Antisymmetrische Bilinearformen.
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Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete

Roku 1931 zacal vychéazet referativni Casopis Zentralblatt fiir Mathematik
und ihre Grenzgebiete.” Posuzované prace byly zafazovany podle svého tématic-
kého zaméteni — celd matematika byla rozdélena na nékolik hlavnich disciplin,
které byly dale podrobnéji ¢lenény.

V prvnich dvou svazcich (1931-1932) bylo toto ¢lenéni zachyceno v ob-
sahu Casopisu; jednou z hlavnich disciplin byla Algebra, Zahlentheorie, ktera
obsahovala podobor Lineare Algebra, Determinanten, bilineare und quadrati-
sche Formen. Od tfetiho svazku (1932) bylo tématické t¥idéni déno vécnym
rejstitkem; ve tfetim az patém svazku (1932-1933) bylo jedno ze zékladnich té-
mat vystizeno heslem Matrizen und Determinanten, pod které spadala témata
Eigenwerte, Elementarteiler, Funktionaldeterminanten, Infinitesimalkalil der
Matrizen, Matrizenkalkiil, Spezielle Determinanten und Matrizen, Unendliche
Matrizen.

Od svazku 6(1933) do svazku 25(1941) bylo zakladnim heslem Lineare
Algebra, Matrizen und Determinaten, jehoZ naplii naznacovalo v letech 1933

vy

Bilineare, quadratische Formen und Verwandtes — od svazku 16(1937), Eigen-
werte, Elementarteiler, Funktionaldeterminanten, Infinitesimalkalkil der Mat-
rizen, Lineare Gleichungen und Ungleichungen, Matrizenkalkiil, Spezielle Deter-
minanten und Matrizen, Unendliche Matrizen — naposled ve svazku 10(1934).

Linearni algebra byla v rejstiiku odkazovana jesté na hesla Analytische und
projektive Geometrie, Gruppentheorie, lineare Gruppen, Korpertheorie, Ringe,
Riemannsche Matrizen, Numerische und graphische Methoden, Numerische
Auflésung von Gleichungen und Gleichungssystemen, Differentialgleichungen,
gewdhnliche, Differentialgleichungen im Komplexen, Funktionalanalysis, Inte-
gralgleichungen, Unendlich viele Variablen. Heslo Lineare Rdaume bylo odkazo-
vano na Funktionalanalysis, lineare und Fuktionenrdume.

Od svazku 26(1942) do svazku 140(1968) bylo zdkladni heslo Lineare
Algebra, Matrizen und Determinanten® ¢lenéno takto:

Determinanten, Formen und Invarianten, Infinitesimalkalkil der Matrizen,
Lineare Gleichungen und Ungleichungen, Matrizen, Substitutionen (naposled

ve svazku 54(1956)).

Od svazku 141(1968) do svazku 214(1971) bylo zékladnim heslem Lineare
Algebra. Formen. Invariantentheorie s nasledujicim ¢lenénim — viz svazek
150(1969-70):

5 V redakéni radé tohoto asopisu byl v té dobé B. L. van der Waerden, ktery roku 1931
uzil termin linedrni algebra ve své monografii Moderne Algebra.

6 Ve svazku 102(1963) Lineare Algebra. Polynome. Formen. Invarianten, od svazku
110(1965-66) pouze Lineare Algebra. Poznamenejme jesté, ze od 42. svazku prestal vychazet
vécny rejstiik v jednotlivych svazcich. Vychazel vzdy hromadné, napiiklad ve svazku
54(1956).
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Aquivalenz von Matrizen, kanonische Formen, Determinanten, Permanen-
ten, Figenwertprobleme, Formen héheren Grades, Invariantentheorie, Lineare
Gleichungen und Ungleichungen, Matrizenfunktionen, Matrizengleichungen und
-ungleichungen, Matrizeninversion, Multilineare Algebra, Quadratische For-
men, Vektorrdume, Moduln.

Od svazku 215(1971) zacala byt vyuzivina AMS (MOS) Subject Classifi-
cation Scheme (1970) — viz déle.

Mathematical Reviews

Roku 1940 zacal vychazet referativni ¢asopis Mathematical Reviews. Posuzo-
vané prace byly fazeny tématicky jiz od prvniho ¢isla tohoto ¢asopisu. V prvnim
ro¢niku se ¢ast nazvana Linear algebra objevila pétkrat, ve druhém roc¢niku jen
jednou. Ve vécném rejstiiku byla v nasledujicich letech linedrni algebra rozdeé-
lena vétsinou do sedmi tématickych okruhii:

1. Matrices, determinants; general theory,

. Special matrices, determinants,
. Hypercomplex systems (od roku 1946 Special algebras),
. Linear forms and equations,

2

3

4

5. Quadratic and bilinear forms,

6. Forms of higher degree (naposled roku 1952),
7

. Characteristic values, elementary divisors.

Od ro¢niku 17(1956) se c¢lenéni vécného rejstiiku vyvijelo smérem ke
klasifikaci s desetinnym t¥idénim, kterd byla poprvé zavedena roku 1959. V roce
1957 byla linearni algebra rozdélena takto (roku 1956 byla ¢lenéna velmi
podobné):

. Linear, bilinear and quadratic forms,
. Matrices,

. Linear transformations,

. Figenvalues, eigenvectors,

. Multilinear algebra, tensors,

. Alternating forms, determinants,

N O Ot s W N

. Linear equations, matriz inversion.

Roku 1958 se poprvé objevila Subject classification, ale jesté bez desetinného
15. Linear algebra

10. Forms, linear transformations, matrices,

20. Inequalities for matrices,

30. Figenvalues and eigenvectors,
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50.
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Multilinear algebra,

Linear equations, matrix inversion, determinants.

Od roku 1962 do roku 1967 byla uzivdna podrobnéjsi klasifikace (v letech
1960 a 1961 byla obdobné, chybély vSak napf. polozky 39 a 49):

15. Linear algebra

05.
10.
15.
20.
25.
30.
33.
36.
38.
39.
40.
48.
49.
50.

Vector spaces,

Forms, linear transformations, matrices,
Linear inequalities,

Inequalities involving eigenvalues and eigenvectors,
Miscellaneous inequalities involving matrices,
FEigenvalues and eigenvectors,

Canonical forms, reductions,

Linear sets of linear transformations,

Matriz equations and identities,

Invariants,

Multilinear algebra,

Determinants,

Permanents,

Linear equations, matrix inversion.

Od roku 1968 bylo hlavni téma mirné prejmenovano a ¢lenéni hesla pod-
statné rozsireno:

15. Linear and multilinear algebra, matriz theory

05.
10.
15.
20.
25.
30.
35.
38.
40.
45.
48.
50.
95.
98.
60.

Vector spaces, linear dependence, rank,

Linear equations,

Matriz inversion, generalized inverses,
Determinants, permanents, other special matriz functions,
FEigenvalues and eigenvectors,

Canonical forms, reductions, classification,
Matriz equations and identities,

Commutativity,

Algebraic system of matrices,

Matrices over specialrings,

Matrices of integers,

Linear inequalities,

Inequalities involving eigenvalues and eigenvectors,
Miscellaneous inequalities involving matrices,

Positive matrices,
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65. Stochastic matrices,

70. Quadratic and bilinear forms, inner products,
75. Clifford algebras,

80. Multilinear algebra, tensor products,

85. Vector and tensor algebra, theory of invariants,

90. Ezterior algebra, Grassmann algebras.

V roéniku 39(1970) pfibylo za hlavnim nazvem Linear and multilinear
algebra; matriz theory v zavorce finite and infinite, tématické ¢lenéni se zcela
zmeénilo, pfibylo mnoho novych polozek. V dalsich letech se vSak vyuzivalo
¢lenéni, které bylo uzivano koncem Sedesatych let.

4. Linearni algebra v poloviné 20. stoleti

The American Mathematical Monthly

Roku 1950 vySel index casopisu The American Mathematical Monthly,
ktery soustfeduje informace o svazcich 1(1894) az 56(1949). Ve vécném rej-
stiiku jsou publikované ¢lanky fazeny tématicky, heslo linedrni algebra se zde
v8ak nevyskytuje. Této discipliny se tykaji zejména hesla Elimination and
Resultants, Simultaneous Linear Equations, Determinants, Matrices, Quadratic
Forms a Vectors.

Hesla vécného rejstiitku byla jisté volena tak, aby dobfe odpovidala vysSe
uvedenému ¢asovému obdobi, tseku delsimu nez padesat let. Termin linedrni
algebra nebyl tedy jesté roku 1950 bézné uzivany.

Roku 1956 vysSel v tomto Casopisu zajimavy ¢lanek Methods of proofs
in linear algebra, jehoz autorem je Harley Flanders. Je to jeden z prvnich
casopiseckych ¢lankt, v jehoz nézvu je termin linedrni algebra v dnesnim
smyslu.”

Monografie a u¢ebnice

Termin linedrni algebra se v ucebnicich matematiky objevil jiz ve tficatych
letech 20. stoleti. V té dobé jesté zdaleka nebyl vymezen obsah této discipliny.

Roku 1934 vysla ruska verze knihy Einfiihrung in die analytische Geometrie
und Algebra I. od O. Schreiera (1901-1929) a E. Spernera (1905-1980), ktera
byla publikovana v originale roku 1931. Autorem pfekladu je G. Ol’Sanskij, za-
jimavé je, ze ma odlisny nazev — Vvedenie v linejnuju algebru v geometriceskom
izloZenii. Pfeklad v8ak nemé zadnou predmluvu ani ivod, takze neni jasné, ¢im
byla zména nazvu motivovana.

Kniha ma tfi ¢asti; prvni je vénovana afinnimu prostoru a linedrnim
rovnicim, druhd eukleidovskému prostoru a teorii determinantt, tfeti teorii

7 Termin linedrni algebra se objevoval jiz diive, ale ve smyslu linedrni asociativni algebra.
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téles a zakladni vété algebry. Z dnesniho pohledu je linearni algebra naplni
této knihy jen z mensi ¢asti.

V letech 1935 a 1937 byl ve dvou svazcich vydan ucebni text Lecons d’algébre
et de géométrie: a l'usage des étudiants des facultés des sciences, ktery sepsal
René Garnier (1887-1984). Prvni dil se nazyva Algébre linéaire. Homographie.
Equations tangentielles (1935), druhy dil Elimination éléments de géométrie
réglée. Transformation de Lie. Applications a la géométrie conforme (1937).

Roku 1938 vysel prvni dil ¢tyfsvazkového kompendia Haralda Augusta Bo-
hra (mladsi bratr fyzika Nielse Bohra, 1887-1951) a Johannesa Mollerupa
(1872-1937) Lehrbuch der mathematischen Analysis, I. Lineare Algebra; jed-
nalo se o druhé, piepracované vydani (vydali je A. F. Andersen a R. Petersen).8

Vyuka partii, které dnes fadime do linearni algebry, probihala dosti dlouho
v rdmci prednasek z algebry, geometrie nebo matematiky. Az do ctyFicatych
let byly ke studiu této rodici se discipliny uzivany razné ucebnice algebry
(resp. matematiky) obsahujici pfislusnd témata. Pfipomenime jesté nékolik vy-
znamnych ucebnic ze ¢tyficatych let, které pripély k rozsifeni a vseobecnému
uznani pojmu vektorovy prostor, k rozsifeni axiomatického vyjadieni zaklad-
nich pojmut algebry a linedrni algebry a k jejich moderni prezentaci. Podle
téchto ucebnic se fadu let prednaselo, studovalo se z nich na mnoha univerzitach
zdpadniho i vychodniho svéta. Jejich autory jsou Garrett Birkhoff (1911-1996),
Saunders Mac Lane (1909-2005), Paul Richard Halmos (1916-2006) a Aleksan-
der Gennadievié¢ Kuro$ (1903-1985).

G. Birkhoff, S. Mac Lane: A survey of modern algebra (1941, 2. vydéni:
1953, 3. vydani: 1965, slovensky: 1979),

P. R. Halmos: Finite-dimensional vector spaces (1942, Cetnd dalsi vydani
a dotisky, rusky: 1963),

A. G. Kuros: Kurs vyssej algebry (1946, 9. vydani: 1968, anglicky: 1972,
5. vydani: 1988, némecky: 1972, francouzsky: 1971, 1973, italsky: 1977, 1988,
Spanélsky: 1981, 4. vydani: 1987, arabsky: 1977, rumunsky: 1955).

Koncem c¢tyficatych let a v prvni poloviné padesatych let 20. stoleti se
objevilo nékolik ucebnic, které mély termin linedrni algebra pfimo v nazvu,
resp. v nazvu své podstatné casti. Tyto ucebnice vyznamnym zpisobem
ovlivnily konstituovani linearni algebry jako jednoho ze zdkladt vysokoskolské
matematiky. Pfipomenime nékteré tituly, které hraly — podle naseho nazoru
— v jednotlivych (politicky ¢i jazykové vymezengch) oblastech svéta dilezitou
roli. Jejich autory byli vyznamni matematici: André Lichnerowicz (1915-1998),
Israil Moiseevi¢ Gel’fand (nar. 1913), Anatolij Ivanovi¢ Mal’cev (1909-1967),
Dmitrij Konstantinovi¢ Faddejev (1907-1989), Vera Nikolaevna Faddejeva
(1906-1983), Hans Wilhelm Eduard Schwerdtfeger (1902-1990), Reinhold Baer
(1902-1979), Robert Roth Stoll (?7-1990), Nathan Jacobson (1910-1999), Leon
Mirsky (1918-1983) a skupina bourbakisti.

8 Prvni vyslo v letech 1920-1923 v Kodani pod nazvem Laerebog i matematisk.
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A. Lichnerowicz: Algébre et analyse linéaires® (1947, 2. vydani 1956, né-
mecky: 1956),

N. Bourbaki: Eléments de mathématique. I. Les structures fondamentales de
Uanalyse. Livre II. Algébre, Chapitre II. Algébre linéaire (1947),

N. Bourbaki: Eléments de mathématique. I. Les structures fondamentales de
Uanalyse. Livre II. Algébre, Chapitre III. Algébre multilinéaire (1948),

I. M. Gel’fand: Lekcii po linejnoj algebre (1948, 2. vydani: 1951, 3. vydani
1966, 4. vydani: 1971, ¢esky: 1953, anglicky 1961, 1963, 1965, 1967, 1978, 1989),
A. 1. Mal’cev: Osnovy linejnoj algebry (1948, dalsi vydani: 1956, 1970, 1975,
anglicky: 1963, italsky: 1980),

V. N. Faddejeva: Vydcislitel 'nye metody linejnoj algebry (1950, pfepracovand
vydéani (D. K. Faddejev, V. N. Faddejeva): 1960, 1963, anglicky: 1959, 1963,
Cesky: 1964),

H. Schwerdtfeger: Introduction to linear algebra and the theory of matrices

(1950, 2. vydéni: 1962),

R. Baer: Linear algebra and projective geometry (1952, 2. vydani: 1966, rusky:
1955),

R. R. Stoll: Linear algebra and matriz theory (1952, 1969),
N. Jacobson: Lectures in abstract algebra. II. Linear algebra (1953),
L. Mirsky: An introduction to linear algebra (1955, reprint: 1982, 1990).

Poznamenejme, ze termin linedrni algebra nebyl jesté v prvni poloviné
padesatych let bézné uzivan jako nézev matematické discipliny. Snadno se
o tom mizeme presvédcit pomoci vyhledavani v elektronickych databézich
referativnich ¢asopist.

Koncem padesatych let a v letech Sedesatych vysla fada dilezitych ucebnic
linearni algebry. Uvedeme jen nékteré, aniz bychom je vyvysSovali nad ostatni.
Poznamenejme, ze obliba konkrétni ucebnice, jeji tspésnost, resp. role ve vyuce
prislusné discipliny je do urcité miry naznacena poc¢tem vydani a prekladi:

W. Greub: Lineare Algebra (1958, dalsi vydani: 1976, anglicky: 1963, 1967,
1975, 1981),

G. Hadley: Linear algebra (1961),
K. Hoffman, R. Kunze: Linear algebra (1961, dalsi vydani: 1965, 1971),

C. W. Curtis: Linear algebra. An introductory approach (1963, dalsi vydani:
1968, 1974, 1984, 1986, 1993),

H.-J. Kowalsky: Lineare Algebra (1963, dalsi vydédni: 1965, 1967, 1969, 1970,
1972, 1975, 1977, 1979, 1995, 1998, 2003),

9 Prvni ¢ast se jmenuje Algébre linéaire, druhd Analyse linéaire.
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J. Dieudonné: Algébre linéaire et géometrie élémentaire (1964, 2. vydani:
1964, 1965, 3. vydéani: 1968, 4. vydani 1978, 5. vydani: 1981, rusky: 1972,
anglicky: 1969, 1983, spanélsky: 1964),

E. D. Nering: Linear algebra and matriz theory (1964, 2. vydani: 1970),

S. Lang: Linear algebra (1966, 1967, 1968, 2. vydédni: 1970, 1971, 1973,
3. vydani: 1987, 1989, 1993, 1996, 1999, 2003, 2004, italsky: 1970, 1972, 1974,
1977, 1980, 1984, 1988, 1992, 1993),

W. Nef: Lehrbuch der linearen Algebra (1966),

W. Greub: Multilinear algebra (1967, 2. vydéani: 1978),

P. J. Kahn: Introduction to linear algebra (1967),

R. R. Stoll, E. T. Wong: Linear algebra (1968),

B. Noble: Applied linear algebra'® (1969, 2. vydani: 1977, 3. vydani: 1988),

S. Lang: Introduction to linear algebra (1970, 2. vydani: 1986, 1988, 1991,
1993, 1995, 1997, 2000),

H.-J. Kowalsky: Einfihrung in die lineare Algebra (1971, dalsi vydani: 1974,
1977),

M. O’Nan: Linear algebra'! (1971, 2. vydani: 1976, 3. vydani: 1990).

Nékteré ucebnice se sice v plném rozsahu tykaly linearni algebry, ale
jejich nazev zdtraznoval jiny aspekt této discipliny, zejména vyznam pojmu
vektorovy (linearni) prostor. Jako piiklady uvedme knihy, které vydali Georgij
Jevgen’evi¢ Silov (1917-1975) a Helmut Boseck (nar. 1931).

G. E. Silov: Vwvedenie v teoriju linejnych prostranstv (1952, 1969, anglicky:
1961, 1971, 1974, 1977),

H. Boseck: Finfihrung in die Theorie der linearen Vektorrdume (1965, 1967,
1973, 1981, 1984).

Sbirky tloh

Univerzitni vyuka je podstatné ovliviiovana materidly, jez slouzi k Sirsimu
pochopeni teorie a k jejimu procvicovani na prikladech praktického i teoretic-
kého charakteru. Pfipomeneme proto nékolik titult, které tento vyznam mély
pro vyuku linearni algebry.

Ulohy z linearni i obecné algebry soustiedila sbirka tloh, kterou sestavili
D. K. Faddejev a Ilja Samoilovi¢ Sominskij. Vys$la v fadé vydani a v nékolika
prekladech, po nékolik desetileti byla uzivana zejména v Sovétském svazu
a vychodni Evropé.

10 Spoluautorem druhého a ttetiho vydani je J. W. Daniel.
11 Spoluautorem tietiho vydani je H. Enderson.
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D. K. Faddejev, I. S. Sominskij: Sbornik zada¢ po vyssej algebre (1949,
11. vydani: 1977, 13. vydani z roku 1999 je dostupné on line; slovensky: 1968,
anglicky: 1965, 1970, 1980, italsky: 1977, francouzsky: 1977, madarsky: 2006).

Bohatou a pomérné naro¢nou kolekci pfikladt z linearni algebry predstavuje
Proskurjakovova sbirka, kterad byla vydana nékolikrat. Radu let ovliviiovala
vyuku linedrni algebry na mnoha univerzitach vychodni Evropy.

I. V. Proskurjakov: Sbornik zadac¢ po linejnoj algebre (1957, dalsi vydani:
1961, 1966, 1970, 1974, anglicky: 1978).12

vy

Velmi rozsifenou sbirkou tloh z linearni algebry je studijni text Seymoura
Lipschutze, ktery byl mnohokrat vydavan v nékolika jazycich po celém svété:

S. Lipschutz: Schaum’s outline of theory and problems of linear algebra
(1968).13

Velmi zajimavou, ale mimotfadné néroc¢nou sbirkou problémi pro aktivni
studium matematiky je rozsahla ucebnice Izrail’a Markovi¢e Glazmana (1916—
1968) a Jurije IIice Ljubi¢e zaméfend na procviceni pomérné rozsahlych partii
linearni algebry a funkciondlni analyzy. Obsahuje bohaty soupis literatury,
jmenny a vécny rejstiik.

I. M. Glazman, Ju. I. Ljubié¢: Konecnomernyj linejnyj analiz v zadacach
(1969, anglicky: 1974, 2006, francouzsky: 1974).

Popularizace linearni algebry

Zacatkem padesatych let dvacatého stoleti se jiz projevila vyrazna snaha
seznamit Sirsi matematickou komunitu se zaklady linearni algebry, s jejimi
vysledky a problémy, popularizovat ji, zdaraznit jeji vyznam a rozsifit znalost
jejich zakladt mezi studenty i uciteli. S témito cili byly publikovany prehledové,
informativni a populariza¢ni ¢lanky. Uvedeme jen nékolik priklad.

Roku 1953 vysly v jednom ze seSitd nového vydani némecké matematické en-
cyklopedie (Enzyclopédie der mathematischen Wissenschaften) dva pfehledové
¢lanky Glinthera Pickerta (nar. 1917) nazvané Lineare algebra a Normalformen
von Matrizen. Zasvécené informuji o tehdejsim stavu linearni algebry.

Ve stejném roce vysla v sovétském casopise Matematika v skole kratka stat
Sergeje Vasil’jevice Fomina (1917-1975) vénovand objasnéni klicovych pojmu
z nejdiilezit&jsich oblasti linedrni algebry.'4 S nepatrnou &asovou ztratou vyslo
Fominovo pojednani v ¢eském piekladu ve tfetim rocniku casopisu Soveétskd
véda. Matematika-Fyzika-Astronomie pod nézvem Zdkladni pojmy linedrni
algebry (13 stran). Autorem Ceského prekladu je Josef Veselka (1909-1987).

12 Proskurjakovovu sbirku tloh ve vychodni Evropé do jisté miry nahradila az sbirka,
kterou sestavil Chakim Dadadzanovi¢ Ikramov (nar. 1943) — viz [Ikramov, 1975].

13 Na novéjsich vydanich je jako spoluautor uveden Marc Lars Lipson.

14 Ptipomenime, ze S. V. Fomin podstatné piispél ke vzniku Gel’fandovy knihy Lekcii po
linejnog algebre (1948), jak jeji autor poznamenal v predmluvé.
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Fomintv clanek mé kratky avod, z néhoz vyjimadme zajimavou pasaz
zdivodnujici mimo jiné vyznam linearni algebry pro stfedoskolské ucitele.

. Methody ,geometrie n-rozmerného prostoru®, nebo, jak dnes rikime,
linedrni algebry, se pouZivaji v analytické geometrii, v mechanice, v theorii
diferencidlnich rovnic a jinde.

Koncem minulého a zacdtkem tohoto stoleti doslo k dalsimu skvelému rozvogi
myslenek linedrni algebry. Pritom se zobecnil sam pojem ,prostoru® zavedenim
t. zv. nekonecne rozmérného prostoru. Theorie, kterd tu vznikla, je tuzce spja-
grdlnimi rovnicemi, s trigonometrii, s Tadami atd., a také se soucasnou theo-
retickou fysikou, predev§im s kvantovou mechanikou.

V linedrni algebre je s druhé strany zvldst vijraznd souvislost mezi geometric-
kymi predstavami a algebraickymi methodami. Tato souvislost, charakteristickd
pro t. zv. vyssi matematiku, hloubéji a hloubéji pronika i do skolni vyuky. Je
proto znalost zakladnich pojmi linedrni algebry pro ucitele uZitecnd jak s hle-
diska rozsireni jeho matematickych znalosti, tak pro jeho primou pedagogickou
c¢innost — 1 kdyZ linedrni algebra sama neni pojata do skolnich osnov skol niZsich
typd, nez je Skola vysokd. (str. 478-479)

Fomintiv text je rozdélen do tii paragrafii, které se dale déli na clanky. Je
pozoruhodné, kolik informaci se podafilo autorovi shrnout na necelych t¥inacti
stranach. Strucény obsah jeho pojednani tuto skute¢nost dokumentuje:

1. LINEARNI PROSTOR.

1. Definice linedrniho prostoru a priklady. 2. Linedrni zavislost. 3. Dimense
linedrniho prostoru. 4. Base, soutadnice. 5. Isomorfismus linedrnich prostori.
6. Podprostor linedrniho prostoru. 7. Geometrickd interpretace soustavy line-
arnich rovnic.

2. EUKLIDOVSKY PROSTOR.

8. Definice euklidovského prostoru. 9. Délka vektoru a uhel dvou vektori. Ne-
rovnost Cauchyho-Bunjakovského. 10. Orthonormdlni base. 11. Isomorfismus
euklidovskych prostori.

3. LINEARNI TRANSFORMACE V EUKLIDOVSKEM PROSTORU.

12. Definice a priklady linedrnich transformaci. 13. Scitani a ndsobent linedr-
nich transformaci. 14. Matice linedrni transformace. 15. Invariantni podpro-
story. Charakteristicke vektory a charakteristickeé hodnoty. 16. Symetrickeé line-
drng transformace. 17. Bilinedrni a kvadratické formy. [Fomin, 1953]

Roku 1956 vyslo v Moskvé v Nakladatelstvi Akademie véd SSSR tiisvazkové
prehledové dilo Matematika, jeje soderZanie, metody i znacenie, které redigo-
vali Aleksandr Danilovi¢ Aleksandrov (1912-1999), Andrej Nikolajevi¢ Kolmo-
gorov (1903-1987) a Michail Aleksejevi¢ Lavrent’jev (1900-1980). Sestnictou
kapitolu Linejnaja algebra sepsal D. K. Faddejev. Jeho pojednani o linearni

N

56 stran. Rozdéleno je do Sesti paragrafu:
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1. Predmet linejnoj algebry i jeje apparat. 2. Linejnoe prostranstvo. 3. Siste-
my linejnych uravnenij. 4. Linejnye preobrazovanija. 5. Kvadraticnye formy.
6. Funkcii ot matric © nekotorye ich priloZenija.

Poznamenejme, ze dilo Matematika, jeje soderZanie, metody i znacenie bylo
v letech 1962 az 1963 vydano v anglické verzi v Sesti svazcich pod nazvem
Mathematics: its content, methods and meaning.

5. Soucasnost

Ucebnice a monografie

V posledni tfetiné 20. stoleti vysla velkd fada ucebnic linearni algebry.
Pripomenime ve strucnosti jen nékteré, aniz bychom je oznacovali za ty
nejdilezitéjsi: [Noble, 1969], [Campbell, 1971], [Jacob, Bailey, 1971], [Fletcher,
1972], [Anton, Rorres, 1973], [Marcus, 1973], [Satake, 1973], [Strang, 1976],
[Rorres, 1977], [Kostrikin, Manin, 1980], [Brieskorn, 1983], [Klingenberg, 1984],
[Brown, 1988|, [Huppert, 1990], [Strang, 1993], [Bultheel, van Barel, 1997],
[Kwak, Hong, 1997], [Strang, Borre, 1997|, [Blyth, Robertson, 1998], [Szabo,
2000].

Nékteré z vyse uvedenych ucebnic linearni algebry jsou vyraznéji zaméreny
na uzit{ této discipliny, napf. [Noble, 1969], [Campbell, 1971], [Fletcher,
1972], [Strang, 1976], [Rorres, 1977], [Huppert, 1990], [Strang, Barre, 1997].
Jiné zdiraziuji sepéti linedrni algebry s geometrii, napf. [Kostrikin, Manin,
1980], [Brieskorn, 1983], [Klingenberg, 1984], [Bultheel, van Barel, 1997].
Linearni algebra je v nékterych ucebnicich spojovana s pokrocilejsi teorii matic,
s vektorovym poctem, s pocatky funkcionédlni analyzy apod.

Ucebnice linearni algebry, které maji nejriiznéjsi zaméteni a rozsah, vychézeji
v soucasné dobé pomérné casto. Kromé elementarnich textti uréenych k vyuce
uvodnich vysokoskolskych matematickych kurzi a standardnich ucebnic jsou
vydavany i rozsahlé monografie vénované velmi ¢asto nejriznéjsSim aplikacim,
pfipadné obsahla kompendia. P¥ipomenime jen nékolik nejnovéjsich tituld:

K. N. Srinivasa Rao: Linear algebra and group theory for physicists (1996,
2006),

B. Huppert, W. Willems: Lineare Algebra (2006),

H. Muthsam: Lineare Algebra und ihre Anwendungen (2006),
P. J. Olver, Ch. Shakiban: Applied linear algebra (2006),
H. Dym: Linear algebra in action (2007),

L. Hogben, R. Brualdi, A. Greenbaum, R. Mathias (ed.): Handbook of
linear algebra (2007).
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Odborné casopisy

Ve druhé poloviné 20. stoleti vzniklo né€kolik casopisti vénovanych nejriznéj-
$im otazkam linearni algebry. Odborné préace tohoto zaméteni jsou dnes proto
vétsinou publikovany pravé v nékterém z nich.'®

Casopis Linear Algebra and its Applications zalozili roku 1968 A. J. Hoffman,
A. S. Householder, A. M. Ostrowski, O. Taussky-Todd. V letech 1968 az 1972
jej redigoval A. J. Hoffman, v letech 1972 az 1978 H. Schneider, v letech
1979 az 1999 A. Brualdi a H. Schneider, od roku 1999 jej rediguji A. Brualdi,
V. Mehrmann a H. Schneider.

Casopis Linear and Multilinear Algebra zalozili roku 1972 Marvin Marcus
a Robert C. Thompson, ktefi jej redigovali v letech 1972 az 1992. V letech
1992 az 2006 byl redaktorem William Watkins, od roku 2006 s nim casopis
rediguji Steve Kirkland a Chi-Kwong Li. V soucasné dobé vychazi osm cisel
ro¢né, kromé praci z linedrni a multilinedrni algebry jsou publikovany i ¢lanky
z nelinearni, resp. numerické algebry, ale i z obecné algebry, matematické
a numerické analyzy apod.

Roku 1996 byl zalozen elektronicky casopis zaméfeny na linearni algebru.
Jmenuje se FLA — The FElectronic Journal of Linear Algebra, vydava jej
The International Linear Algebra Society, jeho redaktory jsou Ludwig Elsner
a Daniel Hershkowitz. Casopis vénuje nejvétsi pozornost maticové analyze
a raznym aspekttm linearni algebry a jejich aplikaci.

Casopis Numerical Linear Algebra with Applications vznikl roku 1994.
Redaktory jsou Owe Axelsson a Panayot S. Vassilevski.

Odborné prace, které mizeme radit k linedrni algebie, jsou publikovany
i v dalsich ¢asopisech, z nichz je tieba uvést zejména

Mathematics of Control, Signals, and Systems,

Numerical Mathematics,

Operators and Matrices,

SIAM Journal on Matriz Analysis and Applications.
Vyuka linearni algebry

V poslednich letech vyslo nékolik velmi zajimavych publikaci vénovanych vy-
uce linearni algebry. Nékteré texty predkladaji jednoduché dikazy a postupy,
které usnadnuji pochopeni pojmi, vysledkt i metod, prezentuji zdkladni mys-
lenky ve srozumitelné podobé, dalsi vyuzivaji historii této discipliny k moti-
vaci a vzbuzeni zajmu, jiné propaguji nové pojeti vykladu fundamentalnich po-
znatkl apod.'® Pfednasejicim obsaznéjsich kurzfi linearni algebry a v4znéjsim

15 Snadnou orientaci v publikovanych pracich a rychlé vyhledavani informaci umoziiuji
pravidelné publikované indexy, webovské stranky téchto Casopist a elektronické databéze
referativnich casopisu.

16 Vig téz ¢lanky Vyuka linedrni algebry [Becvar, 1995] a Snéni na bezesngjch predndskdch
[Becvar, 1997].



434

zadjemcum o tento obor mohou tyto knihy poskytnout cennou inspiraci k obo-
haceni jejich prednasek, podnéty k dalsimu badani nebo motivaci k obecnéjsim
avaham o stavu matematiky a o jejim vyvoji. Jedna se zejména o nasledujici
tituly:

S. Axler: Linear algebra done right (1996, 2. vydani: 1997),

D. Carlson, C. R. Johnson, D. C. Lay, A. D. Porter, A. E. Watkins,
W. Watkins (eds.): Resources for teaching linear algebra'” (1997),

J.-L. Dorier: On the teaching of linear algebra (2000),

D. Carlson, C. R. Johnson, D. C. Lay, A. D. Porter (eds.): Linear
algebra gems. Assets for undergraduate mathematics'® (2002).

Historie linearni algebry

Vzniku a vyvoji linedrni algebry nebyla dosti dlouho vénovana vétsi pozor-
nost. Urc¢itou vyjimkou byla teorie determinanti, o jejiz historii bylo sepsano
nékolik zasvécenych praci jiz v 19. stoleti. Teprve v posledni tfetiné 20. sto-
leti se objevily v nékolika knihdch o historii matematiky podrobnéjsi partie
o vyvoji této discipliny (napf. [Kline, 1972], [Dieudonné, 1978], [Kolmogorov,
Juskevié, 1978, [Grat], [Alten a kol., 2003]). V sedmdesétych letech vyslo né-
kolik podrobnych ¢lankt Thomase Hawkinse o vzniku a vyvoji teorie matic,
v devadesatych letech byl v nékolika pracich vyrazné upfesnén pohled na vznik
pojmu determinant a na vyvoj teorie determinati (E. Knobloch). Ve stejné
dobé se Jean-Luc Dorier a Gregory H. Moore soustiedili na historii linearni
algebry ve dvacatém stoleti; jejich obsdhlé prace byly publikovany roku 1995
v Casopise Historia Mathematica:

J.-L. Dorier: A general outline of the genesis of vector space theory,

G. H. Moore: The azxiomatization of linear algebra.
MozZnosti vypocetni techniky

Nelze nepripomenout silu nastroji, které dnes poskytuje moderni vypocetni
technika (Mathematica, Maple, MATLAB apod.). I o téchto zaleZitostech jiz
existuje rozsahla literatura privadéjici pomérné rychle zacatecniky i pokrocilé
k efektivnimu vyuziti mohutnych balikti programu na feSeni nejriiznéjsich tuloh.
Uvedme jen nékolik tituld tykajicich se linedrni algebry:

E. W. Johnson: Linear algebra with MAPLE V. (1993),

17 Kniha mé pét Gasti: I. The role of linear algebra. II. Linear algebra as seen from client
disciplines. III. The teaching of linear algebra. IV. Linear algebra exposition. V. Applications
of linear algebra.

18 Kniha mé deset ¢asti: 1. Partitioned matric multiplication. 2. Determinants. 3. Eigen-
analysis. 4. Geometry. 5. Matriz forms. 6. Polynomials and matrices. 7. Linear systems,
inverses, and rank. 8. Applications. 9. Other topics. 10. Problems.
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D. R. Hill, D. E. Zitarelli: Linear algebra LABS with MATLAB (1994),

W. Strampp: Héhere Mathematik mit Mathematica. Band 1: Grundlagen,
Lineare Algebra (1997),

E. Deeba, A. Gunawardena: Interactive linear algebra with MAPLE V.
(1998),

B. F. Torrence, E. A. Torrence: The student’s introduction to Mathematica.
A handbook for precalculus, calculus, and linear algebra (1999),

F. Szabo: Linear algebra. An introduction using Mathematica (2000),

L. Jolivet, R. Labbas: Applications mathématiques avec MATLAB. Tome 1:
Algébre linéaire et géométrie. Rappel de cours et exercices corrigés (2005),

D. Bahns, Ch. Schweigert: Softwarepraktikum — Analysis und lineare
Algebra. Fin MAPLE-Arbeitsbuch mit vielen Beispielen und Losungen (2008).

International Linear Algebra Society

Pfipomernime jesté existenci mezinarodni spolecnosti ILAS — International
Linear Algebra Society, kterd vznikla roku 1989 ze spole¢nosti International
Matriz Group zaloZené roku 1987. V soucasné dobé je prezidentem ILAS Ste-
phen Kirkland a viceprezidentem Chi-Kwong Li. Webova stranka spolecnosti
ILAS mé adresu

http://www.ilasic.math.uregina.ca/iic/.

Lze na ni najit mnoho aktualnich informaci tykajicich se odbornych vysledkt
i vyuky linedrni algebry (Casopisy, konference, projekty podporujici vyuku
linearni algebry s pomoci modernich software, odkazy na osobni stranky
matematikt, ktefi v linedrni algebfe pracuji, apod.).

ILAS vydava od roku 1988 zpravodaj IMAGE — The Bulletin of the
International Linear Algebra Society, ktery je dostupny na webovych strankach
spole¢nosti.!? Prvnim editorem byl Robert C. Thompson (1988), po ném
plisobili v této funkci Jane M. Day a R. C. Thompson (1989), Steven J. Leon
a R. C. Thompson (1989-1993), S. J. Leon (1993-1994), S. J. Leon a George
P. H. Styan (1994-1997), G. P. H. Styan (1997-2000), G. P. H. Styan a Hans
Joachim Werner (2000-2003), Bryan Shader a H. J. Werner (2003—2006), nyni
jsou editory J. M. Day a H. J. Werner. V tomto zpravodaji jsou publikovany
¢lanky o aktivitach souvisejicich s lineadrni algebrou, recenze novych knih,
oznameni o konani konferenci, kratké zpravy o jejich pribéhu, dlohy a jejich
feSeni apod.

Od roku 1996 vydava ILAS elektronicky casopis ELA — The Electronic
Journal of Linear Algebra, ktery jiz byl zminén.

19 Zpravodaj se ptivodné jmenoval IMAGE — The Bulletin of the International Matrix
Group.
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6. Zavér

Linear algebra is at the same time one of the oldest branches of
mathematics and one of the newest. On the one hand, problems are
found in the origins of mathematics which are solved by a single
multiplication or division, that is to say by the calculation of a value of
a function f(x) = ax, or by the solution of an equation ax = b: those
are typical problems of linear algebra, and it is not possible to deal with
them, nor even to state them correctly, without “thinking linearly”.

([Bourbaki, 1960], angl. verze, str. 57)

Linearni algebra je dnes zakladni matematickou disciplinou zahrnujici zejmé-
na poznatky o vektorovych (linedrnich) prostorech a jejich homomorfismech,
o linearnich, bilinearnich a kvadratickych forméach na vektorovych prostorech,
o maticich, determinantech a soustavach linearnich rovnic. Zatimco dfive
byl hlavni zdjem matematiki soustiedén na teorii determinantt, na otazky
eliminace a soustavy linearnich rovnic, na bilinearni a kvadratické formy a jejich
prevody na kanonické tvary pomoci linedrnich transformaci, ve dvacatém stoleti
se situace vyrazné zménila. Do centra pozornosti se dostaly vektorové prostory
a linedrni zobrazeni (homomorfismy, endomorfismy, operédtory), teorie matic,
maticova reprezentace homomorfismi, bilinedrnich a kvadratickych forem.
Zménil se pohled na linedrni formy (funkcionély), nabyl na vyznamu pojem
duélniho prostoru. Velka pozornost zacala byt vénovana prostorim nekonecné
dimenze v souvislosti se vznikem a rozvojem funkcionalni analyzy.

Vysledky, které byly ziskany v osmnactém a v devatenactém stoleti v Teci
determinantt, bilinedrnich a kvadratickych forem a linearnich transformaci,
byly na pfelomu devatendctého a dvacatého stoleti pieloZzeny do fec¢i matic
a vzapéti do feci vektorovych prostorti a jejich homomorfismi. Matematicka
Velmi podstatné bylo pochopeni dilezitosti pojmt vektorovy prostor a linearni
zobrazeni, které jsou v soucasné dobé zakladnimi pojmy linedrni algebry.
K jejich vSeobecnému rozsifeni a uznani vSak doslo pomérné pozdé, az ve
tficatych a ctyficatych letech, a to presto, Zze se tyto pojmy objevily jiz
u H. Grassmanna koncem prvni poloviny devatenactého stoleti.

Linearni algebra jako jakysi zdklad vyssi matematiky, se konstituovala ve
tficatych a ctyficatych letech dvacatého stoleti, mimo jiné pod vlivem Waer-
denovy knihy Moderne Algebra, dalsich uéebnic algebry ([Birkhoff, Mac Lane,
1941], [Halmos, 1942], [Kuros, 1946] atd.), referativnich ¢asopist (Zentralblatt
fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete, Mathematical Reviews) a prvnich udeb-
nic, které mély termin linedrni algebra ve svém nazvu ([Lichnerowicz, 1947],
[Bourbaki, 1947], [Bourbaki, 1948], [Gel'fand, 1948], [Mal’cev, 1948], [Fadde-
jeva, 1950], [Schwerdtfeger, 1950] atd.). Vznik linearni algebry jako jistého
logického souboru pojmi, vysledkti a metod lze tedy vymezit pfelomem cty-
ficatych a padesatych let dvacatého stoleti, pfestoze jeji zdkladni myslenka,
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linedrni vztah, je alespon o Gtyfi tisicileti starsi (viz vySe uvedeny citat). Za-
c¢atkem padesatych let byly publikovany nékteré clanky, které mély s touto
disciplinou seznamit Sirokou matematickou komunitu a popularizovat ji mezi
studenty a uciteli.

V padesatych a Sedesatych letech vysla nejen celd fada ucebnic linearni
algebry, ale i n€kolik kvalitnich sbirek tloh. Jednotlivé ucebnice se sice mnoh-
dy lisi co do obsahu, rozsahu i zaméfeni, presto vSsak do zna¢né miry ve své
dobé vymezily linearni algebru jako jisty soubor pojmt, poznatkd a metod,
jako urcity fundament, na némz stoji dalsi matematické discipliny. V dalsich
desetiletich vySel velky pocet ucebnic a monografii linearni algebry, ktera se
stala prirozenou a nepostradatelnou soucasti zakladnich kurzt vysokoskolské
matematiky.

V Sedesatych a sedmdesatych letech zacaly vychézet odborné ¢asopisy, které
daly velky prostor téméf vyhradné védeckym pracim tykajicim se rtiznych
oblasti linedrni algebry (Linear Algebra and its Applications, Linear and
Multilinear Algebra); obsah i rozsah téchto Gasopisi za celé obdobi jejich
existence je dulezitym svédectvim o $ifi i hloubce problematiky, ktera je dnes
do linearni algebry razena. TotéZ lze Fici o ¢asopise The Electronic Journal of
Linear Algebra, ktery byl zaloZen na konci dvacatého stoleti.

Zavratny vyvoj vypocetni techniky umoznil v poslednich letech feSeni i tako-
vych tloh, které byly jesté nedavno povazovany za numericky nezvlddnutelné.
Dostupnost nejraznéjsiho software obrovskym zptisobem rozsifila moznosti jed-
notlivych badateld pti feseni teoretickych i praktickych tiloh nejriznéjsiho typu.

Mmnoho védeckych, odbornych i pedagogickych aktivit koordinuje v né€kolika
poslednich letech International Linear Algebra Society.
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