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IX. PEANOVA LINEARNI ALGEBRA

Peano’s book was intended to introduce students to Grassmann’s ap-
proach, which largely included the others, in a way that was clearer and
more accessible than Grassmann had done. Only in the last two chapters
of the book, so Peano wrote in the introduction, did he introduce new
ideas of his own.

([Moore, 1995], str. 267)

Giuseppe Peano byl jednim z mala matematik, ktefi pomérné brzy reagovali
na Grassmannovy myslenky prezentované v jeho monografiich a casopiseckych
¢lancich. Ve své knize Calcolo geometrico publikoval axiomatickou definici
vektorového prostoru a zdkladni poznatky o vektorovych prostorech a jejich
homomorfismech. Tuto partii zpracoval velmi modernim zpisobem, fadu
dilezitych vysledkt, s nimiz vystoupil H. Grassmann, vSak do své knihy
nezafadil. Po obsahové strance pfinesly nékteré partie Grassmannovy knihy
Die Ausdehnungslehre z roku 1862 vétsi bohatstvi myslenek dnes$ni linedrni
algebry nez Peanovo Calcolo geometrico.

1. Giuseppe Peano

G. Peano se narodil 27. srpna 1858 na farmé Tetto Galat asi 5 km od
mésta Cuneo (Piemonte). St¥edni $kolu i univerzitu (1876-1880) absolvoval
v Turing; jeho univerzitni studium ovlivnili vyznamni ital$ti matematici Enrico
D’Ovidio (1842-1933) a Angelo Genocchi (1817-1889). Po ukonceni studia byl
G. Peano po dobu jednoho roku asistentem E. D’Ovidia a v letech 1881 az 1890
asistentem A. Genocchiho. Od roku 1884 piusobil jako docent, od roku 1890
jako mimofadny a od roku 1895 jako fadny profesor na univerzité v Turiné.
V letech 1886 az 1901 byl téz profesorem turinské vojenské akademie. Byl
¢lenem turinské akademie véd.

Peanovy prvni préace jsou z roku 1883. O rok pozdéji vysla Genocchiho kniha
Calcolo differenziale e principii di calcolo integrale, pubblicato con aggiunte da
G. Peano; zpracoval ji G. Peano volné podle Genocchiho prednasek a uvedl
v ni rovnéz své vysledky, které podstatné ptispély k prohloubeni a zpiesnéni
zédkladii matematické analyzy. Kniha byla pfelozena do néméiny (1899) a do
rustiny (1903), Peanovy vysledky byly na poc¢atku 20. stoleti citovany i tehdejsi
némeckou encyklopedii matematickych véd [EMW].

Roku 1887 vydal G. Peano knihu Applicazioni geometriche del calcolo
infinitesimale (Bocca, Torino, xii+336 stran), o rok pozdéji Geometricky po-
det [Peano, 1888], v dalsim roce spisek Arithmetices principia, nova methodo
exposita (Bocca, Torino, 1889, xvi+20 stran), v némz se poprvé objevily dnes
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velmi dobfe zndmé Peanovy axiomy prirozenych ¢isel, a knihu I principii di geo-
metria logicamente esposti (Bocca, Torino, 1889, 40 stran). Roku 1893 publi-
koval dvoudilnou uéebnici Lezioni di Analisi infinitesimale (Candeletti, Torino,
iv+319+iv+324 stran). Béhem let 1895 az 1908 vyslo pét postupné pfepracova-
nych a doplnovanych svazki Peanova dila Formulaire de Mathématiques, resp.
Formulario Mathematico.® Jedna se o velké sbirky matematickych vét vyjad-
fenych formulemi. Motivem tohoto Peanova projektu bylo pouziti logiky jako
exaktniho prostfedku k vyjadfovani matematickych tvrzeni.

G. Peano se podilel i na reformnich snahéach ve vyucovani matematice v Italii,
patfil k inicidtortim myslenky mezinarodnich kongrestt matematikti. Roku
1897 se zucastnil v Curichu prvniho Mezinarodniho kongresu matematiki,
k jehoz organizatoriim patfil; proslovil jednu ze ¢tyt hlavnich prednasek
nazvanou Logica matematica — prednasel o matematické logice a o svém
projektu Formulario. Byl tehdy vedouci osobnosti matematické logiky. Velkého
uznani se mu dostalo v srpnu roku 1900 v Parizi na dvou kongresech — na
Mezindrodnim filozofickém kongresu a na druhém Mezindrodnim kongresu
matematikd. V dalsich letech se viid¢i osobnosti svétové matematické logiky
stal B. Russell; G. Peano se intenzivné vénoval vytvafeni a propagaci umélého
jazyka Interlingua, GCastnil se i zalozeni spole¢nosti italskych matematik.
Zemfel 20. dubna 1932 v Turiné. O G. Peanovi v §irsich souvislostech viz [Roero,
2001].

Peanovo jméno je v matematice spjato s fadou vysledkt tykajicich se
zejména zakladi matematiky, matematické logiky, neeukleidovské geometrie,
matematické analyzy a didaktiky; nejzndméjsi jsou Peanovy axiomy pfiroze-
nych &isel (1889) a Peanova kiivka (1890) — spojitd k¥ivka vypliiujici ¢tverec.
Roku 1891 zalozil ¢asopis Rivista di matematica, ktery vychéazel od 6. svazku
(v letech 1996 az 1999) pod ndzvem Revue de Mathématiques.

K Peanovym spolupracovnikiim a zaktm (tzv. Peanova $kola) patfili Giulio
Vivanti (1859-1949), Mario Pieri (1860-1913), Filiberto Castellano (1860—
1919), Cesare Burali-Forti (1861-1931), Roberto Marcolongo (1862-1943),
Giovanni Vailati (1863-1909), Gino Fano (1871-1952), Giovanni Vacca (1872
1953), Tommaso Boggio (1877-1963) a Alessandro Padoa (1886-1937).

Peantiv zivot a dilo budi zajem i v soucasnosti. Velkou pozornost Peanovym
pracim a jeho korespondenci vénovali na pocatku 21. stoleti Clara Silvia Roero,
Natalia Nervo a Erika Luciano:

C. S. Roero (ed.): L’opera omnia di Giuseppe Peano (CD-ROM, 2002),

C. S. Roero, N. Nervo (ed.): L’archivio Giuseppe Peano (CD-ROM, 2002),

C. S. Roero (ed.): Le riviste di Giuseppe Peano (CD-ROM, 2003),

C. S. Roero, E. Luciano (ed.): Giuseppe Peano, Louis Couturant: Carteggio
(1896-1914) (2005).

1 1. Bocca, Torino, 1895, vii+144 stran, II: Bocca, Turin, §1: 1897, 64 stran, §2: 1898,
viii4-60 stran, III: G. Carré et C. Naud, Paris, 1901, viii+231 stran, IV: Bocca, Turin, 1903,
xvi+407 stran, V: Bocca, Torino, 1908, xxxvi+463+xlvii stran.
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2. Peanovo Calcolo geometrico

Roku 1888 vysla v Turiné nevelka Peanova kniha Calcolo geometrico secondo
l’Ausdehnungslehre di H. Grassmann preceduto dalle operazioni della logica
deduttiva [Peano, 1888]. Jejim hlavnim cilem bylo vybudovat tzv. geometricky
pocet, ktery Peano v tivodu své knihy charakterizoval takto:

Geometrickym poctem rozumime soubor operact, které se aplikuji na geo-
metrické objekty a které jsou analogické operacim algebraickym, kterée se
aplikugi na cisla. Geometricky pocet dovoluje vyjadrit vysledky geometrickych
konstrukci pomoci vzorciu, geometrickd tvrzeni rovnicemi a uvahu dovoluje
nahradit upravami téchto rovnic. Geometricky pocet je analogii analytickée
geometrie; zatimco se v analytické geometrii pracuje s cisly, kterd reprezentuji
geometrické objekty, pracuje se v této nové védé piimo s témito objekty.?

Peanova kniha navézala na myslenky barycentrického poctu, jehoz tvircem
je némecky matematik a astronom August Ferdinand Mobius (1790-1868)3,
na teorii ekvipolenci, kterou publikoval roku 1832 italsky matematik Giusto
Bellavitis (1803-1880)%, na teorii kvaterniont, kterou vytvoiil irsky mate-
matik, fyzik a astronom William Rowan Hamilton (1805-1865)°, a podala

2 V originéle: Il calcolo geometrico, in generale, consiste in un sistema di operazioni
a esequirsi su enti geometrici, analoghe a quelle che l’algebra fa sopra i numeri. Esso
permette di esprimere con formule i risultati di costruzioni geometriche, di rappresentare
con equazioni proposizioni di geometria, e di sostituire una trasformazione di equazioni
ad un ragionamento. Il calcolo geometrico presenta analogia colla geometria analitica; ne
differisce in cio, che, mentre nella geometria analitica i calcoli si fanno sui numeri che
determinano gli enti geometrici, in questa nuova scienza i calcoli si fanno sugli enti stessi.
([Peano, 1888], str. v)
operazioni analoghe a quelle del calcolo algebrico, ma in cui gli enti sui quali si esequiscono
i caleoli, invece che numeri, sono enti geometrici, che definiremo. ([Peano, 1888], str. 21)
V némecké verzi Peanova drobného spisku Gli elementi di calcolo geometrico je geometricky
pocet charakterizovan takto: Der geometrische Calcul behandelt die geometrischen Fragen,
indem er die analytischen Operationen direct mit den geometrischen Dingen vornimmt,
ohne es nithig zu haben, sie immer mittels der Coordinaten zu bestimmen. ([Peano, 1891],
Vorrede)

3 @G. Peano cituje Mébiovu knihu Der barycentrische Calcul: Ein neues Hilfsmittel zur
analytische Behandlung der Geometrie [Mobius, 1827] z roku 1827.

4 G. Peano zde cituje tehdy novou Laisantovu knihu Théorie et applications des
équipollences. Poznamenejme, ze Charles-Ange Laisant (1841-1920) pfelozil roku 1874 do
francouzstiny Bellavitisovu knihu Saggio di applicazioni di un nuovo metodo di geometria
analitica [Bellavitis, 1835]. Ve stejném roce zpracoval tuto teorii Guillaume Jules Hoiiel
(1823-1886), o tom se viak G. Peano nezmiiuje. Bellavitisovu teorii pfelozil do éestiny Karel
Zahradnik (1848-1916); jeho knizka Methoda equipollenci ¢ili rovnic geometrickych vysla
v Praze roku 1874 nékladem Jednoty ceskych mathematiku.

5 G. Peano zde uvadi rok 1853, kdy vysla Hamiltonova kniha Lectures on Quaternions
[Hamilton, 1853]. Cituje vSak Laisantovu knihu Introduction a la méthode des quaternions
(Gauthier-Villars, Paris, 1881) a vibec se nezmifuje o druhé Hamiltonové monografii
Elements of Quaternions [Hamilton, 1866]. Cituje dale praci E. W. Hydea Calculus of
direction and position, American Journal of Mathematics 6(1883), 1-14. Poznamenejme jesté,
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prvni systematicky vyklad v té dobé jesté malo znamych myslenek némeckého
matematika, fyzika a filologa Hermanna Giinthera Grassmanna (1809-1877),
které byly obsazeny v jeho knize Ausdehnungslehre [Grassmann, 1844].6

G. Peano poznamenal, Ze jiz Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) uvazo-
val roku 1679 o vytvoieni jakéhosi geometrického poétu.” Vyzvedl viak zejména
vyznam Grassmannovy Ausdehnungslehre, kterd z velké ¢asti obsahuje mys-
lenky Mobiova barycentrického poctu, Bellavitisovy teorie ekvipolenci i Ha-
miltonovy teorie kvaterniont. Prilisnd abstraktnost a zna¢na nejasnost pojmii
zavedenych H. Grassmannem vsSak zabranila rozsifeni jeho mysSlenek i jejich
geometrickych aplikaci. G. Peano uvedl, Ze by byl rad, kdyby jeho Calcolo geo-
metrico rozsifeni Grassmannovych ideji napomohlo. Predpokladal, ze v krat-
kém case bude geometricky pocet nebo néjaka analogicka teorie tvorit soucast
vysokoskolské matematiky:

Sarei lieto delle mie fatiche nello scrivere questo libro ..., se esso servira
a divulgare fra i matematici alcune delle idee del Grassmann. E perd mia
opinione che, fra non molto tempo, questo calcolo geometrico, o qualche cosa di
analogo, si sostituira a metodi attualmente in uso nell’insegnamento superiore.
([Peano, 1888, str. vii—viii)

Peanova kniha Calcolo geometrico je napsdna v modernim matematickém
duchu, stru¢né a srozumitelné.

ze E. W. Hyde publikoval roku 1890 knihu The directional calculus based upon the methods
of H. Grassmann (Boston, xii+247 stran).

6 Zajimavé je, ze se zde G. Peano nezmifuje o zcela zasadnim, pfepracovaném vy-
dani Grassmannovy monografie [Grassmann, 1862]. Uvadi, Ze nékteré myslenky, k nimz
H. Grassmann dospél, rozvijeli nezavisle némecky matematik Hermann Hankel (1839-1873)
v knize Vorlesungen tuber die Complexzen Zahlen (1867) a anglicky matematik Arthur Cayley
(1821-1895) v praci On multiple algebra, Quarterly Journal of Mathematics 22(1887), 270—
308.
G. Peano se rovnéz zminuje o tom, ze Grassmannovy ideje ovlivnily jen nékolik malo
matematiki:
Ferdinand Caspary (1853-1901): Ueber die Umformung gewisser Determinanten, welche in
der Lehre von den Kegelschnitten vorkommen, Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik 92(1882), 123-144,
F. Caspary: Ueber einige Determinanten-Identititen, welche in der Lehre von den perspecti-
vischen Dreiecken vorkommen, ibid. 95(1883), 36-43,
F. Caspary: Ueber die Erzeugung algebraischer Raumcurven durch verdnderliche Figuren,
ibid. 100(1887), 405-412,
F. Caspary: Bemerkung zu den desmischen Tetraedern, Mathematische Annalen 29(1887),
581-582,
Rudolf Mehmke (1857-1944): Ueber die Bestimmung von Trdgheitsmomenten mit Hiilfe
Grassmann’scher Methoden, Mathematische Annalen 23(1883), 143-151,
William Kingdon Clifford (1845-1879): Applications of Grassmann’s extensive algebra, Ame-
rican Journal of Mathematics 1(1878), 350-358,
Emmanuel Carvallo: Exposition d’une méthode de M. Caspary pour l’étude des courbes gau-
ches, Bulletin de la Société Mathématique de France 15(1887), 158-166,
Leopold Schendel: Grundziige der Algebra nach Grassmann’schen Prinzipien, H. W. Schmidt,
Halle a. S., 1885, 161 stran.

7 Viz Leibnizens Mathematische Schriften, Berlin, 1849, T. IL., str. 17, T. V., str. 133.
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3. Peanova logika a teorie mnozin

Uvodni, neéislovana kapitola Operazioni della logica deduttiva (20 stran) je
zajimava z hlediska historie logiky a teorie mnozin (viz napf. [Monna, 1973],
str. 115-117, [Church, 1936]). G. Peano zde definoval mnozinové teoretické
operace, uvedl jejich vlastnosti a ukazal jejich souvislost s logickymi operacemi
konjunkce, disjunkce a negace. Patrné poprvé se zde objevilo oznaceni priniku
a sjednoceni mnozin pomoci symboli N a Uj; tyto symboly G. Peano snad
prevzal z Grassmannovy Ausdehnungslehre z roku 1844 (ve vydani z roku 1862
uz nejsou), v niz byly pouzity symboly —, —~ v jiném smyslu (jako abstraktni
operace).®

Zaved] rovnost dvou mnozin (A = B, equazione logica), prinik dvou
nebo vice mnozin (A N B nebo AB, congiunzione — druhému oznaceni daval
prednost) jako nejvétsi mnozinu, kterd je v nich obsazena, sjednoceni dvou nebo
vice mnozin (A U B, disgiunzione, addizione logica) jako nejmensi mnozinu,
které je obsahuje, a doplnék mnoziny (A nebo — A, negazione). Tyto operace se
provadéji s podmnozinami (classe) néjaké dané mnoziny — univerza (sistema di
enti), kterou Peano znacil @ (tutto). Zavedl téZ prazdnou mnozinu Q (nulla)
a inkluze (A < B, B > A — symboly < a > nazyval minore a maggiore).
Pro operace s mnozinami uvedl fadu identit, zdirazil shody i odlinosti téchto
operaci a operaci aritmetickych. Poznamenal, ze nékteré z téchto identit lze vzit
za axiémy a ostatni z nich odvodit. Z paralelné polozenych identit pro prinik
a sjednoceni je vidét dualita téchto dvou operaci.

Logickou funkci (funzione logica) f(X) rozumél G. Peano vyraz, ktery
vznikne z proménné mnoziny X a néjakych pevné danych mnozin pomoci
operaci priniku, sjednoceni a doplitku. Ukézal, ze kazda takovato logicka funkce
se d& pravé jedinym zpusobem vyjadrit ve tvaru

f(X)=PXUQX

(forma separata), kde P a @ jsou néjaké pevné mnoziny. Navic je P = f(@)
aQ:f(O)a takze .
f(X)=f(@)XUfO)X.

8 G. Peano zminil knihu némeckého matematika Ernsta Schrodera (1841-1902) nazvanou
Der Operationskreis des Logikkalkils, Leipzig, 1877 (reprint: Teubner, Stuttgart, 1966,
viii+37 stran), v niZ jsou pouzity symboly X a + v logice, a uvedl, Ze uzivd symboly
U a N proto, aby nedoslo k zdméné s operacemi aritmetickymi. G. Peano citoval téz
Schrodertv ¢lanek Note uber den Operationskreis des Logikcalculs, Mathematische Annalen
12(1877), 481-484, a jesté tyto prace: C. S. Peirce: On the Algebra of Logic, American
Journal of Mathematics 3(1880), 15-57, 7(1885), 180-196, A. Cayley: On the inversion of
a quadric surface, Quarterly Journal of Mathematics 11(1871), 283-288; zminil téz vysledky
W. K. Clifforda a odkazal Ctendfe na jeho neddvno vydané Mathematical Papers, déle
Williama Stanleye Jevonse (1835-1882) a jeho praci The Principles of Science. A Treatise
on logic and scientific method (Macmillan, London, 1883; kniha vSak vysla jiz roku 1874,
dale 1877, 1879, 1883, 1887, 1892, 1900, 1905, 1907, 1913, ..., Dover, 1958, liii+786 stran)
a Louise Liarda (1846-1917) a jeho Les logiciens anglais contemporains (Paris, 1878; dalsi
vydani 1883, 177 stran).
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Podobné je pro logickou funkci f(X,Y) dvou proménnych

fX,Y)=f(@,Y)XUf(O,Y)X =
- /(@ .0)XYUf(@® 0)XYUf(O,@)XYUf(O,0)XY .

Od operaci s mnozinami preSel G. Peano postupné k logice a ukézal
ekvivalenci operaci s mnozinami a vyroky. Rozlisil vyroky, které neobsahuji
proménnou, a vyroky, které proménnou obsahuji (proposizione categorica,
proposizione condizionale); dnes jsou v logice pro tyto pojmy vzité nadzvy
sentence a predikat. Jestlize je « vyrok obsahujici proménnou z, potom
symbolem z : « oznacdil G. Peano mnozinu vSech x, pro néz je vyrok « pravdivy.
Uvedl fadu prikladi z oblasti realnych funkci; poslednim z nich je formule

y:{z:[f(z,y)=0-=@} =0,
ktera se v dnesni symbolice zapiSe ve tvaru
- 3JyVa flz,y =0.

Pro vyroky a, 8 obsahujici proménné zavedl G. Peano implikaci, ekvivalenci,
konjunkei, disjunkci a negaci (o« < 8, a = 8, a N B, U B, —a), symbol O
pro sporny a symbol @ pro pravdivy vyrok (condizione assurda, condizione
identica); dnes se v logice uzivaji terminy falzum a verum a symboly F a V.
Na radé prikladi pak G. Peano ukézal uziti zavedenych logickych operaci; napt.
pro realna cisla x, y je

@@ +y?=1)= 0] = (y< —)U(y > +1) .

Dale odvodil fadu formuli, v nichz jsou A, B,... bud mnoziny, nebo vyroky.
Napft. formuli

(A<B)Nn(A'<B)<(AUA'<BUB)
dnes zapiSeme pro mnoziny ve tvaru
(ACB)A(A'CB)=(AUA CBUB)
a pro vyroky ve tvaru
(A=B)AN(A'=B')= (AvA'"= BVB).

Kromé odvozeni fady formuli doSel G. Peano i k zdkladnim zakonitostem
odvozovéani jednéch formuli z druhych. DoSel napf. k tomu, Ze (v dnesni fedi)
relace =, < a > jsou kongruence vici operacim N a U.

Poslednim tématem tvodni kapitoly je feSeni logickych rovnic a problém
eliminace. Logickou rovnici rozumi G. Peano rovnici f(X) = Q, kde f(X)
je logickd funkce. Podle piedeslého je tato rovnice ekvivalentni s rovnici
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AXUBX = Q;odtud B < X < A. Nutnou a postac¢ujici podminkou existence
feSeni, tj. vysledkem eliminace, je inkluze B < A neboli AB = Q. Podobné
pro logickou rovnici f(X,Y) = O neboli

AXY UBXYUCXYUDXY =0

je nutnou a postacujici podminkou existence feseni rovnost ACBD = Q.

Peanova teorie mnozin nebyla nasledovana a jeho oznaceni nebylo akcepto-
véno.? Peanova symbolika v logice byla pfejata Bertrandem Arthurem Willia-
mem Russellem (1872-1970)!? a Alfredem Northem Whiteheadem (1861-1947)
v knize Principia mathematica (1910-1913). Symboly U a N pro sjednoceni
a prunik byly rozsifeny az po druhé svétové valce. Jesté Kazimierz Kuratowski
(1896-1980) uzival roku 1952 symboly + a x,'! ale Nicolas Bourbaki jiz roku
1939 symboly U a N.'2 Jednim z dtivodd, pro¢ G. Peano zafadil tuto partii
do knihy o geometrickém poctu, bylo patrné to, Ze logické operace, stejné jako
operace algebraické, predstavuji analogii ke geometrickému poétu.3

4. Peanuv geometricky pocet

Geometricky pocet propracoval G. Peano v prvni az osmé kapitole knihy
Calcolo geometrico. V prvni kapitole Formazioni geometriche (12 stran)
prezentoval zakladni myslenky vybudovaného geometrického poctu.

Definoval orientovanou usecku (linea AB) a jeji délku (grandezza AB,
gr AB), orientovany trojihelnik (superficie ABC) a jeho obsah (gr ABC),
orientovany ¢tyistén (volume ABCD) a jeho objem (gr ABCD); jednd se
o uspotradané dvojice, trojice ¢i ¢tverice bodl v prostoru. Orientovand tsecka
AB je reprezentovana pohybem bodu P z bodu A do bodu B, orientovany
trojuhelnik ABC pohybem tusecky AP, kde bod P probiha usecku BC' od
bodu B k bodu C, a ¢tyistén ABC D pohybem trojuhelniku ABP, kde bod P
probiha ase¢ku C'D od bodu C k bodu D.'* G. Peano dile definoval skladani
t&chto objekti: slozenim bodu A a tsecky PQ vznikne bud trojuhelnik APQ,

9 Sjednoceni, resp. priinik dvou mnozin byly znadeny A + B, resp. AB nebo D(A, B).
Viz napf. Felix Hausdorff (1868-1942): Grundzige der Mengenlehre (Veit & Comp., Leipzig,
1914, viii+476 stran; reprint: Chelsea, New York, 1949, 1978), ve druhém vydani Mengenlehre
(Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1927, 285 stran), ve tfetim vydani Mengenlehre (Walter
de Gruyter & Co., Berlin, Leipzig, 1935, 306 stran); anglicky: Set theory, 1935, 1944, 1957.

10 Vig napt. [Kennedy, 1973].

1 K. Kuratowski: Topologie II, Warszawa, Wroclaw, 1950, 1952 (anglicky: 1950, fran-
couzsky: 1961). Prvni dil vysel v nékolika vydénich v letech 1933, 1948, 1952, 1958.

12 N. Bourbaki: Théorie des ensembles (Fascicule de résultats), Hermann & C'¢., Editeurs,
Paris, 1939, viii+51 stran.

13 .. esse presentano grande analogia con quelle dell’algebra, e del calcolo geometrico.
([Peano, 1888], str. vii)

14 Poznamenejme, ze G. Peano byl v osmdesétych letech 19. stoleti jednim z mala mate-
matik1, ktefi bez obav uzivali v geometrii jazyk teorie mnozin. Plné prijal aktualni nekonecno
a geometrické utvary chapal jako mnoziny bodi, tj. zcela v dnesnim pojeti.



372

nebo trojuhelnik PQA, slozenim bodi A, B a tsecky PQ vznikne néktery
z Ctyfsténit ABPQ, APQB, PQAB, slozenim bodu A a trojuhelniku XY Z
vznikne néktery z Ctyfsténit AXY Z, XY ZA a sloZenim tsecek PQ a P'Q’
Ctytstén PQP'Q’. G. Peano zavedl nulovy étyfstén O (jeho objem je roven nule,
tj. jeho vrcholy lezi v jedné roving) a definoval orientaci (senso) nenulového
étyfsténu ABCD: jestlize pfi pohledu z bodu A na rovinu BC'D je trojthelnik
BCD orientovan ve sméru pohybu hodinovych rucicek, nazyva se ctyrstén
ABCD pravotoéivy (destrorso), v opaéném piipadé levotodivy (sinistrorso).
Pomér (rapporto) &tyfsténtt definoval G. Peano jako podil jejich objemi;
pri stejné orientaci téchto ¢tyfstént se tento pomér bere kladny, v opacném
pfipadé zaporny. Pomoci poméri s libovolnym, pevné zvolenym nenulovym
Ctyrsténem (2 definoval rovnost ¢tyfstént, nasobek ctyfsténu redlnym cislem
a soucet Ctyrstént:

A B

A=DB jestliz — = —

, jestlize a=q’

A B
A=mB, jestlize Q :m-ﬁ ,
A B C
A=DB jestliz — ==+ =
+C, jestlize q Q+Q’

pfesné vzato nejde o definice operaci, ale relaci. Pro s¢itani plati komutativni
a asociativni zdkon a pro nasobeni skalarem a sc¢itani oba distributivni zakony.
Rovnost ¢tyfsténti je ekvivalenci a vzhledem k obéma operacim je dokonce
kongruenci, rovnost dvou c¢tyfstént je ekvivalentni s rovnosti jejich objemil
a orientaci. Opaénym ¢tyfsténem — A k &tyfsténu A je ¢tyfstén (—1)A, rozdilem
Ctyfstént A a B je ¢tyfstén A — B = A + (—1)B. Obecné méa smysl rovnost!®

YX=mA+nB+...,

v niz vystupuji ¢tyistény A, B, ..., X a realnd ¢isla m,n, ... Permutace vrcholi
Ctyfsténu méni jeho orientaci (ABCD = —BACD, ABCD = CDAB atd.).

Poznamenejme, ze G. Peano definoval rovnost a soucet ¢tyfsténi a jejich
realny nasobek zbytecneé slozité. Je to proto, ze chtél objemy chapat vzdy jako
nezaporna ¢isla.

Formace pruntho, druhého, tretiho a cturtého druhu (formazione di prima,
seconda, terza, quarta specie) zavedl G. Peano jako formalni linedrni kombinace
bodu, usecek, trojuhelniki a Ctyfsténd s realnymi koeficienty; body, tsecky,
trojuhelniky a c¢tyfstény jsou tedy specidlnimi pripady takto zavedenych
formaci.

Pomoci jiz definovanych operaci pro ¢tyfstény je definovana nulovost formaci
prvniho, druhého a tietiho druhu a jejich rovnost. Rekneme, ze formace

mA+nB+ ...

15 Zdtraznéme, ze G. Peano uvazoval pouze koneéné soudty, i kdy# tomu symbolika uzita
na tomto misté neodpovida.
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prvniho (druhého, t¥etiho) druhu je nulové, jestlize pro libovolny trojthelnik
(asecku, bod) P je
mAP +nBP+--- =0 .

Formace prvniho (druhého, tfetiho) druhu
mA +nB + ... a  mA+n'B +...
se rovnaji, jestlize pro kazdy trojihelnik (tsecku, bod) P je
mAP +nBP +--- =m'A'P+n'B'P+...

Pfirozenym zptisobem definoval G. Peano soucet dvou formaci téhoz druhu
a nasobek formace redlnym cislem z: jestlize

S=mA+nB+... a S'=m'A"+n'B +...,

potom
S+S =mA+nB+---+mA"+n'B + ...

S = axmA + xznB + ...

Pro sc¢itani formaci plati komutativni a asociativni zakon, pro nasobeni redlnym
Cislem a séitani oba distributivni zadkony. Navic je rovnost formaci kongruenci
vzhledem k ob&ma operacim. Je zavedena opacna formace —S = (—1)S a rozdil
formaci téhoz druhu: S — §' =S + (—5').

V zavéru kapitoly definoval G. Peano nésobeni dvou formaci (formazione
proiettante, prodotto progressivo): jestlize

S=miAy +--- +m,A, a S':m&Ai—F-n—Fm’n,A’n,
jsou formace druhti s a s’, kde s + s’ < 4, potom

4,9

Souéin SS’ je formaci druhu s+ s’. Takto definované ndsobeni je asociativni,
oboustranné distributivni vzhledem ke s¢itani, komutuje s ndsobenim realnymi
Cisly, tj.

(2S)S" = z(SS') = S(28") ,

a je SS' = (=1)*'S'S. Rovnost formaci je kongruenci vzhledem k tomuto
nasobeni.

Pomoci jiz zavedené orientace ¢tyfstént definoval G. Peano orientaci tsecek
lezicich na téze pfimce a orientaci trojuhelniki lezicich v téze roviné.

Dvé tsecky AB a A’ B’ lezici na té%e pfimce se nazyvaji stejné orientované,
jestlize pro libovolné zvolené body P, Q maji ¢tyfstény ABPQ a A'B'PQ
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stejnou orientaci. Dva trojahelniky ABC a A’B'C’ téze roviny se nazjvaji
stejné orientované, jestlize pro libovolné zvoleny bod P maji ¢tyistény ABCP
a A’ B'C’ P stejnou orientaci.

Na nékolika mistech prvni kapitoly G. Peano ukazal, jak je mozno po-

moci geometrického poc¢tu symbolicky vyjadiit nékteré geometrické vlastnosti.
Jestlize A, B, C, D, E jsou body, a, b tisecky a o, # trojuhelniky, potom plati:'6

)  ABCD = O pravé tehdy, kdyz body A, B, C, D lezi v téZe roviné.
)  ABC = O pravé tehdy, kdyz body A, B, C lezi v piimce.
(ili) AB = O pravé tehdy, kdyz A = B.

) mA =nB pravé tehdy, kdyz A= B am =n.

) a = mb pravé tehdy, kdyz Gsecky a, b lezi na stejné pfimce, pomér jejich
délek je |m| a jsou stejné, resp. nestejné orientované pro m kladné, resp.
zaporné.

(vi)  a = mf prévé tehdy, kdyz trojuhelniky «, 0 lezi v téze roving, pomér
jejich obsahti je |m| a jsou stejné, resp. nestejné orientované pro m
kladné, resp. zdporné.

(vii) ﬁggg > 0 pravé tehdy, kdyz body D, E lezi ve stejném poloprostoru
uréeném rovinou ABC.

(viii) ABCD = ABCE pravé tehdy, kdyz je pfimka DE rovnobé&ina
s rovinou ABC.

(ix) (B—A)CD = O préavé tehdy, kdyz jsou piimky AB a C'D rovnobé&zné.

V naésledujicich tfech kapitoldch se G. Peano vénoval zejména otazkam
redukce obecnych formaci prvniho, druhého a tfetiho druhu na jednoduché
tvary. Zavedl v souvislosti s touto problematikou pojmy vektor, bivektor
a trivektor ([Peano, 1888], str. 37, 55, 65); rozpracoval tak vektorovy pocet.

Vektor je formace prvniho druhu typu B — A, tj. rozdil dvou bodt; bod A je
pocatek (origine) a bod B konec (termine) vektoru B — A; velikosti vektoru se
rozumi velikost odpovidajici tsecky. Soucin dvou vektort se nazyva bivektor,
soucin t¥i vektort trivektor. Kazdy bivektor je mozno vyjadfit jako soucin dvou
vektori se spoleénym pocatkem, tj.

(B— A)(C — A) = AB+BC +CA ,

takze bivektor je souctem stran trojihelnika; velikost bivektoru zavedl G. Pea-
no jako obsah odpovidajiciho trojahelnika. Podobné je mozno kazdy trivektor
vyjadfiit jako soucin tii vektori se spoleénym pocatkem, tj.

(B— A)(C — A)(D — A) = BCD + DCA+ ACB + ABD |,

takze trivektor je soudtem stén Etyfsténu (v tomto souctu se kazda hrana
Gtyfsténu ,projde” v obou smérech). Vektorem tsecky AB je podle G. Peana

16 Symbolem O budeme rozumét nulovy &tyfstén, resp. nulovy trojihelnik, resp. nulovou
usecku.
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vektor B — A a bivektorem trojthelnika ABC bivektor (B — A)(C — A). Soucet
vektorti je opét vektor, soucet bivektorti je opét bivektor. Prakticky vSechny
vysledky téchto tfi kapitol maji konstruktivni charakter.

Ve druhé kapitole Formazioni di prima specie (16 stran) se G. Peano
zabyval redukei formace prvnfho druhu. Definoval vahu (massa) formace S =
miAy + -+ + my, A, jako soucet my + - - - + m,, a dokézal tato dvé tvrzeni:

Véta ([Peano, 1888], str. 36-37):

(i) Jestlize je vaha formace S nenulovd, existuje bod G takovy, Ze

S=(mi+--+m,)-G.

(ii) Jestlize je vaha formace S nulovd, existuji body P, Q takové, ZeS = P—Q);
jeden z téchto dvou bodi je mozno volit libovolné.

V mechanice se vySe uvedeny bod G nazyva barycentrum nebo téZiste
hmotnych bodi Ay, ..., A, (jejich hmoty jsou my,...,m,). Tvrzeni (i) dokdzal
G. Peano nejprve pro n = 2. Bod G lezi na pfimce A; A5 a jeho vzdalenosti od
bodit Ay, Ay jsou v poméru |ms| : |m1|; bod G lez mezi body A;, As pravé
tehdy, kdyz maji ¢isla mq, mo stejnd znaménka. Tvrzeni (ii) se dokdze snadno
pomoci tvrzeni (i).

Obecné formace prvniho druhu se tedy redukuje bud na nasobek bodu, nebo
na vektor.

Ve tieti kapitole Formazioni di seconda specie (14 stran) jsou redukovany
obecné formace druhého druhu.

Véta ([Peano, 1888], str. 56-57):
(i) Soudet dsedek v prostoru je roven souctu bivektoru a jediné usecky; jeji podd-
tek muze byt zvolen libovolné, jeji vektor je souctem vektoru vsech uvaZovanych
usecek.
(ii) Soucet usecek v prostoru je roven souctu dvou usecek.

ProtozZe je redlny nasobek tsecky opét tsecka, redukuje se obecné formace

druhého druhu jednak na soucet bivektoru a tusecky, jednak na soucet dvou
Gsecek.

Hlavnim cilem étvrté kapitoly Formazioni di terza specie (5 stran) je redukce
obecné formace tretiho druhu.
Véta ([Peano, 1888], str. 65):

(i) Jestlize je soucet bivektord dangch trojihelniki nenulovy, je soudet téchto
trojuhelnikid opét trojihelnik.

(ii) Jestlize je soucet bivektori dangch trojuhelniki nulovy, je soucet téchto
trojuhelniku trivektor.

Protoze je redlny nésobek trojuhelnika opét trojithelnik, redukuje se obecné
formace tifetiho druhu bud na trojihelnik, nebo na trivektor.
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V dalsich tfech kapitoldch Formazioni su d’una retta (5 stran), Formazioni
nel piano (24 stran) a Formazioni nello spazio (31 stran) vySetfoval G. Peano
formace na pfimce, v roviné a v prostoru. Jedna se zejména o problémy linearni
zavislosti a jednozna¢ného vyjadreni formaci jako linedrnich kombinaci.

Véta ([Peano, 1888], str. 69, 79, 106):

(i) Jsou-li A,B,C formace pronitho druhu na jedné primce, potom je
AB-C+BC-A+CA-B=0.
(ii) Jsou-li A,B,C,D formace proniho druhu v roviné, potom je
BCD-A—-ACD-B+ ABD-C—-ABC-D=0.
(iii) Jsou-li A,B,C,D,E formace pruniho druhu v prostoru, potom je

BCDE - A — ACDE -B + ABDE - C — ABCE-D+ ABCD-E=0.

Vezmeme-li na primce dvé formace A, B prvniho druhu, pro néz je AB # Q,
pak z rovnosti uvedené v (i) vyplyvd, ze libovolnou formaci C prvniho druhu

lze psat ve tvaru

CB AC

Vezmeme-li za formaci A bod A (pocdatek) a za formaci B jednotkovy vektor
B — A, pak je ¢islo x rovno véaze formace C. Jestlize je tedy formace C bod C
(formace prvniho druhu vahy 1), je

C=A+y(B-A).

Véta ([Peano, 1888], str. 83): Necht A1, Ag, Az jsou formace proniho druhu
v roviné, pro néz A1AsAg £ Q. Potom plati:

(i) Libovolnou formaci A pruniho druhu je moZno jednoznaéné vyjadrit ve tvaru
A= Z‘lAl + JCQAQ + IgAg .
(ii) Libovolnou formaci a druhého druhu je mozno jednoznacné vyjdadiit ve tvaru

a = ulAgAg + UQABA:[ + U3A1A2 .

Véta ([Peano, 1888], str. 113): Necht A1, Ag, A3, Ay jsou formace pruniho
druhu v prostoru, pro néz AjAsAsAy # Q. Potom plati:

(i) Libovolnou formaci A pruntho druhu je mozno jednoznacéné vyjddrit ve tvaru

A =1x1A1 + 22As + z3A3 + 148, .
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(ii) Libovolnou formaci a druhého druhu je moZno jednoznaéné vyjdadiit ve tvaru
a = p12A1As + p13A1As + prabi Ay + pasAoAz + paaAoAy + p3aAsAy .

(iii) Libovolnou formaci a tietiho druhu je mozZno jednoznaéné vyjadrit ve tvaru
o = U1A2A3A4 — UQA1A3A4 + U3A1A2A4 - U4A1A2A3 .

V Sesté kapitole ([Peano, 1888], str. 75) zavedl G. Peano operaci L, kterd

v roving ,,0t4¢i“ vektory o pravy thel v kladném smyslu (znaménko | nazyva
perpendicolare), a uvedl jeji vlastnosti. Napf. pro vektory U, V a reédlné ¢islo
je

(i) L1U=-U,

(i) laU=2zlU,

(i) L(U+V)=1U +1V
apod. Déle G. Peano definoval goniometrické funkce ([Peano, 1888], str. 76-77):
jsou-li U, V vektory, polozil

uv
sen (U7 V) = m 5 COs (U, V) = sen (U7 J_V) 5
sen (U, V cos (U, V
tang (U, V) = #I]‘/i 5 cot (U, V) = W .

V sedmé kapitole ([Peano, 1888], str. 100) zavedl G. Peano operaci |, kterd
bivektoru u p¥itazuje jeho normdlovy vektor |u, resp. vektoru U jeho normdlovy
bivektor |U; velikosti vektoru U a bivektoru u se rovnaji, vektor U je kolmy na
rovinu uréenou bivektorem u a trivektor Uu je kladny. Ukazal fadu vlastnosti
této operace, napfr.

@) Ju=wu, [U=U,
(i) |ku=klu, |kU=k|U,
i) |[(U+V)=|U+|V,
(iv) [(UV)=(0)-(IV),
(v) Uv=VU.

V Sesté a sedmé kapitole ([Peano, 1888], str. 80, 107, 109) definoval G. Peano

jesté tzv. sestupny soudin formaci (prodotto regressivo, intersezione).

(A) Necht A, B, C, D jsou formace prvniho druhu v roviné. Sestupny souéin
formaci AB a CD druhého druhu je definovan rovnosti

AB-CD=ACD -B—-BCD- A

a je to tedy formace prvniho druhu. Vzhledem k rovnosti z vySe uvedené véty
([Peano, 1888], str. 79) je rovnéz

AB-CD=ABD-C—-ABC-D.
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Snadno se dokaze, ze AB - AC = ABC - A atd. Pro sestupny soucin formaci
druhého druhu a, b, jejich soucet a ndsobek redlnym ¢islem £ plati rovnosti:
(i) ab=—ba,
(i) a=d,b=bV = ab=d -V,
(i) a(b+bV)=ab+ab,
iv) (a+d)b=ab+d'b,
)

(iv
(v (ka)b = a(kb) = k(ab) .

Sestupny soucin dvou riznobéznych orientovanych tsecek a, b v roviné je
roven k-nasobku pruseciku O primek, na kterych tyto tsecky leZi; pritom je
absolutni hodnota ¢isla k£ rovna obsahu trojihelnika uréeného tseckami a, b
posunutymi do bodu O — pfesnéji k = gra - grb - sen (a,b). Sestupny soucin
orientovanych usecek lezicich na rovnobéznych primkach je vektor.

(B) Necht A, B, P, Q, R jsou formace prvniho druhu v prostoru. Sestupny
soucin formaci AB a PQR druhého a tfetiho druhu je definovan rovnosti

AB-PQR = PQR - AB = APQR - B — BPQR - A

a je to tedy formace prvniho druhu. Vzhledem k rovnosti z vySe uvedené véty
([Peano, 1888, str. 108) je rovnéz

AB-PQR = ABQR - P + ABRP - Q + ABPQ - R .

Snadno se dokaze, ze AB - ACD = ABCD - A. Pro sestupny soucin formaci
a, o druhého a tretiho druhu, jejich soucet a nasobek redlnym cislem k plati
rovnosti:

(i) aa=aa,
(ii
(i

)
)
iv)
)

a=d,a=d = aa=dd,
ala+ o) =aa+ad ,
(a+d)a=aa+da,
(ka)a = a(ka) = k(aa) .

(iv
(v

Sestupny soucin a - o orientované tsecky a a orientovaného trojihelnika o je
roven k-nasobku priseciku O odpovidajici pfimky a roviny; pfitom je absolutni
hodnota ¢isla k rovna objemu ¢étyfsténu urceného tiseckou a a trojithelnikem
a posunutymi do bodu O — pfesnéji k = gra - gra - sen(a,a). Sestupny
soucin orientované tsecky a a orientovaného trojuhelnika o, ktery lezi v roviné
rovnobézné s useckou a, je vektor.

(C) Necht A, B, C, P, Q, R jsou formace prvniho druhu v prostoru. Sestupny
soucin formaci ABC a PQR tfetiho druhu je definovan rovnosti

ABC - PQR = APQR - BC + BPQR - CA + CPQR - AB ,
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a je to tedy formace druhého druhu. Specidlné je

ABC - ABD = ABCD - AB .

Pro sestupny soucin formaci «, [ tfetiho druhu, jejich soucet a nasobek
realnym c¢islem £ plati rovnosti:

(1) O[ﬂ = —60& )

(i) a=d,0=0 = af=dp",
(i) aB+0)=af+af

(iv) (a+a)B=af+a'5,

(v) (k)8 = a(kB) = k(ap) .

Sestupny soucin orientovanych trojuhelnikti a@ a [ je orientovana usecka
lezici na prisecnici rovin urcenych témito trojuihelniky; jeji velikost je rovna
gra-grf-sen(q, 3). Jsou-li uvedené roviny rovnobézné, je a3 bivektor.

Jsou-li A, B dvé formace v prostoru druhti s a s’, potom je v piipadé s+s’ < 4
zapisem AB minén (vzestupny) soucin (prodotto progressivo) a je to formace
druhu s + §’. Jestlize je s + s’ > 4, je zdpisem AB minén sestupny soucin
(prodotto regressivo) a je to formace druhu s+ s’ — 4. V obou pfipadech je

AB = (—1)* -BA .

Jsou-li A, B, C tfi formace druhti s, s’ a s”, je mozno vytvorit dvanact soucinti
AB-C, A-BC, BA - C atd.; vysledné formace jsou bud druhu s + s’ + s”, nebo
s+ s +5" —4, nebo s+ s’ + s’ — 8. G. Peano vySetioval téz sestupny souéin
dvou bivektori v prostoru ([Peano, 1888], str. 99).

Poznamenejme pro tplnost, ze v osmé kapitole Derivate (13 stran) vySetfoval
G. Peano limitni prechody, derivovani a integrovani ,,proménnych® formaci.

5. Peanova linearni algebra

V posledni kapitole Trasformazioni di sistemi lineari (30 stran) podal
G. Peano zdklady teorie redlnych vektorovych (linedrnich) prostort a jejich
homomorfismt (linedrnich zobrazeni), a to jako uréitou abstrakci a syntézu
geometrického poctu z predchozich kapitol.

Hned na zacatku této kapitoly uvedl G. Peano axiomatickou definici redlného
vektorového prostoru. Je tfeba zdtraznit, Ze je to poprvé, kdy se axiomaticka
definice vektorového prostoru v matematice objevuje, a to téméf v dnesnim
tvaru. Vektorovym prostorem (sistema lineare) rozumél G. Peano mnoZinu
(sistema di enti), v niz je definovdno

— séitédni prvki (dnes mluvime o vektorech),

— nasobeni prvki redlnymi ¢&isly (dnes mluvime o nasobeni vektort
skalary),
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— pro libovolné prvky a, b, ¢ a redlna c¢isla m, n plati rovnosti:
(i) a+b=b+a,
(i) (a+bd)+c=a+((b+c),
) m(a+b)=ma+mb,
(iv) (m+n)a=ma+na,
) m(na) = (mn)a ,
(vi) la=a,
— existuje prvek o (nulovy vektor — ente nullo) takovy, Ze pro kazdy
prvek a je
(vil) Oa=o.
G. Peano postuloval ve své definici jesté symetrii a tranzitivitu rovnosti
vektorti a skutecnost, Ze rovnost je kongruenci vzhledem ke s¢itani vektori

a vzhledem k nésobeni vektort skaldrem. Zavedl oznaceni a — b pro a + (—1)b
a poznamenal, ze pro kazdy vektor a je

a—a=o a at+o=a

(vzhledem ke s¢iténi jde tedy o Abelovu grupu) a Ze kazda linearni kombinace
vektord (funzione lineare omogenea) je opét né&jakym vektorem uvaZovaného
prostoru.

Uvedme tuto partii v originalnim znéni ([Peano, 1888], str. 141-142):

Esistono dei sistemi di enti sui quali sono date le sequenti definizioni:

1. E definita l’equaglianza di due enti a e b del sistema, cioé é definita una
proposizione, indicata con a = b, la quale esprime una condizione fra due
enti del sistema, soddisfatta da certe coppie di enti, e non da altre, e la quale
soddisfa alle equazioni logiche:

2. E definita la somma di due enti a e b, vale a dire & definito un ente,
indicato con a + b, che appartiene pure al sistema dato, e che soddisfa alle
condizioni:

(a=b)<(a+c=b+c), a+tb=b+a, a+(b+c)=(a+db)+c,

e il valor comune dei due membri dell’ultima eguaglianza si indichera con
a+b+c.

3. Essendo a un ente del sistema, ed m un numero intero e positivo, colla
scrittura ma intenderemo la somma di m enti equali ad a. E facile riconoscere,
essendo a,b, ... enti del sistema, m,n,... numeri interi e positivi, che

(a=0b)<(ma=mb); ma+b)=ma+mb; (m+n)a=ma+na;
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m(na) = (mn)a ; la=a.

Noi supporremo che sia attribuito un significato alla scrittura ma, qualunque
sia il numero reale m, in guisa che siano ancora soddisfatte le equazioni
precedenti. L’ente ma si dird prodotto del numero (reale) m per lente a.

4. Infine supporremo che esista un ente del sistema, che diremo ente nullo,
e che indicheremo con 0, tale che, qualunque sia l'ente a, il prodotto del
numero 0 per l’ente a dia sempre ’ente 0, ossia

O0a=0.
Se alla scrittura a — b si attribuisce il significato a + (—1)b, si deduce:

a—a=0, a+0=a.

DEF. I sistemi di enti per cui sono date le definizioni 1, 2, 8, 4, in guisa da
soddisfare alle condizioni imposte, diconsi sistemi linearsi.

G. Peano si spravné povsiml, Ze rovnosti (iii) az (vi) plati, kdyz za m, n
bereme pouze prirozend Cisla a prvek ma definujeme jako m-nasobek prvku a,
tj. ma = a+a+ -+ + a (m-krat); v dnesni terminologii je mozno Fici, Ze si
uvédomil, Ze kazda Abelova grupa je modulem nad okruhem celych cisel. Ve
své definici vlastné pozaduje, aby dané nasobeni vektori realnymi cisly bylo
rozSifenim definice pfirozeného nasobku, a to pfi zachovéni vlastnosti (iii) az

(v).

Linearni zavislost a nezavislost definoval G. Peano takto:!”

Vektory ay,as,...,a, se nazgvaji linedrné zdvislé (fra loro dipendenti),
jestlize existuji ¢isla my, mao,...,my, kterd nejsou vsechna rovna nule a pro
kterd je

miay + meao + -+ mMpay =0 .

Jsou-li vektory ai,...,a, linedrné zavislé, da se z vySe uvedené rovnosti
vyjadrit kazdy vektor a;, u kterého je nenulovy koeficient m;, jako linearni
kombinace vektorid ostatnich. Jsou-li vektory aq, ..., a, linedrné nezavislé, pak
z vysSe uvedené rovnosti vyplyvéa, ze vSechna ¢isla mq, ..., m, jsou rovna nule.

Dimenzi prostoru (numero delle dimensioni) definoval G. Peano jako ma-
ximalni pocet linedrné nezavislych vektorfi, které je mozno v prostoru najit.'®
Jako priklady prostord dimenze 1 a 2 uvedl redlnd a komplexni ¢isla a po-
znamenal, ze vektorovy prostor muze mit téz nekonecénou dimenzi. Ptiklad

17 Pty enti a1 az ... an d’un sistema lineare diconsi fra loro dipendenti, se si possono
determinare n numeri mi; ma ... mp, non tutti nulli, in guisa che risulti mia1 + maaz +
-+ 4+ mpan = 0. ([Peano, 1888], str. 142)

18 Numero delle dimensioni d’un sistema lineare & il massimo numero di enti fra loro
indipendenti che si possono prendere nel sistema. ([Peano, 1888], str. 143)
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prostoru nekoneéné dimenze (polynomy s realnymi koeficienty) je v8ak uveden
aZ ve cvicenich.!?

Nésleduje véta, kterd vyjadiuje zdkladni vlastnost baze (enti di riferimento):

Jestlize je A prostor dimenzen a aq, ..., a, linedrné nezdvislé vektory tohoto
prostoru, potom pro kaZdy vektor a existuji jednoznacné urcend cisla x1, ..., xy,,
pro néZ je a = x1a1 + - -+ + Tpay. ([Peano, 1888], str. 143)

Na zékladé této veéty definoval G. Peano soufadnice vektoru vzhledem
k bazi ay, ..., a,; uvedl, jak vypadaji souradnice souctu dvou vektorid, nasobku
vektoru, nulového vektoru a jak je mozno souradnice vzhledem k bazi by, ..., b,
vyjadfit pomoci soufadnic vzhledem k bézi ai,...,a,, znadme-li soufadnice
vektord ai,...,a, vzhledem k bézi bi,...,b,. Je zajimavé, ze G. Peano
definoval pojem béze pouze implicitné v definici soufadnic vektoru vzhledem
k bazi. Bazi prostoru dimenze n rozumél kazdych n linedrné nezavislych vektoru
tohoto prostoru.

Dimenze vektorového prostoru (koneéné generovaného) je dnes zpravidla
definovana jako pocet prvka néjaké baze tohoto prostoru, pfiGemz béze je
zavedena jako linedrné nezavislda mnozina generatord. Je vSak tfeba nejprve
ukazat, ze kazdé dvé baze maji stejny pocet prvki. Tento fakt se casto dokazuje
uzitim tzv. Steinitzovy véty o vyméné nebo pomoci néjakého ekvivalentniho
tvrzeni; jde o to, ze n linedrné nezavislych vektort nelze vyjadrit jako linedrni
kombinace mensiho poc¢tu vektori. G. Peano ke své definici dimenze obdobné
tvrzeni nepotfeboval. Potfeboval by je, kdyby dokazoval, Ze prostor dimenze n
neni mozno generovat méné nez n vektory nebo ze kazdou linearné nezavislou
podmnozinu, kterda ma méné nez n vektort, je mozno rozsifit na n-prvkovou
béazi. Témito problémy se vsak ve své knize nezabyval a je tézké rici, do jaké
miry si je uvédomoval.

V prostoru konecné dimenze definoval G. Peano limitni pfechod. Vektor ag
je limitou proménného vektoru a, jestlize soufadnice vektoru ag vzhledem
k néjaké bazi jsou limitami odpovidajicich souradnic proménného vektoru a.
Zduraznil, Ze definice nezévisi na zvolené bazi. Proménny vektor miZe byt
funkci realné proménné; potom je mozno definovat derivaci, neurcity a urcity
integral. Zobrazeni jednoho vektorového prostoru do druhého se nazyva spojité,
jestlize zachovava limitni pfechod (il limite della funzione é la funzione del
limite); v obou prostorech musi byt limitni pfechod definovan. G. Peano
uvedl, ze v prostorech kone¢né dimenze to znamena, ze soufadnice obrazu jsou
spojitymi funkcemi soufadnic vzoru.

Homomorfismus (linedrni zobrazeni) vektorovych prostort (operazione dis-
tributiva, trasformazione lineare) definoval G. Peano jako zobrazeni R jednoho

1985 considerino le funzioni algebriche interi f(x) d’una variabile numerica x. Inten-
dendo con fi(x) = fa(x) lVidentita dei valori di fi(x) e f2(x), qualunque sia il valore di
z, con fi(z) + fa(z) la funzione intera somma di fi(z) e fa(x), con mf(x), ove m é un
numero, il prodotto del numero m per la funzione f(x), e con 0 una funzione nulla per ogni
valore di x, le funzioni considerate sono enti di un sistema lineare.

Se si considerano solo le funzioni intere di grado n, esse costituiscono un sistema lineare
ad n + 1 dimensioni; le funzioni intere di grado qualunque formano un sistema lineare ad
infinite dimensioni. ([Peano, 1888], str. 154, cvi¢. 81.2)
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prostoru do druhého, pro které plati rovnosti
R(a+d')=Ra+ Rd" , R(ma) = m(Ra) .
Jako zakladni vlastnosti homomorfismu uvedl rovnosti
R(ma+nb+...)=mRa+nRb+ ... a Ro=o.

Poznamenal, ze kazdy endomorfismus (sostituzione) vektorového prostoru
realnych cisel je praveé nasobeni néjakym pevné zvolenym ¢islem. Jako priklady
homomorfismi uvedl zobrazeni prifazujici kazdému vektoru jeho m-nasobek,
resp. nékterou souradnici vzhledem ke zvolené bazi.

Zajimava je Peanova poznamka, Ze druhd rovnost v definici homomorfismu
vyplyva pro racionalni ¢isla z rovnosti prvni a Ze neni-li ¢islo m racionélni, je
ji mozno — za predpokladu spojitosti R — rovnéz dokazat z rovnosti prvni.

G. Peano definoval rovnost homomorfismi, specidlni homomorfismy jako je
nasobeni pevnym skalarem, identicky a nulovy homomorfismus, zavedl soucet
a slozeni homomorfismi a nasobek homomorfismu skalarem. Poznamenal, Ze
mnozina viech homomorfismé prostoru A do prostoru B je vektorovy prostor.2°
Dale uvedl distributivni zdkony pro soucet a slozeni homomorfismi a asociativni
zékon pro skladani. Védél, ze skladani neni komutativni; zavedl pojem zdménné
endomorfismy a pfipomnél, Zze endomorfismus, ktery predstavuje nasobeni
skalarem, je zdménny s libovolnym endomorfismem.

Na tomto misté by mohl G. Peano tvrdit, ze mnozina vSech endomorfismi
vektorového prostoru tvori dokonce linearni asociativni algebru. Tento pojem
zavedl roku 1870 americky matematik Benjamin Peirce (1809-1880). Jeho préce
Linear associative algebra byla roku 1870 vytisténa v malém poctu exemplaita
a teprve o jedenéct let pozdéji vysla dasopisecky.?!

Dale je dokézano dulezité tvrzeni o bazi prostoru koneéné dimenze:

Jestlize ay, . .., an jsou linedrné nezavislé vektory n-rozmeérného prostoru A
a by,..., b, vektory néjakého prostoru B, potom existuje prdavé jediny homo-
morfismus R prostoru A do prostoru B, pro néjz je

Ralzbl, ey Ran:bn .

Na zakladé této véty oznacil G. Peano homomorfismus, ktery zobrazuje
vektory baze aq,...,a, prostoru A po fadé na vektory by,...,b, prostoru B,

symbolem
br by ... by |
ar as ... an/)’

hornimu fadku fikal citatel, dolnimu jmenovatel. Poznamenal, ze jako jme-
novatel je mozno zvolit libovolnou béazi prostoru A a Ze dva homomorfismy

20 Si deduce che le varie trasformazioni degli enti d’un sistema A in enti d’un sistema B
costituiscono un sistema lineare. ([Peano, 1888], str. 147)

21 Viz American Journal of Mathematics 4(1881), 97-229; tuto praci G. Peano necitoval,
asi ji neznal.
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prostoru A je mozno ,pfevést na spoleéného jmenovatele“. Pomoci zavedeného
oznaceni vyjadril G. Peano nékteré jednoduché vztahy a popsal nékteré pojmy
(napf. rovnost homomorfismu, jejich soudet, slozeni a nasobek homomorfismu
skaldrem). Jako ptiklad uvedl endomorfismus prostoru redlnych éisel, ktery
nenulové ¢islo b zobrazi na ¢islo ¢: libovolné zvolené ¢islo a je timto endomor-
fismem zobrazeno na ¢islo

Peanovo vyse uvedené oznaceni homomorfismu bylo patrné motivovano prave
timto prikladem.

Inverzni izomorfismus zavedl G. Peano takto:

. bp ... b . .
Jestlize R = ") je homomorfismus n-rozmérného prostoru A
al . Ay,
do n-rozmérného prostoru B a vektory bi,...,b, jsou linedrné nezdvislé,

definujeme
-1 _ ay ... (07
=)

Uvedl zde téZ rovnosti R"T1R=1, RR"'=1a (R })"!=R.

G. Peano déle definoval mocninu R" endomorfismu R, kde n je pfirozené
Cislo, a uvedl rovnosti

R™R" = R™™ (R™"=R"™.

Jestlize existuje R™1, definoval R~" = (R~!)"; dale polozil R® = 1 (identita).
Obé vyse uvedené rovnosti potom plati pro jakakoli cela ¢isla m,n. Pro libo-
volny endomorfismus R zavedl exponencialni funkci

R* R?

e"=1+R+ =+

2 3!+...

Jsou-li R a S zaménné endomorfismy, jsou zadménné rovnéz R, S, R+ S, RS,

R eftajeeltts = el . ¢S,

Posledni odstavec devaté kapitoly se vztahuje spiSe k analyze. G. Peano
zde definoval diferencidl zobrazeni f vektorového prostoru A do vektorového
prostoru B:

I/ . 1 /
(d - ) f(z) :hmﬁ (flz+ha') = f(z)) .

Ukézal, Ze diferenciél je homomorfismus vzhledem k proménné z’ a tento
homomorfismus nazval derivaci zobrazeni f.

Geometrického poctu vybudovaného v pfedchozich kapitolach vyuzival
G. Peano v devaté kapitole k demonstraci pojmi a vysledkd abstraktni teorie
vektorovych prostort. Uvedl napf., ze formace prvniho druhu na pfimce,
v roviné a v prostoru tvori vektorové prostory dimenzi 2, 3 a 4, vektory
v roviné a v prostoru vektorové prostory dimenzi 2 a 3 a formace druhého
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druhu v prostoru vektorovy prostor dimenze 6. Jako priklady homomorfismi
uvedl progresivni i regresivni soucin formaci atd. Velké bohatstvi materidlu je
obsazeno ve cvicenich k této kapitole.

6. Zavér

Podobné jako Grassmannovy knihy [Grassmann, 1844, 1862], ani Peanovo
Calcolo geometrico [Peano, 1888] nemélo velky ohlas a vliv na dalsi vyvoj
matematiky. V recenzi [Loria, 1891] je sice zminéna obecn4 definice vektorového
prostoru, ale neni zdturaznén jeji vyznam:

Die Prifung der Systeme ... zeigt, dass zwischen ihnen eine auffdllige
Analogie besteht, und dass diese Systeme (die Herr Peano lineare nennt)
gerade alle dadurch charakterisirt werden, dass man fir jedes derselben die
Gleichheit zwischen zwei Elementen des Systems und ihre Summe, ferner das
Product eines Elementes des Systems mit einer ganzen Zahl definiren kann,
und schliesslich kennt man ein gewisses Wesen, 0 genannt, dessen Product
mit jedem FElemente des Systems gleich 0 ist. Auf diese Systeme kann man
die obigen Untersuchungen iber die Vectoren und die Formationen anwenden.
Die Untersuchungen des Herrn Peano tber die Transformationen der linearen
Systeme sind einer besonderen Erwdhnung wert wegen ihrer Allgemeinheit; ihr
Nutzen wird ausserdem durch die hiibschen Anwendungen bewiesen, welche der
Verfasser davon auf die Geometrie macht.

Zajimavou reakci na Peanovo Calcolo geometrico nachazime v ¢lanku Two
new works on Grassmann’s geometrical calculus z roku 1891. Alexander Ziwet
(1853-1928) v ném ocenil pravé zavérecné partie Peanovy knihy:

The last 45 pages of the book contain a chapter on the application of
infinitesimal analysis to the geometrical configurations, and a chapter on linear
transformations, with special reference to their application in geometry. This

constitutes perhaps the most interesting, because the most original, part of Prof.
Peano’s work. ([Ziwet, 1891], str. 19)

Zaklady geometrického poctu a néktera jeho uziti vylozil G. Peano jesté
v mensim spisku Gli elementi di calcolo geometrico [Peano, 1891], ktery byl
vzapéti pielozen do néméiny. Ve srovnéni s knihou [Peano, 1888] zde vsak
chybi partie o logickych a mnozinovych operacich a kapitola o obecné teorii
vektorovych prostort. Teorii formaci prvniho az ¢tvrtého fadu vylozil G. Peano
o pét let pozdéji v ¢lanku Saggio di calcolo geometrico [Peano, 1896], ktery
byl pfeloZzen do polstiny (1897) a némcéiny (1898). Geometrickému poctu
a jeho uziti a vektorovému poctu jsou vénovany i nékteré partie Peanovych
knih Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale (1887), Lezioni di
analisi infinitesimale (1893, Vol. 2), Formulario mathematico (1908, Vol. 5)
a Casopisecké ¢lanky Teoremi su massimi e minimi geometrici, e su normali
a curve e superficie, Trasformazioni lineari dei vettori di un piano, Analisi
della teoria dei vettori (viz [Peano, 1888, 1895, 1898], resp. Opere IIL., str. 37—
40, 158-166, 187-207).
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Roku 1897 navazal C. Burali-Forti ve své knize Introduction a la géometrie
différentielle suivant la méthode de H. Grassmann na nékteré Grassmannovy
my$lenky a ocenil rovnéz Peanovo Calcolo geometrico, nebot tato kniha tyto
ideje sitila srozumitelnym zptsobem. Nezdlraznil vSsak Peantiv axiomaticky
pristup.

Na Peanovu teorii vektorovych prostort navazal az roku 1901 dalsi italsky
matematik Salvatore Pincherle (1853-1936) ve své knize Le operazioni distri-
butive e le loro applicazioni all’analisi [Pincherle, 1901], kteréd je nékdy pova-
Zovana za prvni ucebnici funkcionalni analyzy (viz [Medvedev, 1973]).

C. Burali-Forti a R. Marcolongo vysli roku 1909 v knize Omografie vettoriali
con applicazioni alle derivate rispetto ad un punto e alla fisica matema-
tica z axiomatické definice vektorového prostoru. S. Pincherle, C. Burali-Forti
a R. Marcolongo vyrazné pfispéli k rozsifeni téchto myslenek v Italii a ve
Francii.

Némecky matematik a fyzik Hermann Weyl (1885-1955) pridal roku 1918
ve své slavné knize Raum. Zeit. Materie. Vorlesungen uber allgemeine Relati-
vitatstheorie [Weyl, 1918] k axiomim vektorového prostoru axiomy o vztahu
bodd a vektori a axiomy skalarniho soucinu, a dospél tak k axiomatickému
popisu afinniho a eukleidovského prostoru vybudovaného na pojmu vektorovy
prostor.

Vyznamny némecky matematik Felix Klein (1849-1925) v knize o vyvoji
matematiky v 19. stoleti chybné poznamenal, ze se G. Peano omezil na troj-
rozmérny prostor.2?

Teprve Nicolas Bourbaki upozornil na to, ze G. Peano podal ve své knize
Calcolo geometrico zéaklady teorie vektorovych prostoru vcetné axiomatické
definice redlného vektorového prostoru, a to témé¥ v soucasném tvaru.?3

V Peanovych vybranych spisech vydanych v Rimé& v letech 1957 az 1959
je z knihy Calcolo geometrico pretisténa jen tvodni kapitola o logickych
a mnozinovych operacich (Opere II., str. 3-19). Je zde vSak uveden jeho kratky
spisek Gli elementi di calcolo geometrico z roku 1891 (Opere III., str. 41-71).

Michael J. Crowe se roku 1967 v knize A History of Vector Analysis jen
kratce zminil o G. Peanovi jako o pokracovateli H. Grassmanna a propagatorovi
jeho myslenek (viz [Crowe, 1967], str. 235-236), ale nezdiiraznil vyznam zdkladi

22 Hier sei nur bemerkt, daf sich Peano in seinem Buche auf den Raum von 8 Dimensio-
nen beschrankt und den Physikern so weit entgegenkommt, daf8 er die Bezeichnungen Vektor
usw. aufnimmt. ([Klein, 1927], 2. dil, str. 48)

23 Viz N. Bourbaki: Algébre multilinéaire, Paris, 1948. Peano, l'un des créateurs de la
méthode axiomatique, et l'un des premiers mathématiciens aussi a apprécier a sa valeur
loeuvre de Grassmann, donne dés 1888 ... la définition ariomatique des espaces vectoriels
(de dimension finie ou non) sur le corps des réels, et, avec une notation toute moderne,
des applications linéaires d’un tel espace dans un autre ... ([Bourbaki, 1948], str. 146)
V anglickém prekladu: Peano, one of the creators of the aziomatic method, and one of
the first mathematicians also to appreciate at its true worth the work of Grassmann, gives
already in 1888 ... the aziomatic definition of vector spaces (whether of finite dimension or
not) over the field of reals, and, with a fully modern notation, linear maps from such a space
to another ... . ([Bourbaki, 1960], angl. verze, str. 66)
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teorie vektorovych prostort, které jsou podany v devaté kapitole Peanovy knihy
Calcolo geometrico.

Roku 1973 upozornil Antonie Frans Monna (1909-1995) v drobnéjsi knize
Functional Analysis in Historical Perspective na tu skutecnost, Ze G. Peano
uvedl dokonce ptiklad vektorového prostoru nekonecné dimenze.

Peano remarks that the dimension may be infinite. ((Monna, 1973], str. 119)

A. F. Monna se ve druhé kapitole své knihy soustfedil na otdzky vzniku
a vyvoje pojmu vektorovy prostor,?* ale nezminil se nap¥. o vyznamu Peanovy
véty o bazi. Monnova tvrzeni o tom, Ze G. Peano dokazal existenci baze a ukéazal
vztah homomorfismt a matic neodpovidaji skutecnosti.

For finite-dimensional spaces he proves the existence of a bastis.

The connection with matrices is established by means of the coordinates.

([Monna, 1973], str. 119, 120)

Roku 1973 otisknul Hubert C. Kennedy (nar. 1931) anglicky preklad nulté
a prvni kapitoly Peanova spisu Calcolo geometrico v knize Selected works
of Giuseppe Peano ([Pea2], str. 75-100); najdeme zde i anglické pieklady
Peanovych ¢lankt Sur les systémes linéaires a Saggio di calcolo geometrico
z roku 1896 ([Pea2], str. 167-168, 169-188). H. C. Kennedy se Peanovym
Zivotem a dilem zabyval v té dobé& v pracich [Kennedy, 1972], [Kennedy, 1973]
a [Kennedy, 1974].

Roku 1980 hodnotil H. C. Kennedy mimo jiné i Peanovo Calcolo geometrico
v knize Peano. Life and Works of Giuseppe Peano (viz [Kennedy, 1980], str. 21—
24).

Roku 2000 vysla Peanova kniha Calcolo geometrico v anglickém pfekladu
L. C. Kannenberga (nar. 1924).

24 Viz [Monna, 1973], kapitola The development of the notion of a linear space, str. 87—
121; o Peanové knize [Peano, 1888] viz str. 114-121.
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