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VI. KOMPLEXNI A HYPERKOMPLEXNI CISLA,

LINEARNI ALGEBRY

Objev komplexnich ¢isel, prace s nimi, pochopeni jejich vyznamu a geo-
metrické interpretace, to vSe inspirovalo fadu matematikt k atvaham o vétsich
¢iselnych oborech a strukturach viceslozkovych ¢isel. Problematika tzv. systémii
hyperkomplexnich ¢isel byla velmi intenzivné zkouména béhem druhé poloviny
19. stoleti. VySetfovani fady konkrétnich ¢iselnych systémii (kvaterniony, ok-
tavy, triplety, matice atd.) podminovalo postupny vyvoj teorie hyperkomplex-
nich ¢isel, ktery vedl ke vzniku obecného pojmu linedrni asociativni algebra,
k rozvijeni obecné teorie i ke zkoumani nejriiznéjsich typt algeber, asociativ-
nich i neasociativnich. Teorie hyperkomplexnich ¢isel se pocatkem 20. stoleti
zacala pretvaret v teorii algeber konecné dimenze, jednu z historicky prvnich
partii moderni algebry. Postupnym zobectiovanim se dospélo k algebram nad
obecnym télesem, k algebram nekoneéné dimenze, k riznym neasociativnim
algebram atd.

Studium systémiu hyperkomplexnich ¢isel, z néhoz se béhem doby zrodila
teorie algeber, vyrazné napomohlo rozvoji linearni algebry, vektorové analyzy
a maticového poc¢tu. Matematici totiz pracovali s dilezitymi pojmy, které stoji
v zékladech linearni algebry — s linedrnimi kombinacemi, lineadrni zavislosti
a nezavislosti, s generovanim, bazemi a soufadnicemi, linedrnimi transforma-
cemi, zavedli pojem dimenze, zkoumali algebry dvojic, trojic, ¢tvefic a obecné
n-tic redlnych ¢i jinych ¢isel atd. I v teorii hyperkomplexnich ¢isel se postupné
utvarely dilezité pojmy moderni algebry — téleso, vektorovy prostor, maticova
reprezentace atd. Ukazovalo se, jak vyznamnou roli hraji v teorii algeber ma-
tice, charakteristicky polynom atd.

Intenzivni vyzkum v téchto smérech byl stimulem dalsiho vyvoje jak linearni
algebry, tak teorie hyperkomplexnich ¢isel a teorie algeber viibec. Objev vztaht
mezi teorii asociativnich algeber a teorii reprezentaci grup (v osmdesatych
letech 19. stoleti) mél zdsadni vyznam pro dalsi rozvoj algebry.

1. Komplexni éisla

Kratce pred polovinou 16. stoleti vstoupila do matematiky pfi Feseni algeb-
raickych rovnic komplexni ¢isla. Trvalo vSak jesté zhruba tii stoleti, nez doslo
k jejich plnému uznani, vseobecnému rozsiteni a k pochopeni jejich geometrické
interpretace.

O vyvoji predstav o komplexnich ¢islech a jejich nartstajicim vyznamu v ma-
tematice se 1ze docist v fadé rozsdhlejsich knih a ucebnic z historie matematiky,
existuji vSak i monografie a specialni ¢lanky vénované pravé této problematice,
napt. [McClenon, 1923], [Kline, 1972], [Green, 1976], [Kolmogorov, Juskevic,
1978], [Maracchia, 1979], [Franci, Toti Rigatelli, 1979], [Nikiforovskij, 1979],
[Ebbinghaus, 1983], [Aleksandrova, 1992], [Pycior, 1997], [Nahin, 1998], [Fla-
ment, 2003].
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Gerolamo Cardano a Rafael Bombelli

Komplexni ¢isla se poprvé objevila roku 1545 v knize Ars magna, v niz byla
zverejnéna metoda algebraického feseni rovnic tfetiho a ¢tvrtého stupné. Jeji
autor, italsky u¢enec Gerolamo Cardano (1501-1576), je uvedl na scénu v této
uloze:

Je-li treba rozdelit 10 na dvé cdsti, jejichz soucin je 30 nebo 40, je jasné,
Ze tento pripad je nemozny. Budeme vsak postupovat takto: rozdelime 10
napul, polovina bude 5; to vyndsobeno samo sebou dd 25. Potom odecteme
od 25 poZadovany soucin, feknéme 40, zistane m:15 [tj. —15]; vezmeme-li
z toho Ry [tj. odmocninu| a priddme k5 a odecteme od 5, vyjdou velidiny, které
vynasobeny mezi sebou daji 40. Tyto veliciny budou S5p:Rym:15 a bm:Ry,m:15

[tj. 5+ =15 a 5—/—15).

Uvedeny ptfiklad vede na kvadratickou rovnici z(10 — x) = 40. G. Cardano
dosel k feseni 5+4+/—15 a 5—+/—15; ,podivné ¢islo“ \/—15 nazyval quantitas
sophistica.

Hlavnim motivem pro intenzivni zkouméani komplexnich ¢isel byl tzv. casus
irreducibilis — tj. pripad, kdy ma kubicka rovnice t¥i realné kofeny a kdy se
v Cardanové vzorci vyskytuji odmocniny ze zaporného ¢isla. G. Cardano si vsak
pfi studiu kubickych rovnic uvédomil, Ze ke komplexnim ¢islim lze dospét jiz
u rovnic kvadratickych; tato myslenka se neobjevila po cela t¥i tisicileti, b€hem
nichz byly dlohy vedouci na kvadratické rovnice feseny.

Dalsi italsky matematik Rafael Bombelli (1526-1572) dospél ve své inspira-
tivni knize L’Algebra parte maggiore dell’Aritmetica z roku 1572 pfi pocitani
s komplexnimi ¢isly podstatné dale nez G. Cardano. Usoudil, Ze odmocnénim
zaporného ¢isla nemizeme dostat ani kladné, ani zaporné c¢islo; napsal tedy
pfed odmocninu z absolutni hodnoty tohoto ¢isla pit di meno, kdyz ji pricital,
resp. meno di meno, kdyz ji od¢ital — nejednalo se o nic jiného nez o slovni
oznaceni pro pozdéjsi symbol i, resp. —i. Pro pocitani s takovymito ¢isly for-
muloval v prvni ¢asti své knihy osm pravidel pro praci s komplexni jednotkou;
v soucasné symbolice je miZzeme vyjadrit témito vztahy:

HDH1)=+i, (-)(H)=-1i, (H(-)=-1i, (-1)(—i)=+1i,

(+1)(+i)=-1, (+i)(=i)=+1, (=i)(+i)=+1, (=i)(-i)=-1.

S komplexnimi ¢isly zachéazel velmi odvéazné, v jeho knize najdeme napft.
rovnosti

8i+ (—bi) =3i, §/3+i\/10-\3/3—i\/1 =V19, VB2+4Ti=4+1i.

R. Bombelli zkoumal Cardaniv vzorec, velkou pozornost vénoval situaci, kdy
nastane casus irreducibilis. Pokousel se pocitat tfeti odmocniny komplexnich
Cisel; ty totiz figuruji v Cardanové vzorci, pokud nastava casus irreducibilis.
Zjistil pritom, Ze tfeti odmocniny komplexné sdruzenych cisel jsou opét
komplexné sdruzend ¢isla.
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Komplexni éisla v 17. a 18. stoleti

V 17. stoleti pracovalo s komplexnimi ¢isly stale vice matematiki. Jednim
z nich byl Albert Girard (1595-1632), autor knihy Invention nouvelle en
l’algébre vydané roku 1629, ktery jako jeden z prvnich vyslovil tzv. zakladni
vétu algebry.!

Francouzsky matematik a filozof René Descartes (1596-1650) sehrél vyznam-
nou roli i pii rozsifovani éiselnych oborti. Casto pracoval se zapornymi ¢isly,
i kdyz ani pro ného jesté nebyla zcela rovnocenna ¢islim kladnym, a s kom-
plexnimi ¢isly, kterd nazyval imaginaire.

Anglicky matematik a teolog John Wallis (1616-1703), profesor oxfordské
univerzity, vénoval velkou pozornost otazkam c¢iselnych interpretaci. Dokumen-
tuje to i jeho kniha Treatise of algebra, both historical and practical with some
additional treatises z roku 1685, kterd vysla roku 1693 latinsky pod nazvem De
algebra tractatus. Historicus et practicus. Operum mathematicorum. Volumen
alterum.

J. Wallis uznéval zaporna ¢isla, kladna a zaporna ¢isla interpretoval pomoci
pohybti na opacné strany, o usporadani ciselné osy vsSak jesté nemeél zcela
jasnou pfedstavu. Jako prvni naznacil smysluplnou geometrickou interpretaci
imagindrnich ¢isel. Odmocninu ze zaporného ¢isla uvazoval ve tvaru v/—b - c,
kde b, ¢ jsou cisla kladnd; ¢isla —b, ¢ reprezentoval opac¢né orientovanymi
tseckami se spole¢nym pocateénim bodem P. Podle Eukleidovy véty o vySce je
nyni veli¢inu v/ —b - ¢ mozno znézornit tseckou s pocatecnim bodem P, ktera
je kolma k pfimce, na niz lezi tsecky —b, c¢. Wallisova interpretace komplexnich
¢isel, kterd byla jen naznacena, vSak neméla ohlas.

S komplexnimi ¢isly rovnéz pracovali Isaac Newton (1643-1727), Johann
Bernoulli (1667-1748), Abraham de Moivre (1667-1754) a dalsi matematici.
Jejich rozpaky vyplyvajici z neujasnéné podstaty komplexnich ¢isel mizeme
snadno dokumentovat napf. ndzorem Gottirieda Wilhelma Leibnize (1646—
1716), ktery roku 1675 napsal Christiaanu Huygensovi (1629-1695), Ze tato
Lpodivna ¢isla“ jsou divem analyzy, netvorem svéta ideji a obojzivelnikem
mezi bytim a nebytim (... analyseos miraculum, idealis mundi monstrum,
pene inter Ens et non-Ens amphibium). Podrobnéji o Leibnizovych tvahach
o komplexnich éislech viz napf. [McClenon, 1923].

V 18. stoleti pracoval s komplexnimi ¢isly zejména Leonhard Euler (1707—
1783), ktery roku 1777 pouzil prvniho pismene slova imaginaire pro oznaceni
komplexni jednotky +/—1; ve vytisténé podobé se toto oznadeni objevilo aZ
roku 1794. Zda se témér jisté, ze jiz v padesatych letech 18. stoleti chapal
komplexni ¢islo x4y i jako bod roviny s kartézskymi souradnicemi x, y; nikde to
vsak vyslovné nenapsal. Komplexni ¢isla vyjadfoval i v goniometrickém tvaru:
x4+ yi=r-(cosp+ isiny), uvazoval rozklad

1 = cos? ¢ 4 sin? p = (cos ¢ + isin)(cosp — isiny)

1 Pfipomenime, 7e nutnym piedpokladem zékladni véty algebry je uznani zapornych
a komplexnich éisel.
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a vztah .
e'¥ =cosp+ isinyp .

Tyto myslenky najdeme v jeho spise Introductio in analysin infinitorum z roku
1748, zejména v odstavcich 132 az 134 a 138.

Eulerovy prace postupné vedly k rozvoji teorie funkci komplexni promeén-
né. Této problematice se vénoval naptf. Eulertv soucasnik Jean-Baptist le
Rond d’Alembert (1717-1783). Koncem 18. stoleti se komplexni ¢isla jiz hojné
a s uspéchem uzivala v matematické analyze, napf. pii feSeni linearnich diferen-
cialnich rovnic s konstantnimi koeficienty, pfi vypoctech integrala i v ruznych
aplikacich. Presto jesté stale nebylo jasné, jak se na komplexni ¢isla divat, jak
si je predstavit.

Caspar Wessel

Ke geometrické interpretaci komplexnich ¢isel dospél jako prvni norsky
kartograf a geodet Caspar Wessel (1745-1818), ktery tispésné spolupracoval
s Danskou akademii véd. V praci Om Directionens analytiske Betegning, et
Forsgg anvendt fornemmeling til plane og sphaeriske Polygoners Oplgsning
[O analytické reprezentaci sméru. Pokus jednoduSe aplikovatelny na FeSeni
rovinnych a sférickych mnohouhelniki], kterou pfedlozil dne 10. bfezna 1797
Daénské akademii véd a vydal v Kodani o dva roky pozdéji, rozpracoval zaklady
vektorového poc¢tu v roviné a v prostoru jako analyticky aparat pro feseni
geodetickych tloh. Zavedl imaginarni osu kolmou k ose realné, vektory roviny
reprezentoval komplexnimi ¢isly a operace s vektory provadél pomoci operaci
s komplexnimi ¢isly. Pro komplexni jednotku uzival symbol e, pro ktery tedy
platilo napft.

(+e) - (+e)=-1, (+e)-(—e)=+41, (—¢€)-(+e)=+1.

Dospél rovnéz ke goniometrickému vyjadieni komplexniho ¢isla a k Moivreové
vété?; svij aparat aplikoval i v fadé tloh o sférickych mnohotihelnicich.
Geometrickd interpretace komplexnich Cisel a jejich operaci byla jen jednim
aspektem jeho prace.

Let +1 designate the positive rectilinear unit and +¢ a certain other unit
perpendicular to the positive unit and having the same origin; then the direction
angle of +1 will be equal to 0°, that of —1 to 180°, that of +& to 90°, and that
of —e to —90° or 270°. By the rule that the direction angle of the product
shall equal the sum of the angles of the factors, we have: (+1)(+1) = +1;
(+1)(-1) = —1; (-1)(-1) = +1; (+1)(+e) = +& (+1)(-¢) = —=
(=D(+e) = =5 (=1)(=e) = +& (+e)(+e) = -1 (+e)(—¢) = +;
(—e)(—e) = —1.

2 A. de Moivre uzival vztah (cosa + isina)” = cosna + isinna, nikdy jej véak v této
podobé nezapsal; nynéjsi tvar je pric¢itdn Rogeru Cotesovi (1682-1716). Slovni formulaci
Moivreovy véty publikoval jiz roku 1570 Frangois Viete (1540-1603). Viz napi. I. Saxl,
L. Ilucova: Abraham de Moivre, in M. Beévafova, J. Be¢var (ed.): Matematika v proménach
véktu V, edice Déjiny matematiky, sv. 33, Matfyzpress, Praha, 2007, 7-55.
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From this it is seen that € is equal to /—1; and the divergence of the
product is determined such that not any of the common rules of operation
are contravened.

The cosine of a circle arc begining at the terminal point of the radius +1 is
that part of the radius, or of its opposite, which begins at the centre and ends
in the perpendicular dropped from the terminal point of the arc. The sine of
the arc is drawn perpendicular to the cosine from its end point to the end point
of the arc.

Thus, ..., the sine of a right angle is equal to /—1. Set /=1 = ¢. Let
v be any angle, and let sinv represent a right line of the same lenght as the
sine of the angle v, positive, if the measure of the angle terminates in the first
semi-circumference, but negative, if in the second. ...

(ISm], str. 60-61, [Midonick, 1965], str. 326-327)

Wesselova prace byla otisténa v dansting; patrné i proto zustala bez odezvy.
Teprve po sto letech, roku 1897, byla v Kodani vydana francouzsky pod nazvem
Essai sur la représentation analytique de la direction, roku 1999 vysla anglicky.
Podrobné informace o C. Wesselovi a jeho préci viz [Liitzen, 2001].

Komplexni ¢isla na pocatku 19. stoleti

V prvni ¢tvrtiné 19. stoleti rozvijelo geometrické predstavy o komplexnich
¢islech nékolik matematikti. Jednim z nich byl francouzsky matematik a fyzik
Lazare Nicolas Marquerite Carnot (1753-1823), ktery na pocatku 19. stoleti
vydal knihy De la correlation des figures de géométrie a Geométrie de
position, v nichz diskutoval problematiku zapornych a komplexnich Ccisel
(pochézi od ného termin komplexni ¢islo). Jeho myslenkami byl ovlivnén dalsi
francouzsky matematik Adrien-Quentin Buée (1748-1826) Zijici v Londyné,
ktery si uvédomoval rozdil mezi znaménkem ¢isla a znakem operace. Domnival
se, ze Cislo mé ,velikost“, kterou chapal aritmeticky, a ,smér“, ktery chapal
geometricky. Symbol v/—1 vnimal jako znak pro kolmost, veli¢inu a+bv/—1 jako
vektor roviny. Své nézory vylozil v praci Mémoire sur les quantités imaginaires
vydané roku 1806. Sehral tak dilezitou roli jednak v pfijeti zapornych cisel,
jednak v grafické reprezentaci ¢isel komplexnich.

Svycarsky matematik Jean Robert Argand (1768-1822) interpretoval v/—1
jako otodeni roviny o 90°, byl totiz inspirovan vztahem +/—1-+/—1 = —1. Jeho
prace Essai sur une maniére de représenter les quantités imaginaires dans les
constructions géométriques byla vydana v Pafizi roku 1806 a po svém pretisténi
v Casopise Annales de mathématiques pures et appliquées (1813/14) vyvolala
znacnou diskusi o povaze a chapani komplexnich ¢isel.

Britsky matematik John Warren (1796-1852) vydal roku 1828 knihu A tre-
atise on the geometrical representation of the square roots of negative quan-
tities, kterda byla rovnéz velmi podnétna. Nevyvolala vsak velkou pozornost,
mimo Britanii nebyla téméf znama. Ovlivnila vSak W. R. Hamiltona. Kromeé
této knihy publikoval J. Warren roku 1829 o odmocninéch ze zapornych cisel
dalsi dvé préce (viz [Warren, 1829]). Rozvijel v nich své origindlni piedstavy
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o veli¢inach, které maji jednak velikost, jednak ,sklon“ k zakladnimu sméru
reprezentovanému cisly redlnymi; veli¢iny v/—1 a —v/—1 jsou k nému kolmé.
V tomto duchu rovnéz interpretoval n-té odmocniny z 1.

Gaussova rovina

Ke geometrické interpretaci komplexnich ¢isel jako bodt roviny dospél na
pfelomu 18. a 19. stoleti Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Geometrickych
predstav o komplexnich ¢islech vyuzil jiz ve své disertacni praci z roku 1799 pri
dtikazu zakladni véty algebry. Jejich geometrickou interpretaci podal pozdéji ve
své praci Theoria residuorum biquadraticorum. Commentatio secunda z roku

1831. Uvedme dvé kratké ukazky:

Sicuti omnis quantitas realis per partem rectae utrinque infinitae ab initio ar-
bitrario sumendam, et secundum segmentum arbitrarium pro unitate acceptum
aestimandam exprimi, adeoque per punctum alterum repraesentari potest, ita ut
puncta ab altera initii plaga quantitates positivas, ab altera negativas repraesen-
tent: ita quaevis quantitas complexa repraesentari poterit per aliquod punctum
in plano infinito, in quo recta determinata ad quantitates reales refertur, scilicet
quantitas complexa x+ iy per punctum, cuius abscissa = x, ordinata (ab altera
lineae abscissarum plaga positive, ab altera negative sumta) = y. Hoc pacto dici
potest, quamlibet quantitatem complexam mensurare inaequalitatem inter situm
puncti ad quod refertur atque situm puncti initialis, denotante unitate positiva
deflexum arbitrarium determinatum versus directionem arbitrariam determina-
tam; unitate negativa deflexum aeque magnum versus directionem oppositam;
denique unitatibus imaginariis deflexus aeque magnos versus duas directiones
laterales normales. ...

Difficultates, quibus theoria quantitatum imaginariarum involuta putatur, ad
magnam partem a denominationibus parum idoneis originem traxerunt (quum
adeo quidam wusi sint nomine absono quantitatum impossibilium). Si, a con-
ceptibus, quos offerunt varietates duarum dimensionum, (quales in mazima
puritate conspiciuntur in intuitionibus spatii) profecti, quantitates positivas di-
rectas, megativas inversas, imaginarias laterales nuncupavissemus, pro tricis
sitmplicitas, pro caligine claritas successisset.

(Werke II., str. 109-110)

Pod vyraznym Gaussovym vlivem postupné doslo k vSeobecnému rozsifeni
predstavy o komplexnich ¢islech jako bodech roviny; proto se pozdéji ujal ter-
min Gaussova rovina.> Komplexni éisla pfestala mit tajuplny charakter, jejich
s¢itani a ndsobeni ziskalo vyrazny geometricky smysl (vektorovy rovnobéznik,
rotace).

William Rowan Hamilton

Aritmetickou teorii komplexnich éisel vytvoril po¢atkem tiicatych let 19. sto-
leti W. R. Hamilton. Ve dnech 4. listopadu 1833 a 1. cCervna 1835 Ccetl

3 Poznamenejme, Ze roku 1821 prezentoval podobny pohled na komplexni &isla Augustin
Louis Cauchy (1789-1857) v knize Cours d’analyse de I’Ecole royale polytechnique.
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v akademii svoji praci Theory of conjugate functions, or algebraic couples; with
a preliminary and elementary essay on algebra as the science of pure time, ktera
vSak vysla az roku 1837. V prvni ¢asti svého textu se vénoval problematice cisel
kladnych a zdpornych, v druhé ¢asti predlozil novou teorii ¢isel komplexnich.

Komplexni ¢isla chapal jako uspofadané dvojice redlnych ¢isel, jejichz s¢itani
a nasobeni definoval vztahy
(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + by, a2 + b2) ,
(a1,az2) - (b1,b2) = (a1b1 — azbs, a1bz + agby) .

Znal také vzorec
(a3 + a3)(b] + b3) = (a1by — azb2)® + (a1bs + azby)? |

kterému fikal zdkon modulti (law of the moduli) — modul komplexniho éisla
a = (a1, az) definoval vztahem |a| = a? + a3, zdkon modult m4 tedy tvar

| - 18] = [ B] -

Uvedme kratké aryvky z druhé ¢asti jeho vySe zminéné prace:

Proceeding to operations upon number-couples, considered in combination
with each other, it is easy now to see the reasonableness of the following
definitions, and even their necessity, if we would preserve in the simplest way,
the analogy of the theory of couples to the theory of singles:

(b1,b2) + (a1,a2) = (b1 + a1, b2 + az2) ;

(b1,b2) — (a1,a2) = (b1 —a1,b2 — a2) ;
(b1,b2) - (a1, a2) = (b1,b2) X (a1,a2) = (brar — baasz, baay + braz) ;

(b1,b2) _ ( biay 4 baaz  baai — bras )
(a17 ag) a% + a% ’ a% + a%

... When the pure primary couple (1,0) is thus considered as equivalent to
the number 1, it may be called, for shortness, the primary unit; and the pure
secondary couple (0,1) may be called in like manner the secondary unit. ...

([Ham?2], str. 95)

In the THEORY OF SIMPLE NUMBERS, the symbol \/—1 is absurd,
and denotes an IMPOSSIBLE EXTRACTION, or a merely IMAGINARY
NUMBER; but in the THEORY OF COUPLES, the same symbol \/—1 is
significant, and denotes a POSSIBLE EXTRACTION, or a REAL COUPLE,
namely ... the principal square-root of the couple (—1,0). In the latter theory,
therefore, though not in the former, this sign /—1 may properly be employed;
and we may write, if we choose, for any couple (a1, as) whatever,

(a1,a2) = a1 +azvV—1,
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interpreting the symbols a1 and az, in the expression ay + ax/—1, as denoting
the pure primary couples (a1,0) (az,0) ... and interpreting the symbol /—1 ...
as denoting the secondary unit or pure secondary couple (0,1) ...

([Ham?2], str. 107)

Pfipomerime jesté pro zajimavost knizku Die Rechnung mit Richtungszahlen
oder die geometrische Behandlung imagindren Grdssen, kterou vydal roku 1856
Friedrich J. P. Riecke, vrchni studijni rada a profesor matematiky na Zemské
akademii lesniho hospodatstvi v Hohenheim. Je to uc¢ebni text o komplexnich
Cislech, obsahuje 140 obrazkt a zajimavy bibliograficky dodatek se stru¢nymi
charakteristikami jednotlivych praci.

2. Hyperkomplexni ¢isla

Geometricka interpretace komplexnich ¢isel a zpusob, jakym jsou komplexni
¢isla vytvofena z ¢isel redlnych (proces ,zdvojeni“), inspirovaly nékteré mate-
matiky jednak k pokusim o rozsifovani oboru komplexnich ¢isel na néjaky vétsi
Ciselny obor, jednak k obecnéjsim tvaham o strukturach viceslozkovych cisel.
Postupné se rodila tzv. teorie hyperkomplexnich cisel.

Problém je mozno vyslovit takto: na mnoziné M formélnich vyraza
101+ Ty,

kde z1,...,x, jsou redlna ¢isla a ag,...,a, jakési nové zdkladni jednotky,
se s¢itani definuje po slozkach. Takto definované séitani ma vSechny rozumné
vlastnosti: je asociativni, komutativni, v mnoziné M existuje nulovy prvek
0-a1+---4+0-a, ake kazdému prvku 21 - a1 + - - - + x,, - v, €xistuje opacny
prvek —x1 -y — -+ — Ty - @y, tj. v mnoziné M je mozno odcitat.

Nasobeni bylo tfeba definovat takovym zptsobem, aby byly zachovany i dalsi
aritmetické zdkony zndmé z klasickych ¢iselnych oborti: asociativita a komuta-
tivita nasobeni, existence jednotkového prvku, inverznich prvki (tj. moznost
déleni) a distributivita nasobeni vzhledem ke séitani. S pfihlédnutim k poza-
dované platnosti distributivniho zakona stacilo stanovit vhodny pfedpis pro
nasobeni zakladnich jednotek aq, ..., ay.

Jinymi slovy lze Fici, Ze bylo zapotfebi nalézt rozumnou definici nasobeni
n-tic (21,...,x,) redlnych cisel, které by spolu se s¢itdnim n-tic po slozkich
splnovalo vSechny nebo téméf vSechny aritmetické zakony.

Témito problémy se koncem prvni poloviny 19. stoleti velmi intenzivné
zabyvali William Rowan Hamilton, George Peacock (1791-1858), Arthur
Cayley, Auguste de Morgan (1806-1871), brat¥i Charles Graves (1810-1860)
a John Thomas Graves (1806-1870) a dalsi matematici. Né&ktefi se snazili
rozitit obor komplexnich ¢&isel (piedpoklddali oy = 1, az = i, a3 = —1)
na néjaky vetsi ¢iselny obor, jini pfistupovali k problému obecnéji a studovali
struktury hyperkomplexnich ¢isel s nejriuznéjsimi definicemi nésobeni, pro néz
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nebyly a priori vyzadovany vlastnosti znamé z ¢iselnych oboru. Napt. A. Cayley
studoval roku 1845 systém dvouslozkovych hyperkomplexnich ¢isel tvaru iz+ jy
v praci On algebraical couples.

Poznamenejme, Ze problém rozsifeni komplexnich c¢isel na néjaky veétsi
¢iselny obor, v némz by platily vSechny aritmetické zdkony (tj. axiomy
komutativniho télesa), vyslovil jiz C. F. Gauss roku 1831 ve svém komentéri
k praci Theoria residuorum biquadraticorum. Commentatio secunda.

Der Verf. hat sich vorbehalten, den Gegenstand, welcher in der vorliegenden
Abhandlung eigentlich nur gelegentlich berihrt ist, kinftig vollstindiger zu
bearbeiten, wo dann auch die Frage, warum die Relationen zwischen Dingen,
die eine Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimensionen darbieten, nicht
noch andere in der allgemeinen Arithmetik zuldssige Arten von Gréssen liefern
kénnen, ihre Beantwortung finden wird. (Werke II., str. 178)

O vzniku a vyvoji teorie hyperkomplexnich ¢isel viz napf. [Rothe, 1914],
[Hawkins, 1972], [Kline, 1972], [Rozenfel’d, 1976], [Kolmogorov, Juskevi¢, 1978],
[Ebbinghaus, 1983], [Waerden, 1985], [Zaddach, 1994], [Gray, Parshall, 2007].

Kvaterniony

Problém nalezeni oboru hyperkomplexnich ¢isel bylo pfirozené fesit nejprve
pro n = 3; jednalo se tedy vlastné o aritmetizaci bodi ,normélniho“ troj-
rozmérného prostoru. Jeden z prvnich pokusti tohoto typu nachézime jiz
koncem 18. stoleti ve vySe zminéné praci C. Wessela, ktery prifazoval bodium
prostoru o soufadnicich z,y, z formalni vyrazy = + ye + 27, kde €,  jsou jakési
nové jednotky; pomoci téchto trojslozkovych ¢isel popisoval rotace prostoru
kolem soutfadnicovych os a resil tlohy o sférickych mnohotihelnicich. Vysetfoval
pritom nekomutativni a neasociativni nasobeni téchto cisel.

W. R. Hamilton publikoval roku 1837 préaci Theory of conjugate functions,
or algebraical couples ..., v niz byla komplexni ¢isla a 4+ ib reprezentovana
dvojicemi (a,b) redlnych ¢isel. V nésledujicich letech se ¢as od ¢asu vracel
k problému nalézt rozumny vzorec pro ndsobeni trojic realnych ¢isel (a,b,c),
resp. trojslozkovych ¢isel a 4 bi 4 cj. Zachoval pfirozenou definici pro jejich
s¢itani, zachoval definici modulu |a+bi+cj| = a? + b2+ c? a velké tsili vénoval
hledani vhodného vzorce pro nasobeni téchto trojslozkovych cisel, které by bylo
distributivni vzhledem ke s¢itani a navic spliiovalo zdkon moduli. Stale mu
vsak vychézely struktury, které obsahovaly netrivialni délitele nuly, tj. nenulové
prvky, jejichz soucin je roven nule. V takovéto struktuie nelze bez omezeni délit.
W. R. Hamilton se tedy pokousel ,,vytvorit“ ¢isla z bodi prostoru podobnym
zpusobem, jakym jsou z bodt roviny ,konstruovana“ ¢isla komplexni.

V roce 1865 na své dlouholeté marné snazeni vzpominal v dopise synu
Archibaldovi:

In October 1843, having recently returned from a meeting of the British
Association in Cork, the desire to discover the laws of the multiplication of
triplets regained with me a certain strengh and earnestness, which had for years
been dormant, but was then on the point of being gratified, and was occasionally
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talked of with you. Every morning in the early part of the above-cited month, on
my coming down to breakfast, your brother William Edwin and yourself used to
ask me, 'Well, Papa, can you multiply triplets?’ Whereto I was always obliged
to reply, with a sad shake of the head. 'No, I can only add and subtract them.’
(Papers III., str. xv)

Dne 16. fijna 1843 se W. R. Hamilton prochézel doprovizen manzelkou na
tehdejsim okraji Dublinu. Kdyz prechézeli kamenny most pres tzv. ,canal®,
rozhodl se fesit problém pro ¢tvefice a + bi + c¢j + dk a soucasné ho napadl
vzorec pro nasobeni ¢tyt zakladnich jednotek 1, i, j, k:

Nadsen svou myslenkou vyryl kapesnim nozem tento vzorec do jednoho
z kament na mosté.* Misto, kde W. R. Hamilton objevil kvaterniony, bylo
pozdéji oznaceno kamennou deskou s timto napisem:

Here as he walked by
on the 16th of October 1843
Sir William Rowan Hamilton
in a flash of genius discovered
the fundamental formula for
quaternion multiplication
==k =ijk=-1
& cut it on a stone of this bridge.

Ze vztahi
?=i=k=ijk=-1

se jiz snadno doplni (za predpokladu asociativity) tabulka pro nasobeni
zékladnich jednotek 1, i, j, k:

I
1 1 i j k
i i -1 k —j
j j -k -1 i
k k j —i -1

W. R. Hamilton tak roku 1843 sestrojil obor ¢tytslozkovych hyperkomplex-
nich ¢isel a+bi+cj+dk, kterd nazval kvaterniony. S vyjimkou komutativity ma

4 Nor could I resist the impulse — unphilosophical as it may have been — to cut with
a knife on a stone of Brougham Bridge, as we passed it, the fundamental formula ... which
contains the solution of the Problem ...
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nasobeni kvaterniont vsechny rozumné vlastnosti: je asociativni, oboustranné
distributivni vzhledem ke s¢itani, existuje jednotkovy prvek a ke kazdému ne-
nulovému kvaternionu o = a + bi—+ cj + dk existuje inverzni kvaternion, ktery
maé tvar
1 _a—bi—cj—dk
a2+ b+ 2+

tj. kazdym nenulovym kvaternionem je mozno oboustranné délit. Kvaterniony
tedy tvori nekomutativni téleso, které prirozenym zptisobem rozsituje téleso
¢isel komplexnich. Kromé komutativity nasobeni v ném plati vSechny aritme-
tické zdkony, které zndme z klasickych ¢iselnych obort (racionélni ¢isla, redlnéd
¢isla, komplexni éisla).

Kvaternion @ = a — bi— ¢j — dk se nazyva sdruzeny ke kvaternionu «, vyraz
la| = a? + b + ¢® + d? je tzv. modul kvaternionu a. Pro libovolné kvaterniony
o, (3 je

:ﬁaa

a-a=a-a=|q

=@

o

a dale
la| - 18] = |a- B .

I pro kvaterniony tedy plati zakon moduld.

W. R. Hamilton byl nadsen svym objevem kvaterniont. Piednasel o nich
v kralovské irské akademii véd jiz 13. listopadu 1843.> Své prvni vysledky
o téchto novych veli¢inach publikoval na pokracovani v sérii ¢lank® nazvanych
On quaternions; or on a new system of imaginaries in algebra, které vychazely
v letech 1844 az 1850. Prvni z téchto clankl zacina takto:

LET an expression of the form
Q=w+ irx+ jy+ kz

be called a quaternion, when w, x,y, z, which we shall call the four constituents
of the quaternion Q, denote any real quantities, positive or negative or null, but
i, j, k are symbols of three imaginary quantities, which we shall call imaginary
units, and shall suppose to be unconnected by any linear relation with each
other ...

It will then be natural to define that the addition or subtraction of quaterni-
ons is effected by the formula

Q+Q =wtuw +ilzL+2)+ jlx+a")+ k(z+2);

or, in words, by the rule, that the sums or differences of the constituents of
any two quaternions, are the constituents of the sum or difference of those two
quaternions themselves. ...

5 Jeho piedniska je zachycena v &lanku On a new species of imaginary quantities
connected with a theory of quaternions, ktery vysel roku 1844 v Proceedings of the Royal
Irish Academy.
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. we have the four following expressions for the four constituents of the
product of two quaternions, as functions of the constituents of the multiplier
and multiplicand:

" ! !/ ! !
w' =ww —xx —yy —zz

2’ = wr' + 2w + yz’ — zy’ ,

y// _ wy/ + yw/ + 22 —z2 7

2= w2 2w Yy — oy .
These equations give

w//2 +x//2 +y//2 + Z//2 _ (w2 +£E2 +y2 +22)(’UJI2 _,’_m/Q +y/2 + 2/2)

... the modulus of the product Q" of any two quaternions Q and Q’, is equal
to the product of their moduli. ([Hamilton, 1844], str. 10-12)

W. R. Hamilton se opravnéné domnival, Ze kvaterniony jsou systémem
hyperkomplexnich ¢isel, ktery je nejblizsi ¢islim komplexnim. Ocekaval od nich
alespon stejné dulezité vysledky jako od komplexnich ¢isel. Vénoval jim zbytek
Zivota, napsal o nich dvé rozséhlé monografie — Lectures on quaternions (1853)
a Elements of quaternions (1866).

Néktetfi matematici se zdhy po Hamiltonovu objevu kvaternionti snazili tato
nova ,Cisla“ geometricky interpretovat. Pfipomenme napf. praci W. F. Don-
kina On the geometrical interpretation of quaternions z roku 1850 a stejné
nazvanou praci W. Spottiswoodea z téhoz roku. Obé vysly v ¢asopisu Philo-
sophical Magazine.

W. R. Hamilton a jeho nésledovnici ocekavali velké vysledky od rozvinuti
matematiky zalozené na kvaternionech; ty se vSak nenaplnily. Vyznam kvater-
niont se vyznamu komplexnich ¢isel nevyrovnal, i kdyz byly nalezeny krasné
vzorce vyjadiujici pomoci kvaterniont fadu jevd, napf. v geometrii a ve fyzice.

Viz napf. [Lambek, 1995], [Dyson, 1962].

O Hamiltonové cesté od komplexnich ¢isel k objevu kvaterniont viz napft.
[Papers II1.], str. xv—xvi a 103155, [Hamilton, 1853], pfedmluva, [MacDuffee,
1944], [Kramar, 1966], [Waerden, 1976] atd. O tom, pro¢ neni mozno vytvofit
¢iselny obor trojslozkovych ¢isel viz napt. [May, 1966], [Bec¢var, 1993] atd.

Prehistorie kvaternionu

Poznamenejme, Ze zdkladni idea nasobeni kvaternionti se objevila dlouho
pfed W. R. Hamiltonem. Sklddani ctvefic redlnych Cdcisel, které odpovida
Christianu von Goldbachovi (1690-1764) ze 4. kvétna 1748 (viz [Fuss, 1843],
dil I., str. 450-455).



257

Folgendes theorema kann auch dienen in vielen Fdllen die quatuor quadrata
selbst zu bestimmen, woraus eine Zahl zusammengesetzt ist: Si m = aa + bb +
cc+dd et n=pp+qq+rr+ ss erit mn = A% + B2 + C? + D? existente

A=ap+bg+cr+ds
B=aq—bp—cs+dr
C=ar+bs—cp—dq
D=as—br+cq—dp.

Weil man nun die Zahlen a,b,c,d,p,q,r,s sowohl affirmative als negative
annehmen, dieselben ferner auch nach Belieben mit einander combiniren oder
thre Ordnung verdndern kann, so ist die resolutio producti mn auf sehr vielerley
verschiedene Arten mdglich. ([Fuss, 1843], str. 452)

O Sest let pozdéji L. Euler uvazoval takovéto ,skladani“ ctvefic cisel
v praci Demonstratio theorematis Fermatiani omnem numerum sive integrum
sie fractum esse summam quatuor pauciorumve quadratorum v souvislosti
s rozkladem celych, resp. racionalnich ¢isel v soucet nejvyse ¢tyr ctverci.

. 8t enim ponatur
(aa +bb+ cc+dd)(pp+ qq+rr+ss) =xx+yy+ zz+vv ,
erit

r=ap+bg+cr+ds,
y=aq—bptcsFdr,
z=ar Fbs—cp+tdqg,
v=as+tbrFcqg—dp,

qui quatuor numeri, ... (Opera (1), II., str. 369)
Vektorovy pocet

Pomoci kvaternionti dospél W. R. Hamilton k zédkladtm vektorového poctu.
Kvaternion a = a + bi+ c¢j + dk rozdélil na tzv. skaldrni édst a, kterou nazval
kratce skaldr a znadil Sa, a tzv. vektorovou ¢dst v = bi+cj+dk, kterou nazval
vektor a znacil Va; tu lze chépat jako vektor v trojrozmérném prostoru. Pfi
s¢itani (odéitdni) kvaterniond se s¢itaji (odéitaji) nezdvisle na sobé skalarni
a vektorové Casti. PTi nasobeni dvou skalarnich kvaterniont dostaneme opét
skalar, pfi nasobeni skalarniho a vektorového kvaternionu ziskame skalarni
néasobek vektoru. Pii nasobeni vektorovych kvaterniont v; a vs dostaneme
kvaternion, jehoz skaladrni ¢ast je rovna zdporné vzatému skaldrnimu soucinu
téchto vektori a vektorova ¢ast jejich vektorovému soucinu:

U_f-U_2>=(b1i+01j+d1k)-(b2i+C2j+d2k)=
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= —(ble —+ C1Co + dldz) + (Cldg — d102) 1 + (dlbz — bldg)J + (b102 — Clbg) k =
= —(v1,03) + 07 X V3 .

Odtud snadno dostaneme obecny vzorec pro nasobeni kvaternioni rozloZenych
na skalarni a vektorovou ¢ast:

— — — —, — —
(vl,vg)+a1v2 4+ agv] + v1 X U2 .

W. R. Hamilton uspésné aplikoval svij vektorovy pocet ve fyzice. Vek-
torovymi rovnicemi vyjadfil podminky rovnovahy soustavy sil piisobicich
v danych bodech; pomoci vektorti popsal jak polohu uvazovanych bodt, tak
velikost a smér plisobicich sil. Zavedl a vySetfoval tzv. vektorové pole — zob-
razeni, které kazdému bodu prostoru pfirazuje urcity vektor, zavedl a pojme-
noval diferencialni operator nabla

.0 .0 0

a pouzil jej k definici gradientu Va skaldrniho pole a(x,y, z)

_%.4‘%.4‘%]&
" 9z 6y‘] 0z’

Va
ktery reprezentuje velikost a smér nejvétsiho prirtstku funkce a. Aplikoval
rovnéz operator V na vektorové pole v = v1i+ vsj + vsk, kde v1,va, v3 jsou
funkce z,y, z:

Vo = <13+jg+kﬁ)(vli+v2j+v3k) -
z Yy 2z

Hodnotou Vv je tedy kvaternion; absolutni hodnota jeho skalarni ¢asti je tzv.
divergence v, vektorova ¢ast tzv. rotace v (tyto terminy jsou vSak pozdéjsi).

Velmi brzy se ukazalo, ze pomoci kvaterniond lze efektivné popsat rotace
trojrozmérného a ¢tyfrozmérného prostoru. V trojrozmérném prostoru se rotace
kolem osy prochézejici poéatkem a urcené jednotkovym vektorem (p, ¢, r) o thel
20 vyjadii jako zobrazeni, které kazdému vektoru v piifadi vektor a v a1,

kde « je kvaternion definovany vztahem
a=cosp+ (pi+qj+rk)-sinp.
Pomoci takovéhoto popisu rotaci se da snadno dokazat, ze sloZeni dvou

rotaci kolem os prochazejicich pocatkem, je opét rotace kolem osy prochazejici
pocatkem. Navic je mozno z danych rotaci snadno vypocitat rotaci vyslednou.
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Uvazujme druhou rotaci kolem osy prochézejici pocatkem, kterd je urcena
jednotkovym vektorem (p’,¢’,r'), o thel 2¢’; této rotaci odpovida kvaternion

o =cosp’ +(p'i+q j+r'k) sing.

. . . ’ — .

Provedeme-li postupné obé rotace, zobrazi se vektor v nejprve na vektor
—_—

ava~ !, aten na vektor

ava ) ()= ()T (da)7t .

Slozenim uvazovanych rotaci je tedy rotace reprezentované kvaternionem o’«.

Podobné se vyjadii rotace ve ¢tyfrozmérném prostoru (jeho body mizeme
chépat jako kvaterniony): kvaternionu v se pfiradi kvaternion awvp.

Jiz roku 1844 se touto problematikou zabyvali W. R. Hamilton a A. Cayley.
A. Cayley vySetfoval v praci On certain results relating to quaternions z roku
1845 zobrazeni dané vztahem

(A+Bi+Cj+Dk) ' (a+Bi+~vj+dk)(A+ Bi+Cj+ Dk).

Pozdéji, v prvnim svazku svych sebranych spisii (1889), k tomuto svému ¢lanku
poznamenal:

The discovery of the formula q(iz + jy + kz)q~! = iz’ + jy' + k2/, as
expressing a rotation, was made by Sir W. R. Hamilton some months previous
to the date of this paper.5 (Papers L., str. 586)

Problematikou rotaci se A. Cayley zabyval i v dalsich pracich, napf. roku
1848 v praci On the application of quaternions to the theory of rotation a ro-
ku 1855 v ¢lanku Recherches ultérieures sur les déterminants gauches, v némz
pomoci kvaterniont vySetfoval transformace ¢tyfrozmérného prostoru.

Poznamenejme, Ze pravé v souvislosti s transformacemi trojrozmérného pro-
storu vysetifoval C. F. Gauss roku 1819 v praci Mutationen des Raumes naso-
beni ¢tvefic redlnych ¢isel, které bylo témér identické s nasobenim kvaternioni

(Werke VIIL., str. 358).

Aus der Verbindung zweier Transformationen,

deren erster die Scale a, b, ¢, d

7 weiter o a, B, v, 0 entspricht,

entsteht eine neue, deren Scale:

ac — b3 — ¢y — dé
af + ba — cd + dy
ay +bd + ca — dp
ad —by+cf+da .

6 Viz W. R. Hamilton: Applications in geometry, Papers II1., str. 353-362.
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Problematikou rotaci se zabyval i Olinde Rodrigues (1794-1851) v préaci
Des lois géométriques qui régissent les déplacements d’un systéme solide dans
l’espace ... z roku 1840. Studoval pohyby tuhého télesa, rotace jednotkové
sféry kolem ruznych os, sklddal transformace trojrozmérného eukleidovského
prostoru, napf. rotace a translace. Viz [Gray, 1980], [Altmann, 1989], [Altmann,
Ortiz, 2005]. Rodriguesovy vysledky neunikly pozornosti. Napf. A. Cayley zacal
svij vyse zminény clanek z roku 1848 témito slovy:

In a paper published in the Philosophical Magazine, February 1845, I showed
how some formulae of M. Olinde Rodrigues relating to the rotation of a solid
body might be expressed in a very simple form by means of Sir W. Hamilton’s
theory of quaternions. ...

Let the question be proposed to compound two rotations (both axes of rotation
being supposed to pass through the origin). Let L be the first axis, A the
quaternion of rotation, L' the second axis, which is supposed to be fized in
space, so as not to alter its direction by reason of the first rotation, A’ the
corresponding quaternion of rotation. The combined effect is given at once by

I, = A/(ATIA- DA™,

that is,
I, = AATI(A'A)

... (Papers 1., str. 405-406)
E. Study na mezinarodnim matematickém kongresu roku 1893 fekl:

Frihzeitig schon ist der Zusammenhang des Quaternionencalculs mit gewis-
sen Transformationsgruppen hervorgetreten. Cayley hat bereits 1843 die Ent-
deckung gemacht, dass die von Euler (1770) aufgefundenen und von Rodrigues
(1840) wvervollstindigten Formeln zur Transformation rechtwinkliger Coordi-
naten oder zur Darstellung der Drehungen um einen Punkt auf eine einfache
Weise aus dem Quaternionencalcil hergeleitet werden kénnen.

(IStudy, 1896], str. 367-368)

Rizné uvahy o vektorech, operacich s nimi a moznostech aplikaci se objevuji
od ¢tyticatych let 19. stoleti v pracich nékolika dalsich matematiki. Uvedeme
nékolik zajimavych priklada.

Ve ¢tyficatych letech 19. stoleti formuloval zakladni ideje vektorové analyzy
Matthew O’Brien (1814-1855), mélo zndmy profesor matematiky na vojenské
akademii ve Woolwich a profesor prirodni filozofie a astronomie na Kings
College v Londyné. V letech 1846 az 1847 napsal ¢tyfi clanky, v nichz do
znac¢né miry rozvinul ideje vektorové analyzy a jejich aplikaci. Zavedl vhodnou
symboliku, pomoci niz byl schopen ve vektorovém tvaru vyjadfovat a fesit
problémy geometrie i mechaniky. Myslenky z téchto ¢lankt publikoval v letech
1847 az 1851 v sérii praci uverejnénych v casopise Philosophical Magazine.
Rozpracoval vektorovou symboliku, zavedl skalarni a vektorovy soucin, odvodil
vlastnosti téchto operaci a ukéazal aplikace svého vektorového poctu v geometrii,
dynamice, optice a statistice, zavedl i Laplacetiv operator V2. Jeho myslenky
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se vSak neprosadily a k rozvoji vektorového poctu prili§ nepfispély. Vice viz
[Smith, 1982].

Pro zajimavost uvedme jesté ukdzku zavedeni pojmu rotor a motor v préci
Preliminary sketch of biquaternions Williama Kingdona Clifforda (1845-1879)
z roku 1873. Vznik téchto pojmi byl inspirovan rtiznymi tivahami o vektorech.

The name vector may be conveniently associated with a velocity of translat-
ion, as the simplest type of the quantity denoted by it. In analogy with this,
I propose to use the name rotor (short for rotator) to mean a quantity having
magnitude, direction, and position, of which the simplest type is a velocity of
rotation about a certain axis. ...

And we shall say that in general the sum of rotors is a motor, but that in
particular cases it may degenerate into a rotor or a vector.

(Papers, str. 182-183)

Hamiltontv vektorovy pocet byl dspésné vyuzit v teorii magnetického
pole; anglicky fyzik James Clerk Maxwell (1831-1879) rozvinul a aplikoval
vektorovy pocet roku 1873 ve vyznamné praci A treatise on electricity and
magnetism, v niz predpovédél existenci elektromagnetickych vin, které pozdéji
experimentalné prokazal Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894). J. C. Maxwell téz
zavedl a vysSetfoval tzv. Laplacetiv operator

0?2 . 0? 0?

. 0% 9 L9
18:c2 + +

_ 2 _
A=V= To2 T 5.2

obratil pozornost fyzika k vektorovému poctu.

Vyznamnym pfinosem pro dalsi rozvoj vektorového poctu byl studijni text
amerického fyzika Josiaha Willarda Gibbse (1839-1903) nazvany FElements
of vector analysis. VySel roku 1881 a ve druhém vydani o tii roky pozdéji.
J. W. Gibbs tehdy navazal nejen na Hamiltonovy, ale i na Grassmannovy
myslenky. Gibbstv text byl roku 1901 vélenén do knihy Vector analysis, kterou
sepsal Gibbsiv zdk Edwin Bidwell Wilson (1879-1964) na zdkladé Gibbsovych
prednések.

Anglicky fyzik Oliver Heaviside (1850-1925) velmi 1ispé$né rozvijel ve své
tridilné knize Electromagnetic theory z roku 1893 vektorovy pocet ve fyzikalnich
aplikacich. Intenzivné studoval pojem linedrni operdtor, jeden ze stézejnich
matematickych pojmi 20. stoleti. Inspiroval se pfitom jak Hamiltonovymi, tak
Grassmannovymi myslenkami a navazal na Gibbsovo pojeti vektorového poctu.

Vektorovy pocet studovali, rozvijeli a pretvareli nejen fyzici, ale i mate-
matici. Jako pfiklad je mozno uvést knihu FElementi di calcolo vettoriale ...
z roku 1909, jejimiz autory jsou italsti matematici Cesare Burali-Forti (1861—
1931) a Roberto Marcolongo (1862-1943). V zavéru této knihy je fada cenngch
historickych a bibliografickych poznamek, zejména o terminologii a symbolice.
Pfipomernime rovnéz jejich knihu Omografie vettoriali con applicazioni alle
derivate rispetto ad un punto e alla fisica matematica ze stejného roku a dale
napf. knihu némeckého matematika Alfreda Lotze (1882-1964) Punkt- und
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Vektor-Rechnung z roku 1929. O kvaternionech v §irsim kontextu viz [Rothe,
Lotze, Betsch, 1916]. O rozvoji vektorového poétu viz [Kramar, 1962], [Crowe,
1967], [Kline, 1972], [Aleksandrova, 1992], [Zaddach, 1994].

Oktavy

O svém objevu kvaternioni napsal W. R. Hamilton hned druhy den, tj. dne
17. fijna 1843, svému piiteli J. T. Gravesovi.

MY DEAR GRAVES, — A very curious train of mathematical speculation
occured to me yesterday, which I cannot but hope will prove of interest to you.
You know that I have long wished, and I believe that you have felt the same
desire, to possess a Theory of Triplets, analogous to my published Theory of
Couplets, and also to Mr. Warren’s geometrical representation of imaginary
quantities. Now I think that I discovered yesterday a theory of quaternions,
which includes such a theory of triplets. ([Hamilton, 1844], str. 490)

J. T. Gravese tato problematika velmi zaujala a jesté v prosinci roku 1843
nalezl dalsi systém hyperkomplexnich ¢isel s osmi zékladnimi jednotkami.

Jeho vysledek byl publikovén az roku 1848 (viz [Young, 1848], [Hamilton,
1848], [Hamilton: Papers II1.], str. 106-110, 648). Mezitim sestrojil nezavisle na
J. T. Gravesovi stejny obor hyperkomplexnich ¢isel A. Cayley. Sviyj vysledek
zverejnil jiz roku 1845 v poznadmce On Jacobi’s elliptic functions, in reply to the
Rev. B. Bronwin; and on quaternions a o dva roky pozdéji v kratkém sdéleni
Note on a system of imaginaries.

It is possible to form an analogous theory with seven imaginary roots of
(=1) (? with v = 2™ — 1 roots when v is a prime number). Thus if these be
i1, io, i3, i4, i5, ig, i7, which group together according to the types

123, 145, 624, 653, 725, 734, 176,

i.e. the type 123 denotes the system of equations

ijipg = i3, Ipiz = 11, izip = i,

gy = —1i3, igig = —1i1 , iz =—12,

&ec. (Papers L., str. 127)

A. Cayley dale uvedl vzorec pro nésobeni téchto hyperkomplexnich ¢isel
a poznamenal:

... the modulus of this expression is the product of the moduli of the factors.

Tato nova hyperkomplexni ¢isla zacala byt oznacovana jako oktavy. Dnes
jsou uzivany téz terminy Cayleyova cisla, Gravesova-Cayleyova ¢isla nebo téz
oktoniony (nebot slovo oktdva patii do hudby). Jednd se o formélni vyrazy
tvaru

a+bi+cj+dk+el+ fm+gn+ho,
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kde a,b,c,d,e, f,g,h jsou redlna cisla a i, j, k, 1, m, n, o nové zakladni jed-
notky, které se nadsobi pomoci vztahti uvedenych v nasledujici tabulce.

Lo i i k[ ] m ] n] o
1 1 i j 1 m n o
i i -1 k —j m -1 -0 n
j j -k -1 i n o -1 —m
k k j —i -1 o) —n m -1
1 1 —m —n -0 -1 i j k
m m 1 -0 n —i -1 -k j
n n ) 1 —m -] k -1 —i
o ) —n m 1 -k -] i -1

Nasobeni zakladnich jednotek i, j, k, 1, m, n, o je mozno znazornit na nasle-
dujicim obrézku (tzv. Faniv matroid).

n
[ J

A

Soucin dvou sousednich jednotek na stranach (resp. t&Znicich, resp. kruznici
vepsané) ve sméru (proti sméru) vyznacené orientace je roven tieti jednotce na
této strané (téznici, kruznici) se znaménkem plus (minus). Tedy napt.

m

J

il=m, lm=i, mi=1, li=-m, ml=-i, im=-1.

Nasobeni oktav neni komutativni ani asociativni. Je vSak alespon alternativni,
tj. pro kazdé dveé oktavy «, 8 plati rovnosti

(aa)f=alaf),  (af)B=a(BB), (af)a=a(fa),

pficemz z kazdych dvou vyse uvedenych rovnosti vyplyva rovnost tfeti. Jinymi
slovy lze fici, ze kazdé dvé oktavy algebry vSech oktav generuji asociativni
podalgebru.

Je ziejmé, ze v mnoziné vsech oktav existuje jednotkovy prvek a ke kazdé
nenulové oktavé existuje oktava inverzni, tj. v mnoziné vsech oktav lze obou-
stranné délit. K oktave

a=a+bi+cj+dk+el+ fm+gn+ho
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je sdruzenou oktavou oktava

a=a—bi—cj—dk—el— fm—gn—nho
aje-i a #0, je

1 _a—-bi—cj—dk—el-fm—-gn—ho
a2 e+ g2 h?

piidemz |a] = a? + b* + ¢ + d? + €® + f2 + g% + h? je tzv. modul (norma)
oktavy a.

Pro libovolné oktavy «, 3 plati — podobné jako pro kvaterniony — rovnosti

o /6 :B'aa
a-a=a-a=lq,
a déle
laf - 8] = la- 0],
tj.

(a2—|—b2—|—62—|—d2—|—62+f2—|—92+h2)(a’2—|—b’2—|—c’2+d’2—|—e’2+f’2—|—g’2+h’2) _
aa' —bb' —cc —dd —ee' — ff — g9 — hh')?
ab' +ba' +cd —dc +ef — fe' —gh' + hg')?

ac —bd +cd' +db' +eg + fh — ge' — hf')?

ae' —bf' —cg' —dh' +ed + fV' + gc + hd')?

( )
( )
( /)
= (ad +bc —cb' +da' +eh' — fg' + gf — he')?
( )
(af' +be' —ch' +dg —eb + fa' — gd' + hc')?
( )

o+ o+ o+ o+ o+t

ag' 4+ bh' + ce' —df' —ed + fd' + ga' — hb')?
= (ah' —bg' 4+ cf' +de’ —ed — fc' + gb' + ha')? .

J. T. Graves se po svém objevu oktév pokousel vytvorit systém hyperkom-
plexnich cisel s Sestnacti jednotkami. Dnes vime, Ze jeho snaha nemohla byt
aspésna.

Poznamenejme, ze roku 1822 zvetejnil vyse uvedeny vzorec pro soucin souctti
osmi ¢tvercit C. P. Degen (1776-1825) v praci Adumbratio demonstrationis
theorematis arithmeticae maxime generalis. K nasobeni osmiclennych posloup-
nosti Cisel, které odpovida nasobeni oktav, dospél roku 1856 rovnéz Francesco
Brioschi (1824-1897) v préaci Sur l’analogie entre une classe de déterminants
d’ordre pair et les déterminants binaires. Proto se nékdy vzorcim, které vyjad-
fuji slozky soucinu dvou oktédv pomoci slozek obou ¢initelti, fika Brioschiovy
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formule (viz napt. [Vahlen, 1901]). A. Cayley se k problematice oktdv vratil
roku 1881 v ¢anku On the 8-square imaginaries.

Modifikovanou konstrukci oktav podal Claude Chevalley (1909-1984) v knize
The algebraic theory of spinors z roku 1954 (viz str. 123-128). O riznych
aspektech souvisejicich s algebrou oktév viz [Freudenthal, 1951]. Teorie Cay-
leyovych ¢isel je dnes rozpracovana v fadé knih i ¢asopiseckych praci. Napf.
monografie [Springer, Veldkamp, 2000] obsahuje Cetné bibliografické odkazy
a historické poznamky. O oktévéach a jejich historii viz [Blij, 1961], [Kleinfeld,
1963].

Triplety

Roku 1844 vysetfoval skotsky matematik A. de Morgan mnozinu prvka
tvaru a& 4+ bn + c(, kde a, b, c jsou redlna ¢isla a &, 7, ( nové jednotky, s rizné
definovanymi operacemi nasobeni. Tyto vysledky shrnul roku 1849 ve ¢tvrté
Casti své prace On the foundation of algebra nazvané On triple algebra. Viz
[Morgan, 1842, 1849].

Jednou ze zkoumanych struktur byla algebra, v niZ je nasobeni zakladnich
jednotek &,7m,¢ popsano rovnostmi n° = (3 = —¢, pficemz £ je jednotkovy
prvek. Nasobeni je prehledné zachyceno v této tabulce:

el n |
3 n

U] n —C 3

¢ ¢ 3 -1

Ve stejné dobé pripravoval C. Graves publikaci své prace On algebraical tri-
plets (1847), ktera je vénovana trojslozkovym éislim. Slovem triplety oznacoval
vyrazy tvaru a + be + ce?, kde €3 = 1. Polozime-li ¢ = 1, n = —c a { = —¢2, vi-
dime, Ze jde o jiz uvedenou algebru A. de Morgana. Tato algebra m4 netrivialni
délitele nuly, napft.

(a+as+ag?) - (b—be)=0.

Triplety mizeme chéapat jako body trojrozmérného eukleidovského prostoru.
Vezmeme-li v tomto prostoru rovinu x + y + z = 0 a jeji normalu prochazejici
pocatkem, potom pfi ndsobeni dvou tripleti se nasobi jejich kolmé priméty
na uvazovanou rovinu jako komplexni ¢isla a kolmé priméty na normalu jako
¢isla realna. Timto zptisobem C. Graves ukazal, ze algebra triplett je direktnim
souctem télesa realnych a télesa komplexnich ¢isel.

Grupové algebry

Roku 1854 zavedl A. Cayley v praci On the theory of groups, as depending
on the symbolic equation ™ = 1 pojmy abstraktni grupa a grupovd algebra.
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P1i vytvareni obort hyperkomplexnich ¢isel bylo tfeba rozumnym zpisobem
definovat nasobeni zakladnich jednotek. A. Cayley tento problém obesel. Jako
zékladni jednotky vzal prvky néjaké konecné grupy spolu s ptivodnim grupovym
nasobenim. Tim byla zarucena asociativita nasobeni a existence jednotkového
prvku.

Nasledujici tryvek naznacuje, jak se tehdy rodily pojmy grupa a grupovd
algebra:
A set of symbols,
1,a,0,...

all of them different, and such that the product of any two of them (no matter
in what order), or the product of any one of them into itself, belongs to the
set, is said to be a group. It follows that if the entire group is multiplied by any
one of the symbols, either as further or nearer factor, the effect is simply to
reproduce the group; ... (Papers IL., str. 124)

A. Cayley dale zachytil grupovou operaci ve ¢tvercové tabulce a dodal:

. each line as each column of the square will contain all the symbols
1,a,0,... (Papers I, str. 124)

V dalsim textu A. Cayley diskutoval nékteré priklady grup, zejména grupy
zadané néjakymi definujicimi relacemi, a uvedl tabulky pFislusnych grupovych
operaci. Na zakladé posledniho prikladu zavedl pojem grupova algebra:

It is, I think, worth noticing, that if, instead of considering «,f3,&c. as
symbols of operation, we consider them as quantities (or, to use a more abstract
term, ’cogitables’) such as the quaternion imaginaries; the equations expressing
the existence of the group are, in fact, the equations defining the meaning of
the product of two complex quantities of the form

w4+ ac+b6+...;
thus, in the system just considered,
(w+aa+bB+cy+di+ee)(w +ada+bB+cy+dd+ee) =

=W+ Aa+ B+ Cy+ Dé+ Ee

where

W =ww +ab +ad'b+cc +dd +ee
A=wd +wa+bb +dc +ed +ce' ,
B=wb +wb+ad +ec +cd +de
C=wd+vwc+dd +eb +bd +ae
D =wd +w'd+ed +cb +ac + be’
E=we +w'e+ca +db +bc +ad .

(Papers II., str. 124, 129)
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Strukturni teorii grupovych algeber rozpracoval koncem 19. stoleti Fjodor
Eduardovié Molin (Theodor Molien, 1861-1941), zejména v pracich Ueber
Systeme héherer complexer Zahlen z roku 1893 a Fine Bemerkung zur Theorie
der homogenen Substitutionsgruppen z roku 1897.

Algebra matic

Roku 1858 publikoval A. Cayley svij prosluly A memoir on the theory
of matrices, v némz definoval s¢itani a nésobeni ¢tvercovych matic, nadsobeni
matice skaldrem a uvedl zédkladni vlastnosti téchto operaci. Vytvoril tak dalsi
systém hyperkomplexnich é&fsel (algebru dimenze n?), jehoz vyznam pro dalsi
rozvoj této teorie byl obrovsky.

Matice fadu n s realnymi prvky tvoii systém hyperkomplexnich ¢isel s n?
zékladnimi jednotkami; formalni rozdil je jen v tom, Ze n? realnjch slozek
zapisujeme do ¢tvercového schématu a zakladni jednotky zpravidla nejsou
oznaceny zvlastnimi symboly; oznac¢ime-li symbolem E;; matici fadu n, kterd
mé na misté ¢j jednicku a jinde samé nuly, pak lze kazdou matici A = (a;;)
fadu n vyjadrit jako lineadrni kombinaci

n
A= E aijEij .
ij=1

A. Cayley rovnéz sestrojil izomorfni vnoteni algebry kvaternioni do algebry
komplexnich matic druhého fadu; toto zobrazeni je historicky prvni linearni
reprezentaci algebry. Kazdému kvaternionu o = a + bi+ c¢j + dk lze prifadit

matici
[ a+di b+ci
@= <—b+ci a—di) '
Toto zobrazeni je homomorfismem vzhledem ke s¢itani, k nasobeni i k nasobeni
skaldrem; navic je modul (norma) kazdého kvaternionu roven determinantu
prislusné matice, tj.

|o| = det @ .

Kvaternion a = a + bi+ c¢j + dk lze tedy vyjadrit ve tvaru

10 01 0 i i 0
(or) (o) we(Bo) e(o)

symbol i pfedstavuje komplexni jednotku, uvedené ¢tyri matice reprezentuji po
fadé kvaternionové jednotky 1, i, j, k. (Pozor: je tfeba rozliSovat, kdy symbol i
predstavuje komplexni jednotku a kdy jednu z jednotek télesa kvaterniont!)

Bikvaterniony

Ve své knize Lectures on quaternions z roku 1853 zavedl W. R. Hamilton
tzv. bikvaterniony — kvaterniony s komplexnimi koeficienty, kterym se dnes
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vétsinou rikd hyperbolické bikvaterniony. Jejich zakladni jednotky oznacime I,
J, K, abychom je odlisili od komplexni jednotky i. Tato struktura vsak méa
netrividlni délitele nuly a nenulovy bikvaternion mtize mit nulovou normu, jak
vyplyva z nasledujicich prikladi:

(i+D)-(i-0)=0, |[V3+il+iJ+iK|=0.

W. R. Hamilton mimo jiné napsal:

It must, however, be confessed that such calculations as these with biqua-
ternions, or with mized expressions involving ijk and /—1, are sometimes
very delicate, and require great caution, from the following circumstance, to
which nothing analogous occurs in the theory of pure or single or real quaterni-
ons. This circumstance is that the PRODUCT OF TWO BIQUATERNIONS
may vanish, without either factor separately vanishing. To give a very simple
example, the product

(k+vV-1)(k—vV-1)=k*+1=0.

While k 4+ +/—1 and k —+/—1 must each be considered as different from zero,
if k be still one of the peculiar symbols of this calculus, while /—1 is the old
imaginary. ... ([Hamilton, 1853], str. 650-651)

W. K. Clifford dospél k dalsim dvéma podobnym strukturdm. Roku 1873
publikoval praci Preliminary sketch of biquaternions, v niz prezentuje své vahy
o veli¢inach tvaru o + wg, kde «, 8 jsou kvaterniony a pro novou jednotku w
plati w? = 1, resp. w? = 0.

O bikvaternionech se W. K. Clifford opét zminuje v praci Applications of
Grassmann’s extensive algebra z roku 1878:

... This form is what I have called a biquaternion, and may be easily exhibited
as such. Namely, ... we have ...

Wwi=1.

Therefore, the product of any even number of factors greater than two is a linear
function of 1,1, j, k,w,wi,wj,wk; that is to say, it is of the form q+wr, where
q, r are quaternions. (Papers, str. 270)

V ¢lanku Further note on biquaternions z roku 1876 pise:

Let now w be the operation which converts any rotor into an equal rotor
along the polar line of its axis. ...

Consider two motors

Ca+nB, &y+nd, andlet yvat=p, pl1=q,

so that p and q are known quaternions; then we have

(&p +nq)(Ea+nB) = Epa + ngB
=&y +no .
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Thus the ratio of two motors is a quantity of the form £p+nq, or, which is the
same thing,
stwt (if 2s=p+q, t=2p—q),

where p,q,s,t are quaternions. This combination of two quaternions I have
called a Biquaternion. (Papers, str. 393-394)

Cliffordovym bikvaterniontim se dnes fik4 eliptické a parabolické bikvaterni-
ony. Neni obtizné ukazat, ze druhy typ jeho algebry bikvaternionu je direktnim
souttem dvou exemplait télesa kvaterniont.

Na Cliffordovy myslenky z roku 1873 navazal Christian Felix Klein (1849-
1925) v praci Zur Nicht-FEuklidischen Geometrie (1890). Cliffordovy myslenky
o bikvaternionech vyuzil roku 1891 Eduard Study (1862-1922) v ¢&lanku
Von den Bewegungen und Umlegungen a v pfednésce Altere und neuere
Untersuchungen iber Systeme complexer Zahlen prednesené o tii roky pozdéji
na mezindrodnim matematickém kongresu (Chicago, 1893). Viz [Study, 1896].

Dualni a dvojna ¢isla

Pocatek teorie dudlnich a dvojnych ¢isel se vaze k vyse uvedené Cliffordoveé
praci Preliminary sketch of biquaternions z roku 1873, v niZz se zakladni
myslenka téchto struktur objevila.

Duaélni, resp. dvojna d¢isla jsou vyrazy tvaru a + bw, kde a,b jsou realna
¢isla a pro jednotku w plati w? = 0, resp. w? = 1; jedna se tedy o uréitou
modifikaci komplexnich ¢isel. Algebry dudlnich a dvojnych ¢isel vSak maji
netrividlni délitele nuly (jsou to éisla tvaru aw, resp. a(1 + w)). Duélni ¢isla
se nyni vétsinou zapisuji ve tvaru a + be, kde €2 = 0, a dvojna &isla ve tvaru
a+be, kde e? = 1. Nasobeni dualnich ¢isel je ddno vzorcem

(a + be)(c+ de) = ac+ (ad + bc)e ,
nasobeni dvojnych ¢isel vzorcem
(a+be)(c+de) = (ac+bd) + (ad+ bc)e .

E. Study uvedl roku 1893 dualni a dvojna ¢isla v souvislost s bikvaterniony
v textu své vySe zminéné predndsky ([Study, 1896], str. 368-369):

. die von Clifford eingefiihrten Biquaternionen, von deren Anwendung
auf die Geometrie des Raumes ihr Urheber sich den gréssten Nutzen ver-
sprach. Die Biquaternionen sind urspringlich nichts Anderes als Quaterni-
onen mit gewdhnlichen complexen Zahlencoefficienten. Fasst man aber die
Quaternioneneinheiten und ihre Producte mit der imagindren Einheit /—1
wiederum als neue Finheiten auf, so erhdlt man ein neues System, ein System
mit acht Haupteinheiten, das, wie man sagen kann, durch ,Multiplication” aus
dem Quaternionensystem Q und dem System der gewéhnlichen complexen Za-
hlen eg = 1, e1 = v/—1, oder besser, aus Q und dem System

2 2
€6 =¢€0, €081 =¢€180=¢€1, E]= —E0 (1)
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hervorgegangen ist. An Stelle des Systems (1) konnte Clifford noch eines der
folgenden beiden Systeme von zwei Haupteinheiten setzen:

2 2
€5 =¢0, €01 =¢E180=¢1, e;=0, (2)

2 2
€5 =¢0, €Ept1=¢10=¢1, €]=+e0o. (3)

Dvojné cisla se rovnéz nazyvaji parakomplexni ¢isla, Stépitelnd komplexni
Cisla, resp. eliptickd komplexni ¢isla — jedna se o direktni soucet dvou exemplari
télesa redlnych c¢isel. Duélni cisla se téz nazyvaji parabolickd komplexni ¢isla
(a oby¢ejna komplexni ¢isla se nazyvaji hyperbolickd komplexni éisla).

Neni obtizné ukazat, ze kazda redlnéd algebra dimenze dva s jednotkovym
prvkem, tj. algebra prvkd tvaru a+ bw, kde a, b jsou realn &isla a w? = p+ qu,
je izomorfni s algebrou komplexnich, dualnich nebo dvojnych ¢isel. Viz napf.
[Becvar, 1993]. Dualni a dvojnéd ¢isla (a samozfejmé i komplexni ¢isla) se
s Uspéchem uzivaji v geometrii; dualni ¢isla figuruji také v tzv. Sroubovém
poctu.

Antikvaterniony

Iy v

Od kvaterniont jsou odvozeny tzv. antikvaterniony (téz $tépitelné kvaterni-
ony), vyrazy tvaru a + bi+ ce + df, kde a, b, ¢, d jsou redlné ¢isla a i, e, f nové
jednotky, pro jejichz nasobeni plati:

1 i e f
1 1 i e f
i i -1 f —e
e e —f 1 —i
f f e i 1

K antikvaternionu a = a+bi+ce+df je sdruzenym antikvaternionem prvek
a=a—bi—ce—df,

modul antikvaternionu « je definovan vztahem
la| = a® +b* — 2 —d? .

Pritom plati

a-B=pa a o] =a-a@.

Plati i zdkon modulu:

| - 18] = [ B -
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Antikvaternion o = a+bi+ce+df muzeme vyjadiit jako linedrni kombinaci

CtyT matic:
10 01 01 1 0
e (o1) o (00)+e (To)+a (03) 5

uvedené Ctyii matice reprezentuji po fadé jednotky 1, i, e, f. Pfitom je deter-
minant vysledné matice roven modulu antikvaternionu.

Grassmannova a Cliffordova algebra

Hermann Grassmann (1809-1877) sestrojil ve své knize Die lineale Aus-
dehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik (1844) a v jejim pfepracova-
ném vydani Die Ausdehnungslehre. Vollstindig und in strenger Form bearbeitet
(1862) tzv. Grassmannovu neboli vnéjsi algebru n-tého Fadu. Modifikoval ji
némecky matematik Hermann Hankel (1839-1873), pozdé&ji k ni byl pfidan
jednotkovy prvek.

Pii konstrukci Grassmannovy algebry dnes vychazime z n + 1 zdkladnich
jednotek 1, eq, es, ..., e,, z nichz vytvofime vyrazy

n
a+ E aiei+ E aij eiej—|—-~-—|— E (72 eil... eir—|—a12___nel €2...€n,
i=1 1<J i1 <<l

kterym se fikd Grassmannova c¢isla n-tého fadu. Nasobeni téchto vyrazi
definujeme pomoci distributivniho zadkona a rovnosti

e2=0, ejej =—eje; pro iF£j;

napi. ejeses- eses =0 a ejesey- €3 = —eg €9 e3e4. Snadno lze provérit, ze
nasobeni Grassmannovych ¢isel je asociativni. Jednoduchou kombinatorickou
tvahou zjistime, ze Grassmannova ¢isla maji

()+6) ()

slozek, tj. jednd se o algebru dimenze 2". Poznamenejme, ze pro n = 1
dostavame algebru duélnich cisel.

Grassmannovu algebru modifikoval roku 1878 W. K. Clifford. VysSetio-
val, podobné jako H. Grassmann, linedarni kombinace zékladnich jednotek
1, e, e2,..., e, a jejich soucini, misto Grassmannova vztahu e? = 0 vSak
pozadoval platnost rovnosti e? = —1. Je tedy napt. ejes- €1 = — e% € = eo.
Asociativitu nasobeni je rovnéZ mozno snadno provérit. V praci Applications
of Grassmann’s extensive algebra” z roku 1878 W. K. Clifford pise:

In general, if we consider an algebra of n units, t1,te,...l,, such that

12 = —1, tyLs = —tsly, a product of m linear factors will contain terms which

7V odstavci nazvaném Rules of multiplication in an algebra of n units.
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are all of even order if m is even, and all of odd order if m is odd; for the
substitution of —1 for any square factor of a term reduces the order of the term
by 2. ...

The square of a term of the m*™ order is +1 or —1 according as the
integer part of %(m +1) is even or odd. For the product t1tg ... tml1la ... Ly 18
transformed into 1213 .. .12, by %m(m — 1) changes of consecutive factors, and

therefore equals +1 according as %m(m—i— 1) is even or odd, which is equivalent
to the rule stated. (Papers, str. 271-272)

Algebra vytvorend W. K. Cliffordem dnes nese jeho jméno, jeji prvky se
nazyvaji Cliffordova ¢isla n-tého fadu. Jedna se o algebru dimenze 2. Pro
n = 1 dostavame komplexni ¢isla, pro n = 2 kvaterniony, pro n = 3 eliptické
bikvaterniony. Pro vétsi n vsak jiz v Cliffordové algebie existuji netrividlni
délitelé nuly. Cliffordova algebra tedy zobeciuje kvaterniony v jiném smyslu
nez oktavy. Jak jsme jiz vidéli, v algebfe oktav neplati asociativni zédkon, ale
neexistuji netrividlni délitelé nuly (je mozno délit). V Cliffordové algebfe je
tomu naopak — nasobeni je asociativni, ale existuji netrividlni délitelé nuly
(nelze délit).

Geometrické interpretace Cliffordovych ¢isel (popis rotaci ve vicerozmérném
prostoru) ukézal roku 1886 Rudolf Lipschitz (1832-1903) v praci Untersuchun-
gen tber die Summen von Quadraten. Fyzikalnimi aplikacemi Cliffordovych
¢isel (kvantova teorie elektronu) se roku 1928 zabyval Paul Adrien Maurice
Dirac (1902-1984) a roku 1935 Richard Dagobert Brauer (1901-1977) a Her-
mann Weyl (1885-1955). Teorii Cliffordovych ¢isel zobecnil roku 1954 Claude
Chevalley (1909-1984).

Jestlize v definici Cliffordovy algebry zaménime podminku e? = —1 pod-
minkou

h

e?=1 pro i=1,....,k a e =0 pro i=k+1,...,n,

ziskame dalsi typ algebry. Pro n = k = 1 se jednd o dvojna cisla, pro
n =2,k =1, resp. pro n = k = 2 o antikvaterniony, a pro n = 3,k =1
o hyperbolické bikvaterniony.

3. Linearni asociativni algebry

Ve ctyTicatych, padesatych a Sedesatych letech 19. stoleti se postupné
nashroméazdilo velké mnozstvi obecnéjsich poznatkd i konkrétnich piikladi
systémil hyperkomplexnich ¢isel; v nejlepsim slova smyslu lze hovotit o rodici
se teorii.

Velké pozornost byla vénovana nejprve kvaternionim. Kromé obou rozsah-
Iych Hamiltonovych monografii z let 1853 a 1866 vysel jiz roku 1862 spisek
Essai sur le calcul des quaternions de M. W. Hamilton od Alexandrea Allé-
greta a roku 1867 kniha An elementary treatise on quaternions, jejimz autorem
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je Peter Guthrie Tait (1831-1901).% Byla velmi tispésna, jeji druhé vydani je
z roku 1873, némecky preklad z roku 1880, francouzsky z let 1882 az 1884. V se-
dmdeséatych letech se objevily dalsi texty o kvaternionech — Philip Kelland, Pe-
ter Guthrie Tait: Introduction to quaternions, with numerous examples (1873,
2. vydani 1881, 3. vydéani 1904), Guillaume Jules Hoiiel (1823-1886): Eléments
de la théorie des quaternions (1874). Kniha Theorie der goniometrischen und
der longimetrischen Quaternionen, zugleich als Finfihrung in die Rechnung
mit Punkten und Vectoren, kterou vydal Karl Wilhelm Unverzagt roku 1876,
ma v zavéru kratky prehled o vzniku a vyvoji teorie kvaterniont.

Poznamenejme jesté, ze roku 1895 byla na Yale University v New Havenu
(Connecticut) zalozena International Association for Promoting the Study of
Quaternions and Allied Systems of Mathematics; b&hem prvni svétové valky
tato spole¢nost zanikla.

N

Jednim z prvnich textl obecnéjsiho charakteru, ktery ukazoval cestu od
komplexnich ¢isel ke kvaterniontim, byla kniha H. Hankela nazvana Theorie der
complexen Zahlensysteme, insbesondere der gemeinen imagindren Zahlen und
der Hamilton’schen Quaternionen nebst ihrer geometrischen Darstellung. Byla
vydana roku 1867 jako prvni dil planovaného rozsahlejSiho celku nazvaného
Vorlesungen iber die complexzen Zahlen und ihre Functionen. Zustalo bohuzel
pouze u prvniho dilu, zadny dalsi svazek jiz nevysel.

Benjamin Peirce

Problematiku hyperkomplexnich ¢isel postavil na obecnéjsi a abstraktnéjsi
zéklad B. Peirce (1809-1880), ktery vytvoril pojem linedrni asociativni algebra.

Byl to americky astronom, matematik a filozof. Nejprve pusobil jako
uCitel matematiky na raznych institucich, potom jako profesor matematiky
a prirodni filozofie a pozdéji jako profesor astronomie a matematiky na
univerzité v Harvardu. Sestavil tabulky pohybu Neptunu a Mésice, vypocital
drahy mnoha komet, sepsal teoretické prace o Saturnovych prstencich. S jeho
jménem je spojeno pravidlo pro vylouceni podezielych pozorovani. Intenzivné
se zabyval téZ matematikou, zejména v poslednim obdobi svého zivota. Zkoumal
systémy hyperkomplexnich ¢isel, pokusil se je klasifikovat a vytvorit jejich
prehled.

Peirceova prace Linear associative algebra byla roku 1870 ¢tena v Americké
akademii véd ve Washingtonu. Litograficky bylo vyrobeno sto exemplait, fadu
z nich B. Peirce rozeslal svym piateliim. Uvodni osloveni To my friends za¢ina
osobnim vyznanim: This work has been the pleasantest mathematical effort of
my life.”

Roku 1881, rok po Peirceové smrti, byla jeho prace Linear associative algebra
publikovana v ¢asopise American Journal of Mathematics. Do tisku ji pfipravil

8 Poznamenejme, 7e P. G. Tait napsal slovnikova hesla Hamilton (1880) a Quaternions
(1886) pro Encyclopedia Britannica — viz Papers II., str. 440-444, 445-456.

9 Naskenovana Peirceova prace (153 stran) je dostupna na adrese
http://www.math.harvard.edu/history/peirce_algebra/001.html.
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syn Charles Sanders Peirce (1839-1914), ktery k ni pfipojil nékolik svych
poznamek.

Benjamin Peirce zacal sviij spis delSimi ivahami o matematice a algebre.
Navézal tak na myslenky o novém, abstraktnim pojeti algebry (nauka o sym-
bolech a pravidlech pro praci s nimi), které béhem nékolika pfedchozich
desetileti stéle silily. Jiz v prvni poloviné 19. stoleti rozvijeli takovéto uvahy
zejména George Peacock (1791-1858) — [Peacock, 1830, 1834, 1845], Auguste
de Morgan — [Morgan, 1842, 1849], Duncan Farquharson Gregory (1813-1844) —
[Gregory, 1840], J. Warren — [Warren, 1828, 1829], George Boole (1815-1864) —
[Boole, 1847], W. R. Hamilton a dals{ matematici. Algebra se v té dobé& pomalu
pretvarela, postupné silila problematika vedouci k pozdéjsi algebfe struktur.
Podrobnéji o vyvoji algebry v této dobé viz napf. [Novy, 1973], [Kolmogorov,
Juskevi¢, 1978] apod.

Po delsim obecném tvodu zacal B. Peirce v kratkych ¢islovanych odstavcich
postupné budovat pojem linearni asociativni algebry. Jeho vyklad postupuje
v duchu predchozich Gvah; ve srovnani s dnesnim struénym a efektivnim axio-
matickym zptsobem zavadéni pojmi se ndm Peircetiv pristup jevi zdlouhavy,
neohrabany a nepfili§ srozumitelny. Uvedme obsirnou ukézku.

8. Algebras may be distinguished from each other by the number of their
independent fundamental conceptions, or of the letters of their alphabet. Thus
an algebra which has only one letter in its alphabet is a single algebra; one
which has two letters is a double algebra; one of three letters a triple algebra;
one of four letters a quadruple algebra, and so on. ...

Each fundamental conception may be called a unit; and thus each unit has
its corresponding letter, and the two words, unit and letter, may often be used
indiscriminately in place of each other, when it cannot cause confusion.

9. The present investigation, not usually extending beyond the sextuple
algebra, limit the demand of the algebra for the most part to siz letters; and

the six letters, 1, j, k, I, m and n, will be restricted to this use except in special
cases. ([Peirce, 1881], str. 99)

14. Letters which are mot appropriated to the alphabet of the algebra may
be used in any convenient sense. But it is well to employ the small letters for
expressions of common algebra, and the capital letters for those of the algebra
under discussion. ([Peirce, 1881], str. 101)

20. The sign + is called plus in common algebra and denotes addition. ...
. so that it may be assumed that

A+B=B+A4

and
(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C .

21. The sign — s called minus in common algebra, and denotes subtract-
ion. ... This gives the equations

A+B-B=A-B+B=A4A
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and

B-B=0.
([Peirce, 1881], str. 102-103)

25. When an expression raised to the square or any higher power vanishes,
it may be called nilpotent; but when, raised to a square or higher power, it gives
itself as the result, it may be called idempotent.

The defining equation of nilpotent and idempotent expressions are respecti-
vely A™ =0, and A™ = A; but with reference to idempotent expressions, it will
always be assumed that they are of the form

A2=A

)

unless it be otherwise distinctly stated. ([Peirce, 1881], str. 104)

... there is the equation

Aa =aA

3

and in such a product, the quantity a may be called the coefficient.
In like manner, terms which only differ in their coefficients, may be added
by adding their coefficients; thus

(atb)A=aA+bA=Aa+ Ab= A(a+D) .

... The distributive principle of multiplication may be adopted; namely, the
principle that the product of an algebraic sum of factors into or by a common
factor, is equal to the corresponding algebraic sum of the individual products
of the various factors into or by the common factor; and it is expressed by the
equations

(A+ B)C = AB + BC ,
C(A+B)=CA+CB.

32. The associative principle of multiplication may be adopted; namely, that
the product of successive multiplications is not affected by the order in which
the multiplications are performed, provided there is no change in the relative
position of the factors; and it is expressed by the equations

ABC = (AB)C = A(BC) .

This is quite an important limitation, and the algebras which are subject to it
will be called associative.

33. The principle that the value of a product is not affected by the relative
position of the factors is called the commutative principle, and is expressed by
the equation

AB = BA .

This principle is not adopted in the present investigation.
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34. An algebra in which every expression is reducible to the form of an
algebraic sum of terms, each of which consists of a single letter with a quan-
titative coefficient, is called a linear algebra. Such are all the algebras of the
present investigation. ([Peirce, 1881], str. 106-107)

38. All the expressions of an algebra are distributive, whenever the distribu-
tive principle extends to all the letters of the alphabet. ...

39. An algebra is associative whenever the associative principle extends to
all the letters of its alphabet. ...

40. In every linear associative algebra, there is at least one idempotent or
one nilpotent expression. ... ([Peirce, 1881], str. 108-109)

Jak je vidét z predchoziho textu, B. Peirce zavedl dva dilezité pojmy —
nilpotentni a idempotentni prvek.'? Je-li i idempotentni prvek, potom se kazdy
prvek a € A dé zapsat ve tvaru

a=1ia+ (a—ia)

(tzv. pravy Peirceiiv rozklad), kde pro prvek u = ia je iu = u a pro prvek
v = a — ta je ww = 0. Podobné se vytvoii levy rozklad. Oboustrannym
Peirceovym rozkladem rozumime rozklad

a = ai+ (ia — iai) + (ai — iai) + (@ — ia — ai + iai) .

B. Peirce vySetfoval mnoho riiznych algeber (maximalné dimenze 6); vytvoril
jejich seznam, ktery vsak nebyl uplny. Vychéazel ze své teorie nilpotentnich
a idempotentnich prvkid a ze vztah mezi zédkladnimi jednotkami; jednotlivé
algebry popisoval multiplikativnimi tabulkami, v nichz je nasobeni zakladnich
jednotek zachyceno.!!

Podstatna cast Peirceovy prace, ktera je nazvana Investigation of special
algebras (str. 119-215), je vénovana piehledu algeber dimenzi 1 az 6 (single,
algebra, double algebra, triple algebra, quadruple algebra, quintuple algebra,
sextuple algebra).

Zavérecnou Cast prace tvori Addenda; tyto poznamky pripojil jednak Ben-
jamin Peirce (str. 216-221), jednak jeho syn Charles Sanders Peirce (str. 221
229).

O vzniku a vyvoji teorie hyperkomplexnich ¢isel a linedrnich asociativnich
algeber viz napf. [Newton, 1881], [Hawkes, 1902], [Archibald, 1925, 1927], [Ku-
ro$, 1951], [Peterson, 1955], [Sirsov, 1958], [Crowe, 1967], [Lenzen, 1968, 1973],
[Hawkins, 1972], [Novy, 1974], [Rozenfel’d, 1976], [Pycior, 1979], [Waerden,
1985], [Parshall, 1985], [Becvai, 1988], [Borel, 2001] atd.

10 Prvek z se nazyva nilpotentni, existuje-li pfirozené ¢islo k, pro néz z* = 0. Prvek y
se nazyva idempotentni, jestlize y? = y. Idempotentnimi prvky jsou naptiklad dvojna ¢&isla
tvaru %(1 =+ e), nilpotentni je napt. dudlni éislo € apod.

11 Poznamenejme, ze E. Study sestavil roku 1890 v praci Uber Systeme complexer Zahlen
und thre Anwendungen in der Theorie der Transformationsgruppen seznam vsech realnych
a komplexnich asociativnich algeber s jednotkovym prvkem dimenze nejvyse Ctyfi.
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O Peirceové pfinosu k teorii linedrnich asociativnich algeber viz napf. [Novy,
1974], [Pycior, 1979], [Schlote, 1983].

Dnesni pohled

Linearni asociativni algebru nad komutativnim télesem 7' dnes definujeme
jako mnoZinu A se dvéma bindrnimi operacemi (s¢itdnim a nédsobenim)
a s nasobenim prvkt mnoziny A prvky télesa T; prvky télesa T nazyvame
skalary. Vzhledem ke s¢itdni a k nasobeni skalary je mnozina A vektorovym
(linedrnim) prostorem nad télesem 7', vzhledem ke séitdni a nédsobeni je
asociativnim okruhem a bindrni nasobeni je s nésobenim skalary svazano
podminkou

VaeT VE&ne A (a§)n=a(én) = &(an)

Dimenzi linedrni asociativni algebry rozumime dimenzi prislusného vektorového
prostoru. Je-li T' té€leso readlnych, resp. komplexnich ¢isel, hovoiime o realné,
resp. komplexni algebte.

Poznamenejme, ze z vektorového prostoru je mozno vytvorit linedrni asocia-
tivni algebru zavedenim vhodného binarniho nasobeni — sta¢i definovat soucin
kazdych dvou vektori libovolné zvolené baze. Jestlize je

B ={a,q,...,a,}

néjaka baze vektorového prostoru A, potom jsou prvky prostoru A vyjadieny
ve tvaru xiay + oo + - -+ + Ty, kde x; € T, a pro definici nasobeni staci
stanovit souciny «;-o; pro kazdé i,j = 1,...,n jako linedrni kombinace vektort

baze ‘B, tj.
n
Q-0 = ZAfjak .
k=1

Tyto vztahy se nazyvaji strukturni vzorce algebry A a skalary Afj strukturni
konstanty algebry A. Pomoci strukturnich vzorcii se pak (s pomoci distributiv-
nich zékonti) nasobi obecné prvky. Nasobeni vektorii béze vSak nelze definovat
zcela libovolné, nebot pozadovand asociativita ndsobeni klade zna¢nd omezeni.

W. R. Hamilton a dalsi matematici postupovali ve ¢tyTicatych a padesatych
letech minulého stoleti vySe naznacenym zptsobem. Hledali strukturni vzorce,
tj. formule pro nasobeni zakladnich jednotek — prvka baze vektorového prostoru
vSech n-tic realnych ¢isel (pro pevné zvolené n). Casto pozadovali, aby
operace nasobeni méla nékteré dalsi vlastnosti. Zejména se jednalo o existenci
jednotkového prvku a o moznost déleni (komutativity a asociativity ndsobeni
byli nékdy nuceni — jak jsme jiz vidéli — se nakonec vzdat). Tim bylo hled4ni
strukturnich vzorct zna¢né zkomplikovano.

Definici linearni asociativni algebry vyhovuji Hamiltonovy kvaterniony,
triplety A. de Morgana a C. Gravese, Cayleyovy matice, dudlni a dvojna
¢isla, Grassmannova i Cliffordova algebra. Linearni asociativni algebru vsSak
netvori ani oktavy, ani algebra vektort v trojrozmérném prostoru s vektorovym
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soufinem, ani mnohé algebry A. de Morgana, nebot v téchto strukturdch
neplati asociativni zdkon. Vzdame-li se asociativity ndsobeni, miizeme hovotit
o neasociativnich linedrnich algebrach; takovéto algebry se zacaly hloubéji
studovat az koncem 19. stoleti.

Dalsi vysledky

V posledni ¢tvrtiné 19. stoleti a v prvnich desetiletich 20. stoleti se obecnou
teorii hyperkomplexnich cisel zabyvala fada matematikt.

K. T. Weierstrass (1815-1897) se vénoval problematice algeber jiz v Sedesa-
tych letech 19. stoleti ve svych pfednaskach na berlinské univerzité. Vysetfoval
direktni souéty koneéné mnoha algeber (baze direktniho souc¢tu vznikne sjedno-
cenim bézi jednotlivych algeber, pficemz je soucin dvou prvkt takto vytvorené
béze roven nule, jedna-li se o prvky dvou rtznych algeber) a dokazal, ze kazda
redlnd komutativni algebra (koneéné dimenze) bez nilpotentnich prvki je di-
rektnim souc¢tem nékolika exemplaitu téles redlnych a komplexnich ¢isel. Toto
tvrzeni bylo jednim z prvnich strukturnich vysledkd v algebfe. Vezmeme-li
napi. tzv. algebru cyklickych ¢isel, tj. algebru s bazi {1,e,e?, e, ..., e" 1} kde
e™ = 1, potom pro n liché se jedné o direktni soucet %(n —1) téles komplexnich
Cisel a jednoho té€lesa realnych c¢isel a pro n sudé o direktni soucet %n — 1 téles
komplexnich ¢isel a dvou téles redlnych ¢isel. Odtud napi. vyplyva, ze algebra
dvojnych ¢isel (n = 2) je direktnim sou¢tem dvou téles redlnych ¢isel a algebra
tripletit (n = 3) direktnim sou¢tem télesa redlnych ¢isel a télesa komplexnich
Cisel.

V osmdesatych letech se problematikou hyperkomplexnich ¢isel zabyval
Cesky matematik Eduard Weyr. V préaci Sur la théorie des quaternions z roku
1884 ukazal, jak prevést feSeni rovnice

aox™by + a1z by 4+ - ap_1aby_1 =1,

kde ag, bg, - ..,0n—1,bp—1,7 jsou dané kvaterniony a x hledany kvaternion, na
FeSeni obycejnych ¢iselnych rovnic. Navazal na neddvné Sylvesterovy vysledky
o TeSeni rovnic, v nichz je nezndmy kvaternion x nasoben koeficienty pouze
z jedné strany. J. J. Sylvester reagoval na intenzivni rozpracovavani svych vy-
sledkt v ¢asopise Nature takto:

The subject could not be in better hands. The ball is served, and the most
skilful and practised players — the Cayleys, the Lipschitzes, the Poincarés, the
Weyrs, the Buchheims (and who knows how many more?) — stand round ready
to receive it, and keep it flying in the air. ([Sylvester, 1884], str. 36)

V cCtyficetistrankové praci O binarnych matricich z roku 1887 se Eduard
Weyr vénoval maticim druhého fadu a mimo jiné poukazal na jejich tzky vztah
ke kvaternionim. V tvodu napsal:

V jedné ze svych tdwvah o matricich ... vytknul Sylvester vyslovné totoZnost

theorie binarnych matric s theorii kvaterniont; ale jiz Cayley ... byl k sou-
vislosti obou theorii poukdzal.
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Theorie kvaternioni zaloZena Hamiltonem vzhledem k zamyslenym appli-
kacim na uvahdch geometrickych; avsak nebude zajisté nezajimavo prihlédnouts
k ni se stanoviska ryze poctarského, zaujatého v theorii matric.

Nasledugici, arci velice elementarné uvahy obsahuji zaklady theorie binarnych
matric a tim i zdklady theorie kvaterniond. ([Weyr, 1887], str. 358)

Vztahu kvaternionti a matic se Eduard Weyr vénoval v poslednich dvou
paragrafech; pracoval s kvaterniony s redlnymi, resp. komplexnimi koeficienty,
v zavéru ukazal, kdy pro dany kvaternion g reprezentuje fada

o0
> ad
k=—oc0
opét urcity kvaternion.

V praci Sur la réalisation des systémes associatifs de quantités complezes
a laide des matrices z roku 1887 sestrojil Eduard Weyr reprezentaci linearni
asociativni algebry dimenze n v algebfe matic fadu n; k obdobnym vysledktim
dosli diive C. S. Peirce a Henri Poincaré (1854-1912).

V praci Note sur la théorie des quantités complexes formées avec n unités
principales z roku 1887 studoval linearni asociativni algebru A dimenze n nad
télesem realnych ¢i komplexnich ¢isel a dosel k tomuto vyznamnému vysledku:
pro dany prvek x € A definuje nekoneény soucet

oo
E akzk
k=1

zcela urcity prvek y algebry A praveé tehdy, kdyz kofeny minimalniho polynomu
o0

prvku z lezi uvnitt kruhu konvergence mocninné fady E a,z¥. Za uvedenych

k=1
predpokladt vyjadiil Eduard Weyr prvek
o0
k=1
jako linedrni kombinaci prvkf z,z2,...,2™ !, kde m je stupeii minimélniho

polynomu prvku z. Za piedpokladu, Ze algebra A mé jednotkovy prvek
a k prvku z existuje prvek inverzni, nalezl nutnou a postacujici podminku
o0

pro konvergenci fady Z apx®. Vzhledem k tomu, Ze matice Fadu n tvofi
k=—o0

linearni asociativni algebru dimenze n?, je mozno vysledky této prace snadno

piepsat v maticové feci. Eduard Weyr to ostatné udélal jiz ve vySe zminéné

praci O binarnych matricich pro matice druhého fadu, v samostatné vydaném

spise O theorii forem bilinearngch (1889) a v jeho némecké verzi Zur Theorie

der bilinearen Formen, kterd vysla roku 1890 v prvnim roc¢niku casopisu
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Monatshefte fiir Mathematik und Physik. Podrobnéji o Weyrovych vysledcich
viz [Beévar, 1995].

V sedmdesatych az devadesatych letech 19. stoleti se kvaternioniim vénovalo
nékolik Ceskych matematikd. Byli to Frantisek Josef Studnicka (1836-1903),
Josef Odstréil (1837-1888), August Seydler (1849-1891) a Anton Puchta (1851—
1903). F. J. Studnicka sepsal k padesédtému vyroc¢i objevu kvaterniontt drobnou
knizku O kvaternionech (1894), nékolik let byl tajemnikem (pro Rakousko-
Uhersko) mezindrodni spoleénosti pro studium kvaterniont. Viz [Odstréil,
1879], [Seydler, 1881], [Puchta, 1887], [Studnicka, 1876, 1883, 1894]; podrobnéji
o téchto vysledcich viz [Be¢varova-Némcova, 1998].

Zna¢ny vyznam pro teorii hyperkomplexnich ¢isel mél rozvoj tzv. Lieovych
grup a Lieovych algeber, které zac¢al studovat norsky matematik Sophus Lie
(1842-1899) v souvislosti se svym vySetfovanim spojitych grup transformaci.
Zavazné vysledky o téchto algebrach podali zejména v sedmdesatych a osm-
desatych letech 19. stoleti Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923), Friedrich
Engel (1861-1941), Elie Cartan (1869-1951) a dalsi.

Pripomenime, ze Lieovou algebrou rozumime algebru, v niz pro libovolné
zvolené prvky x,y, z plati vztahy

a?=0, 2(yz) + y(zx) + 2(xy) = 0;

druh4 rovnost je tzv. Jacobiho identita.'? Lieovy algebry mohou byt vytvoieny
z libovolné asociativni algebry zavedenim nového nésobeni o definovaného
rovnosti z o y = xy — yz. O Lieovych algebrach viz napf. [Jacobson, 1962].

E. Study uvedl roku 1890 ctrnacty paragraf Der Nutzen der Systeme com-
plexer Zahlen své prace Uber Systeme complexer Zahlen und ihre Anwendungen
in der Theorie der Transformationsgruppen touto zajimavou poznadmkou:

In weiten Kreisen, namentlich in Deutschland, ist die Ansicht verbreitet,
dass die Systeme von complexen Zahlen oder dhnliche Algorithmen dberhaupt
gar keinen Nutzen hdtten, ausgenommen allein die gewdhnlichen complezen
Zahlen; und man begrindet dies damit, dass durch sie nichts geleistet werden
konnte, was nicht ,ebenso gut” auch ohne sie zu leisten ware.

([Study, 1890], str. 341-342)

Georg Wilhelm Scheffers (1866-1945), F. E. Molin a G. Frobenius zavedli
tzv. jednoduché algebry (algebry bez idealit), polojednoduché algebry (algebry
bez nilpotentnich prvkil) a definovali radikal (ideél tvofeny vSemi nilpotentnimi
prvky). Tyto pojmy byly pfevzaty z teorie Lieovych algeber. VySe zminéna
Weierstrassova strukturni véta tedy popisuje komutativni polojednoduché
algebry.

V roce 1893 podal F. E. Molin kritérium polojednoduchosti algebry a ukéazal,
ze faktorovéa algebra kazdé algebry podle jejiho radikélu je polojednoduché a ze
kazda polojednoduchéa algebra je izomorfni s direktnim souctem jednoduchych

12 Dusledkem je tzv. antikomutativnost zy = —yzx.
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algeber. Dokéazal téz, ze kazda jednoducha algebra nad télesem komplexnich
Cisel je izomorfni s algebrou komplexnich matic. Roku 1898 dokézal ana-
logické véty pro redlné jednoduché algebry E. Cartan. Napt. kazda realna
jednoduché nekomutativni algebra je izomorfni bud s algebrou realnych matic,
nebo s algebrou komplexnich matic, nebo s algebrou matic, jejichz prvky jsou
kvaterniony. Viz [Molien, 1893], [Cartan, 1898].

H. E. Hawkes v ¢lanku On hypercomplex number systems z roku 1902
zjednodusil a zpfehlednil vysledky tykajici se Peirceovych rozkladi.'® Postupné
silily snahy po Ffadné klasifikaci a po strukturnim popisu algeber. G. Frobenius
publikoval roku 1903 obsaznou praci Theorie der hypercomplexen Grdssen,
James Byrnie Shaw vydal v témze roce delsi clanek Theory of linear associative
algebra, v némz kladl velky diiraz na maticové algebry.

Na pocatku 20. stoleti byly k dispozici dva pfehledové clanky o teorii
komplexnich a hyperkomplexnich ¢isel napsané pro némeckou a francouzskou
matematickou encyklopedii:

E. Study: Theorie der gemeinen und héheren komplexen Grossen (1898),
E. Cartan, E. Study: Nombres complezes (1908).

V té dobé jiz podstatné narostl objem novych poznatki. Byly kompletovany
seznamy asociativnich algeber malych dimenzi, teorie se rozvijela do sitky i do
hloubky. Doslo k vyraznému zobectiovani studované problematiky, zacaly se
vySetfovat linedrni algebry nad libovolnym télesem i nékteré specidlni tridy
algeber. Teorie hyperkomplexnich ¢isel se pozvolna pretvarela do teorie algeber.
Zacalo se ustupovat od pozadavku asociativity, velka pozornost byla vénovéana
studiu nékterych specidlnich neasociativnich algeber, které byly vymezeny
nékterymi identitami. Slo zejména o vyse zminéné Lieovy algebry a pozdéji
o Jordanovy algebry. Viz napf. [Sirsov, 1958].

Jordanovou algebrou rozumime neasociativni algebru, v niz pro kazdé dva
prvky x,y plati identity

Ty =yz , (zz)y)z = (z2)(y2) -

Zavedeme-li v asociativni algebfe nové nasobeni rovnosti

1
onzi(zyﬂLyﬂc),

dostaneme praveé Jordanovu algebru.

Tyto algebry zavedl pocatkem tricatych let 20. stoleti Ernst Pasqual Wil-
helm Jordan (1902-1980) v souvislosti se svymi fyzikdlnimi avahami. Bylo to
v pracich Uber eine Klasse nichtassoziativer hyperkomplexer Algebren a Uber
Verallgemeinerungsméglichkeiten des Formalismus der Quantenmechanik.'*

13 P¥ipomerime i jeho &lanek Estimate of Peirce’s Linear Associative Algebra z roku 1902.
14 Vig téz P. Jordan, J. von Neumann, E. Wigner: On an algebraic generalization of the
quantum mechanical formalism (1934).
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Jeho vysledky zobecnil Abraham Adrian Albert (1905-1972), ktery tyto
algebry vysetfoval nad libovolnym télesem, pozdéji je zkoumali N. Jacobson
(1910-1999) a dalsi matematici. O Jordanovych algebrach existuje rozsahla
literatura; viz napt. [Paige, 1963], [Jacobson, 1981], [Springer, Veldkamp, 2000].
O neasociativnich algebréach viz napi. [Schafer, 1966].

Leonard Eugenne Dickson

Americky matematik L. E. Dickson (1874-1954) ptisobil na univerzité
v Chicagu. Byl jednim z nejvétsich znalct teorie ¢isel, jeho tfidilnd monografie
History of the theory of numbers obsahuje vysledky jeho mnohaletého usili.
Radu matematickych praci vénoval algebfe, v§razné napomohl k pietvéafeni
teorie hyperkomplexnich ¢isel v teorii algeber.

Roku 1903 se v praci Definitions of a linear associative algebra by indepen-
dent postulates vénoval tivaham o definici pojmu linedrni asociativni algebra;
podstatnym zptisobem tak piispél k jejimu zpiesnéni.

The term linear associative algebra, introduced by Benjamin Peirce, has
the same significance as the term system of (higher) complex numbers. In the
usual theory of complex numbers, the coordinates are either real numbers or
else ordinary complex quantities. To avoid the resulting double phraseology and
to attain an evident generalization of the theory, I shall here consider systems
of complex numbers whose codrdinates belong to an arbitrary field F.

I first give the usual definition by means of a multiplication table for the
n units of the system. It employs three postulates, shown to be independent,
relating to n® elements of the field .

The second definition is of abstract character. It employs four independent
postulates which completely define a system of complex numbers.

([Dickson, 1903], str. 21)

Ve druhé definici zavedl pojem linearni asociativni algebry; uvazoval mno-
zinu vSech n-tic prvku télesa F, jejichz scitani a odc¢itani je definovano po
slozkéach, a formuloval tyto pozadavky:

1. For any two elements A and B of the system, A - B is an element of the
system whose codrdinates are bilinear functions of the codrdinates of A and B,
with fized coefficients belonging to F.

2.(A-B)-C=A-(B-C),ifA-B,B-C,(A-B)-C, A-(B-C) belong to
the system.

3. There exists in the system an element I such that A-1 = A for every
element A of the system.

4. There exists in the system at least one element A such that A-Z # 0 for
any element Z # 0. ([Dickson, 1903], str. 24)

V praci Linear algebras z roku 1912 L. E. Dickson ukazal, ze podobné jako
jsou komplexni ¢isla vyjadiena jako dvojice ¢isel redlnych, miizeme kvaterniony
chépat jako dvojice ¢isel komplexnich a oktavy jako dvojice kvaterniont
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s nasobenim definovanym rovnosti

(a,8) - (7,6) = (ary — 08,6 + 37) .

Velmi casto se v této souvislosti hovoii o Dicksonové procesu zdvojeni. Viz téz
[Dickson, 1914], [Dickson, 1923].

Uvédomme si, Ze pfi nasobeni dvojic redlnych ¢isel nemé ve vyse uvedeném
vztahu zadny vyznam pruh nad ¢isly v a &, pfi ndsobeni dvojic komplexnich
Cisel jiz podstatny je, neni vSak dtlezité poradi, v jakém cisla nadsobime. Jsou-
li v8ak a, 3,7,0 kvaterniony, je podstatny jak pruh nad ¢isly v, d, tak poradi
Ciniteld.

Roku 1919 prezentoval L. E. Dickson tento svilj vysledek v préaci nazvané
On quaternions and their generalization takto:

. every number of the algebra is of the form q + Q e, where q and Q are
linear functions of 1,1, j, k and hence are quaternions. It can be verified that
Cayley’s 49 relations, giving the product of two equal or distinct units iy, ..., iz,
are together equivalent to the single formula

(¢+Qe)(r+Re)=qr—RQ+ (Rg+Qr')e,
where ' and R’ are the quaternions conjugate to r ad R.

([Dickson, 1919], str. 158)

V knize Algebras and their arithmetics z roku 1923 zavadi L. E. Dickson
proces zdvojeni velmi strucné:

Consider algebra C in which multiplication is defined by
(g+Qe)(r+Re)=t+Te, t=qr—RQ, T =Rq+ Qr

where q,Q,r, R are any real quaternions, and v’, R’ are the conjugates of r, R.
Taking r = q', R = —Q, we get

N(g+Qe)=(q+Qe)(¢' —Qe) =q¢' +QQ" .

The norm of a product is the product of the norms of the factors. Each of the
two kinds of division except by zero is always possible and unique, so that C' is
a division algebra; it is not associative. ([Dickson, 1923], str. 237)

Dicksonova kniha Algebras and their arithmetics byla kratce po svém vydéni
roz§ifena, upravena a prelozena do némciny; roku 1927 vysla pod nézvem
Algebren und ihre Zahlentheorie.

Poznamenejme jesté, ze i antikvaterniony lze chapat jako dvojice komplex-
nich ¢isel a jejich nasobeni je v tomto pojeti mozno vyjadiit rovnosti

(@, ) (7,0) = (ay + 6B, 00 + B7) .

L. E. Dickson definoval roku 1927 dalsi alternativni algebru, tzv. antioktavy
(téz Stépitelné oktavy nebo Cayleyova-Dicksonova ¢isla), jako dvojice kvaterni-
ont, jejichZ nasobeni je definovano vyse uvedenou rovnosti. Max August Zorn
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(1906-1993) reprezentoval roku 1930 v praci Theorie der alternativen Ringe
algebru antioktav ¢tvercovymi maticemi, jejichz prvky jsou jednak redlné cisla
(na hlavni diagondle), jednak vektory trojrozmérného redlného prostoru (na

vedlejsi diagonéle):
(5 %)
— .
b B

Nasobeni takovychto matic je zaloZeno na obycejném néasobeni redlnych cisel,
realném nasobku vektort, skalarnim a vektorovém soucinu vektori:

a @ v T ay—(a,7) aTH+oT+ b x d
(—> > — = — -, —_ — .
b B d ¢ Yyb +pd+a x¢ BS—(b,d)

)

Joseph Henry Maclagan Wedderburn

Obecnou teorii algeber nad libovolnym télesem se jako prvni zacal intenzivné
zabyvat J. H. M. Wedderburn (1882-1948), ktery v prvnich desetiletich
20. stoleti vyrazné ovlivnil dalsi vyvoj algebry. V praci A theorem on finite
algebras z roku 1905 dokézal, ze kazdé konecné téleso je komutativni, a je tedy
Galoisovym télesem. Radu diilezitych vysledkil z teorie algeber publikoval roku
1908 v praci On hypercomplex numbers:

e An algebra can be expressed uniquely as the direct sum of two algebras,
one of which has a modulus, and the other no modulus and no integral
sub-algebra which has a modulus.'®

o An algebra, which has a modulus, can be expressed uniquely as the direct
sum of a number of irreducible algebras.

o Any algebra can be expressed as the sum of a nilpotent algebra and
a semi-simple algebra. The latter algebra is not unique, but any two
determinations of it are simply isomorphic.

o A semi-simple algebra can be expressed uniquely as the direct sum of
a number of simple algebras.

o A simple algebra can be expressed as the direct product of a primitive
and a simple quadrate algebra.

o A simple quadrate algebra can be expressed as a matric algebra.
([Wedderburn, 1908], str. 109)

Wedderburnovy vysledky byly zobecnény v pracich matematikti némecké
gkoly. Jejich autory byli zejména Ammalie Emmy Noetherovd (1882-1935),
Emil Artin (1898-1962) a R. D. Brauer. Vétsina vysledkii byla pfenesena
na tzv. Artinovy okruhy, byla ukézdna fundamentalni role pojmt modul
a reprezentace. Ve CtyTicatych letech 20. stoleti rozpracoval Nathan Jacobson
strukturni teorii okruht bez pfedpokladi konecnosti. Ve tficatych a ¢tyficatych

15 Slovem modulus rozumi autor jednotkovy prvek uvazované algebry.
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letech 20. stoleti se problematikou neasociativnich, resp. alternativnich struktur
(nad obecnymi télesy) zabyvali napt. A. A. Albert, M. Zorn, Ruth Moufang
(1905-1977) a R. D. Schafer.

O linearnich asociativnich algebrach a Wedderburnoveé strukturni teorii viz
napf. [Abian, 1971], [Parshall, 1985].

Popisem polojednoduchych algeber byly polozeny zaklady ke studiu algeber,
které polojednoduché nejsou. Jejich studium je vSak znacné obtizné. Studuji
se a popisuji nekteré specidlni t¥idy algeber. Zde hraji dulezitou roli metody
homologické algebry, teorie kategorii a algebraicka geometrie.

4. Vzorce pro soucty ¢tvercu

Jak jsme jiz v pfedchozim textu vidéli, plati pro realna cisla, komplexni ¢isla,
kvaterniony i oktavy «, § vztah

ol - 18] = la- 6],

ktery miizeme vyjadtit slovy takto: norma (modul) sou¢inu dvou ¢&isel (redlnych,
komplexnich, kvaternionid, oktdv) je rovna soufinu norem (modul) obou
Ciniteld. Jedna se o dfive zminény Hamiltontv ,zdkon modult®; neni pfitom
podstatné, zda u komplexnich ¢isel, kvaternionti a oktav definujeme normu
s odmocninou nebo bez odmocniny. Pro redlnd ¢isla (tj. pro n = 1) m4 zdkon

modula tvar
a®-b? = (ab)?

pro komplexni ¢isla (tj. pro n = 2) m4 tvar
(a? + a3)(b? + b3) = (a1by — azb2)? + (a1bz + azby)?
pro kvaterniony (tj. pro n = 4) m4 tvar
(a3 4+ a3 + a3 +a3)(b? + b3+ b3 +03) =
= (a1b1 — asby — agbs — asbs)® + (arbs + asb1 + azbs — asbs)® +
+  (aibs + asby + asbs — azbs)® + (arby + asby + azbs — azbs)?
a pro oktavy (tj. pro n = 8) ma tvar
(@ + ... +ag)(bf + - +b3) =
= (a1by — agbs — azbs — asby — asbs — agbg — azby — agbs
arba + azby + agbs — asbs + asbg — agbs — arbs + asby

aq 3 — a2b4 + 0,31)1 + 0,41)2 + a5b7 + aGbg — 0,71)5 — agbG

a1bg + asbs — azbg + asby — asbs + agby — arbs + agbs

)"+
)"+
)"+
a1by + azbs — asba + agay + asbs — agby + arbs — asbs)® +
)"+
)° +
aiby + azbs + azbs — asbg — asbs + agby + azby — agbe)” +
)

+ o+ + + + + o+

(
(
(
(a1bs — azbs — azby — asbs + asby + agbz + azbs + agby
(
(
(

a1bg — asby + asbg + asbs — asbs — agbs + arbs + agby
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Je pfirozené se ptat, zda obdobné vzorce existuji pro soucin souctt n ¢tverciu
jesté pro néjaka jina prirozena cisla n, tj. zda existuji néjaké vzorce

(@4 dan) i+ 4 ) =+
kde

n
= E Ajpajby i=1,...,n,
J,k=1

pro néjakd redlnd (celd) cisla A;k. Ptame se tedy vlastné na existenci bili-
nearnich forem cy,...,c, na redlném n-dimenzionadlnim prostoru, které maji
redlné (celociselné) koeficienty. Tato problematika mé dlouhou historii.

Vzorec
(a + a3) (b7 + b3) = (a1b1 F azbz)® + (a1by £ agh)?

znal uz Diofantos ve 3. stoleti naseho letopoc¢tu. Ve tieti knize své Aritmetiky
(19. problém) uvadi, ze ¢islo 65 je mozno vyjadiit dvéma zpusoby jako soucet
dvou ¢tverci prirozenych cisel, a to

65=4>+7*=82+1%,
nebot 65 = 13- 5 a kazdé z téchto ¢isel je souctem dvou ¢tverct, tj.
13 =32 4+22 5=2241%.
Proto je
65 = (32+22)(22+12) = (3-2—-2-1)+(2-2+3-1)? = (3-2+2-1)2+(2-2-3-1)% .,

Poznamenejme, Ze Diofantos fesil tento problém v kontextu pythagorejskych
trojuhelniktl, resp. pythagorejskych trojic ¢isel. V Diofantové dile lze nalézt
dalsi zajimavé vysledky tykajici se souctu ¢tverct.

Obdobné problematika se pozdéji objevovala v pracich dalSich matematikt
(Leonardo Pisénsky, zvany Fibonacci, Francois Viete a dalsi). Tém, kdo se
vénovali teorii ¢isel, muselo byt jasné, Ze obdobny vzorec pro soucin souctt t¥i
¢tvercit nemuze (v oboru celych ¢isel) existovat, nebof napf. ¢isla 3 a 5 jsou
soucty tii ¢tverci, 3 =1+ 1+ 1,5 = 0+ 1+ 4, jejich soucin 15 vSak takto
vyjadrit nelze.

Roku 1621 vydal Claude-Gaspar Bachet de Méziriac (1581-1639) Diofantovu
Aritmetiku, k niz pripojil fadu komentait. Mimo jiné zde uvedl svoji domnén-
ku, ze kazdé ptirozené ¢islo je souc¢tem dvou, t¥i nebo ¢tyt ¢tverct, a proveéril
ji pro pfirozena cisla mensi nez 325. Obecny dtkaz vsak nepodal. Pozdéji bylo
toto tvrzeni ¢asto oznacovano jako Bachetova véta.

Leonhard Euler nalezl vzorec pro soucin dvou souctl ¢tyf ¢tvercli; az na
nepodstatné zmény ve znaménkach se jednd o vyse uvedeny ,zakon moduld“
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pro kvaterniony. O svém vysledku napsal dne 4. kvétna 1748 Christianu von
Goldbachovi (viz [Fuss, 1843]) a publikoval jej i ve svych dalsich pracich
— Demonstratio theorematis Fermatiani omnem numerum sive integrum sive
fractum esse summam quatuor pauciorumve quadratorum z roku 1754/55
a Novae demonstrationes circa resolutionem numerorum in quadrata z roku

1773. PiSe zde:

Sit tale productum
(aa + bb + cc + dd)(aa + B8 + vy + 60)
et capiatur

A=aa+b8+cy+dd,
B=af —ba—cd+dy,
C=ay+bl—ca—dg,
D=ad—by+cf—da

horumque quadratorum summa erit
A2+ B2+ C?+ D = (@ + V¥ + P+ ) (@ + B+ 47+ 6%)

manifestum enim est singula producta ex binis partibus se mutuo destruere et
singula quadrata litterarum latinarum in singula graecarum duci.

(Opera (1), IIL., str. 229)

Bachetovu vétu dokazal az Joseph Louis Lagrange v praci Démonstration
d’un théoréme d’arithmétique z roku 1770. Pripustil nulové s¢itance a dokazal,
ze kazdé prirozené Cislo je mozno vyjadrit jako soucet ¢tyt ¢tverci. Vyuzil vyse
zminény Fulertv vzorec, ktery navic zobecnil; dokazal, Ze souéin dvou cisel

tvaru a? — xa3 — ya3 + zya? je opét &islo tohoto tvaru.

Jednodussi dtikaz Bachetovy véty podal roku 1773 L. Euler v praci Novae
demonstrationes ...; dokazal, ze kazdé prvocislo je souctem c¢tyf ¢tvercii celych
¢isel a pomoci vySe zminéného vzorce pro soucin souctil ¢ty ¢tverci své tvrzeni
rozsitil na vSechna pfirozené ¢isla.

Rovnéz C. F. Gauss znal vzorec pro soucin souctii ¢tyr ¢tverci; vyjadril jej
pro komplexni ¢isla v nasledujicim tvrzeni:

Zur Theorie der Zerlequng der Zahlen in vier Quadrate.

Das Theorem: das Product zweier Summen von vier Quadraten ist selbst
eine Summe von vier Quadraten, wird am einfachsten so dargestellt:
es seien I, m, \, u, N, i’ sechs complexe Zahlen, so dass A\, N und p, ' sociirt
sind. Durch N bezeichne man die Norm. Es ist dann

(Nl +Nm)(NX+ Nu) = N(IX+mp) + N —mN) .
(Werke II1., str. 384)
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Francouzsky matematik Adrien-Marie Legendre (1752-1833) uvedl ve své
knize Essai sur la théorie des nombres'® z roku 1797/98 nepatrné modifikovany
vzorec pro soucin souctl ¢tyr ¢tvercii. V poznédmce pod Carou upozornuje, ze
podobny vzorec pro tfi ¢tverce v oboru celych ¢isel neplati. Dokumentuje to na
cisle 63, které je sou¢inem dvou souctl t¥i ¢tverc,

(1+141)-(164+4+1) =63,

ale samo neni sou¢tem tii ¢tverct, nebot dava pri déleni osmi zbytek 7 a zadné
¢islo tvaru 8n + 7 neni mozno vyjadrit jako soucet tii ¢tverct celych cisel.

V roce 1818 nalezl dansky matematik C. P. Degen dvé varianty vzorce pro
nasobeni souctll osmi ¢tverct, které se jen nepodstatné lisi od zakona moduli
pro oktavy. Dopustil se vSak omylu, kdyz tvrdil, ze takovéto vzorce existuji
pro kazdé prirozené Cislo, které je mocninou dvojky. Chybny byl i jeho naznak
vzorce pro soucin souctl 16 ctvercti. Degenova prace ztstala bez odezvy.

Vzorce, které predstavuji tzv. zdkony moduld pro komplexni ¢isla, kvaterni-
ony a oktavy, byly tedy objeveny podstatné diive nez tyto ¢iselné obory.

W. R. Hamilton neznal vySe uvedené poznatky o soucinech soucta tii a ¢tyt
¢tverct, jinak by se tak dlouho nepokousel hledat vzorec pro nasobeni trojic
redlnych ¢&isel.'” Teprve roku 1844, jiz po objevu oktav, si J. T. Graves tuto
problematiku nastudoval v Legendreové knize a upozornil W. R. Hamiltona na
to, ze vzorec pro tfi ¢tverce neexistuje a ze vzorec pro Ctyfi ¢tverce znal jiz
L. Euler. Jak uZ bylo feceno, J. T. Graves se nejprve domnival, Ze obdobné
vzorce existuji pro kazdou mocninu dvojky; bez tispéchu se snazil takovyto
vzorec nalézt pro n = 16.

Ve druhé poloviné 19. stoleti byly postupné nalezeny dalsi varianty vzorct
pro n = 8, které jsou jednoduchymi modifikacemi zakona modulti pro oktavy.
Byla diskutovana otazka, zda obdobné vzorce existuji pro jina prirozena cisla,
zejména pro dalsi mocniny dvojky. John Radford Young (1799-1885) se zabyval
touto problematikou v letech 1845 az 1849. Nalezl vzorec pro n = 8, tvrdil, ze
podobné vzorce existuji i pro n = 2¥, k € N, a hledal vzorec pro n = 16. Pozdéji
zmeénil nazor; byl pfesvédéen, ze pro n > 8 jiz takovéto vzorce neexistuji.
A. Cayley hledal podminky existence takovychto vzorcii pro n = 2* roku 1852
v praci Demonstration of a theorem relating to the products of sums of squares;
inspiroval se praci On pluquaternions and homoid products of sums of n squares
Thomase Penyngtona Kirkmana (1806-1895) z roku 1848. Dosel k zévéru, ze
... the product of two sums, each of them of sizteen squares, is not a sum of
sizteen squares. A. Cayley navic poznamenal, Ze k takovémuto zavéru dosel jiz
J. R. Young roku 1848 v praci On an extension of a theorem of Euler ...

Problematikou vzorct pro n = 8 se zabyvali F. Brioschi, Henri Lebesgue
(1875-1941), E. Sadun a dalsi. S. Roberts (1827-1913) roku 1879 znovu dokazal

16 Ve 2. vydani na str. 184, ve 3. vydani na str. 213.

17 B. L. van der Waerden poznamenal: If Hamilton had known of this remark by Legendre
he would probably have quickly given up the search to multiply triplets. Fortunately he did
not read Legendre: he was self-taught. ((Waerden, 1976], str. 234)
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v praci On the impossibility of the general extension of Euler’s theorem ..., Ze
pro n = 16 obdobny vzorec neexistuje.

A. Cayley se vratil k problematice sou¢inu souétti osmi ¢tvercu roku 1881
v rozsahlejsi praci On the theorems of the 2, 4, 8, and 16 squares. Prezentoval
nejprve vzorce pro souciny souctti dvou, ¢ty a osmi Ctverctt a pak dokézal,
7e obdobny vzorec pro 16 ¢tvercl neexistuje. Jeho prace zacina zcela jasnym
konstatovanim:

A sum of 2 squares multiplied by a sum of 2 squares is a sum of 2 squares;
a sum of 4 squares multiplied by a sum of 4 squares is a sum of 4 squares; a sum
of 8 squares multiplied by a sum of 8 squares is a sum of 8 squares; but a sum
of 16 squares multiplied by a sum of 16 squares is not a sum of 16 squares.
(Papers XI., str. 294)

Pripomernime jesté, ze roku 1886 dokoncil Rudolf Lipschitz svou praci
Untersuchungen dber die Summen von Quadraten. V osmdesatych letech
19. stoleti se problematikou souctl Ctvercti zabyvala fada matematikt — viz
napf. [Studnicka, 1883], [Puchta, 1887], podrobnéji viz [Bedvafova-Némcova,
1998], str. 95-107.

Podle Bachetovy véty je kazdé prirozené ¢islo mozno vyjadrit jako soucet ¢tyt
¢tvercti celych cisel. Pocet takovychto vyjadfeni nalezl roku 1828 na zakladé
vysledkd matematické analyzy Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851); vysledek
publikoval v praci Note sur la décomposition d’un mombre donné en quatre

quarrés. Oznacime-li symbolem £ soucet vSech lichych délitela ¢isla n, pak pro
sudé ptirozené ¢islo n existuje 24k ¢tvetic (a, b, ¢, d), pro néz

n=a?+b*+c+d%,

a pro liché n existuje takovych ¢tvetric 8k.

Kratky, Cisté algebraicky dikaz Jacobiho vysledku podal némecky mate-
matik Adolf Hurwitz (1859-1919) roku 1896 v praci Uber die Zahlentheorie
der Quaternionen; tento dikaz lze najit i v jeho knize Vorlesungen tber die
Zahlentheorie der Quaternionen z roku 1919. VySetfoval délitelnost v okruhu
tzv. celych kvaternion!®, tj. kvaternionti tvaru

1 1 1 1
a+bi+cj+dk, resp. <a+§)+<b+§)i+(c+§>j+(d+§)k,
kde a,b,c,d jsou cela cisla, a prevedl problém na hledani vSech celych
kvaterniontt dané normy n. V zavéru 9. paragrafu své prace pise:

Die Anzahl der Darstellungen einer ganzen positiven Zahl als Summe von
vier Quadraten betrdagt, je nachdem die darzustellende Zahl ungerade oder

18 Man verstehe unter p das Quaternion p = %(1 + i1 + i2 + i3). Dann bilden die
Quaternionen g = kop + k111 + k2i2 + k3i3, it wo ko, k1, k2, k3 alle ganzen rationalen
Zahlen durchlaufen sollen, einen Integritdtsbereich J mit der Basis (p, i1, i2, i3). Dieser ist
der grdsste Integritdtsbereich, welcher die Finheiten 1, i1, ia, i3 enthdlt. ... Ein Quaternion
heisst ,ganz“, wenn es dem Integritdtsbereiche J angehort. (Werke II., str. 309-310)
Poznamenejme, Ze mnozina vSech celych kvaternionu tvori tzv. eukleidovsky obor integrity.
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gerade ist, das 8-fache oder 24-fache der Summe der ungeraden Divisoren der

Zahl. (Werke II., str. 325)

Pomoci celych kvaternionti je mozno dokazat i Bachetovu vétu (viz napf.
[Drozd, 1983]). Na Hurwitzovy mySlenky o celych kvaternionech navézal
L. E. Dickson v praci Arithmetic of quaternions z roku 1922, a zejména ve
své knize Algebras and their arithmetics (1923).

Poznamenejme jesté, ze ve druhém dile Dicksonovy monografie History of
the theory of numbers z roku 1920 jsou podrobné staté o souctech dvou, tii,
Ctyt a obecné n ¢tverci (VI. az IX. kapitola, str. 221-323).

5. Ciselné obory jako linearni algebry

Snahy o rozsifeni oboru komplexnich ¢isel na néjaky vétsi Ciselny obor
privedly matematiky ke zkoumani linearnich algeber s délenim, normovanych
algeber a podobnych struktur. Nejprve se jednalo o realné asociativni algebry,
pozdéji o realné neasociativni algebry a o algebry nad obecnymi télesy.
Pripomenime nejprve tyto pojmy; pro jednoduchost se budeme vénovat pouze
realnym algebram.

Algebra A se nazyva algebra s délenim, pokud spliiuje tuto podminku: pro
kazdé dva prvky a, 5 € A, a # 0, existuji jednoznacné urcené prvky &, € A,
pro néz af = [ a na = .

Algebra A se nazyvd normovand (téz kompozicni), jestlize je opatfena
skalarnim soucinem a pro odvozenou normu plati:

Ve,ye A oyl =z Jy] .

Algebra A se nazyva kvadraticka, jestlize ma jednotkovy prvek e a kazdy
prvek = € A vyhovuje néjaké kvadratické rovnici 22 = ae + ba.

Jestlize je A redlnd algebra dimenze n, potom je kazdy prvek z € A
mozno vyjadfit soufadnicemi (21, . . ., 2, ) vzhledem k pevné zvolené bézi. Misto
algebry A je tedy mozno uvazovat izomorfni algebru R™.

Neni obtizné dokazat nasledujici tvrzeni:
— Redlna algebra konecné dimenze je algebrou s délenim pravé tehdy,
kdyz nemé netriviadlni délitele nuly.
— Normované redlné algebra nemé netriviadlni délitele nuly.
— Redlna normovana algebra konecné dimenze je algebrou s délenim.

— Redlna alternativni algebra konecné dimenze je algebrou s délenim
pravé tehdy, kdyz ma jednotkovy prvek a ke kazdému jejimu nenulové-
mu prvku existuje prvek inverzni. (Redlnd asociativni algebra s délenim,
kterd ma konecnou dimenzi, je tedy télesem.)
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H. Hankel v knize Theorie der compleren Zahlensysteme z roku 1867
dokazal, ze obor komplexnich ¢isel nelze rozsitit na vétsi ¢iselny obor, v némz
by platily vSechny aritmetické zakony. Dokézal tedy, Ze neexistuje readlna
komutativni asociativni algebra s délenim obsahujici komplexni ¢isla jako
vlastni podalgebru. Zodpovédél tak negativné Gaussovu otazku z roku 1831.

Ein hoheres complexes Zahlensystem, dessen formale Rechnungsoperationen
nach den Bedingungen des §. 28 bestimmt sind, und dessen Einheitsproducte
in’s Besondere lineare Functionen der urspringlichen Finheiten sind, und in
welchem kein Product verschwinden kann, ohne dass einer seiner Factoren
Null wiirde, enthdlt also in sich einer Widerspruch und kann nicht existiren.

([Hankel, 1867], str. 107)

Obdobnymi problémy se zabyval K. T. Weierstrass v Sedesatych letech
19. stoleti ve svych pfednaskich na berlinské univerzité.!? Své vysledky
publikoval az se zna¢nym Casovym odstupem v praci Zur Theorie der aus
n Haupteinheiten gebildeten complexen Grossen z roku 1884. Zformuloval
problém rozsifovani ¢iselnych obort a odvolal se na vysSe zminénou Gaussovu
otazku:

Nach Aufstellung des Begriffes einer aus n Haupteinheiten gebildeten com-
plexen Grésse ist zundchst zu untersuchen, ob und wie sich fiir ein Gebiet
solcher Gréssen, d. h. fiur die Gesammtheit der aus denselben Haupteinhei-
ten (e1,ea,...e,) gebildeten Grossen die arithmetischen Grundoperationen so
definiren lassen, dass erstens, wenn a,b,c, ... beliebige Grossen des Gebietes
sind,

a+b, a—b, ab, =
b
ebenfalls dem Gebiete angehoren, und dass zweitens die in den folgenden
Gleichungen ausgesprochenen Gesetze gelten: ... — a pripojil bézné aritmetické
identity. ([Weierstrass, 1884], str. 312)

K. T. Weierstrass zavedl v této praci pojem netrividlniho délitele nuly;
dokézal, ze kazda redlnad komutativni algebra dimenze n > 2 m& netrivialni
délitele nuly. (Vyznam netrividlnich délitelit nuly si uvédomoval i H. Hankel.
Viz [Hankel, 1867].)

Wenn ich nun mit dem FErgebniss der wvorstehenden Untersuchung die
im Anfang angefiihrte Gaussische Bemerkung, dass complexe Grdssen mit
mehr als zwei Haupteinheiten in der allgemeinen Arithmetik unzuldssig seien,
zusammenhalte, so scheint es mir, dass Gauss diese Unzuldssigkeit als dadurch
begrindet angesehen habe, dass das Product zweier Gréssen, sobald n > 2,
verschwinden kann, ohne dass einer seiner Factoren den Werth Null hat. ...
In der That geht aus dem oben ... ausgesprochenen Satze hervor, dass die
Arithmetik der allgemeinen complexen Grdssen zu keinem Resultate fihren
kann, das nicht aus Ergebnissen der Theorie der complexen Grissen mit einer
oder mit zwei Haupteinheiten ohne Weiteres ableitbar ware.

([Weierstrass, 1884], str. 327-328)

19 Vig té7 [Kossak, 1872], str. 24-27, [Cartan, Study, 1908], str. 361.
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G. Frobenius publikoval roku 1878 praci Ueber lineare Substitutionen und
bilineare Formen, v niz mimo jiné dokézal, Ze redlné asociativni algebry
s délenim, které maji konecnou dimenzi, jsou pouze t¥i: redlna ¢isla, komplexni
¢isla a kvaterniony.

Wir sind also zu dem Resultate gelangt, dass ausser den reellen Zahlen
(m = 0), den imagindren Zahlen (m = 1) und den Quaternionen (m = 3) keine
andern complexen Zahlen in dem oben definirten Sinne existiren. ([Frobenius,
1878, str. 63)

Dalsi diukaz této véty podal roku 1881 Charles Sanders Peirce ve tietim
dodatku k praci svého otce Benjamina Peirceho Linear associative algebra,
ktery nese nazev On the algebras in which division is unambiguous, uvadi stejny
vysledek:

. Thus it is proved ... that ordinary real algebra, ordinary algebra with
imaginaries, and real quaternions are the only associative algebras in which
division by finites always yields an unambiguous quotient.

([Peirce, 1881], str. 229)

F. X. Grissemann v praci Elementarer Nachweis des Satzes von Frobenius
tber die Ausnahmsstellung der Quaternionen unter den complexen Zahlensys-
temen von mehr als zwei Finheiten z roku 1900 pise:

Die Quaternionen nehmen unter den Systemen complexer Zahlen mit mehr
als 2 Finheiten eine Ausnahmsstellung ein. Denn kein anderes System kommit
dem reellen und gemeinen complexen Zahlensysteme hinsichtlich der Regeln fiir
die 4 Rechnungsarten so nahe wie das sogenannte System der Quaternionen.

Wenn man ndmlich neben dem Fortbestande des distributiven und associa-
tiven Gesetzes auch noch die Forderung stellt, dass ein Product niemals ver-
schwinde, wenn nicht wenigstens einer der Factoren verschwindet, so gentgt
von den mit einem Modul ausgestatteten Systemen complexer Zahlen von mehr
als 2 Einheiten nur noch das Quaternionensystem. Dieser merkwiirdige, in der
Theorie der complexen Zahlensysteme so bedeutsame Satz wurde zuerst von
Frobenius ... nachgewiesen. ([Grissemann, 1900], str. 132)

Frobeniovu vétu najdeme v fadé monografii ¢i ucebnic, napf. v monografii
L. E. Dicksona Linear algebras z roku 1914, v knize A. A. Alberta Structure
of algebras z roku 1939 atd. Ve tfetim vydéni ucebnice A. G. Kurose Kurs
vyssej algebry z roku 1952 je Frobeniova véta dokazana na stranach 321 az
325. Je i v KuroSové knize Lekcii po obscéej algebre (1962), v knize Israela
Nathana Hersteina (1923-1988) Topics in algebra (1964), v knizce I. L. Kantora
a A. S. Solodovnikova Giperkompleksnye ¢isla (1973). Jednoduchy dikaz
Frobeniovy véty podal roku 1968 R. S. Palais v clanku The classification of
real division algebras. Mimo jiné piSe:

The proofs of Frobenius’ theorem in the literature seem to be of two types.
FEither they are elementary, but rather computational, ... or else they deduce
the theorem from sophisticated general results about division algebras, ... We
wish to give here a short, self-contained proof which seems both elementary and
conceptual. ([Palais, 1968], str. 366-367)
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Vratme se vSak jesté na konec 19. stoleti.

Roku 1898 dokézal A. Hurwitz v praci Uber die Komposition der quadra-
tischen Formen von beliebig vielen Variablen, Zze redlné normované algebry
dimenze n existuji pouze pron = 1,2,4, 8; tomuto vysledku se fika Hurwitzova
véta. Problém, ktery resil, zformuloval v ivodu své préace jasné a srozumitelné:

Im Gebiete der quadratischen Formen von n Variablen wird eine Komposi-
tionstheorie stattfinden, wenn fir irgend drei quadratische Formen ¢, 1, x von
nicht verschwindender Determinante die Gleichung

(,D(Cﬁl, T2ywnn xn)w(yla Y2, .. yn) = X(Zh 22y Zn) (1)
dadurch befriedigt werden kann, dass man die Variablen zi,zs,...z, durch
geeignet gewdhlte bilineare Funktionen der Variablen x1,x2,...x, und y1, y2,

. Yn ersetzt. Da eine quadratische Form durch lineare Transformation der
Variablen in eine Summe von Quadraten tbergefihrt werden kann, so darf
man, ohne die Allgemeinheit zu beeintrdichtigen, an Stelle der Gleichung (1)
die folgende:

@ a4 Ha)lFy oty =gt ()

betrachten. Hiernach ist die Frage, ob fir quadratische Formen mit n Variablen
eine Kompositionstheorie existiert, im wesentlichen identisch mit der andern,
ob man der Gleichung (2) durch geeignete bilineare Funktionen z1,za,...zp
der 2n unabhdngigen Variablen x1,x2,...%n, Y1,Y2,... Yn gentgen kann. In
den folgenden Zeilen will ich zeigen, dass dieses nur in den Fdllen n =
2,4,8 maglich ist, dass also nur fir bindre Formen, fiir quaterndre Formen
und fir Formen mit 8 Variablen eine Kompositionstheorie existiert. Durch
diesen Nachweis wird dann insbesondere auch die alte Streitfrage, ob sich
die bekannten Produktformeln fir Summen von 2, 4 und 8 Quadraten auf
Summen von mehr als 8 Quadraten ausdehnen lassen, endgiiltig, und zwar in
verneinendem Sinne entscheiden. (Werke IL., str. 565)

V Hurwitzové poztistalosti byla nalezena delsi prace s obdobnym nazvem —
Uber die Komposition der quadratischen Formen; vydana byla az roku 1923.
A. Hurwitz se v ni zabyval obecnéj$im problémem, kdy souc¢in souctu p ¢tverca
a souctu n ¢tvercti dava soucet n ctverct, tj.

(@3 +a3 4 +a2) B+ i+ )= g+ 22

V obou téchto pracich vyrazné vyuzival maticovy aparat.

Podrobné o problematice vzorct pro soucty ¢tvercti a o Hurwitzové vété
pise L. E. Dickson v ¢lanku On quaternions and their generalization and the
history of the eight square theorem z roku 1919. V jeho paté casti zcela exaktné
formuluje problém a pak podavéa dikaz Hurwitzovy véty zaloZeny na linearni
zévislosti matic.
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We seek the values of n for which there exists an identity (as to the x's and
y's) of the form

@+ )i+ yn) =t (8)

where z1,...,2z, are linear in x1,...,T, and also in yi,...,Yn. Let
2i = @i1Y1 + -+ QinlYn (i=1,...,n),

where the a;; are linear functions of z1, ..., x,. ([Dickson, 1919], str. 159-160)

Theorem. Except for n = 1,2 4,8, there exists no identity (8) expressing the
product (z3 + -+ + 22)(y? + --- + y2) as a sum of the squares of n bilinear
functions of x1,...,x, and y1,...,yn. ([Dickson, 1919], str. 164)

Stejny problém jako A. Hurwitz fe$il jinou metodou Johann Karl August
Radon (1887-1956) v praci Lineare Scharen orthogonaler Matrizen z roku
1921. Beno Eckmann (nar. 1917) dospél roku 1943 ke stejnému vysledku
v ¢lanku Gruppentheoretischer Beweis des Satzes von Hurwitz-Radon tber die
Komposition quadratischer Formen. Problematika vzorcli pro soucty ctverct
dosud neni mrtv4; viz napt. relativné neddvnd prace [Lam, Yiu, 1989].

Jurij Vladimirovi¢ Linnik (1915-1972) zobecnil roku 1938 v ¢lanku Obobsce-
nie teoremy Frobenius’a i ustanovlenie svjazi ee s teoremoj Hurwitz’a o kom-
pozicii kvadraticnych form tvrzeni Frobeniovy véty a pomoci tohoto svého vy-
sledku dokazal vétu Hurwitzovu.

Hans Freudenthal (1905-1990) dokézal v prvni ¢4sti svého spisu Oktaven,
Ausnahmegruppen und Oktavengeometrie z roku 1951 Hurwitzovu vétu pomoci
projektivni geometrie nad dvouprvkovym télesem a Desarguesovy véty. Claude
Chevalley uzil v knize The algebraic theory of spinors z roku 1954 k dikazu
Hurwitzovy véty Cliffordovy algebry.

Dukaz Hurwitzovy véty najdeme napi. v Curtisové ¢lanku The four and
eight square problem and division algebras z roku 1963 (autor zde vyuziva
jednoho vysledku N. Jacobsona z roku 1958) i v pozdé&jsich vydanich (1974,
1984) Curtisovy knihy Linear algebra. An introductory approach, kterd vysla
poprvé roku 1963. Dtkaz vyuzivajici teorie reprezentaci konecnych grup je
v Hersteinové knize Noncommutative rings z roku 1968.

Vysledky dosazené na prelomu 19. a 20. stoleti byly postupné zobecnovany.

M. Zorn dokéazal roku 1933 v praci Alternativkorper und quadratische
Systeme, ze kazda kvadratickd jednoduchd alternativni neasociativni algebra
nad télesem nulové charakteristiky je izomorfni s algebrou oktav.

Na problematiku algeber s délenim narazil také Svycarsky matematik
Heinz Hopf (1894-1971). V ¢lanku Systeme symmetrischer Bilinearformen und
euklidische Modelle der projektiven Rdume z roku 1940 dokazal, ze realna
komutativni algebra konecné dimenze s délenim mé nejvyse dimenzi 2, a je
tedy izomorfni s algebrou redlnych nebo komplexnich ¢isel (z komutativity zde
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vyplyva asociativita). Ma-li tato algebra jednotkovy prvek, jedné se o algebru
realnych nebo komplexnich ¢isel. V této Hopfové praci je zajimava pasaz:

Wir ziehen fiir eine Algebra — oder ein hyperkomplexes System mit endlich
vielen Finheiten —, in welcher die Addition als Vektor-Addition in tblichen
Sinne erklart sein soll, die folgenden Postulate fiir die Multiplikation in
Betracht:

a) das distributive Gesetz,

b) das assoziative Gesetz,

¢) das kommutative Gesetz,

d) die Divisions-FEigenschaft, d.h. die Nicht-Ezistenz von Nullteilern.

Es soll sich nur um Algebren tber dem Kérper der reellen Zahlen handeln.
Man weif$ : die einzige Algebra, welche alle vier Postulate erfillt, ist der Korper
der gewohnlichen komplexen Zahlen; verzichtet man auf gewisse der Postulate,
so kommen neue Systeme hinzu. Wir wollen hier jedenfalls an a) und d)
festhalten; halt man auflerdem an b) fest, verzichtet aber auf ¢), so kommt das
System der Quaternionen — und nur dieses — hinzu; verzichtet man auf ¢) und
b), so gibt es noch mindestens ein weiteres System: das Cayleysche System mit
8 Einheiten. Der Umstand, daf dieses Cayleysche System eine gewisse Rolle in
Algebra und Geometrie spielt, zeigt, daf$ auch der Verzicht auf das assoziative
Gesetz b) nicht unberechtigt ist. Daher liegt die Frage nach Systemen nahe, in
welchen zwar a), ¢), d) erfillt sind, aber nicht b).

Es gilt nun der Satz, daf$ es kein solches System gibt; also: die Giltigkeit
des assoziativen Gesetzes ist fir eine Algebra tber dem Korper der reellen
Zahlen eine Folge der Postulate a), c), d); anders ausgedrickt: auch wenn man
die Giltigkeit des assoziativen Gesetzes der Multiplikation nicht ausdricklich
postuliert, ist der Kérper der komplexen Zahlen der einzige kommutative
FErweiterungskorper endlichen Grades tber dem Kérper der reellen Zahlen.
(Selecta, str. 109-110)

V préaci Ein topologischer Beitrag zur reellen Algebra z roku 1940 H. Hopf
dokazal, Ze redlné algebra konecné dimenze s délenim musi mit dimenzi, ktera
je mocninou dvojky; vyuzil k tomu vysledky algebraické topologie.

Zhruba ve stejné dobé dosli Stanislaw Mazur (1905-1981) a Izrail’ Moiseevic¢
Gel’fand (nar. 1913) k vysledku, ktery je ve funkcionédlni analyze oznacovan jako
Gel’'fandova-Mazurova véta: jedinymi Banachovymi algebrami s délenim jsou
realnd ¢isla, komplexni ¢isla a kvaterniony.

Roku 1947 se vénoval A. A. Albert normovanym algebram v ¢lanku Absolute
valued real algebras; dokazal, Ze redlnd algebra s délenim, kterd mé jednotkovy
prvek, je alternativni. O dva roky pozdéji podal v praci Absolute valued
algebraic algebras popis vSech redlnych normovanych algeber.

Roku 1950 dokazali R. H. Bruck a E. Kleinfeld, Ze existuje pouze jedina
realnd alternativni neasociativni algebra konecné dimenze s délenim, a to
oktavy. Tomuto tvrzeni se nékdy rikd zobecnéna Frobeniova véta. Vyslovuje se
téz takto: redlné alternativni algebry s délenim, které maji kone¢nou dimenzi,
jsou préave ¢tyti: redlna ¢isla, komplexni ¢isla, kvaterniony a oktavy. Viz [Bruck,
Kleinfeld, 1951], viz téz [Skornjakov, 1950].
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Roku 1958 dokézali nezavisle na sobé M. Kervaire, Raoul Bott (1923-2005)
a John W. Milnor (nar. 1931), Ze redlné algebry s délenim dimenze n existuji
pouze pro n = 1,2,4,8. Z ptredchoziho vime, Ze se jednd o dvé komutativni
asociativni algebry (redlnd a komplexni ¢isla), jednu nekomutativni asociativni
algebru (kvaterniony) a jednu neasociativni algebru, kterd je vSak alespoii al-
ternativni (oktévy); dale existuje nekoneéné mnoho redlnych algeber s délenim,
které vsak nejsou alternativni.

Bylo dokazano, ze readlné normované algebry konec¢né dimenze, které maji
jednotkovy prvek, jsou pouze Ctyfi (redlnd a komplexni ¢isla, kvaterniony
a oktavy) a Ze vSechny dalsi normované algebry z nich vzniknou zavedenim
nového nasobeni rovnosti

aob:f(a)f(b),

kde f a ¢ jsou izomorfismy zachovévajici normu (ortogonédlni zobrazeni),
tj. izomorfismy, pro néz pro kazdy prvek a plati

Dopliime jesté pro zajimavost, Ze existuji pouze C¢tyfi neizomorfni realné
normované algebry dimenze 2. Je to algebra komplexnich ¢isel a t¥i algebry,
které z ni vzniknou zavedenim nového nasobeni

aob=a-b, aob=a-b, aob=a-b.

Rovnéz vSechny realné normované algebry dimenze 4 dostaneme z algebry
kvaternionti zavedenim nového nasobeni nékterou z nasledujicich rovnosti:

aob=c-a-b-d, aob=c-a-b-d, aob=c-a-b-d, aob=c-a-b-d,

kde ¢, d jsou pevné zvolené kvaterniony.
O redlnych algebrach s délenim viz [Ebbinghaus, 1983].

Vratme se nyni na pocéatek 20. stoleti k pracim, které se neomezovaly pouze
na realné algebry.

Roku 1906 se L. E. Dickson vénoval linedrnim algebram s délenim nad
obecnym télesem, a to v ¢lancich Linear algebras in which division is always
uniquely possible a On commutative linear algebras in which division is always
uniquely possible. Ve stejném roce vysetfoval v praci On linear algebras algebry
nad télesem racionalnich cisel:

In the theory of algebraic numbers we consider such systems of numbers
as the set of all numbers r + si+ ti2, in which r,s,t are rational, while i is
an irrational number satisfying an equation x3 — fx — b = 0 with rational
coefficients. This set of numbers is called a field (or domain) since the sum,
difference, product, or quotient, of any two of the numbers is likewise an unique
number of the set. If we put i2 = j, we may consider this field to be a linear
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algebra composed of all numbers r+si+t] (r,s,t rational), in which the "units”
1, i, j satisfy the relations

?=j, i-j=j-i=b+pi, P=>bi+0j. (2)
([Dickson, 1906], str. 201)

L. E. Dickson se v nékolika pracich zabyval linedrnimi algebrami, které jsou
v ur¢itém smyslu blizké ¢iselnym obortm:

There is a very extensive literature on linear associative algebras, in which
i(jk) = (ij)k for any three units (not necessarily distinct). But only in
rare instances, such as for quaternions, is division always possible; while then
multiplication is not commutative. Another class of highly interesting linear
algebras has been considered recently. In these, multiplication is commutative
and distributive, but not always associative, while division is always uniquely
possible. We shall here investigate such triple algebras ...

([Dickson, 1906], str. 201-202)

Vénoval se téZ souvislostem teorie Cisel a teorie algeber, nékdy se hovori
o aritmetice v algebrach. Viz napt. [Albert, 1955], [Fenster, 1998].

Objev komplexnich ¢isel, rozpoznani jejich mista v matematice, vnimani je-
jich vyznamu a uziteénosti, a zejména pochopeni jejich geometrické interpretace
motivovalo fadu matematikd k tvahédm o ¢iselnych oborech, které by vhodnym
zplsobem rozsitovaly obor ¢isel komplexnich na jesté vétsi ¢iselny obor, nebo
néjakym jinym zptsobem rozsifovaly obor ¢isel realnych. Studium takovychto
¢iselnych struktur, tzv. hyperkomplexnich ¢isel, bylo ve druhé poloviné 19. sto-
leti pomérné atraktivnim tématem badatelské prace.

V souvislosti s objevem kvaterniontl a s jejich dalsim intenzivnim studiem
byly mimo jiné polozeny zéklady vektorového poctu. Pti vysetfovani rtiznych
struktur hyperkomplexnich ¢isel byla rozvinuta fada velmi zajimavych mysle-
nek, které lze opravnéné radit do algebry, teorie Cisel, geometrie, matematické
analyzy a dalsich disciplin. Cenné podnéty dala teorie hyperkomplexnich ¢isel
i fyzice.

Studium nejriaznéjsich obort hyperkomplexnich ¢isel vedlo v posledni tietiné
19. stoleti ke zrodu obecnéjsiho pojmu, k vytvoreni dilezitého pojmu linearni
asociativni algebra. Rada konkrétnich oborti hyperkomplexnich ¢isel je linearni
asociativni algebrou, neasociativni struktury, naptiklad oktavy, vsak ztstavaji
stranou; teprve ve 20. stoleti byly zahrnuty do obecnéjsiho pojmu algebra. Tzv.
algebry s délenim zobecnily v jiném slova smyslu klasické ¢iselné obory.
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V pojmu linearni asociativni algebra je obsazen pojem vektorového prostoru.
Staci rezignovat na nasobeni prvka a ponechat jen jejich séitdni a nadsobeni ska-
larem. Pojem vektorového prostoru se spolu s fadou dilezitych poznatkt, které
dnes fadime do linearni algebry, postupné rodil ve druhé poloviné 19. stoleti.
Teprve ve dvacatych a tiicatych letech 20. stoleti vSak dosahl vSeobecného
uznani. VysSetfovani hyperkomplexnich ¢isel, linearnich asociativnich algeber
a obecnéjsich struktur vyznamné pfispélo k rozvijeni fady myslenek, které se
pozdéji staly zékladem teorie vektorovych prostorti, resp. linedrni algebry.
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