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V. KANONICKE TVARY

Between 1850 and 1880 are proved the main theorems of linear algebra,
concerning what are called the "reductions” of square matrices. One
of these is the problem of finding, for a given square matriz U, an
invertible matriz P such that PUP™! has a "reduced” unique canonical
form, which here (for complex matrices U) means a diagonal array of
Jordan matrices; this is the way Jordan himself treats the problem,
improving on a previous result of Grassmann, who had proved the
existence of a "reduced” triangular matric PUP~! for any U (using
already the intrinsic notion of endomorphism instead of the notion of
square matriz).

([Dieudonné, 1981], str. 72-73)

1. Formulace problémaii

Velmi dilezitou partii teorie matic tvori poznatky o kongruenci a podobnosti
matic; tGzce souviseji s problematikou kanonickych tvart. Velky vyznam v ni
maji vlastni ¢isla a vlastni vektory, systémy invariant podobnosti atd. Vlastni
¢isla matic (a operédtorii na nejriznéjsich typech prostort nekoneéné dimenze)
hraji dulezitou roli v teoretickych otazkach i v tadé aplikaci. Poznatky
o vlastnich ¢islech, jejichz soubor tvofi spektrum matice, resp. operatoru, jsou
predmétem tzv. spektrdalni teorie.

Nejprve pfipomeneme v soucasné fe¢i nasledujici dva okruhy problémii:

I. Klasifikace symetrickych bilinearnich, resp. kvadratickych forem.

II. Klasifikace linedrnich zobrazeni (endomorfismt, operatort).

I. Budeme fikat, Zze étvercové matice A, B (téhoz Fadu) jsou kongruentni,
existuje-li takova regularni matice P, ze

B=PTAP.

Uvazujeme-li, zZe matice A je matici bilinedrni, resp. kvadratické formy na
néjakém vektorovém prostoru konecné dimenze nad danym komutativnim té-
lesem, odpovida tento vztah zméné béze, pricemz transformacni matice P je
matici pfechodu od jedné baze ke druhé. Je pochopitelné, zZe se z fady divodii
snazime, aby byla matice zkoumané formy co nejjednodussi, nejlépe diagonalni
(odpovidajici analytické vyjadfeni pfislusné formy potom neobsahuje ,,smiSené
souCiny“). Je-li matice A symetrickd, tj. jedna-li se o symetrickou bilinedrni,
resp. kvadratickou formu (a téleso, nad kterym pracujeme, nem4 charakteris-
tiku 2), 1ze toho dosdhnout vhodnou zménou baze daného prostoru.
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Ma4-li nap¥. kvadraticka forma g vzhledem k jedné bazi vyjadienit
g(z) = zAz",
pak je po provedené transformaci soufadnic T = P&T
q(€) = EPTAPET = ¢BET.

Na mnoziné vSech ¢tvercovych matic pevné zvoleného fadu je kongruence
matic ekvivalenci, je totiz reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Urcuje proto
disjunktni rozklad mnoziny vsSech matic daného fadu na tfidy navzajem
kongruentnich matic. Omezime-li se na symetrické matice, pak v kazdé tridé
uvazované ekvivalence existuje alespon jeden vhodny reprezentant, kterym je
diagonalni matice.

Pro matice nad télesem komplexnich ¢isel nemé predchozi teorie rozumny
smysl, musime ji proto modifikovat. Kongruentni matice definujeme vztahem

B=PYTAP, resp. B=P*AP;
. 5. L .. =T
matice P je sdruzend k matici P a P* =P .
V komplexnim pfipadé hraji dulezitou roli formy seskvilinearni, hermitovské
seskvilinearni, resp. kvadratické formy z nich odvozené; jejich matice jsou her-
mitovské.

V redlném i komplexnim piipadé je mozno navic nezavisle na zvolené
bazi zjistit pocet kladnych, zdpornych a nulovych ¢lenti v diagondlnim tvaru
uvazované symetrické, resp. hermitovské matice.

II. Budeme fikat, Ze ¢tvercové matice A, B (téhoz fadu) jsou podobné,
existuje-li takova regularni matice P, Ze

B=PlAP.

Uvazujeme-li, Ze matice A je matici linedrniho zobrazeni (endomorfismu,
operatoru) vektorového prostoru, odpovida tento vztah zméné baze. Transfor-
macni matice P je pfitom matici pfechodu od jedné béaze ke druhé. Z rady
divodt se snazime, aby byla matice zkoumaného linedrniho zobrazeni co nej-
jednodussi. Nelze vSak pozadovat, aby byla matice B diagonalni, pro nékteré
matice A toho nelze dosdhnout. Z takového pozadavku je nutno slevit. Navic
se zde projevuje zcela zasadni zavislost na vlastnostech télesa, nad nimz se vse
provadi.

Maé-li linedrni zobrazeni (endomorfismus) f prostoru V koneéné dimenze
vzhledem k jedné bazi vyjadieni

fla)t = Aa?,

1 Vektory, tj. n-tice prvkii uvazovaného télesa, chapeme v dalsim textu jako ¥adky.
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pak je po provedené transformaci soutadnic 27 = P¢T (a proto je tedy téz

f@)T =PfE)T, resp. f(§)T =P~ f(x)T)
FEOT =P f(a)T =P 42T = PtAPET = BET.

Na mnoziné vSech ¢tvercovych matic pevné zvoleného fadu nad danym
komutativnim télesem je podobnost matic ekvivalenci, je totiz reflexivni,
symetricka a tranzitivni. Urcuje tedy disjunktni rozklad mnoziny vSech matic
daného fadu na t¥idy navzajem podobnych matic. Jak jiz bylo feCeno, v né-
kterych tridach neexistuji diagonalni matice. Zasadnim problémem je zvolit
vhodné reprezentanty t¥id navzajem podobnjych matic a stanovit systém
invarianti charakterizujicich podobnost matic. Podobné matice maji stejny
charakteristicky polynom, a tedy i vlastni &isla.?

Poznamenejme, Ze pokud budeme pozadovat ortogonalitu transformacni
matice P, potom vzhledem ke vztahu

P~ =PT  resp. v komplexnim piipadé P~ = P = P*,

pfipady I. a II. splyvaji.

Obecny pojem ekvivalence matic diskutoval G. Frobenius (1849-1917)
v praci Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen z roku 1878. Navazal
tak obecné pojatou praci na specialni pfipady, kterymi se zabyvali zejména
K. T. Weierstrass (1815-1897) v praci Zur Theorie der quadratischen und

bilineare Formen (1868) a L. Kronecker (1823-1891) v pojedndni Ueber die
congruenten Transformationen der bilinearen Formen (1874).

Problematikou vyvoje teorie matic se v sedmdesatych letech 20. stoleti in-
tenzivné zabyval Thomas Hawkins. Jeho obsirné a zasvécené préace je mozno
viele doporucit k hlubsimu studiu myslenek a postupt jednotlivych matema-
tikd, kteri se v nejriznéjsich souvislostech vénovali otdzkam kanonickych tvari,
charakteristické (sekuldrni) rovnici, vlastnim ¢islim a vlastnim vektortum, resp.
tzv. spektralni teorii matic.

T. Hawkins: The Theory of Matrices in the 19th Century (1974),

T. Hawkins: Cauchy and the Spectral Theory of Matrices (1975),

T. Hawkins: Another Look at Cayley and the Theory of Matrices (1977),
T. Hawkins: Weierstrass and the Theory of Matrices (1977).

Zakladni informace a hlavni bibliografické odkazy 1ze nalézt v ¢lanku
I. Grattan-Guiness, W. Ledermann: Matriz theory (1994).

Prvni ¢ast této kapitoly uzavieme slovy T. Hawkinse z roku 1977:

Although the origins of the theory of matrices can be traced back to the 18"
century and although it was not until the 20™" century that it was absorbed

2 Toto tvrzeni nelze obratit, existuji matice, které podobné nejsou, ackoliv maji stejny
charakteristicky polynom.
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into the mainstream of mathematics, it was a creation of the 19" century.
During that fertile epoch in the history of mathematics, basic theorems on
matriz similarity, congruence and equivalence were established and canonical
matriz forms introduced. The properties of the characteristic roots of various
types of matrices (symmetric, Hermitean, orthogonal, unitary, etc.) were also

discovered. ([Hawkins, 1977], str. 155)

2. Transformace rovnic kuzeloseéek a kvadrik k hlavnim osam

V zakladnich ucebnicich analytické geometrie se pomérné brzy setkavame
s ulohou na prevedeni rovnice kuzelosecky na zakladni tvar, kterd se fesi ro-
taci souradného systému o takovy thel, aby osy uvazované kuzelosecky byly
rovnobézné (resp. totozné) s osami souradného systému. Obdobnéa tloha se
tyka kvadrik, problém je vsak mozno zobecnit na jakoukoli kone¢nou dimenzi.
Neékdy je tvrzeni o existenci prislusné ortogonalni transformace uvadéno jako
teorém o hlavnich osach (Principal axis theorem).

V jednoduchém piipadé se jedna o transformaci kvadratické formy
ax? 4 2bzy + cy?

na tvar a€? + n?, ktery obsahuje pouze ¢étverce proménnych.

S timto problémem se setkali jiz zakladatelé analytické geometrie. René Des-
cartes (1596-1650) se roku 1637 zminil ve svém dile La géométrie o algebraické
transformaci kvadratické formy, kterd odpovida rotaci soufadné soustavy.
V pojednani Elements of curves, které bylo roku 1660 publikovano jako soucast
komentait k dalsimu vydéani této Descartesovy knihy, prevedl Johan de Witt
(1625-1672) rovnici kuzelosecky na zakladni tvar, tj. k hlavnim osdm. D4 se
Fici, ze provedl diagonalizaci prislusné symetrické matice.

V dobé, kdy R. Descartes rozvijel myslenky analytické geometrie, zabyval
se obdobnymi idejemi rovnéz Pierre de Fermat (1601-1665). I on studoval
prevedeni rovnice kuzelosecky k hlavnim osdm. Jeho pojednani Ad locos planos
et solidos isagoge vSak bylo publikovano az roku 1679, tj. ¢trnact let po jeho
smrti. Vyvoj analytické a algebraické geometrie pfilis neovlivnilo.

Leonhard Euler

Leonhard Euler (1707-1783) fesil problém pfevedeni bindrni a ternarni
kvadratické formy na diagonalni tvar ve druhém dile své knihy Introductio
in analysin infinitorum z roku 1748. V paté kapitole apendixu nazvané De
superficiebus secundi ordinis studoval kvadratickou plochu

az? + Byz +yrz + oy  +exy+ i +nz+0y+ i+ x =0

a zabyval se otdzkou, jak zménou soufadného systému (pfechod od soufadnic
x,y, z k soufadnicim p, ¢,r) docilit zjednoduseni jeji rovnice. Jednalo se tedy
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o prevedeni vyse uvedené rovnice kvadratické plochy vyjadfené v souradnicich
T, Y, z na rovnici

Ap* + B +Cr* + K =0

vyjadifenou v soutadnicich p, q,r. Je pochopitelné, Ze se zde objevila vlastni
Cisla prislusné linearni transformace. Tuto problematiku vySetfoval L. Euler
v odstavcich 113, 114 a 115, které zde uvedeme.

113. Quia, mutando positionem ternorum Azium, quibus Coordinatae sunt
parallelae, aequatio generalis ad formam simpliciorem reduci potest, ista Te-
ductione ita utamur, ut aequationem generalem pro Superficiebus secundi ordi-
nis ad formam simplicissimam redigamus, quae tamen omnes sSpecies aeque ac
generalis in se complectatur. Cum igitur aequatio generalis pro Superficiebus
secundi ordinis sit

azz+ Byz +yxz+dyy +exy+Crr+nz+0y+wx+x =0,

quaeramus aequationem inter alias ternas Coordinatas p,q & r, quae quidem
se mutuo in eodem puncto, quo ternae priores se decussent. Ad hoc ex §.92
statuatur

x = p(cos.k.cos.m — sin.k.sin.m.cos.n) + q(cos.k.sin.m +
sin.k.cos.m.cos.n) — r.sin.k.sin.n
&
y = — p(sin.k.cos.m + cos.k.sin.m.cos.n) — q(sin.k.sin.m —
cos.k.cos.m.cos.n) — r.cos.k.sin.n
atque
Z = — pP.SIN.M.Sin.n + q.cos.m.sin.n + r.cos.n ,

unde resultet ista aequatio

App+ Bqq+ Crr + Dpg+ Epr + Fqr+Gp+ Hq+ Ir+ K =0 .

114. Jam anguli illi arbitrarii k, m, & n ita definiri poterunt, ut tres
coéfficientes D, E, & F evanescant. Quanquam enim calculus nimis fit
prolizus, quam ut angulorum illorum determinatio actu ostendi possit; tamen
si quis forte dubitet, an semper ista eliminatio ad valores reales angulorum
illorum perducat, is certe concedere debebit, duos saltem coéfficientes D & E
nihilo aequales reddi posse. Hoc autem si fuerit effectum, positio tertii Auxis,
cui Ordinatae r sunt parallelae in plano ad Ordinatas p normali, facile ita
mutari potest, ut etiam coéfficiens F evanescat. Statuatur enim q = t.sin.i +
w.co8.i. & r = t.cos.i — u.sin.i, ita ut, loco termini qr, novus terminus tu
ingrediatur, cujus coéfficiens ope anguli © nihilo aequalis fieri poterit. Hoc igitur
modo aequatio generalis pro Superficiebus secundi ordinis ad hanc formam
perducetur

App+ Bqq+Crr+Gp+ Hqg+Ir+ K =0.
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115. Nunc praeterea Coordinatae p,q,r datis quantitatibus ita augeri dimi-
nuive poterunt, ut coéfficientes G, H & I evanescant; quod fiet mutato tantum
puncto illo, unde omnes Coordinatae initium habent. Atque hoc modo omnes
Superficies secundi ordinis in hac aequatione continebuntur

App+ Bqg+Crr+ K =0,

ex qua intelligitur unumquodque trium planorum principalium per initium Co-
ordinatarum ductorum Superficiem in duas partes similes & aequales bisecare.
Ommnis ergo Superficies secundi ordinis non solum unum habet planum diame-
trale, sed adeo tria, quae se mutuo in eodem puncto normaliter intersecent;
quod punctum propterea Centrum Superficiei constituet, etiamsi in nonnul-
lis casibus hoc Centrum in infinitum distet. Simili scilicet modo, quo omnes
Sectiones conicae Centro dicuntur praeditae, etiamsi in Parabola Centrum
a Vertice infinite removeatur.

([Euler, 1748], dil II., odst. 113-115, str. 378-380)

L. Euler se problémim transformace kvadratické plochy k hlavnim osam,
rotacim soufadnych os, resp. ortogonalnim transformacim vénoval i pozdéji.
Roku 1765 vydal tfi prace, v nichz se zabyval rotacemi tuhého télesa: knihu
Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum ex primis nostrae cognitionis
principiis stabilita et ad omnes motus, qui in hujusmodi corpora cadere possunt,
accommodata, asi dvacetistrankovou praci Recherches sur la connoisance
mechanique des corps a rozsahlejsi pojednani Du mouvement de rotation des
corps solides autour d’un axe variable. V té dobé zavedl termin hlavni osy —
principal axes.

Joseph Louis Lagrange

Problém prevedeni kvadratické formy na soucet ¢tvercu studoval J. L. La-
grange (1736-1813) roku 1759 v préaci Recherches sur la méthode de mazimis
et minimis vénované zejména vypoctim extrému funkci vice proménnych
([Oeuvres 1., str. 3-4).

Tout ceci supposé€ et bien entendu, que Z représente une fonction algébrique
des variables t,u,x,y, ..., et qu’on se propose de la rendre un maximum ou un
minimum. Soit, selon les regles ordinaires,

dZ = pdt + qdu + rdx 4+ sdy + . ..
et l'on aura d’abord cette équation

pdt + qdu + rdx + sdy+--- =0 .

Potom mé oviem d?Z tvar nasledujici kvadratické formy:

d’Z =Adt? + 2Bdtdu + Cdu® + 2Ddtdx + 2Edudx +
+ Fdz? + 2Gdtdy + 2H dudy + 2Idzdy + Ldy® + . ..
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Autor se déle vénoval specidlnimu, jednoduchému ptipadu, kdy je n = 2:

Les variables contenues dans Z soient deuz, savoir t et u; alors
d*Z = Adt* + 2Bdtdu + Cdu® .
. Qu’on donne cependant a la proposée

Ad#? + 2Bdtdu + Cdu?

cette forme

A(dt+ BTd“)2 n (C— B{)W :

... (Oeuvres I, str. 5)

Roku 1775 publikoval dalsi pojednani o tomto tématu nazvané Nouvelle
solution du probléme du mouvement de rotation d’un corps de figure quelconque
qui n’est animé€ par aucune force accélératrice; ukazal v ném, ze koeficienty
vysledného tvaru symetrické formy t¥i proménnych jsou realné.

Teorie ¢isel

V teorii Cisel byly casto vySetfovany kvadratické formy s celociselnymi
koeficienty a linedrni substituce (rovnéz s celoéiselnymi koeficienty), pomoci
nichz byly nékteré kvadratické formy pfevadény na jednoduché tvary (napf. na
soucty ¢tverctl), kterym nékdy fikdme kanonické.

Problematika kvadratickych forem se v urcité podobé objevila jiz u Diofanta
ve 3. stoleti naseho letopoctu. V 19. stoleti se ukazaly zajimavé souvislosti
s otazkami, které dnes fadime do linearni algebry, resp. do teorie matic.

Teorii ¢isel se zabyval jeden z nejvétsSich matematikt vSech dob, Carl
Friedrich Gauss (1777-1855). Roku 1801 vySetfoval v rozsdhlém pojednani
Disquisitiones arithmeticae prevody binarnich a ternarnich kvadratickych
forem s celo¢iselnymi koeficienty na kanonicky tvar; uzival pfitom celociselné
invertibilni substituce. Tato problematika do linearni algebry prfimo nepatii,
metodika zminénych postupi s ni vSak tzce souvisi.

Dalsi vysledky

Studium pievadéni rovnic kfivek a ploch k hlavnim osdm zaméstnavalo
i dalsi matematiky. Pf¥ipomerime v této souvislosti jen nékolik praci z pocatku
19. stoleti, v nichz se toto téma v Sirsim rozsahu objevilo.

Francouzsky fyzik, astronom a matematik Jean-Baptiste Biot (1831-1907)
vydal roku 1810 praci Essai de géométrie analytique appliquée aux courbes et
auz surfaces du second ordre (7. vydani je z roku 1826), Octave Rochat publiko-
val roku 1812 stat Géométrie analitique. Construction des formules qui servent
a déterminer directement la grandeur et la situation des diamétres principau,
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dans les courbes du second degré rapportées d deux azes rectangulaires quel-
conques, francouzsky geometr Jean Nicolas Pierre Hachette (1769-1834) vydal
roku 1813 v PafiZi pojednani nazvané Traité des surfaces du second degreé.

Béhem dalsich desetileti se otdzka transformace rovnic kvadratickych kiivek
a ploch objevovala v fadé praci a monografii. Nékteré mély teoreticky charakter,
jiné Tesily konkrétni problémy z oblasti geometrie, mechaniky apod.

Carl Gustav Jacob Jacobi

C. G. J. Jacobi (1804-1851) vySetfoval roku 1827 transformaci rovnice
kvadratické plochy v praci Uber die Hauptaxen der Fldchen der zweiten
Ordnung, kterd ma vyrazné pocetni charakter. Studovany problém vystizné
charakterizoval:

Die Aufgabe, eine Oberflache der zweiten Ordnung auf ihr Hauptaxensystem
zu beziehen, fordert bekanntlich, einen Ausdruck von der Form:

Azxzx 4+ Byy + Czz + 2ayz + 2bzx + 2cxy

wo x,y,z die Coordinaten eines Punktes bedeuten, durch FEinfihrung eines
neuen rechtwinkligen Coordinatensystems in einen Ausdruck von der Form:

LEE+ Mov+ N(C

zu transformiren. Ich werde im Folgenden voraussetzen, dass das urspringliche
Coordinatensystem, in Bezug auf welches die Gleichung der Oberfliche gegeben
ist, ein schiefwinkliges sei. Das Problem, in dieser Allgemeinheit gefasst,
umfasst die beiden Fille, wo das urspringliche Coordinatensystem ein recht-
winkliges oder ein schiefwinkliges conjugirtes ist, welche beide schon friher
behandelt sind. (Werke II1., str. 47)

C. G. J. Jacobi vyjadril uvazovanou transformaci soufadnic ve tvaru

§=ax+pPy+vz,
v=adr+pfy+9z,
C=a"z+ 8"y ++"% .
Predpokladal, ze systém soutadnic &, v,n je kartézsky, zatimco osy vychoziho

systému sviraji thly A, u, v. Vzdjemné vztahy koeficienti uvaZzované transfor-
mace vyjadril nasledujicimi rovnostmi:

1) ac+dd + o’ =1, 4) 5’V+5/’V/ +ﬁ”’}/” =cos A\ ,
2) BB+ 33 +8'8" =1, 5) ’YCX+’Y’OLI+’}///OL// = cosp ,
3) ’Y’Y+’Y”Y’+’Y“’Y“ =1, 6) aB+a'f +a'B" =cosv .

Jestlize je tedy ptivodni systém kartézsky, je cos A = cosp = cosv = 0 a uva-
zZovand transformace je ortogonalni.
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Roku 1834 se C. G. J. Jacobi s kvadratickymi formami a jejich prevedenim
na kanonicky tvar znovu zabyval v praci o transformaci integrali nazvané De
binis quibuslibet functionibus homogeneis secundi ordinis per substitutiones li-
neares in alias binas transformandis, quae solis quadratis variabilium constant;
una cum variis theorematis de transformatione et determinatione integralium
multiplicium.

Julius Pliicker, Ludwig Otto Hesse

Némecky matematik a fyzik J. Pliicker (1801-1868) publikoval roku 1842
v Casopise Journal fiir die reine und angewandte Mathematik ¢lanek Aphoris-
men aus der Geometrie des Raumes. V jeho druhé ¢asti nazvané Allgemeine
Methode, eine homogene Function beliebig vieler Verdnderlichen in eine andere
zu verwandeln, welche nur die Quadrate der Verdnderlichen einhdlt se zabyval
transformaci homogenni rovnice druhého stupné n proménnych na kanonicky
tvar.? V tvodu napsal, Ze se snazi zobecnit zndmé p¥ipady n =2 a n = 3:

Die Haupt-Aufgabe bei der Discussion der allgemeinen Gleichung vom zwei-
ten Grade zwischen zwei und drei Verdnderlichen besteht darin, aus die-
ser Gleichung diejenigen Glieder wegzuschaffen, welche die Producte dieser
Verdnderlichen enthalten. Wir wollen diese Aufgabe auf eine beliebige An-
zahl von Verdnderlichen ausdehnen, und konnen bei der Symmetrie der Ent-
wickelungen die Aufgabe als geldset betrachten, nachdem wir den Fall der all-

gemeinen Gleichung zwischen vier, oder der allgemeinen homogenen Gleichung
zwischen finf Verdnderlichen behandelt haben. ([Pliicker, 1842], str. 287)

Prevodem kvadratickjch ploch k hlavnim osdm se v nékterych pracich
zabyval také némecky matematik L. O. Hesse (1811-1874). Jednalo se zejména
o clanky Neue FEigenschaften der linearen Substitutionen welche gegebene
homogene Functionen des zweiten Grades in andere transformiren die nur die
Quadrate der Variabeln enthalten (1859) a Zerlegung der Bedingung fir die
Gleichheit der Hauptazen eines auf einer Oberflache zweiter Ordnung liegenden
Kegelschnittes in die Summe von Quadraten (1862).

Obdobnymi problémy se v té dobé jiz zabyvali mnozi dalsi matematici
a fyzici.

3. Sekularni rovnice

Dilezité mysSlenky maticového poc¢tu jsou spjaty s metodami vypoctu
pohybu planet a jejich satelitti.

Na zakladé vysledkt Johanna Keplera (1571-1630) byla sluneéni soustava
néjakou dobu chapéna jako dokonaly stroj, ktery se pfesné idi tfemi zdkony,
které dnes nesou jeho jméno. Lze fici, ze Kepleriv popis sluneéni soustavy

3 Prvni ¢ast se nazyva Die Azen der Flichen zweiter Ordnung.
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a jejiho chodu byl postaven na geometrickém zakladé. Isaac Newton (1643—
1727) vylozil o nékolik desetileti pozdéji pohyb planet a jejich mésicti pomoci
gravitaéniho zédkona a pohybovych zdkont, z nichZz bylo mozno (v idedlnim
pfipadé) Keplerovy zdkony odvodit.

Béhem 18. stoleti upfesnovali astronomové, fyzici a matematici teorii pohybu
jednotlivych téles sluneéni soustavy a postupné budovali jeji matematicky
model. Pohyb kazdé planety je totiZz ovlivnén nejen pfitazlivosti Slunce, ale
i pritazlivosti ostatnich téles slune¢ni soustavy; nékterymi vice, nékterymi
méné, podle toho, jakou hmotnost maji a jak jsou daleko. Totéz lze fici
o pohybech meésici, komet apod. Vzajemna gravitac¢ni piisobeni jednotlivych
téles slunecni soustavy proto zpusobuji mensi ¢i vétsi odchylky jejich drah od
idealnich keplerovskych eliptickych orbiti.

Studium téchto odchylek a dlouhodobych poruch, jez byly v pohybech
planet a jejich satelitth pozorovany, bylo velikym tématem nebeské mechaniky
18. stoleti. Zavaznou otazkou, ktera se v této souvislosti objevila, byla stabilita
slunecni soustavy. Nebylo totiz viibec jasné, zda poruchy v jejim chodu nebudou
nartistat tak dlouho, az tim ¢i onim zptisobem zanikne.

Dlouhodobé poruchy planetarnich pohybt (zmény vystfednosti a velikosti
poloos eliptickych drah, zmény jejich sklonii k ekliptice apod.) byly intenzivné
studovany ve druhé poloviné 18. stoleti. Byla zkoumana zejména dlouhodoba
periodicita téchto poruch, ktera se stabilitou sluneéni soustavy tizce souvisi.

Matematicky popis této problematiky vedl na feSeni soustav linedrnich
diferencidlnich rovnic, jejichZz matice byly sestaveny z realnych cisel a byly
symetrické. Pii feSeni téchto soustav hraje dilezitou roli tzv. charakteristickd
rovnice prislusné matice. Astronomové, fyzici a matematici, ktefi se nebeskou
mechanikou a zejména dlouhodobymi poruchami planetarnich pohybu zabyvali,
ji nazyvali sekuldrni rovnice.* Jednalo se o rovnici

det(A— AE) =0,

kde matice A je sestavena z ¢isel danych studovanym problémem (a matice F je
jednotkova). Polynom stojici v této rovnici na levé strané je charakteristicky
polynom matice A, jeho kotfeny jsou wvlastni ¢isla matice A, s kazdym vlastnim
¢islem matice A jsou spjaty vlastni vektory.

Problém charakteristické rovnice, vlastnich ¢isel a vlastnich vektori se tedy
v plné sile objevil jiz v 18. stoleti, jesté dfive, nez existovala teorie matic, v dobé,
kdy teprve vznikala a rozvijela se teorie determinanti: jednak v analytické
geometrii pfi snahach o zjednoduseni rovnic kfivek a ploch, jednak v nebeské
mechanice pfi studiu planetarnich pohybii.

Vyse zminénymi problémy nebeské mechaniky se zabyvali L. Euler (pohyb
Mésice), J.-B. le Rond d’Alembert (pohyb Jupitera a Saturna), J. L. Lagrange,
P. S. Laplace.

4 Slovo sekularni je z latinského saeculum — pokoleni, generace; saeculum civile — stoleté
perioda, in saecula saeculorum — na véky véku.
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Joseph Louis Lagrange

J. L. Lagrange se fadu let vénoval pravé takovymto problémim nebeské
mechaniky; v letech 1764 a 1766 ziskal dvé ceny pafizské akademie za praci
o libracich Mésice a za pojednani o satelitech Jupitera. Radu svych vysledki
shrnul v rozsahlém dile nazvaném Meéchanique analitique z roku 1788, které
prezentovalo mechaniku jako disciplinu zalozenou na analytické geometrii
a infinitesimalnim poctu.

V jeho pracich se objevily problémy nebeské mechaniky v tzkém vztahu
k analytické geometrii. V souvislosti s otazkami pohybt nebeskych téles totiz
vySetifoval transformaci symetrické bilinearni formy dvou, resp. t¥1 proménnych
na kanonicky tvar, coz pravé odpovidd pievedeni rovnice kuzelosecky nebo
kvadriky k hlavnim osam. Matematickou podstatou obou téchto problému je
existence ortogonalni transformace, kterou lze kvadratickou formu pfevést na
kanonicky tvar, a skutecnost, ze vlastni ¢isla redlné symetrické matice jsou
realné. Souvislost téchto problému si matematici pomérné rychle uvédomili.

V letech 1762 az 1765 pracoval J. L. Lagrange s charakteristickou rovnici,
v sedmdesatych letech intenzivné studoval planetarni pohyby, fesil soustavy
obyéejnych diferencidlnich rovnic® a narazil v této souvislosti na problém
realnosti vlastnich ¢isel redlné symetrické matice. Ve stejné dobé ukézal, ze
poruchy ve sklonech planetarnich drah k ekliptice jsou periodické.

Velmi zajimavy je vyvoj Lagrangeovych komentaii k otédzce (v nasi feci)
realnosti a ndsobnosti vlastnich ¢isel redlné symetrické matice. Uvedeme proto
nékolik uryvk z jeho pojednani z let Sedesatych az osmdesatych, které se této
problematiky dotykaji.

V praci Solution de différents problémes de calcul intégral z roku 1766 J. L.
Lagrange napsal:

Au reste, quoiqu’il soit difficile, peut-étre impossible, de déterminer en
général les racines de l’équation P = 0, on peut cependant s’assurer, par la
nature méme du probléme, que ces racines sont mécessairement toutes réelles
inégales et négatives; car sans cela les valeurs de y',y",y",... pourraient
croitre a linfini, ce qui serait absurde. (Oeuvres 1., str. 538)

V Lagrangeové praci Recherches sur les équations séculaires des mouvements
des noeuds z roku 1774 nalézame tato slova:

Avant de terminer cet Article, nous devons encore remarquer que, quoique
nous ayons sapposé€ que toutes les racines a,b,c... de l’équation en x soient
reelles et inégales, il peut néanmoins arriver qu’il y en ait d’égales ou d’ima-
ginaires; mais il est facile de résoudre ces cas par les méthodes connues:

5 Poznamenejme, 7e k pravidléim pro sestaveni diferencialnich rovnic pro pohyb soustavy
hmotnych bodt i k pojmu vlastni ¢islo dospél jiz Jean-Baptist le Rond d’Alembert (1717-
1783). Jednim z fyzikalnich problém, které fesil, byly kmity strun. Své vysledky prezentoval
roku 1743 ve spise Traité de dynamique (2. vydéani je z roku 1758), resp. v praci Suite des
recherches sur le calcul intégral vydané roku 1750. Redlnost vlastnich ¢isel zdavodnoval
fyzikdlnimi argumenty. Vice viz [Hawkins, 1975].
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nous observerons seulement que, dans le cas des racines égales, les valeurs de
S, 81,82, ..,U, UL, U, ... contiendront des arcs de cercle, et que dans celui des
racines imaginaires ces valeurs contiendront des exponentielles ordinaires; de
sorte que, dans l’un et l’autre cas, les quantités dont il s’agit croitront a mesure
que t croit; par conséquent la solution précédente cessera d’étre exacte au bout
d’un certain temps (23); mais heureusement ces cas ne paraissent pas avoir
liew dans le Systéme du monde. (Oeuvres VL., str. 665-666)

V predmluvé k prvnimu vydani své monografie Méchanique analitique z roku
1788 se J. L. Lagrange vyrazné distancoval od geometrického pojeti mechaniky
v newtonovském duchu a zdtraznil analyticky pristup:

... Je me suis propos€ de réduire la théorie de cette Science, et lart de
résoudre les problémes qui s’y rapportent, a des formules générales, dont le
simple développement donne toutes les équations nécessaires pour la solution
de chaque probléme. ...

On ne trowvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes que
j’y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnemens géométriques ou
méechaniques, mais seulement des opérations algébriques, assujetties a une
marche réguliere et uniforme. Ceux qui aiment I’Analyse, verront avec plaisir
la Méchanique en devenir une nouvelle branche, et me sauront gré d’en avoir
étendu ainsi le domaine. ([Lagrange, 1788], 3. vydani, str. i-ii)

V jedenactém c¢lanku patého paragrafu druhé ¢asti své monografie J. L. La-
grange napsal:

On voit que le second membre de l’équation précédente est la méme fonction
que nous avons vu devoir étre indépendante du tempst ...: d’ou il suit qu’aprés
y avoir substitu€ les valeurs de £,1, @, etc., en fonctions de t et des constantes
arbitraires, on pourra y faire t nul ou égal a une valeur quelconque.
([Lagrange, 1788], 3. vydéni, str. 308)

Pripomernime v této souvislosti jesté Lagrangeovu rozsahlou praci z roku
1778 nazvanou Recherches sur les équations séculaires des mouvements des
noeuds et des inclinaisons des orbites des planétes a jeho dvoudilny spis Théorie
des variations séculaires des éléments des planetes z let 1783 a 1784, ktery
mé vice nez dvé sté stran. Obé tato pojednani jsou vénovana problematice
planetarnich pohybd a sekularnich poruch, charakteristické rovnici, ktera
odpovida prislusnym soustavam diferencialnich rovnic atd.

T. Hawkins o Lagrangeovych vysledcich napsal:

Lagrange had indeed reduced the consideration of principal azes to pure
algebra. Moreover, he had formulated it in such a manner that it can be regarded
as a special case of a more general algebraic problem: Given a quadratic form in
n variables does there exist an ”orthogonal transformation” ... that transforms
the form into a linear combination of squares? Furthermore, Lagrange’s
treatment indicated that the solution of the problem depends upon the reality of
the eigenvalues. ([Hawkins, 1975], str. 18)
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Pierre Simon Laplace

Francouzsky matematik a fyzik P. S. Laplace (1749-1827) se rovnéz inten-
zivné vénoval nebeské mechanice, podrobné studoval pohyby planet a zejména
jejich nepravidelnosti. Navéazal na vysledky praci svych predchtudct (L. Euler,
J.-B. le Rond d’Alembert, J. L. Lagrange). V souvislosti s otdzkami nebeské
mechaniky narazil roku 1772 na problém charakteristické (sekuldrni) rovnice,
vlastnich ¢isel a vlastnich vektora.

K nékterym vysledktim nebeské mechaniky dosli J. L. Lagrange a P. S. La-
place zhruba ve stejné dobé, fesili tehdy velmi aktudlni problém nebeské
mechaniky — otazku stability slune¢ni soustavy. V sedmdesatych a osmdesatych
letech zjistili, ze poruchy velikosti velkych poloos planetarnich drah a poruchy
vystfednosti téchto drah jsou periodické, a ze je tedy vysoce pravdépodobné,
7e sluneéni soustava je dlouhodobé stabilni a nepotfebuje zadné regulace
(pfipadné Bozi zasahy).

Studovanou problematiku dobfe vystihuji nazvy Laplaceovych praci: Mémoi-
re sur les solutions particuliéres des équations différentielles et sur les inégalités
séculaires des planétes (1775), Recherches sur le calcul intégral et sur le systéme
du monde (1776), Mémoire sur les inégalités séculaires des planétes et des
satellites (1787), Mémoire sur les variations séculaires des orbites des planétes

(1787, 1789).

P. S. Laplace navic ukazal, ze excentricity eliptickych drah planet a jejich
sklony k ekliptice osciluji kolem stfednich hodnot; pfi matematickém zpracovani
této problematiky se totiz neobjevuji slozky, které by zavisely exponencialné
na Case. P. S. Laplace si byl dobif'e védom skutecnosti, Ze existence komplexnich
kofeni charakteristické rovnice by vedla k funkcim, které s ¢asem exponencialné
rostou, a tedy nejsou v souladu se stabilitou sluneéni soustavy.®

J. L. Lagrange a P. S. Laplace pracovali s kvadratickymi formami, studovali
sekularni rovnici 6. stupné, nebot bylo v té dobé zndmo Sest planet. Chybné se
domnivali, ze pfedpoklad stability slune¢ni soustavy je ve sporu s vicendsob-
nosti kofenti charakteristické rovnice.”

Roku 1787 sepsal P. S. Laplace praci Mémoire sur les variations séculaires
des orbites des planeétes, v niz studoval malé poruchy pohybt planet, které
se objevuji v dlouhych ¢asovych intervalech (tzv. variations séculaires). Tyto

6 Analogické situace se jiz diive vyskytovaly v pomérné jednoduchych tlohéach o linedrnich
oscilacich; n€kterymi parametry uvazovaného problému byly totiz kofeny kvadratické rovnice.

7 Astronom Edward John Routh (1831-1907) ukézal, Ze se v tomto nazoru J. L. Lagrange
a P. S. Laplace mylili, a to v praci A treatise on the stability of a given state of motion, které
vysla roku 1877 v Londyné.
O néasobnosti kofend charakteristické rovnice uverejnil zajimavou praci némecky astronom
Hugo Hans Ritter von Seeliger (1849-1924). Nese nazev Ueber die Gleichung, von deren
Wurzeln die sdcularen Verdanderungen der Planetenbahnelemente abhdngen, vysla roku 1878
v Casopise Astronomische Nachrichten.
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problémy vedly na soustavu diferencidlnich rovnic

n

dp , ~ )
dt =dq 'Z(Zar)_;q '[ZJT]7

r=0
dg"” 0 N~ ~ )
dt = —pP ;(27T)+;0p '[ZJT] B

kde parametry p(?, (V) reprezentuji odchylky drahy i-té planety, (i,7), [i,r] z4-
visi na hmotnostech planet m(?), jejich vzdalenostech od Slunce a(*) a rychlosti
i-té a r-té planety. Systém byl symetricky vzhledem k 7 a r.

Pomoci transformace

p® = MO . sin(ft+ 3)

¢ = MY - cos(ft+ B)

autor puvodni soustavu transformoval na soustavu
n n
fM(l) = M(l) ! Z(’L,T) - ZM(T) ! [i,T] )
r=0 r=0

coz je v podstaté charakteristickd rovnice a f; jsou prislusna vlastni ¢isla.

P. S. Laplace zjistil, Ze pokud maji zastat poruchy planetarnich pohybu
malé, musi byt hodnoty f; readlné a navzajem rtzné. Redlnost vlastnich cisel
symetrické realné matice zduvodnoval fyzikalnimi argumenty, hlavné stabilitou
slunecni soustavy.

Uvedme nyni delsi ukdzku z tohoto dila, z niZ je dobfe znat Laplacetv pristup
k problému i jeho nazirani na celou problematiku.

REPRENONS maintenant les équations (B) de lart. II. Si l'on y suppose
successwentement ¢+ = 0, 1 = 1, ¢ = 2, ... © = n — 1; on aura 2n
équations différentielles linéaires du premier ordre, dont les intégrales doivent
par conséquent renfermer 2n constantes arbitraires. Supposons

P =MD sin(ft+8); ¢@ =MD .cos.(ft +5) ;

en substituant ces valeurs dans les égquations (B), on aura

FMO = MO 3" () =3 MO ]

Au moyen des n équations que l'on formera par les suppositions de i = 0,
i=1,i=2,... i=n—1, on pourra éliminer les constantes M), M@ &e¢.
& on aura une équation en f, du degré n; de plus, toutes les constantes M9,
MM | &c. seront données au moyen de lune d’elles, telle que M©) qui restera
arbitraire.
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Soient f, f!,&c. les n racines de I’équation en f; on aura par la théorie
connue des équations différentielles linéaires,

P = M sin.(ft + B) + N sin.(ft + ) + &e.

D =MD cos.(ft + B) + N cos.(f1t + 1) + &e.

Ces valeurs de p'V & de ¢\P seront complettes, puisqu’elles renfermeront les
2n arbitraires, M, N©O  &ec. 3, 3*, &ec.

Maintenant si les racines f, f', &c. sont réeles & inégales; les valeurs de p®
& de ¢V resteront toujours fort petites, & comme on a e = p(i)z + q(i)z, les
excentricités des orbites seront toujours peu considérables. Mais il n’en est pas
de méme si quelques-unes de ces racines sont €gales ou itmaginaires; car alors
les sinus & les cosinus se changent en arcs de cercle, ou en exponentielles. Les
excentricités des orbites cesseront donc, aprés un long intervalle de temps,
d’étre fort petites; ce qui, en changeant la constitution du systéme solaire,
détruiroit sa stabilite. Par conséquent, il importe de s’assurer que les valeurs
de f, ne peuvent étre ni égales ni imaginaires. Cette recherche paroit supposer
la connoissance des masses des planétes, qui entrent dans les coéfficiens de
Uéquation en f; mais il est trésremarquable que quelles que soient ces masses,
pourvu qu’elles se meuvent toutes dans le méme sens, I’équation en f ne peut
avoir que des racines réelles & inégales.

Pour le démontrer de la maniére la plus générale, nous observerons que dans
le cas des racines imaginaires valeur de p(9 contient des termes de la forme
¢ étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est lunité, & P étant une
quantité réelle, puisque p\? qui est égal a e .sin.w®, est nécessairement réel.
La valeur de ¢V renferme un terme correspondant de la forme c9t - Q¥ , Q®)
€tant encore une quantite réelle; la fonction p(i)2 + q(i)2 renfermera donc le
terme c29t - (P(Z Q(Z ), & par conséquent le premier membre de ’équation

Z .m@ -/ (aD) - l) —|—q(l) ) = const.

renfermera le terme

5 ) (P 1 .

Si lon suppose que ’exponentielle ¢ soit la plus grande de toutes celles que
renferment les valeurs de p & de ¢\9; il est clair que le terme précédent ne
peut étre détruit par aucun autre, dans le premier membre de cette équation;
d’ot il suit que ce membre ne peut se réduire a une constante, a moins que l’on
ait

Z m \/_a %) P(z +Q 1)2) 0;

or cela est impossible lorsque les quantités m(®) - \/Za(o)), m®) . \/Za(l)), &e.
sont toutes de méme signe, ou, ce qui revient au méme, lorsque toutes les
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planétes tournent dans le méme sens; les valeurs de p9 & de ¢'9) ne peuvent
donc point renfermer d’exponentielles, & ’équation en [ ne peut avoir que des
racines réelles, dans le cas de la nature.

([Laplace, 1787], str. 275-277; viz téz Oeuvres XI., str. 302—-304)

L’analyse précédente ne peut s’appliquer qu’a un systéme de planeétes qui
se meuvent toutes dans le méme sens, comme cela a lieu dans notre systéme
planétaire; dans ce cas, on voit que le systéme est stable, & ne s’éloigne jamais
que tres-peu, d’un €tat moyen autour duquel il oscille avec une extréme lenteur.
Mais cette propriété remarquable convient — elle également a un systéme de
planétes qui se meuvent en différens sens? c’est ce qu’il seroit trés-difficile de
déterminer. Comme cette recherche n’est d’aucune utilité dans l'astronomie,
nous nous dispenserons de nous en occuper.

([Laplace, 1787, str. 279; viz téZ Oeuvres XI., str. 305-306)

T. Hawkins ocenil Laplacelv pfistup ke studované problematice témito
slovy:

... Laplace had discovered that properties of the roots of the characteristic
equation, no matter how high its degree, can be deduced from symmetry pro-
perties of the corresponding system of coefficients. Previously it had appeared
necessary to appeal to peculiarities of the physical context. Laplace’s work thus
indicated the possibility of an underlying mathematical theory.

([Hawkins, 1975], str. 15)

Koncem 18. stoleti zacal P. S. Laplace publikovat rozsahlou pétidilnou
monografii Traité de Mécanique céleste (1799 az 1825). O néco dfive, v letech
1795 az 1796, vydal struc¢ny, popularnéjsi vyklad hlavnich myslenek svého
pripravovaného dila v knize Ezposition du system du monde. Laplaceovymi
vysledky, jez shrnula jeho monografie Traité de Mécanique céleste, byl do
zna¢né miry dovrsen vyvoj nebeské mechaniky, ktery zacal ve druhé poloviné
17. stoleti objevem gravitacniho zdkona a pohybovych zakon.

Optimismus, ktery dosavadni vysledky prinesly, pfispél ke zformulovani
tzv. mechanického determinismu, jehoz byl P. S. Laplace hlavnim predstavite-
lem. Struéné (a zjednodusené) vyjadieni této pfedstavy zni asi takto: Dejte mi
soucasné polohy a rychlosti hmotnych bodd ve vesmiru a budu vam schopen
fici, jak bude vesmir vypadat zitra.

Traduje se, ze Napoleon Bonaparte (1769-1821) polozil Laplaceovi tuto
otazku: ,Newton ve své knize ¢asto mluvi o Bohu. ProhliZzel jsem tu Vasi, ale

nenasel jsem v ni jeho jméno ani jednou.“ A P. S. Laplace odpovédél takto:
,Obcane prvni konzule, tuto hypotézu jsem nepotfeboval.

Planeta Uran

Roku 1781 objevil anglicky astronom némeckého ptivodu Frederick William
(Friedrich Wilhelm) Herschel (1738-1822) sedmou planetu, kterd dostala
jméno Uran. Radu let vSak jesté trvalo, neZ byly dostatecné presné zjistény
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parametry drahy, z nichz bylo mozno vychazet pti dalsich avahach a vypoctech.
Astronomové a matematici zacali tedy studovat sekularni rovnice 7. stupné.

Carl Gustav Jacob Jacobi

Jednim z nich byl C. G. J. Jacobi, ktery tspésné rozvijel analytickou me-
chaniku, jejiz zédklady polozili zejména L. Euler a J. L. Lagrange. Roku 1846
publikoval v ¢asopise Journal fiir die reine und angewandte Mathematik obsah-
lou praci Uber ein leichtes Verfahren, die in der Theorie der Sicularstérungen
vorkommenden Gleichungen numerisch aufzulosen, kterd byla zaméfena na nu-
merické zalezitosti nebeské mechaniky. Studoval metody feSeni sekularni rov-
nice 7. stupné; pii svych vypoctech pouzival hodnoty, které zvefejnil Urbain
Jean Joseph Le Verrier (1811-1877) v préaci Sur les variations séculaires des
éléments des orbits, Additions a la Connaissance pour I’An 1843.

C. G. J. Jacobi uvedl svoje pojednani zajimavym a velmi vystiZznym
slovnim néastinem pojmi, které byly pozdéji nazvany charakteristickd matice,
charakteristicka rovnice, vlastni ¢islo a vlastni vektor.

In der Theorie der Sdcularstorungen und der kleinen Oscillationen wird man
auf ein System linearer Gleichungen gefihrt, in welchem die Coefficienten der
verschiedenen Unbekannten in Bezug auf die Diagonale symmetrisch sind, die
ganz constanten Glieder fehlen und zu allen in der Diagonale befindlichen
Coefficienten noch dieselbe Grisse —x addirt ist. Durch FElimination der
Unbekannten aus solchen linearen Gleichungen erhdlt man eine Bedingungs-
gleichung, welcher x gentigen muss. Fir jeden Werth von x, welcher diese
Bedingungsgleichung erfillt, hat man sodann aus den linearen Gleichungen die
Verhaltnisse der Unbekannten zu bestimmen. (Werke VIIL., str. 97)

V nésledujicim odstavci presel k formalnimu matematickému vyjadieni
soustavy rovnic, kterd predstavuje vztah mezi vlastnim ¢islem a prislusnymi
vlastnimi vektory.

Es sei zwischen den n Unbekannten o, 3,7, ...,w ein System von n linearen
Gleichungen von folgender Form gegeben:

{(a,0) -z} +  (a,0)8 + (a,0)y +...4+ (e,pw =0,
(b)) +{(b,d)—z}8+ (be)y +...+ (pw =0,
(c,a) e+  (e,0) +{(c,eo)—z}y+ ...+ (e,pw =0,

(p,a)a +  (pb)B +  (pe)y +... +{lpp) —2}w=0,

in welchen je zwei zur Diagonale symmetrisch liegende Coefficienten, welche
durch Vertauschung der Buchstaben aus einander erhalten werden, gleich sind:

(av b) = (b7 a’) ) (a’v C) = (Cv a’) ) (bv C) = (Ca b) )

... Es seien ndmlich die Gleichungen

.._|_(g_a)Ml.+..._|_ cM;, +oo+ hgM; +---=0,
My et (g = DMy o My =0
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zwei von den Gleichungen des Systems ..., in welchen der ausserhalb der
Diagonale befindliche Coefficient ¢ einen erheblichen Werth hat, so kann
man dadurch, dass man M; und M durch andere Unbekannte P; und P
ersetzt und die beiden Gleichungen gehorig zu zwei anderen combinirt, das
gegebene System in ein anderes von dhnlicher Form verwandeln, in welchem,
wdhrend g unverdndert bleibt, der Coefficient, welcher an die Stelle von c tritt,
verschwindet. Setzt man namlich

M; =cosa P, — sina Py ,
My =sina P; + cosa Py,

so wird jetzt in jeder von den beiden Gleichungen die Grosse g in zwei Gliedern
stehen. (Werke VIL., str. 98-99)

Planeta Neptun

Planeta Uran se nepohybovala tak, jak bylo vypocteno. Astronomové zacali
uvazovat, zda neni jeji pohyb ovliviiovan dalsi, jesté vzdalenéjsi planetou.
U. J. J. Le Verrier a John Couch Adams (1819-1892) vypocetli nezdvisle na
sobé v letech 1843 az 1845 polohu piedpokladané dalsi planety. Vysledky jejich
vypoctu se prekvapivé shodovaly. Roku 1846 nalezl tuto novou planetu Johann
Gottfried Galle (1812-1910) nedaleko mista, které vypocetli. Nova planeta byla
pojmenovana Neptun.

Koncem 19. stoleti zacaly byt proto studovany sekuladrni rovnice 8. stupné,
napiiklad v monografii Traité de Meécanique céleste, kterou v letech 1889
aZ 1896 vydal francouzsky astronom Frangois Felix Tisserand (1845-1896),
zakladatel ¢asopisu Bulletin astronomique (1884).8

Augustin-Louis Cauchy

A.-L. Cauchy (1789-1857) vyucoval na Ecole Polytechnique od roku 1815.
Konal pfrednasky z analytické geometrie, vénoval se v nich i problematice
kvadratickych ploch a jejich pfevedeni k hlavnim osam. Roku 1826 vydal ucebni
text Lecons sur les applications du calcul infinitésimal a la géométrie, v némz
se zabyval i problémem prevedeni kvadratické plochy k hlavnim osam.

V roce 1829 fesil v praci Sur ’équation o l'aide de laquelle on détermine
les inégalités séculaires des mouvements des planétes uverejnéné v cCasopisu
Exercices de Mathématiques stejny problém, o némz psali jiz L. Euler (1748)
a J. L. Lagrange (1773). Jednalo se o prevod rovnice kvadratické formy
n proménnych

Apa® + Ayny + AL+ 2A5y1y + 2A5.02 + . ..

8 Pro dalsi informace a bibliografické udaje mizeme &tenafe odkazat na dva &lanky
C. Wilsona otisténé v encyklopedii [Grat]: The dynamics of the Solar System a The three-
body problem.
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na kanonicky tvar, tj. na soucet ¢tverct
5162 4 som® + 53¢ + ...

Nazev Cauchyovy prace poukazal na tzky vztah této problematiky k otazkam,
kterymi se zabyval P. S. Laplace roku 1787; na tuto souvislost upozornil autora
Jacques Charles Frangois (Jacob Karl Franz) Sturm (1803-1855).

Jak J. L. Lagrange, tak A.-L. Cauchy uvazoval podminku
PP+t =8+ =1
tj. pfedpokladal uziti ortogonalni transformace. L. Euler i J. L. Lagrange Fesili

tyto otazky pro ptipad t¥i proménnych, A.-L. Cauchy obecné pro libovolné n.

A.-L. Cauchy ukazal, Ze vySe uvedena cisla s1, s, ... jsou kofeny charakte-
ristické rovnice, kterd vznikne, polozime-li determinant matice

Aww - S Awy sz
Azy Ayy —s Aye
Amz Ayz Azz - S

roven nule.

Pomoci teorie determinantti, kterou se intenzivné zabyval v pifedchozich le-
tech, dokazal, Ze cisla si, sa, ... jsou redlna. Dokézal rovnéz, ze analytické vy-
jadreni obecné kvadratické formy mize byt pfevedeno na jednoduché vyjadieni
obsahujici jen soucet ¢tvercd pomoci transformace, které dnes fikdme ortogo-
nalni. Podstatné na celé zalezitosti je ovSem to, Ze vychozi matice je realna
a symetricka.

Cauchyova prace Sur ['équation o [l'aide de laquelle on détermine les
inégalités séculaires des mouvements des planétes zacina takto:

Soit
(1) s= flx,y,2,...)
une fonction réelle homogeéne et du second degré. Soient de plus
(2) oz, y,2,...), x(zy,2,...), V(xvyz...), etc,

les dérivées partielles de f(x,y, z,...) prises par rapport auz variables x,y, z, . . .
Si Uon assugettit ces variables a l’équation de condition

(3) 4yttt =1
les maxima et minima de la fonction s seront déterminés ... par la formule

@) o,y z,...) x@yz...) U@yz...)

z Y z
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D’ailleurs les diverses fractions que renferme la formule (4), étant égales entre
elles, seront égales au rapport

I<P(I7y’z"")+yX(x7y’Z"")+Z¢(x7y’z"")+"'
24+ 2+ 22+ ...

qui, en vertu de la condition (3) et du théoréme des fonctions homogénes, se
réduira simplement a

2f(z,y,2,...) =2s .

On aura donc encore

(5) (p(w7yizi"') — X(w7y727"') — w(w7y727"') :".:25
x Y z

ou, ce qui revient au méme,

1
—(x,y,2,...) = sz, etc.

1 1
(6) 5()0(‘1753%27"'):5177 §X(‘r7yaza"')zsy7 2

Soit maintenant
(7) S=0

Uéquation que fournira lélimination des variables x,y,z,... entre les formu-
les (6). Les mazxima et les minima de la fonction

s= flx,y,2,...)

ne pourront étre que des racines de l’équation (7). D’ailleurs cette équation
sera semblable a celle que l’on rencontre dans la théorie des inégalités séculaires
des mouvements des planétes, et dont les racines, toutes réelles, jouissent de
propriétés dignes de remarque. Quelques-unes de ces propriétés étaient deéja
connues: nous allons les rappeler ici, et en indiquer de nouvelles.

Soit n le nombre des variables x,y, z, . ... Désignons d’ailleurs, pour plus de
commodité, par

Azz, Ayy, Az, etc...,

les coefficients des carrés
:c2, y2, 22, etc. ..
dans la fonction homogéne s = f(x,y,z,...), et par
Apy = Ay, Apo=A.q, ... Ay =Ay, ...

les coefficients des doubles produits

20y, 2xz, ... 2yz, ...,
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ensorte qu’on ait

s = Ag.x® + Ayyy2 + AL+
(8) + 240y + 2402+ - +2A,yz + ...

Les équations (6) deviendront

Aga® + Agyy + Aoz + ... =sz,

(9) Agyr + Ayyy + Aoz + ... =3y,
Apzx + Ayy+ A2+, =sz,
etc. ... ;

et pourront s’écrire comme il suit:

(Aze —s)x + Agyy + Azzz+... =0,

(10) Apyr + (Ayy — )y + Ayz+... =0,
Apx+Apy+ (A, —s)z+... =0,
etc. ...

Cela posé, il résulte des principes établis dans le troisieme chapitre de I’Analyse
algébrique [§2] que le premier membre de ’équation (8), ou S, sera une fonction
alternée des quantités comprises dans le tableau

Ary — 8, Amyv Az,

(11) Amy7 Ayy - S, Ay27
A127 Ayza Azz - S,
etc. ...

)

savoir, celle dont les différents termes sont représentés, aux signes pres, par
les produits qu’on obtient, lorsqu’on multiplie ces quantités, n a n, de toutes
les manieres possibles, en ayant soin de faire entrer dans chaque produit un
facteur pris dans chacune des lignes horizontales du tableau, et un facteur pris
dans chacune des lignes verticales. En opérant ainsi, on trouvera, par exemple,
pour n = 2,

(12) S = (Aze — 5)(Ayy — 5) — Aiy ;
pour n = 3,

(13) S = (Ape — 8)(Ayy — 5)(Azz — 5)

_Agzlz(A:m —s) — Agm(Ayy —8)— Aazcy(Azz —8) + 245y Az Ay
(Oeuvres (2) IX., str. 174-176)
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V zavéru své prace A.-L. Cauchy poznamenal, Ze pro n = 3 se vySetfovand
problematika redukuje na otazky, které se casto objevuji v geometrii a v me-
chanice:

Dans le cas particulier ou les wvariables x,y,z sont au nombre de trois
seulement, équation (7) se réduit & celle qui se représente dans diverses
questions de géométrie et de mécanique, par exemple, dans la théorie des
moments d’inertie; et le théoréme 1.°" fournit les régles que j’ai données dans
le troisieme volume des Erercices comme propres a déterminer les limites des
racines de cette équation. Alors aussi les équations (22) sont semblables a celles
qui existent entre les cosinus des angles que forment trois axes rectangulaires
quelconques avec les azes coordonnés, supposés euz-mémes rectangulaires, et le
théoréme 2 correspond a une proposition de géométrie, savoir, que par le centre
d’une surface du second degré on peut mener trois plans perpendiculaires ['un
a lautre, et dont chacun la divise en deux parties symétriques.

(Oeuvres (2) IX., str. 195)

Pfipomnél rovnéz obdobné vysledky, k nimz dospél J. Ch. F. Sturm (1803-
1855) v préci predlozené roku 1829 akademii, z niz vySel vytah Extrait d’un
mémoire sur lintégration d’un systéeme d’équations différentielles linéaires
v Casopisu Bulletin des Sciences Mathématiques. I ten studoval soustavy
oby¢ejnych linearnich diferencidlnich rovnic, nasledoval tak J. L. Lagrangea
a P. S. Laplacea. Problém vlastnich ¢isel zobecnil, nebot ke dvéma maticim A,
B studoval rovnici det(A — AB) = 0.

Jobserverai, en terminant cet article, que, au moment ot je m'en avais
encore écrit qu’une partie, M. Sturm m’a dit étre parvenu o démontrer fort
simplement les théoréemes I et II Il se propose de publier incessamment le
Mémoire qu’il a composé a ce suject, et qui a été offert a I’Académie des
Sciences le méme jour que le présent article. (Oeuvres (2) IX., str. 195)

A.-L. Cauchy se vyse uvedenou problematikou zabyval téz v praci Mémoire
sur ’équation qui a pour racines les moments d’inertie principauzr d’un corps
solide et sur diverses équations du méme genre z roku 1830; v této souvislosti
lze pfipomenout i jeho kratky ¢lanek ze stejného roku nazvany L’équation qui
a pour racines les moments d’inertie principauz d’un corps solide, et sur diverse
équations du méme genre.

Velmi zasvécenym pojednanim o sledu praci, které inspirovaly Cauchyovy
vysledky o charakteristické rovnici a vlastnich ¢islech, pfipadné je pouze ¢asové
predchazely, je staf Thomase Hawkinse nazvand Cauchy and the Spectral
Theory of Matrices z roku 1975.

Charles Hermite

Ch. Hermite (1822-1901) v praci Remarque sur un théoréme de M. Cauchy
z roku 1855 zobecnil Cauchytv vysledek o realnosti vlastnich ¢isel realné
symetrické matice na komplexni matice, kterym dnes fikdme hermiteovské:
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C’est a M. Cauchy qu’on doit la premiére démonstration générale de la réalité
des racines de l’équation remarquable a l'aide de laquelle se déterminent les
inégalités séculaires des €léments du mouvement elliptique des planétes. Cette
équation s’obtient, comme on sait, en égalant a zéro le déterminant du systéme

a1,1 — 0 a21 e an,1
ai2 az2 — 0 ... an, 2

0= a3 az,3 S Gpg3 ;
a1,n a2.n An,n — 6

dont les €léments a,,, sont des quantités réeles soumises a cette condition,

Auy = Qu,p -

(Oeuvres L., str. 479)
V dikazu pouzil Ch. Hermite vtipny obrat, ktery se dodnes objevuje

.....

4. Kanonické tvary

James Joseph Sylvester

Roku 1852 publikoval J. J. Sylvester (1814-1897) praci A demonstration of
the theorem that every homogeneous quadratic polynomial is reducible by real
orthogonal substitutions to the form of a sum of positive and negative squares.
Zformuloval v ni tzv. zédkon setrvacnosti kvadratickych forem, ktery dnes nese
jeho jméno. Dikaz tohoto vysledku prace neobsahuje, autor se totiz domnival,
ze je jeho tvrzeni ocividné.

Jednalo se o kvadratickou formu
n n
DD Tz
i=1 j=1
kterou J. J. Sylvester zapsal ve tvaru

(1,1)2% +2(1,2)2y + (2,2)y> + - - + (n, n)t?

(koeficienty vyjadfoval dvojicemi pfirozenych ¢isel) a prevedl ji na tvar

z": At
i—1

Jeho ¢lanek zac¢iné témito slovy:
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It is well known that the reduction of any quadratic polynomial
(1,1)2* +2(1,2)zy + (2,2)y° + - + (n,n)t?
to the form a2 +aon’+- - -+a,02, where (,n, 0 are linear functions of .,y . . . t,
such that x* + y* + - + t2 remains identical with (2 +n? + - + 6% (which

identity is the characteristic test of orthogonal transformation), depends upon
the solution of the equation

(1,1) + A, (1,2) (Lin) 1= 0
(2,1), (2,2) + A (2,n)
(n’1)7 ...... (n’z)(n7n)+/\

The roots of this equation give ai,as...ay; and if they are real, it is easily
shown that the connexions between x,y...t; {,n...0, are also real. M. Cauchy
has somewhere given a proof of the theorem, that the roots of A in the above
equation must necessarily always be real; but the annered demonstration is,
I believe, new ... (Papers L, str. 378)

J. J. Sylvester poté dokdzal (v nasi soucasné terminologii), ze vlastni ¢isla
realné symetrické matice jsou redlna. Po ukonceni tohoto diikazu poznamenal:

I may take this occasion to remark, that by whatever linear substitutions,
orthogonal or otherwise, a given polynomial be reduced to the form Y A1(?,
the number of positive and negative coefficients is invariable: this is easily
proved. (Papers L., str. 380)

Clanek uzaviel nasledujici pozndmkou:

. a law to which my view of the physical meaning of quantity of matter
inclines me, upon the ground of analogy, to give the name of the Law of Inertia
for Quadratic Forms, as expressing the fact of the existence of an invariable
number inseparably attached to such forms. (Papers L., str. 381)

Pripomenme, Ze zakon setrvac¢nosti dokazoval jiz C. F. Gauss v letech
1846 az 1847 ve svych prednaskach o metodé nejmensich ¢étvercid. Pozdéji
na tuto skuteénost upozornil Bernhard Riemann (1826-1866), ktery Gaussovy
prednasky navstévoval.

Arthur Cayley

A. Cayley (1821-1895) napsal roku 1860 pro anglickou encyklopedii (English
Cyclopaedia) heslo ,Kanonické tvary“. Pfestoze o dva roky dfive publikoval
memodr o teorii matic, v souvislosti s kanonickymi tvary se o maticich nezminil.

Canonical forms. — A binary quantic of an odd order 2m+1 admits of being
expressed as a sum of (m + 1) powers of linear functions, for example, the
cubic (a,b, c,d)(z,y)? can be expressed in the form (lx +my)3 + (I'z +m'y)3 -
this is the canonical form of a binary function of an odd order. And there
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is in like manner a form (not admitting, however, of a simple definition)
which is taken as the canonical form of a binary quantic of an even order.
The catalecticant and the canonisant present themselves in the problem of the
reduction of a binary quantic to the canonical form. (Papers IV., str. 606—-607)

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass

The theory of elementary divisors ... is one of the most useful and
perfect of algebraic theories.

([Bécher, 1907/08], str. 194)

Némecky matematik K. T. Weierstrass je tviircem tzv. teorie elementarnich
déliteli. Vybudoval ji roku 1868 v praci Zur Theorie der bilinearen und
quadratischen Formen. Té vSak predchéazel ¢lanek Uber ein die homogenen
Functionen zweiten Grades betreffendes Theorem, nebst Anwendung desselben
auf die Theorie der kleinen Schwingungen z roku 1858, v némz Tesil problém
soucasného prevedeni dvou kvadratickych forem na kanonicky tvar, tj. na soucet
¢tverctl. Na zacatku této prace charakterizoval studovany problém témito slovy:

Wenn zwei ganze und homogene Functionen zweiten Grades ®, ¥ von n
Verdnderlichen x1,xs,...x, gegeben sind, so ist es im Allgemeinen immer
mdaglich, dieselben in der Form

P=0+0+---+6,

‘P25191+5292—|—"'+Sn9n
dergestalt darzustellen, dass 01,02,...0, die Quadrate homogener linearer
Ausdricke von x1,xs,...%,, und S1,82,...5, Constanten sind. Bezeichnet
man, unter s eine willkirliche Grésse verstehend, die Determinante von

s®— T

mit f(s), so sind bekanntlich s1, sa, ... s, diejenigen Werthe von s, welche

f(s)=0
machen — wie sofort daraus erhellt, dass sich s® — ¥, wenn man s einen
dieser Werthe beilegt, durch weniger als n lineare Functionen von x1,xs, ... Ty

ausdricken lisst —, wdahrend die Coefficienten von 601,02, ...0, rational aus
denen von ®, U und aus s1, Sa, . . . S, zusammengesetzt werden.
(Werke I, str. 233)

K. T. Weierstrass pripomnél ve své praci Cauchyovy, Jacobiovy, Borchard-
tovy a Sylvesterovy vysledky. V zavéru ¢tvrté ¢asti prace zformuloval dokdzané
poznatky do nasledujiciho teorému:

Es seien ®, U homogene ganze Functionen zweiten Grades von n Verdnder-
lichen x1,x32,...x, mit reellen Coefficienten, und die erstere tberdies so
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beschaffen, dass sie fiir reelle Werthe von x1,x2,...x, stets dasselbe Zeichen
behdlt und nur Null wird, wenn diese Gréssen sdammitlich verschwinden. Die
Determinante der Function

s® - T

ist dann eine ganze Function n'®™ Grades der willkiirlichen Grésse s, welche
nur fiir eine Anzahl reeller Werthe der letzteren Null wird. Sind diese s1, sa, . ..
Sm, und daher die Determinante, abgesehen von einem s nicht enthaltenden
Factor, gleich

(s —s1)M (s —82)*2 ... (5 — 50)™ |

wo A1, A2, ... Ay ganze positive Zahlen bedeuten, deren Summe n ist; so
giebt es ebenso viele vollig bestimmte homogene Functionen zweiten Grades
01,05, ...0,, von x1,xs,...%,, durch welche sich ®, ¥ in der Form

=040+ +0,,
\P:5191+5292+"'+5m9m

ausdriicken lassen, wihrend 0, oder —0,,, je nachdem ® stets positiv oder stets
negativ bleibt, als Summe der Quadrate von A, reellen linearen Functionen der
Grossen 1,2, ... %, dargestellt werden kann, und zwar, wenn X\, > 1 ist, auf
unendlich viele Arten. (Werke 1., str. 242-243)

Timto teorémem skoncila teoreticka c¢ast Weierstrassovy prace. V jeji dalsi
Casti autor aplikoval své vysledky na problematiku malych oscilaci, jak ostatné
napovidad druha c¢ast nézvu jeho prace. Napsal, ze uvadi na pravou miru
jeden Lagrangeuv omyl z jeho monografie Mécanique analytique, ktery se
této problematiky tyka. Problém maljch oscilaci vedl na soustavu linearnich
diferencidlnich rovnic, jeji feSeni zaviselo na kofenech charakteristické rovnice,
tj. na vlastnich cislech. K. T. Weierstrass kritizoval nazory svych predchtdci
na pripad vicenasobnych vlastnich ¢isel témito slovy:

... die genannte Gleichung keine gleiche Wurzeln haben diirfe, weil sonst
in den Integralen Glieder vorkommen wirden, die mit der Zeit beliebig gross
werden kénnten. Dieselbe Behauptung findet sich bei Laplace wiederholt, da
wo er in der Mécanique céleste die Sdcular-Storungen der Planeten behandelt,
und ebenso, so wviel mir bekannt ist, bei allen tbrigen diesen Gegenstand
behandelnden Autoren, wenn sie tberhaupt den Fall der gleichen Wurzeln
erwdhnen, was z. B. bei Poisson nicht geschieht. Aber sie ist nicht begrindet.

(Werke 1., str. 244)

V praci Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen z roku
1868 zavedl K. T. Weierstrass pojem elementarnich déliteld, podal nutné
a postacujici podminky pro podobnost matic, pro diagonalizovatelnost matice
a dospél v podstaté k tzv. Jordanovu kanonickému tvaru. Vyjadioval se vSak
v Teci bilinedrnich a kvadratickych forem, nikoli v fe¢i matic. Tato jeho prace
zacind opét vymezenim problému, kterému je vénovana:

Es seien zwei bilineare Formen derselben 2n Verdnderlichen (x4, ...z, und
Y1,---Yn) gegeben:
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P = Z AapTalys
af

Q = ZBaﬂIayﬁ )
af

wo «, B — wie iberhaupt in dieser Abhandlung die ersten Buchstaben des kleinen
griechischen Alphabets — Zahlen aus der Reihe 1,2,...n bezeichnen.
Die Determinante der Form

pP +qQ ,

wo p, q unbestimmte Griossen bedeuten, d. h. die Determinante des Systems

pA11 +qBu, ... pAin +qBin

pAnl + anlu N pAnn + qBrm )

welche ich, um auf ihren Ursprung aus den Formen P,Q hinzuweisen, mit

[P, Q]

bezeichnen will, ist dann eine homogene ganze Function n**® Grades von
D,q, und kann — wenn man von dem singuldren Falle, wo ihre Coefficienten
sammitlich gleich Null sind, absieht — als ein Product von n Factoren, die ho-
mogene lineare Functionen von p,q sind, und einer von diesen Verdanderlichen
unabhdngigen Grésse dargestellt werden. Dabei mdge, um diesen Ausdruck von
[P, Q] zu einem villig bestimmten zu machen, ein Paar besonderer Werthe
(g, h) von (p,q), fir welche [P, Q] nicht verschwindet, nach Willkir angenom-
men und festgesetzt werden, dass jeder einzelne der genannten n Factoren fir
p =g, ¢ =h den Werth Eins erhalten soll. (Werke II., str. 19-20)

K. T. Weierstrass studoval determinant formy pP + ¢@), vSechny jeho
subdeterminanty daného fadu k = 1,...,n, jejich nejvétsi spolecné délitele
atd., az dosel k systému elementéarnich déliteli a k rozkladu

[P, Q] = C(aip + b1q) (azp + b2q)® ... (app + boq)® ,

kde C' je hodnota determinantu [P, Q] pro p = g, ¢ = h. Vysledky zformuloval
do tohoto teorému:

FEs werde durch die Substitutionen

xlzg hiyuy , ... :cnzg Pyt
¥ ¥

(7.)
Y1 = Zkl'yv’y y e Yn = Z knyvy
h bl
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wo Uy,...Uy und v1,...v, neue Verdnderliche bedeuten, hii,...hnpn, k11, ...
knn aber Constanten, welche keiner anderen Beschrankung unterworfen sind,
als dass die Determinanten

(8.) He= |, K=

nicht gleich Null sein diirfen, die Form
P(z1,...zp|y1, .- yYn) in eine andere P'(uy, ... uplv1,...vn),

und zugleich

Q(1, - Tply1y---yn) I Q' (u1,-. uUn|v1,...vn)

verwandelt; so stimmen die Determinanten der beiden Formen

pP+qQ,  pP' +qQ

in thren Elementar- Theilern iberein.
Und umgekehrt, wenn zwei Formen-Paare

P((Elu'-"rnlylw'-yn) ) Q(‘rlu‘rnlyhyn)

und
P'(uy,...uplvr,...vn) Q' (u1, ... uplvr, ... v,)

gegeben sind, und es stimmen die beiden Determinanten

PQl,  [P,Q]

in thren Elementar-Theilern tberein; so konnen auch die stets die Coefficienten
(P11 .- hnn) und (K11, ... knn) so bestimmt werden, dass durch die unter (7.)
angegebenen Substitutionen P in P’ und zugleich Q in Q' tbergeht.

(Werke II., str. 21-22)

V zévérecné casti svého clanku K. T. Weierstrass prenesl ziskané vysledky
z teorie bilinearnich forem do teorie forem kvadratickych. Zformuloval je v Sesti
teorémech, prvni z nich zde uvaddime. Srovnejme pro zajimavost Weierstrassovy
formulace pro bilinearni a kvadratické formy:

Wenn zwei quadratische Formen B, © vonn Verdnderlichen x1, ... x, durch
Substitutionen von der Gestalt

zlzg hiytuy , ... znzg Ry Uy
¥ ¥

gleichzeitig in zwei andere B, D' von uy,...u, verwandelt werden, und die
Substitutions-Determinante
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ist nicht gleich Null, so stimmen die Determinanten der beiden Formen
pB +¢D pB’ + ¢’

in shren Elementar-Theilern dberein. (Werke II., str. 38)

T. Hawkins ocenil Weierstrassovu roli v teorii matic v ¢lanku Weierstrass
and the Theory of matrices témito slovy:

... T would suggest that, insofar as anyone deserves the title of founder of
the theory of matrices, it is Weierstrass. ... he is the central figure in the
developments occuring in the 19" century. His theory of elementary divisors
provided a theoretical core, a substantial foundation, upon which to build. His
work demonstrated the possibility of dealing by the methods of analysis with
the non-generic case, thereby opening up a whole new world to mathematical
investigation, a world that his colleagues and students proceeded to explore.

([Hawkins, 1977], str. 156)

K. T. Weierstrass tedy fesil problém soucasné redukce dvou kvadratickych
forem na soucty c¢tvercd i v tom pripadé, kdy jsou kofeny vicenasobné,
a diskutoval kanonické tvary svazku pP + ¢Q. Jeho fesSeni se tykalo situace,
kdy existuji éisla p, g, pro néz det(pP + ¢@Q) # 0.

Poznamenejme jesté, ze myslenky, s nimiz pfiSel ve své teorii elementarnich
deliteld, se daji vysledovat jiz diive, napf. v pracich J. J. Sylvestera z let 1850
a 1851 (On the intersection, contacts, and other correlations of two conics
expressed by indeterminante coordinates, An enumeration of the contacts of
lines and surfaces of the second order) nebo u H. J. S. Smithe (1826-1883),
ktery obdobné myslenky vyuzil roku 1861 v praci Report on the theory of
numbers.

Leopold Kronecker

Némecky matematik L. Kronecker se zabyval obdobnou problematikou
jako K. T. Weierstrass. Roku 1866 publikoval ¢lanek Uber bilineare Formen,
ktery byl motivovan vysledky K. T. Weierstrasse, Elwina Bruna Christoffela
(1829-1900) a Ch. Hermitea. Nazna¢me studovanou problematiku, vyrazové
prostfedky i symboliku (napf. zndmé Kroneckerovo ¢) kratkym dryvkem z této
Kroneckerovy prace:

Wenn die bilineare Form, deren Coefficienten a;, sind, durch eine Substitu-
tion mit den Coefficienten c; auf die Normalform:

Z /\kfc;cy;wk

reducirt werden soll, so muss den vorstehenden Ausfihrungen gemdss:

> (wag +var)zye = Y (WAn + 0Xatn)Th Y,
ik h
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werden, wenn:

und in Folge dessen:
), = Z%kﬁck ) Yn = Z“thyk
h

gesetzt wird, wobei die Coefficienten ¢ und v durch die Relation:
> cinynk = ik
h

mit einander verbunden sind. (Werke 1., str. 150-151)

Na Weierstrassovy vysledky, konkrétné na jeho pojednani Zur Theorie der
bilinearen und quadratischen Formen z roku 1868, navazal L. Kronecker roku
1868 praci Uber Schaaren quadratischer Formen. V vodu napsal, Ze je jeho
cilem prevést spolec¢nou transformaci dvé kvadratické formy na soucty ¢tverci,
a presné zformuloval né€kolik zékladnich vlastnosti kvadratickych forem, které
vyuzil. Nastinil dale nékteré pojmy a terminy:

Wenn nun o(x1,x2,...x,) und ¥(x1,T2,...2,) quadratische Formen mit
reellen Coefficienten bedeuten, so bilden die Formen:

up + vy

fiir alle verschiedenen reellen Werthe des Verhdltnisses: ;- — um einen der Geo-
metrie entlehnten Ausdruck zu gebrauchen — eine Schaar von quadratischen
Formen. Solcher Schaaren giebt es zwei wesentlich verschiedene Arten. Die er-
ste Art enthdlt ,bestimmte Formen® (formae definitae) von n Variabeln, deren
Determinante von Null verschieden ist: die zweite Art enthdlt derartige Formen
nicht. — Es kann offenbar unbeschadet der Allgemeinheit angenommen werden,
dass nicht eine und dieselbe lineare Relation zwischen den n Ableitungen beider
Formen ¢ und ¢ besteht, dass also die n Ableitungen von (up-+v) nicht durch
eine lineare Gleichung mit constanten, d. h. auch von u und v unabhdngigen,
Coefficienten mit einander verbunden sind; dagegen soll der Fall nicht aus-
geschlossen werden, in welchem fiir die n Ableitungen von (up + vi) eine li-
neare Gleichung existirt, deren Coefficienten von dem variabeln Verhdltnisse:
o abhdngig sind. Dieser besondere und bisher noch nicht beachtete Fall, in
welchem die Determinante von (up + vib) identisch Null wird und also die De-
terminante jeder Form der Schaar verschwindet, soll nachher im zweiten Theile
der vorliegenden Notiz eingehend behandelt werden. (Werke 1., str. 166-167)

Dokazal téz nasledujici strucné a vystizné tvrzeni (Werke I., str. 168):

Wenn die Determinante von (up + vip) einen complexen Linearfactor hat,
so ist die Schaar von der zweiten Art; fir Schaaren der ersten Art besteht
demnach die bezeichnete Determinante aus lauter reellen Linearfactoren.
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Roku 1874 se L. Kronecker k problematice soucasné transformace dvou
bilinearnich, resp. dvou kvadratickych forem vratil, nékolikrat na toto téma
referoval v berlinské akademii véd. Vytesil pfipad det(pP + ¢Q) = 0, ktery
dosud nebyl zpracovan. V rozsahlé praci Uber Schaaren von quadratischen
und bilinearen Formen znovu navazal na Weierstrassovy vysledky z roku
1868. Zminil se rovnéz o tom, jak jeho ptvodné netspésné pokusy o Feseni
studovaného problému nakonec vedly k cili.

... hat Hr. Weierstrass das allgemeine Problem der gleichzeitigen Transfor-
mation von zwei quadratischen Formen in zwei andere fast vollstindig erledigt,
indem einzig und allein der Fall ausgeschlossen blieb, wo die der Untersuchung

zu Grunde gelegte, ... mit [P, Q)] bezeichnete Determinante identisch verschwin-
det. (Werke L., str. 351)

Meine Bemiihungen waren zu jener Zeit im Sommer 1868 erfolglos; als ich
jedoch wvor einigen Monaten bei Gelegenheit allgemeinerer Untersuchungen,
von ganz anderen Gesichtspunkten ausgehend, den erwdhnten Gegenstand
wieder aufnahm, gelang es mir, jene Reductionsmethode in der That dahin
zu erweitern, dass mittels derselben jede beliebige Schaar quadratischer oder
bilinearer Formen auf ein Aggregat von elementaren Schaaren zurickgefihrt
wird. (Werke L., str. 355)

L. Kronecker si velmi cenil Weierstrassovych praci a jeho vysledki. Ve svych
pojednanich svého berlinského kolegu ¢asto citoval, pfipominal jeho zasluhy
na Teseni riznych matematickych problémi. Pfesné a vystizné vyjadril vztah
Weierstrassovych vysledkti z let 1858 a 1868 tykajicich se elementarnich délitelt
a navaznost svych vysledkd, které prispély k tplnosti celé teorie.

Mit dem Aufgeben jener Voraussetzung fihrte die Weierstrass’sche Arbeit
vom Jahre 1858 schon zu einer héheren FEinsicht und namentlich zu einer
vollstandigen Erledigung des Falles, in welchem nur einfache Elementartheiler
vorhanden sind. Aber die allgemeine Einfihrung dieses Begriffes der Elemen-
tartheiler, zu welcher dort nur ein vorldufiger Schritt gethan war, erfolgte erst
in der Weierstrass’schen Abhandlung vom Jahre 1868, und es kam damit ganz
neues Licht in die Theorie der Schaaren fiir den Fall beliebiger, doch von Null
verschiedener Determinanten. Als ich darauf auch diese letzte Beschrinkung
abstreifte und aus jenem Begriffe der Elementartheiler den allgemeineren der
elementaren Schaaren entwickelte, verbreitete sich die vollste Klarheit tiber die
Fille der neu auftretenden algebraischen Gebilde, und bei dieser vollstindigen
Behandlung des Gegenstandes wurden zugleich die werthvollsten Einblicke in
die Theorie der hdheren, in ihrer wahren Allgemeinheit aufzufassenden In-
varianten gewonnen. (Werke 1., str. 405-406)

Ve stejném roce L. Kronecker publikoval praci Uber die congruenten
Transformationen der bilinearen Formen, v niz se opét zabyval problematikou
transformace bilinearnich a kvadratickych forem. V téchto pracich se odkazoval
na vysledky Weierstrassovy, Jordanovy, Jacobiovy a Christoffelovy.

Stejnou problematiku komentoval roku 1890 v kratké pozndmce Reduction
der Systeme von n? ganzzahligen Elementen, v niz citoval zejména G. Frobenia.
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V delsi praci Algebraische Reduction der Schaaren bilinearer Formen z téhoz
roku znovu studoval redukci svazku kvadratickych forem. Otazkami transfor-
maci bilinearnich forem se zabyval i v rozsahlé praci Uber die congruenten
Transformationen der bilinearen Formen z roku 1895.

Camille Marie Ennemond Jordan

Roku 1870 publikoval C. Jordan (1838-1922) monografii Traité des substi-
tutions et des équations algébriques, v niz podal systematicky vyklad vysledki
francouzského matematika Evaristea Galoise (1811-1832) o Tesitelnosti algeb-
raickych rovnic (tzv. Galoisova teorie) véetné fady poznatki rodici se teorie
grup. Jeho kniha ovlivnila celou jednu generaci matematiki.

C. Jordan zkoumal z rtznych hledisek linedrni substituce, zavedl mimo jiné
obdobny kanonicky tvar jako o dva roky diive K. T. Weierstrass. Matice,
ktera jeho kanonickému tvaru odpovida, je slozena z bunék, jez maji na hlavni
diagondle piislusné vlastni ¢islo a na rovnobézné linii bezprostredné pod ni
(misto dnes obvyklych jednicek) totéz vlastni éslo. Pomoci tohoto kanonic-
kého tvaru urdil linedrni substituce, které s danou linearni substituci komutuji.
Studoval rovnéz metody nalezeni vSech lineadrnich substituci, jez maji stejny
kanonicky tvar, a ukazal, Ze pro takové dvé ekvivalentni substituce A, B plati
vztah B = P'AP, kde P je vhodn4 substituce.

Poznamenejme, Ze C. Jordan v té dobé jeSté neznal ani Cayleyho praci
o maticich z roku 1858, ani Weierstrassovu teorii elementarnich délitelt.

Paty paragraf druhé knihy Jordanovy monografie Traité des substitutions et
des équations algébriques je nazvan Forme canonique des substitutions linéaires
(viz [Jordan, 1870], str. 114-126). V dnesni terminologii lze jako hlavni téma
tohoto paragrafu oznacit podobnost matic a pfevod matice na tzv. Jordantuv
kanonicky tvar. Zduraznéme, ze se autor zabyval problematikou linearnich
substituci nad koneénym télesem, které ma p prvkia. Teorém uzavirajici tento
paragraf zni takto:

THEOREME. — Soit
A= |z,2,... ax+bx' +..., dz+bo+..., ... |

une substitution linéaire quelconque & coefficients entiers entre n indices
variables chacun de 0 a p — 1;
Soient F, F', ... les facteurs irréductibles de la congruence de degré n

a—K d
b V—K ...|=0 (mod.Dp);

LU, ... leurs degrés respectifs; m,m/, ... leurs degrés de multiplicité;
On pourra remplacer les m indices indépendants x,z’,... par d’autres
indices jouissant des propri€tés suivantes:
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1° Ces indices se partagent en systémes correspondants auzx divers facteurs

F,F',... et contenant respectivement lm,l'm’,... indices;

2° Soient Ko, K1, ..., K;_1 les racines de la congruence irréductible F = 0
(mod. p); les lm indices du systéme correspondant & F se partagent en | séries
correspondantes aux racines Ko, K1,...,K;_1;

3° Les indices de la premiére série de ce systéme sont des fonctions linéaires
des indices primitifs, dont les coefficients sont des entiers complexes formés
avec l'imaginaire Ko: ils constituent une ou plusieurs suites yo, 2o, Ug, - - - ;

Ybs 205 - - - 5- - - telles, que A remplace les indices yo, 29, ug, . .. d’une méme suite
respectivement par Koyo, Ko(zo + y0), Ko(uo + 20), .- -5

4° Les indices de la r + 1°¥M¢ série sont les fonctions Y, Zp, Uy, ...;
Y,z .5 .., respectivement conjuguées des précédentes, que l'on forme en y
remplacant Ky par K,; A les remplace respectivement par K,y,, K, (zr + yr),
K. (ur + 24),...; ... ([Jordan, 1870], str. 125-126)

C. Jordan se i v dalsich pracich vénoval nékterym otdzkam linearnich sub-
stituci, které souviseji s kanonickym tvarem. To jiz byl sezndmen s Weier-
strassovymi a Kroneckerovymi vysledky. Ukazoval souvislost svych vysledki
s Weierstrassovymi a naznacil, jak odvodit teorii elementarnich deéliteld po-
moci redukce forem na kanonicky tvar. Pfipometime jen jeho krétkou stat Sur
la résolution des équations différentielles linéaires z roku 1871 a pét ¢lankd
z roku 1874: Mémoire sur les formes bilinéaires, Sur la réduction des formes
bilinéaires, Mémoire sur une application de la théorie des substitutions a l’etude
des équations différentielles linéaires, Mémoire sur la réduction et la transfor-
mation des systémes quadratiques a Sur les systemes de formes quadratiques.

Jordanovo jméno je jiz fadu let spjato s problematikou kanonickych tvart.
Terminy Jordanova bunka, Jordanova matice, Jordanuv kanonicky tvar jsou
béZné uzivané, nachizime je v fadé ucebnic linedrni algebry.®

Georg Frobenius

G. Frobenius se problematikou charakteristické rovnice, minimalniho poly-
nomu, podobnosti, invariantnich faktord, elementarnich déliteld a pfibuznymi
otazkami zabyval roku 1878 v praci Uber lineare Substitutionen und bilineare
Formen.

Diskutoval zde mimo jiné obecny pojem ekvivalence na mnoziné bilineadrnich
forem, vybér reprezentantii tiid ekvivalence apod. Svoji praci napsal velmi mo-
dernim jazykem; sice jesté v Feci bilinearnich forem, ale symbolikou, pod niz jiz
citime maticovy pristup. Vyrazné se odvolaval na vysledky K. T. Weierstrasse
(1868) a L. Kroneckera (1874), ktefi tato témata studovali nedlouho pied nim.

Souéin bilinedrnich forem
A= Z GapBTalys B = Z baﬁmayﬁ

9 Jordantiv kanonicky tvar a pfibuzné otézky stale poutaji zdjem matematikt. Viz napf.
[Wedderburn, 1937], [Cavallucci, 1937], [Cramlet, 1938], [Browne, 1940], [Petr, 1940], [Smiley,
1942], [Ptak, 1956], [Arcese, 1968], [Filippov, 1971], [Galperin, Waksman, 1980], [Fletcher,
Sorensen, 1983], [Viliaho, 1986], [Brualdi, 1987], [Hall, 1991].
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definoval G. Frobenius vztahem

0A 0B
AB=) 5

pritom je
AB = angzayg , kde cop= Zaa,{bﬁg .
K

Uvazovanou formu A transformoval pomoci substituci

Ta= PapXp & Yo=) sV,
B B

které reprezentoval bilinedrnimi formami

P = Zpag.fayg N Q = ZQQﬁIayﬁ 5

a dosel k formé vyjadiené schématem PTAQ.

V Sestém paragrafu této prace zavedl G. Frobenius obecny pojem ekvivalence
forem a zkoumal nékolik jeho specidlnich piipadt. Pii této prilezitosti se
nékolikrat odvolaval na L. Kroneckera.

FEine Form B heisst einer Form A dquivalent, wenn zwei Formen P und Q)
von nicht verschwindender Determinante bestimmt werden kénnen, welche der
Gleichung

PAQ =B

gentigen, und welche ausserdem noch einer weiteren Beschrinkung unterworfen
sein konnen. Dieselbe muss aber der Art sein, dass A mit B dquivalent ist, wenn
es B mit A ist, und dass zwei Formen, die einer dritten dquivalent sind, es auch
unter einander sind. (Mindliche Mittheilung des Herrn Kronecker). P und Q
heissen die Substitutionen, durch welche A in B 1iibergeht. Alle Formen, die
einer bestimmten dquivalent sind, bilden eine Klasse von Formen.
([Frobenius, 1878], str. 19)

Zminénymi omezujicimi podminkami G. Frobenius rozumeél dilezité pripady,
kdy je P rovno Q nebo QT nebo Q~!; ve druhém a tfetim piipadé nazjval
substituce P a Q) cogrediente, resp. contragrediente.

Dale definoval svazek forem rA — B, kde r je proménny parametr, a ekviva-
lenci dvou takovych svazkt vztahem

P(rA-B)Q=rC-D,

resp. ekvivalentnim vyjadienim PAQ = C, PBQ = D.
Damit zwei Formenschaaren dquivalent sind, ist nothwendig, dass die Ele-
mentartheiler ihrer Determinanten ubereinstimmen. Diese Bedingung ist auch

hinreichend, falls jene Determinanten nicht identisch verschwinden.
([Frobenius, 1878], str. 20)



225

Jako specialni pfipad ekvivalence forem definoval G. Frobenius podobnost
forem: formy A a B se nazyvaji podobné, existuje-li substituce P, pro niz je

P 'AP=B.

Formy A a B jsou podobné pravé tehdy, kdyz jsou svazky rE — A arE — B
ekvivalentni (symbolem F se rozumi forma ,odpovidajici jednotkové matici,
ti. E =5 TaYa)-

Damit also A und B dhnlich seien, ist nothwendig und hinreichend, dass die
Schaaren rE — A und rE — B dquivalent sind, oder dass Elementartheiler der
charakteristischen Functionen von A und B dbereinstimmen.

([Frobenius, 1878], str. 21)

Jako dalsi specialni pfipad ekvivalence forem definoval G. Frobenius kon-
gruenci forem: formy A a B se nazyvaji kongruentni, existuje-li substituce P,
pro niz je

PTAP=D.

Formy A a B jsou kongruentni pravé tehdy, kdy? jsou svazky rA— AT arB—BT
ekvivalentni.

V sedmém paragrafu vysetfoval G. Frobenius podobnost forem, dokazal zde
fadu dulezitych tvrzeni, kterd se tohoto pojmu tykaji. Jako pfiklad uvedme
véty o charakteristickém a minimélnim polynomu.

Bestimmt man fir jede der verschiedenen Wurzeln der charakteristischen
Gleichung einer Form A den Elementartheiler hichsten Grades, der fir dieselbe
verschwindet, und bezeichnet man das Product dieser Elementartheiler mit
P(r), so ist Y(A) =0 die Gleichung niedrigsten Grades, der A geniigt.

Ist f(A) = 0 eine Gleichung, der A genigt, und f(r) = 0 eine Gleichung
ohne mehrfache Wurzeln, so hat die charakteristische Function von A lauter
einfache Elementartheiler. ([Frobenius, 1878], str. 26)

G. Frobenius rovnéz fesil pfipad AP = PB, kdy P je singularni, tj. kdy
nemiiZzeme psat P~1AP = B:

Ich kniipfe daran noch einige Bemerkungen uber die Mdglichkeit der Glei-
chung AP = PB, falls die Determinante von P verschwindet. ...

Ist AP = PB, so kann in der Determinante von P der héchste Grad
nicht verschwindender Unterdeterminanten nicht grésser sein, als der Grad

des grassten gemeinsamen Theilers der charakteristischen Functionen von A
und B.

Sind die charakteristischen Functionen von A und B theilerfremd, und ist

AP = PB, so ist P gleich Null. ([Frobenius, 1878], str. 27-28)

V osmém paragrafu Transformation der bilinearen Formen in sich selbst
vysetifoval situaci, kdy se bilinearni forma A prevadi sama v sebe, tj. existuji
substituce P, Q, pro néz je

PAQ=A .
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Objevil fadu poznatki, napr. ekvivalentni podminku pro to, aby substituce P,
@ transformovaly néjakou regularni bilinearni formu v sebe.

Damit die Substitutionen P, @Q geeignet seien, eine Form wvon micht ver-
schwindender Determinante in sich selbst zu transformiren, ist nothwendig und
hinreichend, dass die Formenschaaren rE — P und rQQ — E dquivalent sind.

([Frobenius, 1878], str. 31)

Devaty paragraf Transformation der bilinearen Formen mit cogredienten
Variabeln in sich selbst pfimo navazuje na paragraf predchozi. Zabyva se
situaci, kdy se regularni bilinearni forma A pfevadi sama v sebe transformaci

PTAP=A.

Wenn eine Substitution eine Form in sich selbst transformirt, so transfor-
mirt jede dhnliche Substitution eine congruente Form in sich selbst.

Damit eine Substitution geeignet sei, eine Form A von nicht verschwindender
Determinante in sich selbst zu transformiren, muss sie mit A1 A’ vertauschbar

sein.10

Fine Form A wvon nicht verschwindender Determinante wird durch die
Substitution A=* A’ eigentlich in sich selbst transformirt.

([Frobenius, 1878], str. 34, 36)

Desaty paragraf Transformation der symmetrischen und der alternirenden
Formen in sich selbst za¢ind rozkladem bilinedrni formy A na symetrickou
a antisymetrickou ¢ast: A = S + T. Polozi-li se nyni U = A"TAT, ziska se
vhodné transformace symetrické i antisymetrické ¢asti formy A:

Utsu =5, UTTu =T .

Damit eine Substitution geeignet sei, eine symmetrische [alternirende] Form
von nicht verschwindender Determinante in sich selbst zu transformiren, ist no-
thwendig und hinreichend, dass die Elementartheiler threr charakteristischen
Function paarweise von gleichem Grade sind und fir reciproke Werthe ver-
schwinden, mit Ausnahme derer, welche fir den Werth +1 oder —1 verschwin-
den und einen ungeraden [geraden] Exponenten haben.

([Frobenius, 1878], str. 41)

Jedenacty paragraf nese nazev Untersuchung der Grenzfille, dvanacty
paragraf Orthogonale Formen je vénovan formam R, pro néz RT = R™1L.
Uvedme zde jen jeden z vysledki:

Die charakteristische Function einer reellen orthogonalen Form hat lauter
einfache Elementartheiler. ([Frobenius, 1878], str. 53)

Studované téma pokracuje v tiinadctém paragrafu Aehnliche orthogonale
Formen; kond¢i timto vysledkem:

10 Symbolem A’ znadil Frobenius formu ,transponovanou® k formé A.
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Sind zwei orthogonale Formen dhnlich, so sind sie auch congruent und
kénnen durch orthogonale Substitutionen in einander transformirt werden.
([Frobenius, 1878], str. 58)

Roku 1879 publikoval G. Frobenius rozsdhlou praci Theorie der linearen
Formen mit ganzen Coefficienten. V Gvodu rekapituloval problém, ktery resili
zejména K. T. Weierstrass, L. Kronecker a C. Jordan.

Wenn die beiden bilinearen Formen

A = Z afwzayg , A = Za’oiﬁzayg

der Variabeln x1,y1,...Tn,Yn durch die linearen Substitutionen

(P) @a=) pyary, (Q) ys=) assvs
Y 4

in die beiden Formen
B=Y il B =Y 0th
transformirt werden, so geht die Form
A=rA"+ A" = Z AaBTaYs
mit dem unbestimmten Parameter v durch die ndmlichen Substitutionen in
B=rB +B"= Z byl ys

uber. Sind die Determinanten der Substitutionen P, (Q von Null verschieden,
so verwandeln die inversen Substitutionen

(R) @l = rarta, (S) ys=_ sspys

a B

die Form B wieder in A. Giebt man dem Parameter r alle mdoglichen Werthe,
so heisst die Gesammtheit der Formen rA’ + A” eine Schaar von Formen, und
zwei Formenschaaren, welche in der angegebenen Weise gegenseitig in einander
transformirt werden konnen, werden dquivalent genannt.

(Abhandlungen I., str. 482)

Na pocatku prvniho paragrafu nazvaného Die Bedingungen der Aequivalenz
bilinearer Formen definoval pomoci subdeterminanti pojem hodnosti obdél-
nikového schématu A sestavajiciho z prvki ang (viz predchozi kapitola této
monografie) a definoval pojem elementarniho délitele (symbolem [ oznaéil hod-
nost):

Sind die Elemente ang reelle ganze Zahlen (oder ganze Functionen eines
Parameters r), so sei dy der (positive) grosste gemeinsame Divisor aller
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Determinanten Aten Grades von A, falls X < I, und dx = 0, falls X > 1
ist. Da jede Determinante \ten Grades eine homogene lineare Function von
Determinanten (A — 1)ten Grades ist, so ist dy durch dx_1 theilbar. Der
Quotient ey = dfil (e1 = di, €14, = 0) heisst der \te Elementartheiler des
Systems A. (Abhandlungen I., str. 484)

Déle studoval bilinearni formu

A= Z AaBTays

s celociselnymi koeficienty, kterd pomoci transformaci
(P) o= pyatl,, Q) ys =D asss
gl s

s celociselnymi koeficienty piejde ve formu

B= vagmfyyg :

Misto vyse uvedenych substituci pak uvazoval bilinearni formy

P=> pasTals , Q= GapTays

a situaci, kdy forma A prechazi substitucemi P, @) ve formu B, coz symbolicky
oznacil

PAQ=DB.

Formy navzajem prevoditelné nazyval G. Frobenius ekvivalentni; dokézal tento
zasadni vysledek:

Damit zwei bilineare Formen dquivalent seien, ist nothwendig und hin-
reichend, dass die Elementartheiler der einen denen der andern der Reihe nach

gleich sind. (Abhandlungen I., str. 485)

Prvni paragraf ukondil témito slovy:

Ist die Anzahl der Variabeln z; derjenigen der Variabeln o gleich, so
ist P = > pagTays eine Form wvon m? Variabeln, deren Determinante
ich mit |P| = |pag| bezeichne und die Substitutionsdeterminante oder den
Transformationsmodul nenne. Zwei Formen A und B sollen nun dquivalent
heissen, wenn A durch Substitutionen in B tbergeht, deren Determinanten
gleich £1 (unimodular) sind. Da dann die inversen Substitutionen, welche B in
A verwandeln, auch ganze Coefficienten haben, so miissen zwei Formen, welche
in diesem Sinne dquivalent sind, es auch in dem fritheren sein.

(Abhandlungen I., str. 485-486)

G. Frobenius studoval v této rozsahlé praci fadu aspekti Siroké problematiky
souvisejici s kanonickymi tvary, s teoril elementarnich délitelt apod. Napt.
paty a Sesty paragraf jsou vénovany prevodu bilinedrni formy na normalni
tvar — nazyvaji se Die Reduction einer bilinearen Form auf die Normalform
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a Einfache Elementartheiler und Systeme zusammengesetzter Elementartheiler.
Posledni, tfindcty paragraf se nazyva Aequivalenz von Schaaren bilinearer
Formen, v zavéru je pripomenut Jordantv vysledek tykajici se kanonického
tvaru, ktery byl publikovan v jeho knize Traité des substitutions et des équations
algébriques z roku 1870.

O rok pozdégji vydal G. Frobenius dvacetistrankové pokracovani vyse uve-
deného ¢lanku se stejnym nazvem — Theorie der linearen Formen mit ganzen
Coefficienten. Po kratkém tvodu pokracoval ve studiu bilinearnich forem ¢tr-
nactym paragrafem Die Reduction der bilinearen Formen.

Roku 1894 se G. Frobenius k tématu kanonickych tvari a elementarnich
délitelia jesté vratil v praci Uber die Elementartheiler der Determinanten,
v niz dal predchozim vysledktim exaktnéjsi podobu. Své vysledky vsak stale
jesté formuloval v feci bilinearnich a kvadratickych forem a vyuzival teorii
determinantii. Jejich souhrn pieloZzeny do maticové feci je dnes soucasti kurzii
linearni algebry.

Ve stejném roce publikoval ¢lanek Uber das Tragheitsgesetz der quadra-
tischen Formen, v némz se opét vénoval otazkdm kanonickych tvard. V tvod-
nim odstavci nastinil struéné situaci, pripomnél zakon setrvacnosti, definoval
signaturu a hodnost tfidy ekvivalentnich forem; tentokrat vysetfoval formy
s realnymi koeficienty a realné substituce.

Betrachtet man zwei quadratische Formen mit reellen Coefficienten als
aquivalent, wenn jede durch eine reelle lineare Substitution in die andere
transformirt werden kann, so umfasst jede Klasse Formen, die nur die Quadrate
der Variabeln enthalten, und in allen diesen Formen findet sich die gleiche
Anzahl von positiven und von negativen Coefficienten. Die Differenz dieser
Anzahlen nenne ich die Signatur, ihre Summe den Rang der Klasse und auch
jeder indiwiduellen Form der Klasse. ([Frobenius, 1895], str. 187)

Roku 1906 publikoval G. Frobenius kratsi prispévek Uber das Tragheitsgesetz
der quadratischen Formen II, kterym navazal na praci ¢eského matematika
Karla Petra (1868-1950) nazvanou Die symmetrischen Zahlensysteme und der
Satz von Sturm z roku 1906.

A7 do konce 19. stoleti byla problematika kanonickych tvart v pracich fady
autoru stale jesté formulovana v feci bilinearnich a kvadratickych forem, ma-
ticovou fe¢ tehdy uzivalo v kontinentalni Evropé jen velmi méalo matematiki.
V osmdesatych letech vsak s maticemi pracoval velmi Gspésné cesky matema-
tik Eduard Weyr (1852-1903), v devadesétych letech uzival maticové vyjadieni
linedrni transformace Theodor Molien (Fjodor Eduardovi¢ Molin, 1861-1941),
G. Frobenius zacal uzivat maticovou fe¢ az roku 1896.

Teprve na pocatku 20. stoleti byla fada vysledki teorie bilinearnich a kvadra-
tickych forem preklddédna do FeCi matic. Vysledky tykajici se vlastnich cisel
a vlastnich vektort byly vzapéti zobecnény na nekonecné dimenzionalni p¥ipad
a zafadily se do obecné chapané spektralni teorie linedrnich operatora.
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Eduard Weyr

Eduard Weyr pristoupil k problematice podobnosti matic a k nalezeni
aplného systému invarianttt podobnosti jinym zptisobem. Jeho pfistup je velmi
moderni, je bliz§i dnesnimu pohledu algebry a funkciondlni analyzy.

Roku 1885 publikoval v ¢asopisu Comptes Rendus Hebdomadaires des
Séances de I’Académie des Sciences dvé kratké prace nazvané Sur la théorie
des matrices a Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les
espéces.'t Oba ¢lanky maji charakter predbézného oznameni vysledkt. Eduard
Weyr v nich velmi strucné prezentoval své vysledky o nulité souc¢inu matic
a svoji teorii charakteristickych cisel a typickych matic. Pozdéji tyto myslenky
podrobné vylozil v samostatné vydaném pojednani O theorii forem bilinearnych
(1889) a v jeho némecké verzi Zur Theorie der bilinearen Formen publikované
roku 1890 v prvnim ro¢niku casopisu Monatshefte fir Mathematik und
Physik, ktery zalozil jeho bratr Emil Weyr (1848-1894) spolu s Gustavem von
Escherichem (1849-1935). Svoji teorii charakteristickych ¢isel a typickych matic
vybudoval Ed. Weyr na pojmu nulita matice, ktery pochazi od J. J. Sylvestera.
Podobnosti matic se tykaji nasledujici Weyrovy vysledky (nulitu matice A
znacime n(A)):

— Necht A je matice Fadu n. Anulujici polynom matice A stupné mensiho
nez n existuje pravé tehdy, kdyz existuje charakteristicky kofen A
matice A, pro ktery je nulita matice A — AE vét$i neZ jedna.

— Matice A je podobna diagondlni matici pravé tehdy, kdyz pro kazdy
charakteristicky kofen A matice A je nulita matice A — AE rovna
nasobnosti tohoto kofene.

— Jestlize A je komplexni matice fadu n a \ jeji s-nasobny charakteristicky
kofen, pak existuje pfirozené ¢islo r takové, ze

n(A—AE) <n(A—AE)? < ... <n(A—AE)" =n(A—-\E)" "t =...

Eduard Weyr uzival pro vlastni c¢islo termin charakteristicky koven. Navic

zavedl tzv. charakteristicka c¢isla. Oznacime-li
n(A—\E)=aq ,
n(A—-AE)? =a; +az,

potom pfirozend ¢isla aq, as, ..., a, se podle Ed. Weyra nazyvaji charakteris-
ticka ¢isla matice A ptislusna k charakteristickému kofenu A. Ed. Weyr ukézal,
ze pro né plati tyto vztahy:

a2 Qg 220,

11 Resumé obou téchto Weyrovych ¢lankt bylo otisténo v éasopisu Bulletin des Sciences
Mathématiques.
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ol t+oag+ -+ o =5

Charakteristické kofeny a charakteristicka cisla uzil Eduard Weyr k formu-
laci nasledujicich vysledkd, které jsou zcela zasadni pro podobnost matic. Mimo
jiné ukéazal, ze charakteristické kofeny a pfislusné charakteristické cisla tvori
aplny systém invarianti podobnosti matic.

— Jestlize Aq,...,Ar jsou charakteristické kofeny matice A a ry,...,7r%
pocty prislusnych charakteristickych ¢isel, potom

(A= A" (= da) (A= A

je minimalni polynom matice A.
— Matice A a B jsou podobné pravé tehdy, kdyz maji stejné charakteris-
tické kofeny a stejna charakteristicka ¢isla k témto kofentim prislusna.
— Pro kaZdou pfipustnou volbu éisel (viz dva vySe uvedené vztahy pro
charakteristickd ¢isla)

1 1
Al, Qag, ’ arla
2
AQ’ alv ) arza
k k
Ak, ay, » o Qs

existuje matice fadu n = > s; s charakteristickymi kofeny \; a pfi-
slusnymi charakteristickymi ¢isly o, . . ., a{;j, j=1,... k.

Eduard Weyr sestrojil konkrétni matici M fadu n, kterd mé predepsané
charakteristické kofeny a predepsana charakteristicka cisla, a tak v dané tfidé
podobnych matic nasel reprezentanta, z néhoz se pomoci vztahu

X =Q 'MQ

ziskaji vSechny matice X této tiidy. Weyrova matice M ma velmi jednoduchy
tvar, obsahuje pouze nuly, jednicky a charakteristické kotfeny A;; od Jorda-
novy matice reprezentujici danou tfidu podobnych matic se 1isi pouze jinym
usporadanim prvkt. Pozdéji pro ni Ed. Weyr zavedl termin typicky tvar.

Weyrova ¢tyTicetistrankova prace O binarngch matricich z roku 1887, jejimz
hlavnim cilem byla popularizace teorie matic a jejiho vztahu k hyperkomplex-
nim ¢islim, rovnéz obsahuje partii o podobnosti matic. V desatém paragrafu
Typicky tvar matrice je elementarnim zpuisobem matice M druhého fadu pie-
vedena na néktery z tvara

pr 0 po0 po 0
0 w2/’ 0w/’ I
Roku 1889 vydala Kralovska ceskd spolecnost nauk Weyrovo pojednéani

O theorii forem bilinearnych, v némz jsou mimo jiné rozpracovany Weyrovy
vysledky publikované roku 1885. Eduard Weyr v ivodu napsal:
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Prednim ucelem tohoto spisu jest uvedeni nové pomicky do theorie bilinear-
nych forem, t. theorie soustav, hlavné mormalnich soustav prislusnych dané
matict.

O plodnosti téchto tvah necht étendr sdm rozhodne; zde jen tolik podotijkdm,
Ze novd methoda stacila m. j. na uplné Teseni zdkladniho problemu soucasné
transformace dvou bilinearnych forem pro pripad Weierstrassem teseny.

([Weyr, 1889, str. 5)

Ed. Weyr zaved] v Sesté kapitole tohoto pojednani pojem normalni soustavy
prislusné k dané matici IV, kterd slouzi k nalezeni transformac¢ni matice @Q
prevadéjici matici N na jeji typicky tvar M:

Kazdd matice N ma svou typickou matici M ; je-li M typickou matici o tyjchz
kotenech a cislech charakteristickych jako N, lze ... stanoviti matici Q tak, Ze
plati N = Q' MQ, a tu zoveme M typickou matici ndleZejict ku N.

([Weyr, 1889], str. 61)

Weyrovou metodou je mozno prevést kazdou komplexni matici na typicky
tvar (v podstaté Jordantv kanonicky tvar) a soucasné najit pfislusnou trans-
formac¢ni matici, resp. vSechny takové transformacni matice.

V jedenacté kapitole nazvané Problem soucasné transformace dvou bilinear-
nych forem a jind upotrebeni Eduard Weyr ukazal, Ze pomoci teorie cha-
rakteristickych ¢isel mtze podat i feSeni klasického problému teorie forem, ktery
vytesili jiz K. T. Weierstrass roku 1868 v praci Zur Theorie der bilinearen und
quadratischen Formen a L. Kronecker v pracich Uber Schaaren quadratischer
Formen (1868) a Uber Schaaren von quadratischen und bilinearen Formen
(1874). Uved]l, ze L. Kronecker zformuloval problém takto:

Necht se stanovi nutné a postacujici vyminky, za kterymi dva pdry bi-
linearnijch forem jsou aequivalentni, a v pripadu aequivalence necht se vyvine
methoda ku stanovent transformace. ([Weyr, 1889], str. 76)

V maticové Fedi je moZno tento problém vyslovit takto: Necht P, @, P’,
Q' jsou matice fadu n. Najdéte nutnou a postacujici podminku pro existenci
regularnich matic H, K, pro néz je

P = HPK , Q' = HQK ,
a metodu nalezeni transformac¢nich matic H, K.

V zavéru jedenacté kapitoly podal Eduard Weyr dikazy nékolika zndmych
vét, napi. Cauchyova vysledku o realnosti vlastnich ¢isel realné symetrické
matice, Sylvesterova zakonu setrvacnosti atd.

Poznamenejme, ze vyklad Weyrovy teorie podali William Henry Metzler
(1863-1943) v dlouhé praci On the roots of matrices z roku 1892, Kurt
Hensel (1861-1941) v rozsdhlém c¢lanku Theorie der Kérper von Matrizen
z roku 190412 a Julius Wellstein (1888-1978) v pojednani Uber symmetrische,

12 Bei dem hier gewdhlten Eingange ergeben sich die schénen Resultate, welche Eduard
Weyr in seiner grofien Abhandlung ,Zur Theorie der bilinearen Formen“ ... hergeleitet,
aber nicht ohne betrdchtliche Schwierigkeiten bewiesen hat, als selbstverstindliche Folge-
rungen ... ([Hensel, 1904], str. 116-117)
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alternierende und orthogonale Normalformen von Matrizen z roku 1930.
Wolfgang Krull (1899-1971) ji roku 1921 rozsifil v praci Uber Begleitmatrizen
und Elementarteilertheorie pro matice nad libovolnym télesem.

Vise uvedeny soubor cisel

1 1.2 2. .k k
(Qpyeey @30T, Q)

byva nékdy nazyvan Weyrova charakteristika.'3

V ceské matematické obci méla odezva na vyse uvedené Weyrovy vysledky
znacné zpozdéni. Roku 1949 na né reagoval na spoleéném 3. sjezdu ceskoslo-
venskych a 7. sjezdu polskych matematiki Miroslav Novotny (nar. 1922); jeho
prispévek O zobecnéni Weyrovy theorie charakteristickych cisel matic byl otis-
tén v Casopisu pro péstovani matematiky a fysiky roku 1950. O tii roky pozdé&ji
zverejnil M. Novotny ¢lanek Abstrakini jidro Weyrovy konstrukce charakteris-
tickych cisel matic. V Givodu napsal:

Prof. Boruvka mi poloZil problém, jakd cast Weyrovy theorie charakteris-
tickych cisel se da vybudovat v abstraktnim prostoru bez zavedeni algebraic-
kych operaci. V této prdci se dokazuje, Ze linedrni prostor se dd nahradit
t. zv. A-projektivnim prostorem a linedrni zobrazeni t. zv. A-deformaci. Tyto
dva pojmy postaci k definici charakteristickych cisel a tato cisla podrzi ty
vlastnosti klasické theorie, jeZ jsou popsdny ve vété 1. Na druhé strané se mi
nepodarilo nalézti vhodny ekvivalent k pojmu koten linedrniho zobrazeni ani
zobecnit systémy normdlnich vektord. ([Novotny, 1953], str. 41)

V letech 1953 az 1956 publikoval Jifi Cermék tii prace o soustavach dife-
rencidlnich a diferenc¢nich rovnic. Nepouzival klasickou Weierstrassovu teorii
elementarnich déliteld, ale Weyrovu teorii charakteristickych cisel, typickych
tvart matic a norméalnich soustav. V fijnu 1958 obh&jil kandidatskou diser-
taéni praci nazvanou Weyrovy soustavy normdalnich vektori a jejich pouZiti
v matematické analyse.'*

Weyrovy vysledky propagoval ve svych pfednaskach i pracich Otakar Bo-
rivka (1899-1995) a upozoriioval na moznosti jejiho vyuziti. V ¢lanku Po-
zndmka o pouZiti Weyrovy theorie matic k integraci systémi diferencidlnich
linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty publikovaném roku 1954 v Caso-
pisu pro péstovani matematiky napsal:

K integraci systému diferencidlnich linedrnich rovnic s konstantnimi koefi-
cienty se obuvykle pouZivd klasické metody Weierstrassovy, spocivajici na re-
dukci matice koeficienti na kanonicky tvar. ... Ve svych predndskdch o dife-
rencidlnich rovnicich, které jsem konal ve stud. roce 1948/49 na piirodovédecké

13 Weyrova, teorie charakteristickych &isel, resp. Weyrova charakteristika je pFipomenuta
v nékterych pracich i monografiich (napf. [Frobenius, 1911], str. 479, 481, [Turnbull,
Aitken, 1932], str. 80, 187-188, [MacDuffee, 1933], 40. paragraf (str. 73-74) se nazyva
Weyr’s characteristic, [MacDuffee, 1943], 55. paragraf (str. 150-155) se nazyva The Weyr’s
characteristic, [Zurmiihl, 1950], str. 212-214, [Pickert, 1953], str. 57).

1 Viz Casopis pro péstovani matematiky 84(1959), str. 254.
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fakulte M. U. v Brné, vyloZil jsem integracni metodu zaloZenou na Weyrové
theorii matic. Tato metoda se vyznacuje tim, Ze vede k prehlednym explicitnim
vzorcum pro integrdly, vyjadrujicim algebraickou povahu problému. Neddvno
uverejnil M. Kumorowitz praci o integraci systému diferencidlnich linedrnich
rovnic s konstantnimi koeficienty, kterd je s Weyrovou theorii matic v uzké
souvislosti. ([Bortivka, 1954], str. 151)

O. Boruvka Weyrovu teorii podrobné vylozil v knizce Zdklady teorie matic
z roku 1971. Mimo jiné zde napsal:

Weyrova teorie je obsahové rovnocennd s duleZitou teorii elementdrnich
deliteli ... a svoji prihlednou algebraickou strukturou ji predci. ...

Nicmené se mne zdd, Ze Weyrova prdace nenalezla ve svetove literature ono
misto, které ji prindlezi. Na pr. v obsdhlé Wedderburnové knize o maticich
z r. 1934 jsou sice v seznamu literatury obé Weyrovy prdce uvedeny, avsak
v textu nend o jejich obsahu zminky. ([Bortvka, 1971], str. 116, 152)

Weyrova teorie charakteristickych Cisel je pielozena do moderni feci endo-
morfismi vektorovych prostorti v jednom z clankt publikace Eduard Weyr
1852-1903 [Belvar, 1995]. Dalsi podrobnosti lze nalézt ve stati Eduard Weyr,
linearnt algebra a teorie hyperkomplexnich cisel, kterd je otiSténa ve stejné
knize.

Roku 1999 publikovala Helene Shapiro v ¢asopisu The American Mathema-
tical Monthly ¢lanek The Weyr characteristic, v némz podala moderni vyklad
Weyrovych vysledki, uvedla nékteré zajimavé souvislosti a ptipojila cetné bib-
liografické odkazy. V tivodu napsala:

The Jordan canonical form is a well-known and standard topic in linear
algebra. It is thoroughly covered in many texts on linear algebra and abstract
algebra. The purpose of this article is to publicize a different approach to the
canonical form problem introduced by Eduard Weyr in 1885 ... Several older
books ... mention Weyr characteristics but it does not appear in recent linear
algebra texts. The basic idea of Weyr’s approach is useful in several areas, such
as describing algorithms for computing the Jordan form in a stable manner ...
and in developing canonical forms for matrices under unitary similarity ...,
but Weyr’s papers are rarely referenced and the sequence of numbers we call
the Weyr characteristic is not named. Thus, while Weyr’s work seems to be
little known, his basic idea has been rediscovered and used several times.

([Shapiro, 1999], str. 919)
Prvni monografie

Koncem 19. stoleti se objevila prvni kniha, kterd byla vénovana Weier-
strassové teorii elementarnich délitelt jako svému hlavnimu tématu. Jeji au-
tor, némecky matematik Peter Muth (1860-1907), studoval v Heidelbergu
a v Gieflenu. Vydani monografie Theorie und Anwendung der Elementartheiler
(1899) se zdrzelo kviili jeho v4zné nemoci. Kniha je pomérné rozsahla (xvi+236
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stran), ¢lenéna je na 18 paragraf. Desetistrankovy uvod seznamuje se zaklad-
nimi myslenkami teorie a s pfinosem jednotlivych tviirc, zejména K. T. Weier-
strasse, L. Kroneckera, G. Frobenia. Autor poukézal jak na nejstarsi zdroje
prezentované problematiky, tak na nedavné vysledky:

Sowohl in der Analysis, als auch vornehmlich in der analytischen Geometrie
tritt uns hdufig das algebraische Problem entgegen, zwei quadratische Formen
@ und 1) von je n Variabelen durch eine lineare Substitution gleichzeitig in eine
einfache oder kanonische (Normal-) Form tberzufihren. ...

Die arithmetischen, auf der Kronecker’schen Reduktion basirenden Metho-
den wurden namentlich von Hensel weitergebildet; derselbe zieht auch Systeme
in Betracht, deren Elemente ganze oder gebrochene Grossen eines Korpers von
algebraischen Zahlen oder Funktionen sind, wobei der Begriff ,Elementarthei-
ler“ abermalige Erweiterung erfahren muss. Die Hauptsdatze tiber Elementar-
theiler bleiben auch fir solche Systeme bestehen ...

([Muth, 1899], str. vii, xv—xvi)

Obsirnou recenzi Muthovy monografie nazvanou Muth’s Elementartheiler
zvefejnil roku 1901 Thomas John Ianson Bromwich (1873-1929), ktery se jiz
v té dobé nevyhybal maticové feci. Ocenil pfinos monografie a mimo jiné téz
Muthtv vyklad partie o Jordanové kanonickém tvaru:

Dr. Muth’s book is the first published account of the theories which we have
sketched above; our thanks are due to the author for having collected so many
useful results into one convenient volume. ... § 11 gives a method of reducing
a linear substitution to Jordan’s canonical form, though it seems to me that
the most practical method for reducing any substitution (whose latent roots are
known) is that due to Jordan himself. ([Bromwich, 1901], str. 313-314)

Zatimco v kontinentalni Evropé byly Weierstrassovy vysledky vnimany
pomérné brzy, v Britanii byl struény vytah z jeho teorie elementarnich
déliteli otistén az roku 1904 ve 2. vydani Scottovy ucebnice The theory of
determinants and their applications, které ptipravil do tisku G. B. Mathews
(viz [Scott, 1880]). Podrobny vyklad podal az T. J. I’a. Bromwich roku 1906
v monografii Quadratic forms and their classification by means of invariant
factors, ktera sehrala pro pochopeni a rozsireni teorie kanonickych tvari matic,
resp. bilinearnich a kvadratickych forem dileZitou roli. Byla to prvni anglicky
psana monografie o tomto tématu.

Velky vyznam pro formulaci problému souvisejicich s kanonickymi tvary
méla i kniha Harolda Hiltona (1876-1974) nazvana Homogeneous linear substi-
tutions z roku 1914. Jejim hlavnim tématem jsou linedrni substituce s readlnymi
a komplexnimi koeficienty, bilinedrni formy a invariantni faktory. Ernest Brown
Skinner (1863-1935) o ni napsal:

Professor Hilton’s book is a welcome addition to the textbook literature on
the subject of linear substitutions. ...

The first four chapters, comprising a little more than half of the book, are
intended to form an introduction to the whole subject. In the first chapter,
which is much the longest in the book, the ordinary method of transforming
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the general substitution into the normal and canonical forms by means of the
poles is shown and the simpler properties of symmetric, orthogonal, unitary,
and Hermitian substitutions are given. In the second the author gives a very
brief account of invariant factors ... In the third chapter devoted to bilinear
forms the Hermitian forms play a prominent part.

To the student who comes to the subject for the first time the fourth chapter
on Applications will be one of the most interesting in the book. Illustrations
from the theory of equations, from differential equations, from the theory of
mazima and minima, from geometry, and from mechanics serve to show the
wide range of application of the subject. ([Skinner, 1916], str. 147)

Herbert Westren Turnbull, Alexander Craig Aitken

Vyznamnou monografii vénovanou kanonickym tvarim matic je tspésna
a stale aktualni kniha An introduction to the theory of canonical matrices
(200 stran), kterou vydali roku 1932 H. W. Turnbull (1885-1961) a A. C. Ait-
ken (1895-1967). Byla hojné studovana, dockala se nékolika vydani a dotiska
(1945, 1948, 1950, 1952, 1961, 2005). Pivodné byla zamyslena jako pokraco-
vani oblibené Turnbullovy knihy The theory of determinants, matrices, and
invariants z roku 1928 (téz 1945, 1948, 1950, 1960), nakonec vSak byla konci-
povana jako zcela samostatné kniha, kterd pokryva, dopliiuje a rozsifuje mnoha
témata predchozi Turnbullovy knihy. V prvni vété ivodu je zcela jasné vymezen
jeji cil:

This book has been written with the object of giving an account of the various
ways in which matrices of finite order can be reduced to canonical form under
different important types of transformation. ([Turnbull, Aitken, 1932], str. v)

Jiz v tvodu se autofi odkézali na Muthovu knihu Theorie und Anwendung
der Elementartheiler (1899), na Bromwichovu knihu Quadratic forms and their
classification by means of invariant factors (1906), na Bdcherovu ucebnici
Introduction to higher algebra (1907), na Cullisovu trojdilnou monografii
Matrices and determinoids z let 1913, 1918 a 1925, na Hiltonovu knihu
Homogeneous linear substitutions (1914) a na Dicksonovu knihu Modern
algebraic theories (1926).

Uvedme nyni nazvy vSech jedenacti kapitol Turnbullovy a Aitkenovy mono-
grafie, které dobte charakterizuji jeji obsah:

I. Definitions and fundamental properties of matrices.

II. Elementary transformations. Bilinear and quadratic forms.

III. The canonical reduction of equivalent matrices.

IV. Subgroups of the group of equivalent transformations.

V. A rational canonical form for the collineatory group.

VI. The classical canonical form for the collineatory group.

VII. Congruent and conjuctive transformations: quadratic and hermitian
forms.
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VIII. Canonical reduction by unitary and orthogonal transformations.
IX. The canonical reduction of pencils of matrices.

X. Applications of canonical forms to solution of linear matriz equations.
Commutants and invariants.

XI. Practical applications of canonical reduction.

Jednotlivé kapitoly jsou dale ¢lenény na kratsi ¢lanky; posledni ¢lanek kazdé
kapitoly obsahuje historické poznamky.

V Gvodu prvni kapitoly je vystizné nastinéna problematika, které je kniha
vénovana:

The theory of canonical matrices is concerned with the systematic investi-
gation of types of transformation which reduce matrices to the simplest and
most convenient shape. The formulation of these various types is not merely
useful as a preliminary to the deeper study of the properties of matrices them-
selves; it serves also to render the theory of matrices more immediately available
for numerous applications to geometry, differential equations, analytical dyna-
mics, and the like. Quite early, for example, in co-ordinate geometry, when
the equation of a general conic is simplified by reference to principal axes, or
again when two general conics are referred to their common self-conjugate tri-
angle, the procedure involved is really equivalent to the canonical reduction of
a matriz. ([Turnbull, Aitken, 1932], str. 1)

Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften

Roku 1950 zacala vychézet druhd, zcela pfepracovand verze némecké mate-
matické encyklopedie pod nazvem FEnzyklopddie der mathematischen Wis-
senschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen [EMW’] (prvni verze [EMW]|
je z let 1898 az 1935). Projekt vSak nebyl Gspésny, béhem deviti let vysel jen
maly pocet sesiti.

Ginther Pickert (nar. 1917) publikoval roku 1953 v této encyklopedii dvé
prehledové staté vénované linearni algebfe. Prvni je nazvana Lineare Algebra
(43 stran), druhd Normalformen von Matrizen (29 stran). Druhé pojednéni je
rozd€leno na osm clanki:

1. Das charakteristische Polynom einer Matriz.
. Teilbarkeit von Matrizen.

. Elementarteiler.

. Ahnlichkeit.

Aquivalenz von Matrizpaaren.

Kongruenz.

. Kongruenz von Matrizpaaren.

® N o Tl W N

. Unitire Ahnlichkeit und normale Matrizen.
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Kromé zékladni literatury citované v uvodu tohoto pojednani (17 tituld)
je fada prament, zejména casopiseckych, uvedena ve 155 poznamkach pod
% 15
carou.

Pickertova stat Normalformen von Matrizen je pojata znacné obecné a ab-
straktné, je psana struénym a efektivnim matematickym jazykem. Na jejim
charakteru se pochopitelné projevil vliv moderni algebry, ktera se v prvni po-
loviné 20. stoleti intenzivné rozvijela. Je to vidét napf. z nasledujici pasaze,
kterou zac¢ina tfeti ¢lanek nesouci nazev Elementarteiler.

R sei ein Ring mit Einselement 1. Die (m,n)-Matrizen A, B heiflen
dquivalent, wenn es invertierbare Matrizen P € (R)m,, Q € (&), mit

(2) B =PAQ

gibt, d. h. also, wenn sie als Matrizen ein- und derselben linearen Abbildung
aufgefafst werden kénnen. Verzichtet man in (2) auf die Invertierbarkeit von P
und Q, so hiefst A ein Teiler von B, und B ein Vielfaches von A. Ist R
kommutativ, so wird das von den Minoren i-ten Grades der Matriz A erzeugte
Ideal 0; als das i-te Determinantenideal von A bezeichnet, und es gilt 91 2 09 2
e 20, 2001 =---=0 mit r als dem Rang von A.

([Pickert, 1953, str. 51-52)

Ctvrty ¢lanek Ahnlichkeit za¢ina definici podobnych matic; bezprostiedné
navazuje na definici, kterou jsme v predchozim citovali.

Setzt man in (2) P = Q7, d. h. kénnen A,B € (R), als Matrizen
M(o; €, €), M(o; €, ) ein und desselben Endomorphismus o aufgefafit werden,
so nennt man A, B dhnlich. ([Pickert, 1953], str. 55)

Najdeme zde napt. nutnou a postacujici podminku podobnosti dvou matic
(totoZny soubor elementarnich délitelt), Jordantv kanonicky tvar, Weyrovu
charakteristiku i tzv. Segreovu charakteristiku. Zminény jsou vysledky Eduarda
Weyra a Karla Petra.'6 Informace o Weyrovych vysledcich jsou pievzaty z knihy
The theory of matrices, jejimz autorem je C. C. MacDuffee; ptivodni Weyrovy
prace Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces
(1885) a Zur Theorie der bilinearen Formen (1890) citovany nejsou.

Paty ¢lanek vénovany ekvivalenci parti matic zac¢iné takto:

R sei ein Schiefkorper. Das Paar der (m,n)-Matrizen A, B heif$t dquivalent
zum Paar der (m,n)-Matrizen Ay, B1, wenn es invertierbare Matrizen P €

(R)m; Q € (ﬁ)n mit
(4) A, = PAQ, B,=PBQ

15 V prvnim &lanku je citovana prace O. Borivky (Sur les matrices singuliéres, Comptes
Rendus 203(1936), 600-602, 762) podévajici novy diikaz jedné Weyrovy véty o nulitach,
kterd byla publikovana v praci Répartition des matrices en espéces et formation de toutes
les espéces [Weyr, 1885].

16 O raciondlném kanonickém tvaru linedrni substituce, Casopis pro péstovani matema-
tiky a fysiky 9(1940), 9-22.



239

gibt. Ist m = n = Rang von A, so folgt aus (4) die Gleichung B1A]' =
P(BA~YP~! und daraus umgekehrt (4) mit Q = AP~ A,; die Aquivalenz
der Paare A, B und Ay, By bedeutet also dasselbe wie die Ahnlichkeit von BA™1
und By A7' ... ([Pickert, 1953], str. 59)

V Sestém ¢lanku se jednd o tzv. kongruentni matice, tj. o matice A, B, pro
néz T
B =PAQ, plicemz P=0Q =Q".
Autor predpokladal, ze £ je okruh s jednotkovym prvkem a tzv. involutornim
antiautomorfismem.!”

Pro zajimavost uvedme Pickertovu formulaci jednoho z hlavnich vysledki.

... Zu jeder hermiteschen Matriz gibt es im Falle R # Ry eine hermitesch
kongruente Diagonalmatriz und ebenso zu jeder symmetrischen nichtalternie-
renden Matriz eine kongruente Diagonalmatriz. ([Pickert, 1953], str. 63)

Specialni pfipad pochopitelné nastane, kdyz se jedna o téleso redlnych cisel
a ortogonalni matice. V tomto ¢lanku je citovana prace B. Bydzovského.!8

Sedmy clanek je vénovan kongruenci paru matic, osmy c¢lanek unitarni
podobnosti, kterd je vymezena takto:

Die hermitesche Kongruenz der Matrizpaare E,, A und E,,, B bedeutet ...
daf es eine unitire Matriz Q mit B = Q=1 AQ gibt. Man bezeichnet in diesem

Fall A, B als unitdr dhnlich, bei 8 = Ry insbesondere als orthogonal dhnlich.
([Pickert, 1953], str. 69)

5. Spektralni teorie

Not least because such different objects as atoms, operators and algebras
all possess spectra, the evolution of spectral theory is one of the most
informative chapters in the history of contemporary mathematics.

([Steen, 1973], str. 359)

Jednim z vysledktt moderni spektralni teorie je skutecnost, Ze urcité linearni
operatory vektorovych prostorti nekone¢né dimenze mohou byt prevedeny na
diagonalni tvar.

Tato problematika se pivodné objevila v pfipadé kone¢né dimenze, jednalo
se o tzv. prevedeni kuzelosecky a kvadriky k hlavnim osadm, resp. o prevedeni
kvadratické formy na soucet ¢tverci. Koncem 19. stoleti zacaly byt intenzivné
zkoumany prostory nekonecné dimenze, nejprve ve spojeni s problematikou
soustav nekonecné mnoha linedrnich rovnic o nekoneé¢né mnoha neznamych.

17 Prvku z je ptifazen prvek oznadeny T, pii¢emz plati: T =z, t + y = T + 7, Ty = JZ.
Je-li R téleso, pak symbolem Ry znac¢ime podtéleso tvorené vsemi prvky, pro néz = = x.
Kazdy involutorni antiautomorfismus okruhu ¢tvercovych matic pfifazuje matici X matici
SXTs-1.

18 Sur les matrices orthogonales symétriques, Casopis pro péstovani matematiky a fysiky
65(1936), 189-194.
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Nekonec¢né soustavy linearnich rovnic byly vySetfovany jiz v 18. a 19. stoleti
v souvislosti s feSenim diferencidlnich rovnic metodou neurcitych koeficientii.
Neznamé funkce byly totiz reprezentovany nekone¢nymi radami a diferencidlni
rovnice se tak redukovala na soustavu nekonecné mnoha rovnic o nekonecné
mnoha neznamych.

S problémem feseni soustavy nekonecné mnoha linearnich rovnic o nekonecné
mnoha nezndmych se potykal jiz francouzsky matematik a fyzik Jean-Baptiste-
Joseph de Fourier (1768-1830) roku 1822 v praci Théorie analytique de la
chaleur, v niz se pokousel reprezentovat funkce trigonometrickymi fadami.
Soustavu nekoneéné mnoha rovnic o nekonecné mnoha neznamych se snazil
Fesit tak, Ze uvaZzoval podsystém n x n (n rovnic o n nezndmych), a poté nechal
¢islo n neomezené riist.

A7 po nékolika desetiletich se problematika nekoneénych soustav linedrnich
rovnic opét ukazala jako aktualni. Vénovali se ji Ernst Theodor Kétteritzsch
v praci Uber die Auflosung eines Systems wvon unendlich vielen linearen
Gleichungen z roku 1870 a americky astronom George William Hill (1838-
1914) v monografii On the Part of the Motion of the Lunar Perigee which
is a Function of the Mean Motions of the Sun and the Moon z roku 1877
a v ¢lanku s obdobnym nazvem, ktery byl publikovan roku 1886 v casopisu
Acta Mathematica.

G. W. Hill vyuzil metody zndmé z teorie kone¢nych soustav linedrnich rovnic
pro studium soustav nekonec¢nych. Zavedl nekonecné determinanty a aplikoval
na né pravidla platna pro determinanty konecné. Jeho vysledky sice souhlasily
s realitou, ale spravnost uzitych matematickych postupt nebyla zcela jasna.

Francouzsky matematik a fyzik Paul Emile Appell (1855-1930) uzil obdob-
nou metodu jako J.-B.-J. de Fourier v ¢lanku Sur une méthode élémentaire
pour obtenir les développements en série trigonométrique des fonctions ellip-
tiques uverejnéném roku 1885 v casopisu Bulletin de la Société mathématique
de France.

Vysetfovani nekoneénych soustav linedrnich rovnic vedlo ke studiu nekonec-
nych matic a nekonecnych determinantt. Tyto otazky zkoumal v letech 1885 az
1886 Henri Poincaré (1854-1912). V pracich Remarques sur l'emploi de la mé-
thode précédente a Sur les déterminants d’ordre infini do jisté miry navazal na
Hillovy a Appellovy vysledky, pochopil sporna mista jejich postupt a pokusil se
pro né vybudovat pevné zéklady. V této souvislosti rozpracoval exaktni teorii
determinantti nekone¢ného radu.

Stejnou problematikou se o nékolik let pozdéji zabyval Helge von Koch
(1870-1924), ktery byl inspirovan zejména Hillovymi a Poincaréovymi pracemi.
Studoval uziti nekonecénych determinanti v teorii linedrnich diferencidlnich
rovnic, roku 1891 publikoval o tomto tématu prace Sur une application des
déterminants infinis a la théorie des équations différentielles linéaires a Sur
les déterminants infinis et les équations différentielles linéaires. Roku 1910
vydal praci Sur les systémes d’une infinité d’équations linéaires a une infinité
d’inconnues, v niz mimo jiné komentoval ptredchozi Hillovy, Poincaréovy
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a Appellovy vysledky. Strucéné, jasné a vystizné charakterizoval napiiklad
Hilltv ptistup k problému:

... la notion de déterminant infini:

FEtant donnée la suite double

st ce déterminant tend vers une limite finie et déterminée A (pour n = o)
M. Hill convient de dire que le déterminant des A;, converge et a pour valeur A.

M. Hill ne démontre pas que le déterminant de son systéme est convergent
mais cela ne l’empéche pas a opérer sur ce déterminant tout comme c’était
un déterminant ordinaire, et une intuition heureuse le guide a de trés beauz
résultats numériques qui semblent justifier I’hardiesse du calcul.

([Koch, 1910], str. 44)

Brzy se ukazalo, ze zobecnéni teorie ortogonalnich transformaci kvadratic-
kych forem na pripad nekonecné mnoha proménnych hraje velkou roli nejen pri
feSeni diferencialnich rovnic, ale i v teorii rovnic integralnich.

Jednim z prvnich, ktery si tuto skutecnost uvédomil, byl némecky mate-
matik David Hilbert (1862-1943). V letech 1904 az 1910 publikoval v ¢asopisu
Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen Sest
pojednani se spoleénym nazvem Grundzige einer allgemeinen Theorie der li-
nearen Integralgleichungen. Jejich souhrn byl roku 1912 vydan v nakladatelstvi
Teubner v Lipsku jako monografie.

D. Hilbert zavedl v této rozsahlé praci fundamentalni pojmy spektralni
teorie, prezentoval jeji hlavni vysledky a polozil zaklady teorie Hilbertovych
prostord. Mimo jiné rozsifil pojem vlastniho ¢isla pro nekonecné symetrické
bilinearni, resp. kvadratické formy a teorém o hlavnich osach pro symetrické
omezené linearni transformace.

Pfipomenime na tomto misté, Ze Ernst Hellinger (1883-1950) a Otto Toe-
plitz (1881-1940) publikovali roku 1927 v némecké matematické encyklopedii
rozsahly prehledovy ¢lanek nazvany Integralgleichungen und Gleichungen mit
unendlichvielen Unbekannten, ktery podrobné pojednéava, zejména ve své tieti
casti Figenwerttheorie, o spektralni teorii.

Jesté 1ze uvést monografii Aurela Friedricha Wintnera (1903—-1958) Spektral-
theorie der unendlichen Matrizen (xii4-280 stran) z roku 1929, ktera je jiz zcela
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disledné napsana v maticové feci. Jeji podtitul Finfihrung in den analytischen
Apparat der Quantenmechanik naznaduje jeji hlavni cil.'®

V zavéru této kapitoly se zminime jesté o dvou zajimavych prehledovych
pracich.

Podstatna ¢ast ¢lanku The spectral theorem Edgara R. Lorcha (1907-
1990) z roku 1962 otisténého v 1. svazku edice The Mathematical Association
of America, Studies in Mathematics, je vénovana problematice, kterou dnes
fadime do funkcionalni analyzy. Cilem autora bylo prezentovat zdkladni
myslenky spektralni teorie.

Prvni paragraf nazvany Preliminary erample ma Gvodni charakter. Pojed-
navéa o strukturnich otdzkach endomorfismi komplexnich vektorovych prostori
kone¢né dimenze, na nichz je ddn skalarni soucin, a je proto mozno hovofit
o kolmosti. V jeho zavéru je zformulovan a dokdzan spektralni teorém v tomto
tvaru:

THE SPECTRAL THEOREM (simple form): Let &, be complex n-dimensional
space and let H be a symmetric linear transformation of &, into itself.

Then there exists a finite number of distinct real numbers A1,..., s and of
closed linear manifolds My, , ..., My, having nonzero dimensionality with the
properties:

1. In My,, H = MNI. That s, the vectors of My, are eigenvectors
corresponding to the eigenvalue \;.

2. If i # j, My, L9M,;, meaning that every vector in one manifold is
orthogonal to every vector in the other.

3. The manifolds My, span €, in the following sense: If x is a vector in
&, then there exist unique vectors x; in My, , such that

r=x1+- -+ T .

The numbers A; and the manifolds My, are uniquely determined by H.
([Lorch, 1962], str. 98)

Dalsi obsah Lorchova c¢lanku jen naznac¢ime vyctem nézvi zbyvajicich
paragrafii, nebot se jiz vyrazné vzdaluje od klasické linearni algebry: 2. Hilbert
space, 3. Linear transformations, 4. Completely continuous transformations,
5. Bounded transformations, 6. Unbounded transformations, 7. Some extens-
ions.

Pohled do historie spektralni teorie podal roku 1973 Lynn Arthur Steen
v rozsdhlém c¢lanku Highlights in the history of spectral theory otisténém
v casopisu The American Mathematical Monthly. V tivodu napsal:

Today every student of mathematics encounters the spectral theorem not la-
ter than his first course in functional analysis and often as early as his first

19 Vyvoji problematiky souvisejici s nekoneénymi maticemi se podrobné vénoval Michael
Bernkopf v praci A history of infinite matrices z roku 1968.
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course in linear algebra. Usually he studies one specimen of the spectral theo-
rem, plucked out of historical context and imbedded in the logical context of his
particular course. Although this scheme is pedagogically efficient and logically
aesthetic, it does often obscure the fact that the spectral theorem was (and per-
haps still is) an evolving species. Its evolution is an outstanding example of the
counterpoint between pure and applied mathematics, for while the motive force
in its evolution was the attempt to provide adequate mathematical theories for
various physical phenomena, the forms throught which it evolved precisely those
which have marked the development of modern abstract analysis.

([Steen, 1973], str. 360)

Steenova prace se bezprostiedné tyka funkcionadlni analyzy, najdeme v ni
vsak fadu myslenek, které se vztahuji i k linearni algebfe. Obsahuje bohatou
bibliografii (z let 1637 az 1971) k tématu, o némz pojednava.

6. Zavér

V pfedchozim textu jsme vidéli, ze dulezité partie teorie matic, tj. problema-
tika charakteristického a minimélniho polynomu, vlastnich ¢isel a vlastnich vek-
torti, otdzky kanonickych tvard a s nimi souvisejicich (ortogonélnich) transfor-
maci, se v matematice objevily podstatné dfive, nez viibec teorie matic vznikla,
byla rozsifena a pfijata. Bylo to jiz v 18. stoleti, kdy byly zejména v geo-
metrii a v nebeské mechanice vysetfovany transformace symetrické bilinearni,
resp. kvadratické formy na kanonicky tvar (soucty ¢tverctt) a kdy byla disku-
tovana otézka realnosti ptislusnych vlastnich ¢&isel (L. Euler, J. L. Lagrange,
C. G. J. Jacobi, P. S. Laplace a dalsi).

V 19. stoleti byla postupné tato vysetfovani bilinearnich a kvadratickych
forem stavéna na pevnéjsi zaklady, matematické zavéry byly dokazovany
byla opusténa. Exaktni dtikaz redlnosti vlastnich c¢isel redlné symetrické,
resp. hermitovské formy podali A.-L. Cauchy, resp. Ch. Hermite. V poloviné
19. stoleti byl zformulovan a dokazan Sylvestertiv zdkon o setrvacnosti.

Ve druhé poloviné 19. stoleti sehraly v této oblasti velmi dilezitou roli vy-
sledky K. T. Weierstrasse, L. Kroneckera a C. Jordana. Teorie elementarnich
déliteli a exaktni zpracovani pfevodu bilinearnich, resp. kvadratickych forem
a linedrnich substituci na kanonické tvary dnes tvori zaklady jedné z nejdilezi-
téjsich partii linearni algebry. K dukladnému pochopeni celé této problematiky
a k jejimu modernimu vyjadreni vyznamné prispély rozsahlé prace G. Frobenia.

Teprve koncem 19. stoleti zacaly byt vSechny tyto vysledky formulovany
v maticové feci; jednim z prvnich matematiki kontinentalni Evropy, ktery
maticovou fec piijal jiz v osmdesatych letech, byl Ed. Weyr. Jeho pojeti pfevodu
matice na kanonicky tvar (se souCasnym nalezenim transformadni matice) je
mimoradné zdafilé a velmi moderni.

Na prelomu 19. a 20. stoleti doslo k podstatnému zobecnéni vysledki pred-
chézejicich desetileti. Intenzivni vyzkum nekoneénjych determinanti, soustav
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nekone¢né mnoha linearnich rovnic s nekoneéné mnoha nezndmymi a nekonec-
nych matic oteviel cestu k funkcionélni analyze, zejména v souvislosti s po¢ina-
jicim studiem linearnich transformaci prostort nekonecéné dimenze. Postupné
se konstituovala spektralni teorie.

V prvni poloviné 20. stoleti se partie o kanonickych tvarech, vlastnich ¢islech
a vlastnich vektorech objevila v ucebnicich a monografiich, zejména v souvis-
losti s rozsifenim a vSeobecnym uznanim teorie matic. Klasickou monogra-
fii vénovanou kanonickym tvarim je dodnes uzivana kniha H. W. Turnbulla
a A. C. Aitkena.
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