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IV. MATICE

The theory of matrices had its origin in the theory of determinants,
and the latter had its origin in the theory of systems of equations. From
Vandermonde and Laplace to Cayley, determinants were cultivated
in a purely formal manner. The early algebraists never successfully
explained what a determinant was, and indeed they were not interested
in exact definitions.

It was Cayley who seems first to have noticed that “"the idea of
matriz precedes that of determinant”. More explicitly, we can say that
the relation of determinant to matriz is that of the absolute value
of a complex number itself, and it is no more possible to define
determinant without the previous concept of matriz or its equivalent
than it is to have the feline grin without the Cheshire cat.

([MacDuffee, 1942], str. v)

Za zrod teorie matic budeme povazovat zvefejnéni Cayleyova ¢lanku A me-
moir on the theory of matrices v Casopise Philosophical Transactions of the
Royal Society of London roku 1858.

Cetné podnéty ke vzniku a rozvoji teorie matic dévala zejména problematika,
soustav linearnich rovnic, teorie determinantti, teorie bilinearnich a kvadra-
tickych forem a teorie invarianti. Velmi inspirativni byla rznd zkouméni
linearnich transformaci, substituci a permutaci a otazky eliminace. Diulezité
problémy, které dnes fadime do teorie matic (vlastni ¢isla, vlastni vektory,
kanonické tvary, spektralni teorie atd.), se objevovaly pfi zkouméani soustav
diferencidlnich rovnic, a to hlavné v nebeské mechanice.

Vznik teorie matic spada do obdobi, kdy se rodila algebra struktur. V po-
loviné 19. stoleti se fada matematikt zabyvala otdzkami rozsifovani ¢iselnych
oborti, tj. problematikou, které vedla k rozvoji teorie hyperkomplexnich ¢isel,
z niz ve 20. stoleti vznikla teorie algeber. Ve stejné dobé€ se intenzivné rozvijel
vektorovy pocet, stile vétsi roli hraly v matematice permutace, substituce
a transformace. Ukéazalo se, Ze aritmetické operace a jejich zakladni vlastnosti,
které byly dosud vnimény pouze v souvislosti s ¢iselnymi obory, maji daleko
obecnéjsi vyznam, lezi v zdkladech dilezitych pojmi, jez se ve druhé poloviné
19. stoleti postupné vytvarely. Jedna se o pojmy grupa, okruh, obor integrity,
téleso, linedrni asociativni algebra a vektorovy prostor, tj. o pojmy, na nichz
stoji algebra 20. stoleti.

O vzniku a vyvoji teorie matic byla jiz napsédna fada praci. Uvedme jen
nasledujici:
J. Tvrda: Vznik teorie matic (1968),
J. Tvrda: On the Origin of the Theory of Matrices (1971),
T. Hawkins: The Theory of Matrices in the 19th Century (1974),
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T. Hawkins: Cauchy and the Spectral Theory of Matrices (1975),

T. Hawkins: Weierstrass and the Theory of Matrices (1977),

T. Hawkins: Another Look at Cayley and the Theory of Matrices (1977),
I. Grattan-Guinness, W. Ledermann: Matriz theory (1994).

1. Prehistorie teorie matic

Do prehistorie teorie matic zcela jisté patii ¢insky algoritmus Fang ¢cheng
uzivany k reseni soustav linearnich rovnic s regulérni ¢tvercovou matici, o némz
jsme jiz pojednali v jedné z pfedchazejicich kapitol. Podstatnou slozkou tohoto
algoritmu byly tpravy tabulky obsahujici koeficienty dané soustavy linearnich
rovnic, které byly vykondvany na pocitaci desce. Vidéli jsme, ze neslo o nic
jiného nez o sloupcové upravy matice, jez jsou obdobné upravam, které
provadime pfi tzv. Gaussové elimina¢nim algoritmu s fadky rozsifené matice
uvazované soustavy rovnic.

Cinskymi postupy provadénymi na poéitaci desce byl v 17. stoleti motivovan
japonsky matematik Takakazu Sinsuke Seki Kowa (1642-1708), ktery je
patrné autorem algoritmu popisujictho vypocet feSeni soustavy rovnic z jejich
koeficientti zanesenych do tabulky umisténé na pocitaci desce; ve zminéném
algoritmu lze vidét vypocty determinantt. I tyto pocetni postupy je mozno
zcela opravnéné zaradit do prehistorie teorie matic a determinantti.

Zajimavé je, ze vznik teorie determinantd (1750) pfedchazi vzniku teorie
matic (1858) o vice nez sto let. Pomérné dlouho trvalo, nez byly pfislusné
prvky, z nichz byl determinant pocitan, sestaveny do ¢tvercového schématu,
tj. do matice, a nez byla tato matice chapana jako samostatny a plnohodnotny
matematicky objekt. Rozvijejici se teorie determinantti byla zdrojem fady
podnéti, které ke zrodu a vyvoji teorie matic prispély. Inspirativni byly rtzné
metody vypoctu determinantd zalozené na tupravach rfadkd a sloupcu, véta
o nasobeni determinant®, v niz je skryto nasobeni matic, véta o reciprokém
determinantu, v niz figuruje (az na nésobek) inverzni matice apod.

Leonhard Euler

L. Euler (1707-1783) byl jednim z nejvyznamnéjsich a nejplodnéjsich ma-
tematik® vsech dob. V letech 1727 az 1741 pracoval v Petrohradé, potom do
roku 1766 v Berling, a pak opét v Petrohradé. Zabyval se matematikou, fyzikou,
astronomii a nejriznéjsimi aplikacemi matematiky.

V préci Problema algebraicum ab affectiones prorsus singulares memorabile
zroku 1771 (Opera (1) VL., str. 287-315) vySetfoval ,étverce®, tj. vlastné matice
tfetiho a ctvrtého fadu, v souvislosti s ivahami o magickych ¢tvercich. Studoval
— v dnesni terminologii — ortogonalni matice, které odpovidaji transformacim
kartézskych souradnic. Podminku ortogonality vyjadfoval vypsanim vsSech
podminek pro skalarni souciny fadki matice se sloupci matice transponované.
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Carl Friedrich Gauss

Némecky matematik, fyzik, geodet a astronom C. F. Gauss (1777-1855)
studoval v letech 1795 az 1798 na univerzité v Gottingen. Pfijal zde misto
profesora astronomie a feditele hvézdarny a zastaval je az do smrti. Zasahl
takfka do vSech oblasti exaktnich véd, zabyval se hlavné algebrou, teorii ¢isel,
diferencialni a neeukleidovskou geometrii, geodézii, elektfinou a magnetismem,
nebeskou mechanikou a teoretickou astronomii.

Ve svém proslulém dile Disquisitiones arithmeticae z roku 1801 dospél pri
sklddani linedrnich transformaci kvadratickych forem s celoCiselnymi koefi-
cienty k maticovému nasobeni.

Ternarni kvadratickou formu
n_r_rn

f(z,y,2) = avx + a2’z + a" 2" 2" + 2b2'2" + 20" x2” + 20"z’

reprezentoval symbolem

a prifadil ji vyraz
D =abb+d'b't' +ad"b"b" — ad’a” — 2600 ;

v dnesni feci jde o zaporné vzaty determinant matice

a bl/ bl
M=|v, o, b
¥, b a"

)

formy f, tzv. diskriminant. K formé f uvazoval tzv. adjungovanou formu
A, A/, A
F= (B B B//) 5

jeji matici je az na znaménko reciproka! matice k matici M; je sloZena ze
zaporné vzatych algebraickych doplinkd prvka matice M, tj.

A=bb—dd", B=ab-b'b", A =bb —aa” atd.

C. F. Gauss uvedl, ze k formé F' je adjungovanou formou forma

aD, oD, d'D
D'f_(bD, v'D, b”D> '

1 Nékdy se téz nazyva adjungovand.
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Dale vyuzil substituci (s celo¢iselnymi koeficienty)

r=oay + By +vy",
Y/

o =a'y + 6y +4"y",

CC// — O[Ny +ﬂ//y/ + '—Y”y”,

které prifadil ¢tvercové schéma (S) jejich koeficientt

a, B, v
o, p,
0/17 ﬁll7 ,yll

a hodnotu
k= aﬁ'v" + 57/0[// "1"?0/5” o ’Vﬁla” . Oé’}/lﬁll . 50/’)/” )
Touto substituci dostal z formy f s diskriminantem D formu g s diskriminantem

E =FkEkD.

Uvazoval téz substituci opa¢nou (kterd rovnéz pievadi formu f ve formu g)
a substituci reciprokou se schématem

,6/’}// _ ,6” / "y’o/’ _ ,Y//O/ 0/,6” _ Oé”ﬂ/
5//7 _ ﬁ’)/l/ ’ ’7”04 _ ’}/O/I ’ O/Iﬂ _ Oéﬂ”
B =By  yd =7, af —adp
ktera prevadi formu F' ve formu G. SloZzenim vychozi substituce a substituce
reciproké dostal substituci popsanou schématem

k, 0, 0
0, k 0
0, 0, k

Studoval rovnéz substituce dané transponovanou matici.

Sklddani obecnych substituci a odpovidajicich schémat (tj. ndsobeni matic)
popsal takto (Werke 1., str. 304-305):

Si forma ternaria f formam ternariam f' implicat, atque haec formam f”:
implicabit etiam f ipsam f”. Facillime enim perspicietur, si transeat

f i f per substitutionem fin f" per substitutionem
a’ ﬂ’ FY | 5’ 57 C
a/’ /6/’ ’y/ | 5/7 6/7 CI
a//’ 5//7 ,y// | 5//7 EN, C//

f transmutatum iri per substitutionem
ad + 0" + 6", ac + fe’ + e, ag + B¢ + ("
a15+5/51+7/5//7 alg+5/€I+’yI€I/, alc_"_ﬁlé‘l_i_,y/é‘ll .
a//5 _|_ ﬂ//é/ _|_ 7//5// Oé”6 _|_ ﬂ//el + ,_y//EJ/ Oé”( + 6//(/ _|_ ,y//C//
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V nasledujicich paragrafech pracoval C. F. Gauss se substitucemi kvadra-
tickych forem, které vyjadioval maticemi. Teoretické partie prokladal fadou
konkrétnich ptiklad.

Zajimavé je, Ze nedospél k reprezentaci kvadratické formy symetrickou matici
(ackoliv formé pfifadil — az na znaménko — determinant této matice) a nedospél
proto ani k maticovému vyjadfeni transformace kvadratické formy linearni
substituci s matici S (pfechod od matice M k matici ST M S), ackoliv slozeni
linearnich substituci maticové vyjadril.

Ferdinand Gotthold Max Eisenstein

Némecky matematik F. G. Eisenstein (1823-1852) studoval na univerzité
v Gottingen, kde byl zakem C. F. Gausse. Od roku 1847 pracoval na berlinské
univerzité, kratce pred smrti se stal ¢lenem berlinské akademie véd. Zabyval se
zejména teorii binarnich a terndrnich kvadratickych a kubickych forem, teorii
Cisel a teorii eliptickych a abelovskych transcendentnich funkci. Jeho jméno nese
kritérium nerozlozitelnosti polynomu s celo¢iselnymi koeficienty nad télesem
racionalnich cisel.

Ve ctyricatych letech 19. stoleti se v Eisensteinovych pojednéanich z teorie
forem objevily zakladni myslenky maticového poctu. F. G. Eisenstein se zabyval
linedrnimi substitucemi, které scital, od¢ital, skladal a invertoval. Béhem doby
se v jeho pracich termin uzivany pro tyto objekty postupné proménoval
(lineare System, Substitution, Substitutions-System, ...), vyvijela se i symbolika.
V zadném pripadé vsak nelze Fici, ze by F. G. Eisenstein usiloval o vytvoreni
néjaké nové teorie, teorie substituci.

Roku 1844 se F. G. Eisenstein v praci Untersuchungen tber die cubischen
Formen mit zwei Variabeln vénoval teorii binarnich kubickych forem s celo-
¢iselnymi koeficienty. Pracoval zde mimo jiné s linedrnimi substitucemi, které
reprezentoval ¢tvercovymi schématy sestavenymi z jejich koeficientt (Werke 1.,
str. 11):

Wendet man auf die cubische Form
f = az® + 3bz’y + 3cxy® + dy?
die Substitution

r=ar' + 0y,  y=n2'+8 (O" ?)
o

an, und ordnet das Resultat nach den neuen Variabeln x' undy’, so erhdlt man
die neue cubische Form

f/ _ a’m’g+3b’m’2y’+3c’x’y’2+d’y’3 7

deren Coéfficienten a’,V',c',d" auf folgende Art durch die alten Coéfficienten
a, b, c,d ausgedrickt werden konnen ...
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Die Transformation (a, ﬂ) heisst eine eigentliche oder uneigentliche
Vs
Transformation, je nachdem «d — (7, welches durch £ bezeichnet sein mag,

positiv oder negativ ist. ...

Ist daher
ad —fy=e==41,

so hat man zugleich eine Transformation von f' in f, namlich die folgende:
o ) _ﬁ
= « -
F. G. Eisenstein se dédle vénoval skladani a invertovani substituci a velmi
aspésné vyuzival symboliku ¢tvercovych schémat.

... Angenommen also, es gingen die Formen f und f’ durch die beiden
verschiedenen Transformationen

/ /
(5 8)=n (3 5)-n

in einander tber. Man bilde die reciproke Transformation von t1, namlich

t3: (_6’;’ _O[5> ’

durch welche [’ in f ibergeht, und verbinde sie mit to, so erhdlt man die neue

Transformation
_(d5=p. Bt fa
P\ =dy, B+ )
durch welche f in f, d. h. f in sich selbst ibergeht. Auf der andern Seite bilde

man die reciproke Transformation von ty und verbinde sie mit t1, so erhdlt
man wiederum eine Transformation

_ (' =By, —af' +pa
T2 = v =8y, =B+ )

durch welche f in sich selbst tibergeht. Da sich zu diesen beiden Transformati-
onen 11 und Ty noch die evidente

(1,0
B=\o, 1

gesellt, so wirde man also drei verschiedene Transformationen haben, durch
welche [ in sich selbst ibergehen konnte ... (Werke 1., str. 17)

V préci Allgemeine Untersuchungen tber die Formen dritten Grades mit drei
Variabeln, welche der Kreistheilung thre Entstehung verdanken z let 1844 a 1845
pracoval F. G. Eisenstein s linedrnimi substitucemi ternarnich kubickych forem
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s celoCiselnymi koeficienty. Tyto substituce chapal jako samostatné objekty,
oznacoval je ¢isly nebo pismeny, aby se na né mohl snadno odvolavat. Vzhledem
k tomu, Ze uvaZoval substituce ternarnich forem, jednalo se o ¢&tvercova
schémata sestavend z deviti koeficientt (Werke I., str. 193):

/ 1

u=oau+aov+aw, a, o, «
v=pu+pf'v+p8"w, g, B, B"
w=yu+y'v+y"w, S

Pri skladéani substituci se tato schémata nasobi jako matice, objevuje se inverzni
substituce, a tedy i inverzni schéma apod. F. G. Eisenstein napf. uvedl, ze se
systém

1, K, L
0, K', L »=T
0 K// L//
d4 rozlozit nasledujicim zptisobem (Werke 1., str. 206—-207):
1, 0, 0 1, K, L
0, K, L x <0, 1, 0
0, K", L" 0, 0, 1

Jednim z problémt, kterymi se F. G. Eisenstein zabyval, je otazka, kdy dana
forma prechézi néjakou substituci sama v sebe. Tuto formu opét reprezentoval
¢tvercovym schématem, jak je vidét z nasledujiciho kratkého aryvku:

Wenn die Form F durch die Substitution

/ 7

a, o, «o
ﬂ /B/ ﬂ//
v, Y

in sich selbst ibergeht ... (Werke L., str. 235)

S linedrnimi substitucemi neboli linedrnimi systémy pracoval F. G. Eisen-
stein i v Sesté ¢asti rozsahlého pojednani Beitrdage zur Theorie der elliptischen
Functionen z roku 1847 (Werke 1., str. 377, 387, 439) a v praci Anhang zu der
»Tabelle der reducirten positiven terndren quadratischen Formen, etc.“ z roku

1851 (Werke II., str. 691, 694, 698, 699).

F. G. Eisenstein byl pod vyraznym vlivem Gaussovych Disquisitiones arith-
meticae. Stejné jako on vyjadioval linedrni substituce ¢tvercovymi schématy
a stejnym zpusobem zapisoval i kvadratické formy.

Roku 1844 oznacil kubickou bindrni formu
f = ax® + 3bx*y + 3cxy® + dy?

Ctvetici jejich koeficientt ve tvaru f = (a,b,c,d) (Werke 1., str. 10). Ve stej-
ném roce v praci Transformations remarquables de quelques séries zapisoval
kvadratickou formu (Werke 1., str. 39)

f=az?+ad2"” +a"2"” + 222" + 2 vx" + 20" xa’
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dvoutradkovym schématem

a tohoto oznaceni se ve svych dalSich pracich drzel. V ¢lanku Neue Theoreme
der héheren Arithmetik z roku 1847 vSak poznamenal, Ze determinant (tj. dis-
kriminant) takovéto formy je determinantem systému (Werke I., str. 483-484)

a b g
b”7 a’ , b
b , b , a”

Této matici dnes fikame matice formy f.

V praci Uber die Vergleichung von solchen terndren quadratischen Formen,
welche verschiedene Determinanten haben z roku 1852 zkoumal F. G. Eisen-
stein mimo jiné linedrni substituce kvadratickych forem. Chéapal je jako plno-
hodnotné objekty, oznacoval je pismeny, sklddal je atd. Ctvercova schémata
utvorena z koeficienttt uvazovanych substituci uzaviral kulatymi zavorkami,
stejné jako pozdéjsi matice.

Charles Hermite

Francouzsky matematik Ch. Hermite (1822-1901) pusobil od roku 1848
na Ecole Polytechnique, v letech 1862 az 1869 na Ecole Normale Supérieure
v Pafizi a od roku 1869 na Sorbonné. Vénoval se zejména matematické analyze,
algebfe a teorii Cisel.

V kratké praci Remarque sur un théoréme de M. Cauchy z roku 1855 pouzil
pfi tvahach o redlnosti vlastnich ¢isel hermitovské matice ¢tvercové schéma
prvki (Oeuvres 1., str. 479):

1,1 -0 a21 an,1
a2 az2 — 0 ... an,2

e = ai,3 az 3 ‘e an.3
a1,n a2 n Qp,n — 6

2. Zrod pojmu a terminu ,,matice* v letech 1841 az 1855

Pojem matice i pfislusny termin se postupné rodil v letech 1841 az 1855
v pracich anglickych matematiki A. Cayleyho a J. J. Sylvestera. V nasledujicich

vvvvv
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Arthur Cayley a James Joseph Sylvester

Anglicky matematik A. Cayley (1821-1895) studoval na Trinity College
v Cambridge. Po ukonceni studii a kratkém pedagogickém pisobeni se v Lon-
dyné zivil jako pravnik, advokat a notar. Jiz v dobé vysokoskolskych studii
ho zaujala matematika, které se po cely zZivot intenzivné vénoval, zpocatku
vsak jako amatér. Teprve roku 1863 se stal profesorem matematiky na uni-
verzité v Cambridge (Sadlerian Chair for Mathematics). Pracoval predevsim
v algebraické geometrii, projektivni geometrii a algebfe, ale i v oblasti diferenci-
alnich rovnic, eliptickych funkci, sférické astronomii a astrofyzice. Jeho sebrané
spisy nazvané The Collected Mathematical Papers maji (bez dodatki) tiinact
svazk.

J. J. Sylvester (1814-1897) absolvoval své vysokoskolska studia v Londyné
a na St. John’s College v Cambridge. Kratce pracoval jako advokat, od roku
1838 ptsobil v Londyné jako profesor pfirodni filozofie, v letech 1841 az 1843
jako profesor matematiky ve Virginii v USA. Po navratu do Londyna se zivil
jako pojistovaci matematik a advokat.

V letech 1855 az 1870 byl profesorem matematiky na vojenské akademii
ve Woolwich, v té dobé redigoval Casopis Quarterly Journal of Pure and
Applied Mathematics, o jehoz vznik se zaslouzil. V letech 1877 az 1884
pusobil na Johns Hopkins University v Baltimore v USA, jeho zasluhy
o rozvoj americké matematiky jsou velké; roku 1878 zaloZil Casopis American
Journal of Mathematics, ktery vychazi dodnes. Roku 1884 se stal profesorem
matematiky v Oxfordu (Savilian Chair of Geometry), o deset let pozdé&ji byl
formy, kanonické tvary), teorie ¢isel (elementérni délitelé kvadratickych forem),
z teorie pravdépodobnosti, mechaniky a matematické fyziky.

J. J. Sylvester byl rovnéz vyznamnym tvircem matematické symboliky
a terminologie. Byl prosluly svym vtipem, sklddal basné, kolovaly o ném
nejriznéjsi, pravdivé i nepravdivé historky. Je autorem spisu The Laws of Verse
(1870) pojednéavajicim o zakonech verse.

Roku 1850 se Arthur Cayley a James Joseph Sylvester poznali a spiatelili.
Cayleyovy prace z let 1841 az 1845

Roku 1841 zavedl A. Cayley v praci On a theorem in the geometry of
position dnesni symbol determinantu, tj. ¢tvercové schéma prvku seviené dvé-
ma svislymi rovnymi ¢arami (Papers 1., str. 1). Tento symbol Gspésné uzivime
dodnes.

Let the symbols

/! / !/
) a, Y y &e.
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denote the quantities
Oé, Oéﬂ/ _ Oélﬁ, aﬂ//y/l _ aﬂ//,yl + O/ﬁ”’}/ _ O/ﬁ’)// + a/lﬁ,yl _ Oé”ﬁl'y, &C.

Pro determinanty druhého a tfetitho fadu uvedl v této nové symbolice rozvoj
podle prvniho sloupce (lze jej chépat i jako rekurentni definici determinantu)
a s takto zapisovanymi determinanty dale pracoval. Svoji novou symboliku
vyuzil pfi zkoumdani vztahd mezi vzdalenostmi péti bodd v prostoru, mezi
vzdélenostmi ¢ty bodd v roviné a t¥i bodtl na piimce, resp. mezi vzdalenostmi
péti bodi na sféfe a vzdalenostmi ¢tyi bod na kruznici.

Roku 1843 uvazoval A. Cayley v ¢lanku Chapters in the analytical geometry
of (n) dimensions takovéto obdélnikové schéma prvkl o ¢+ 1 fadcich a n sloup-
cich (¢ < n):

1, To In
A, Ay ... A,
Ki, Ky ... K,

Tvofil z néj determinanty fadu g+ 1 a pro vSechny takto vzniklé determinanty
zavedl oznadeni, které dnes ¢asto pfedstavuje matici (Papers 1., str. 55).

The system of determinants so obtained will be represented by the notation

1, To In
A, A ... A,
Ki, Ky ... K,

and the system of equations, obtained by equating each of these determinants
to zero, by the notation

x1, T2 Tn =0.
A, Ay ... A,
Ki, Ky ... K,

Ve stejném roce publikoval A. Cayley delsi praci On the theory of deter-
minants, v niz vyuzival symboliku, kterou pro determinant zavedl roku 1841.
Véta o nasobeni determinanti se zde objevila v podobé, kdy se fadky jedné
matice skaldrné nasobi fadky druhé matice, stejné jako ve vySe zminéné praci
z roku 1841.

Roku 1845 A. Cayley v praci On the theory of linear transformations
zopakoval definici symbolu || .. .||, ktery zavedl roku 1843; pfi ndsobeni matic
nasobil sloupce prvni matice sloupci druhé matice.?

2 Uvédomme si, Ze z hlediska teorie determinantt je zcela lhostejné, zda skalarné nasobime
tfadky prvni matice s Ffadky druhé matice, nebo fadky prvni matice se sloupci druhé
matice apod. Ve vété o nasobeni determinantti to nehraje zZadnou roli, protoze determinanty
navzajem transponovanych matic se rovnaji. Jakmile vsak chapeme matice jako substituce,
vynuti si sklddani substituci soucasnou definici ndsobeni matic.
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Sylvesterovy prace z let 1850 aZ 1853

J. J. Sylvester uzil roku 1850 v praci On the intersections, contacts,
and other correlations of two conics expressed by indeterminate coordinates
Cayleytv ¢tvercovy zapis determinantu. Ve stejném roce se tento zapis objevil
i v Sylvesterové ¢lanku On a new class of theorems in elimination between
quadratic functions a ¢asto se objevoval i v jeho dalsich pracich.3

Roku 1850 J. J. Sylvester zavedl pojem (obdélnikové) matice a termin
matriz v ¢lanku Additions to the articles "On a new class of theorems”, and
”On Pascal’s theorem”. Vénoval se zejména problematice subdeterminant
takovéto matice a otdzkam jejich nulovosti a nenulovosti. Pojem hodnosti (resp.
nulity) matice, ktery je mozno pomoci nulovosti a nenulovosti subdeterminanti
jednotlivych rada vyslovit, mu vsak byl v té dobé jesté hodné vzdélen:

For this purpose we must commence, not with a square, but with an oblong
arrangement of terms consisting, suppose, of m lines and n columns. This will
not in itself represent a determinant, but is, as it were, a Matriz out of which
we may form various systems of determinants by fixing upon a number p, and
selecting at will p lines and p columns, the squares corresponding to which may
be termed determinants of the pth order. (Papers 1., str. 150)

O rok pozdéji J. J. Sylvester v ¢lanku On the relation between the minor
determinants of linearly equivalent quadratic functions uvedl (hned na prvni
strance) ¢tvercové schéma prvki opatfenych dvéma indexy, dale vSak uzival
oznaceni determinantu (in a compact form) velmi blizké symbolice Vandermon-
deové. Napsal zde toto (viz Papers L., str. 247):

I have in previous papers defined a ”Matriz” as a rectangular array of terms,
out of which different systems of determinants may be engendered, as from
the womb of a common parent; ... The condensed representation of any such
Matriz, according to my improved Vandermondian notation, wil be

ay, a9 ce Qp,

a1, Q2 ... (7%
Cayleytv zapis determinantu vSak J. J. Sylvester hojné vyuzival v fadé svych
praci a patrné tak vyrazné prispél k jeho rozsireni.

V rozséhlém Sylvesteroveé ¢lanku On a theory of the syzygetic relations of two
rational integral functions, comprising an application to the theory of Sturm’s
functions, and that of the greatest algebraical common measure z roku 1853 je
pojem matice uzivan na radé€ mist; je to ¢tvercové schéma prvki bez jakychkoli
zavorek. V zavéru tohoto pojednani je pfipojen slovnicek pojmu — Glossary
of new or unusual terms, or of terms used in a new or unusual sense, in the
preceding memoir. J. J. Sylvester v ném vysvétlil mimo jiné pojem matice,

3 Poznamenejme, 7e ¢tvercové schéma prvki bez jakéhokoli ohraniceni zavorkami uzil
J. J. Sylvester jiz roku 1840 v praci A method of determining by mere inspection the
derivatives from two equations of any degree.
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subdeterminantu atd. Pojem matice uvedl do zké souvislosti s pojmem linearni
substituce:

Matriz. — A square or rectangular arrangement of terms in lines and
columns.

Minor Determinant. — Any determinant retained represented by a square
group of terms arbitrarily chosen out of a matriz is a minor determinant
thereto. The simple terms of the matrix are the last minors, and of course
if the matriz is a square, it will itself in its totality represent a single complete
determinant.

Substitution (linear, similar or contrary). — A linear substitution is said
to be impressed upon a system of variables when each variable is replaced by
a linear conjunctive of all the variables. The matriz formed by the coefficients
of substitution arranged in regular order is called the Matriz of Substitution,
and is of course a square. When two substitutions (impressed on two systems
of variables) have the same matriz, they are said to be similar, and contrary
when their matrices are contrary, that is mutually inverse to each other. ...
(Papers 1., str. 583-585)

V letech 1851 az 1853 se pojem matice objevil v nékolika dalsich Sylvestero-
vych pracich. Nehraje tam vSak dulezitou roli, je to jen pomocny pojem, ktery
se nékdy hodi, zejména pii vySetfovani vlastnosti subdeterminanti.*

Cayleyova prace z roku 1855

A. Cayley uzil roku 1855 v praci Remarques sur la notation des fonctions
algébriques pro matici stejné znaceni, jako roku 1841 pro determinant, tj. rovné
svislé ¢ary ohranicujici ¢tvercové schéma prvki, a termin matrice. Svij ¢lanek
zacal témito slovy (Papers II., str. 185-186):

Je me sers de la notation

a? ﬁ? 77
a/7 5/7 7/7

" % "
o ) 5 ) ’7 )

pour représenter ce que j’appelle une matrice; savoir un systeme de quantités
rangées en forme de carré, mais d’ailleurs tout d fait indépendantes (je ne parle
pas ici des matrices rectangulaires). Cette notation me parait trés commode
pour la théorie des équations linéaires; j’écris par example

4 An enumeration of the contacts of lines and surfaces of the second order (1851), On
Staudt’s theorems concerning the contents of polygons and polyhedrons, with a note on
a new and resembling class of theorems (1852), On a theorem concerning the combination
of determinants (1853), On the conditions necessary and sufficient to be satisfied in order
that a function of any number of variables may be linearly equivalent to a function of any
less number of variables (1853), On a remarkable modification of Sturm’s theorem (1853).
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(gan7<a):( O[/7 g/a ’7/7 )(z,y,z,...)
o, y s
O[N, 6//’ ,Z//’

pour représenter le systeme des équations

E= ax +0y+ vz ...,
n=odz +B8y+ vz ...,
C=a"z+ 8"y +"2 ...,

Soustavou rovnic zde minil spisSe linearni zavislost veli¢in &,7,(, ... na velici-
nach z,y, z, ..., jak vyplyva ihned z dalsiho textu:

On obtient par la l’équation:

—1
((E,y727...):( Oé/, /8/3 FY/) )(577774-7"')’
a, s s

a//, g//, ,;/YI/,

qui représente le systéme d’équations qui donne x,y,z,... en termes de
&1, ..., et on se trouve ainsi conduit a la notation

-1
a, ﬂ ’ Yoo
ala /6/7 7/7
a//’ 6//7 ,}//7

de la matrice inverse. Les termes de cette matrice sont des fractions, ayant
pour dénominateur commun le déterminant formé avec les termes de la matrice
originale; les numérateurs sont les déterminants mineurs formés avec les termes
de cette méme matrice en supprimant l'une quelconque des lignes et ['une
quelconque des colonnes.

Dale se A. Cayley vénoval skladani linearnich transformaci, a dosel tak
k nasobeni matic. Oproti svym predchazejicim ¢lanktm zde jiz nasobil fadky
prvni matice se sloupci druhé matice, tj. tak, jak dnes nasobime matice my.
Dobre si uvédomil vyznam matic, hovoril jiz o teorii matic, ktera by podle jeho
nazoru méla predchazet teorii determinantt (Papers II., str. 187):

... Il faut faire attention, dans la composition des matrices, de combier les
lignes de la matrice a gauche avec les colonnes de la matrice a droide, pour
former les lignes de la matrice composée. Il y aurait bien des choses a dire
sur cette théorie de matrices, laquelle doit, il me semble, précéder la théorie de
Déterminants.
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V zévéru ¢lanku vyuzil A. Cayley matice k reprezentaci forem. Kvadratickou
formu nékolika proménnych zapsanou vyrazem

az? 4+ by? + c2® + 2fyz + 2gzx + 2haxy ...,

vyjadril ve tvaru

(la, h, g, ) 2,9,2,...)%;
h7 b7 f7
9. I ¢

tento zapis ho patrné inspiroval k Gvaze o obecngjsich maticich (viz nejasna
pozndmka v jeho praci A memoir on the theory of matrices z roku 1858), jak
o tom svéd¢i nasledujici odstavec (Papers II., str. 187):

Je remarque qu’en général je représente une fonction rationnelle et intégrale,
homogeéne et des degrés m, m’, &c., par rapport auz indéterminées x, y, &c.,
',y , &c., de la maniére suivante:

’

()@, )&y, )

Une fonction rationnelle et intégrale, homogéne et du degré m par rapport auz
deux indéterminées x,y sera donc représentée par

(O )z, y)™ .

Roku 1855 publikoval A. Cayley dalsi dva ¢lanky, v nichz se objevily matice.
Jedna se o prace Sur la transformation d’une fonction quadratique en elle-méme
par des substitutions lin€aires a Recherches sur les matrices dont les termes
sont des fonctions linéaires d’une seule indéterminée. Byly otiStény, stejné jako
predchozi Cayleyova stat Remarques sur la notation des fonctions algébriques,
v Casopise Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Z hlediska
teorie matic nepfinesly mnoho nového. Znovu vsak pfipomnély pojem matice,
maticové vyjadreni kvadratické formy, inverzni matici apod.

3. Cayleyuv A memoir on the theory of matrices z roku 1858

Pojem matice

Ve své slavné praci z roku 1858 nazvané A memoir on the theory of matrices
charakterizoval A. Cayley matici jako ... a set of quantities arranged in the form
of a square ... (Papers II., str. 475), zavedl termin matriz (mn. ¢. matrices)
a témeér soucasny symbol — kulaté zavorky u prvniho fadku, které pokracuji
svislymi carami u fadki ostatnich.
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Zavedeni nového pojmu motivoval problematikou soustav linearnich rovnic;
nehomogenni soustavu linedrnich rovnic zapsal ,maticové“ — matice vynasobena
vektorem neznamych dava vektor pravych stran.

Matice prezentoval jako nové, samostatné objekty, s nimiz lze provadét arit-
metické operace (... matrices ... comport themselves as single quantities; they
may be added, multiplied or compounded together ... —Papers I, str. 475-476),
které spliiuji aritmetické zakony. Casto je oznacoval velkymi tiskacimi pismeny
latinské abecedy.

Prvky matic nejsou v praci specifikovany; nikde neni feceno, zda se jedna
o raciondlni, realna ¢i komplexni ¢isla nebo o néjaké jiné velic¢iny. Predpoklada
se vSak, ze je lze scitat a nasobit a Ze tyto dvé operace maji ,rozumné vlast-
nosti“. Definice maticovych operaci totiz spo¢ivaji na operacich s vychozimi
veli¢inami a vlastnosti maticovych operaci se odvozuji od vlastnosti operaci
s vychozimi veli¢inami.

Definice a tvrzeni podal A. Cayley vétSinou jen pro matice druhého nebo
tretiho radu, zduraznil vsak jejich obecnou platnost:

... the matrices ... will in general be of the order 8, but it is to be understood
that the definitions, reasonings, and conclusions apply to matrices of any degree
whatever. (Papers II., str. 476)

Velk4 éast prace se tyka étvercovych matic (square matriz). Teprve na nece-
Iych tiech poslednich strankéach se A. Cayley vénoval maticim obdélnikovym;
tuto partii je vSak mozno povazovat za jakysi nepfili§ vyznamny dodatek, ktery
zadné zavazné vysledky nepfinasi.

Zajimavé je, ze A. Cayley hned v prvni vété své prace naznacil, Ze by matice
bylo mozno chépat obecnéji, nic blizsiho zde vSak neuvedl (snad to souvisi s jeho

zapisem forem v ¢lanku Remarques sur la motation des fonctions algébriques
z roku 1855):

The term matriz might be used in a more general sense, but in the present
memoir I consider only square and rectangular matrices, and the term matriz
used without qualification is to be understood as meaning a square matric ...
(Papers IL., str. 475)

Maticové operace

A. Cayley zavedl nulovou a jednotkovou matici 0, 1 (matriz zero, matriz
unity). Definoval séitdni matic, tuto operaci motivoval s¢itdnim linedrnich
substituci; uvedl jeji zédkladni vlastnosti (komutativita, asociativita, existence
opa¢né matice). Rovnéz definoval ndsobeni matice skaldrem a ukazal vazbu
zavedenych operaci:

m(L+M)=mL+mM .

Nasobeni matic motivoval skladanim linedrnich substituci. Uvedl, Ze nasobeni
matic je nekomutativni, zminil ndsobeni nulovou a jednotkovou matici a plat-
nost asociativity (L- MN = LM - N = LM N), dtkaz vSak neuvedl.
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Vzépéti definoval mocninu matice, uvedl rovnost LP - LY = LPT9 a pozna-
menal, Ze mocniny téZe matice spolu komutuji. Definici mocniny pak rozsitil
i pro nulovy a zaporny exponent (pokud existuje inverzni matice — inverse or
reciprocal matriz).

Napsal, Ze je obecné znamo (It is well known ...), Ze

a, b, ¢\ '_ 1 /0.V, 04V, 0.V

a, v, V| &V, oyV, oV
a’, v, ' 0.V, 0V, 0uV
a poznamenal, ze ... the notion of the inverse or reciprocal matriz fails

altogether when the determinant vanishes: the matriz is in this case said to
be indeterminate, ... (Papers II., str. 481)

Cayleyovo oznaceni algebraickych doplik pomoci symbolu pro parcialni
derivaci je vtipné. Napf. algebraicky doplnék k prvku a, tj. b'c¢”’ — b"c, totiz
ziskdme jako parcialni derivaci determinantu

V=abd"+dbt'c+a"bcd —a"Ve—ab'c —a'bc”

uvazované matice podle a.

Je trochu piekvapivé, Ze se A. Cayley v praci, ktera zavadi matice a ,zaklada*
teorii matic, zminil o dobré znalosti inverzni matice. Tato poznamka se patrné
vztahuje k tehdy obecné zndmym poznatkim o reciprokém determinantu.
Pripomenme jesté, Ze o inverzni matici A. Cayley psal jiz ve vySe zminéné
praci z roku 1855.

A. Cayley rovnéz poznamenal (v dnesni feéi), ze okruh ¢tvercovych matic
daného fadu ma netrividlni délitele nuly, kterymi mohou byt jen singulérni
matice:

... the product of two matrices may be zero, without either of the factors

being zero, if only the matrices are one or both of them indeterminate.
(Papers II., str. 481)

Cayleyova-Hamiltonova véta

matrices z roku 1858 je znaméa Cayleyova-Hamiltonova véta, kterou dnes
vyslovujeme v nékolika ekvivalentnich formulacich:
— Kazda matice je kofenem svého charakteristického polynomu.
— Charakteristicky polynom matice M je jejim anulujicim polynomem.
— Charakteristicky polynom matice M je nasobkem jejiho minimalniho

polynomu.

A. Cayley si byl védom vyznamu této véty, nebot ji charakterizoval slovy
general theorem, resp. remarkable theorem. Uvedl ji v této formulaci:
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... the determinant, having for its matriz a given matrix less the same matrix
considered as a single quantity involving the matrix unity, is equal to zero.
(Papers IL., str. 482)

Tento fakt zapsal symbolicky ve tvaru
Det.(1-M—M-1) =0,

z néhoz je vidét, jak velky mél smysl pro symetrii.

Dikaz této dulezité véty vsak A. Cayley ve svém memoéru provedl pouze

pro n = 2. Pro matici
a b
- 2)

vypocetl takovymto ,podivnym® zpisobem determinant

a—M

b a2 1 0_ ... —
. d—M‘_M —(a+dM" + (ad — bc)M® = =0.

Zkrécené pak provedl vypocet pro n = 3 a pFipojil, Ze nepocituje potfebu podat
obecny dtkaz:

... I have not thought it necessary to undertake the labour of a formal proof
of the theorem in the general case of a matriz of any degree. (Papers I1., str. 483)

Jak jiz bylo feceno, A. Cayley si uvédomil hloubku Cayleyovy-Hamiltonovy
véty.® Svédéi o tom i nésledujici citét:
. every rational and integral function, or indeed every rational function of

a matriz, can be expressed as a rational and integral function of an order at
most equal to that of the matriz, less unity. (Papers I1., str. 483)

Uziti tohoto teorému ukazal A. Cayley pfi vypoctu druhé odmocniny matice.

K matici M = (“ b
c d

Cayleyovu-Hamiltonovu vétu a dosel k vysledku

a+Y b
=T &)
X X
kde Y = vad—bc a X = Va+d—+2Y. Volbou znamének odmocnin ziskal
CtyTi feSeni, tj. vV M déava ¢tyri hodnoty. Pocital rovnéz matici L, pro kterou je
L? = M2
Pro vyse uvedenou matici M druhého rfadu vypocetl s pomoci Cayleyovy-
Hamiltonovy véty druhou a tfeti mocninu matice M ve tvaru

) hledal matici L, pro niz je L? = M. Pii vipoctu pouzil

M? = (a+d)M — (ad — bc) ,

5 Hamiltonovo jméno véta nese proto, ze W. R. Hamilton dokézal obdobné tvrzeni pro
kvaterniony.
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M? = [(a +d)? — (ad — be)]M — (a+ d)(ad — be) ;

z této tvahy vyplyva, Ze kazdd mocnina matice M je linedrni kombinaci
matice M a matice jednotkové. Obdobné A. Cayley vyjadril k matici M i matici
M~ a zminil se i o zdpornjch mocninach:

. and the other negative powers of M can then be obtained by successive
multiplications with M ~'. (Papers II., str. 492)

Dalsi vysledky

A. Cayley fesil ve vySe uvedeném memodru o teorii matic nékteré dalsi
problémy.

K dané matici M druhého taddu hledal vSechny matice L, které s ni
komutuji (LM = M L); matice M, L v takovémto pfipadé nazyval convertible.
V komentafi k tomuto problému, jenz lze prevést na feseni homogenni soustavy
CtyT linearnich rovnic o ¢tyfech neznamych, nachazime zajimavy postieh:

... these equations cannot be all independent, for it is clear that if L be any
rational and integral function of M ..., then L will be convertible with M ...
(Papers II., str. 488)

Vysledkem jsou vSechny matice tvaru L = aM + (.

K dané matici M hledal déale matici L, pro niz je LM = —M L; matice M
a L nazval v tomto pripadé skew convertible. DoSel k podmince

(a+d)*(ad —bc) =0 .
Pokud je matice M regularni, tj. ad — bc # 0, vychézeji vztahy

a+d=0, d+d=0, ad +b+bc+dd =0.

Transponovani matic (transposition) zavedl A. Cayley opét pro matice
druhého tadu a vyjadril zakladni vlastnosti této operace v takovémto tvaru:

(tr. M)P = tr. (MP) , (tr. M) ' =tr.(M™Y), tr.(LM)=tr.M .tr.L ...

A. Cayley rovnéz definoval symetrické a antisymetrické matice (symmetrical,
skew symmetrical) a napsal, Ze kazdd matice se dd vyjadiit jako soucet
symetrické a antisymetrické matice (Papers II., str. 490):

. any matriz whatever may be expressed as the sum of a symmetrical
matriz, and a skew symmetrical matriz; thus the form

a h+v g—p
h—v b f+A
gtu f=-X ¢

Ukézal, ze matice M.tr. M je symetrickd, ze M a tr. M nejsou zdménné,
pocital matice tr. M . M .tr. M a tr. M .M .tr. M . M atd.
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A. Cayley studoval (v dnesni terminologii) charakteristicky polynom ma-
tice M, jeji vlastni ¢isla apod.; podrobnéji se vénoval pripadu, kdy pro matici M
plati vztah M™ — E = 0 (E je jednotkova matice).

Reprezentace kvaternionu

Casto se uvadi, ze A. Cayley sestrojil v praci A memoir on the theory
of matrices z roku 1858 prvni reprezentaci jedné algebraické struktury ve
struktufe druhé. Tato informace se vztahuje k nasledujicimu kratkému odstavci
jeho prace, k némuz jiz zadny dalsi komentar neni:

It may be noticed in passing, that if L, M are skew convertible matrices of
the order 2, and if these matrices are also such that L? = —1, M? = —1, then
putting N = LM = —M L, we obtain

L?=-1, M? =-1, N%2=_-1,
L=MN-=-NM |, M=NL=-LN , N=LM=-ML,
which is a system of relations precisely similar to that in the theory of
quaternions. (Papers IL., str. 491)

Polozme

e () =) (5

Prifadime-li kazdému kvaternionu a + bi 4+ ¢j + dk linearni kombinaci kom-
plexnich matic aF + bL + cM + dN, ptifadime tomuto kvaternionu komplexni

matici

a+di b+ci

—b+ci a—di) "’
Toto zobrazeni je izomorfismem télesa kvaterniontt na mnozinu (téleso) kom-
plexnich matic prislusného tvaru, tj. jedna se o bijekci, ktera zachovava binarni

sCitani, bindrni nasobeni, nasobeni skalarem, a navic je norma kvaternionu
rovna determinantu odpovidajici matice.

Obdélnikové matice

V zévéru svého memoaru o teorii matic zavedl A. Cayley obdélnikové matice,
rozlisil matice ,Siroké“ (broad) a ,hluboké“ (deep). Velmi strucéné uvedl, zZe je
mozno uvazovat nulovou matici, ale nikoli matici jednotkovou. S¢itat a odcitat
lze jen matice stejného typu, je mozno néasobit matice skalarem, ale nelze
libovolné dvé matice nasobit. Pfesné popsal, kdy to mozné je, a uvedl priklady
(matice typu 2x 3 a 3x 4, resp. typu 3x 2 a 2x4). Zdiraznil, Ze pro obdélnikové
matice nemaji rozumny smysl tyto pojmy: zdménnost matic, inverzni matice,
mocnina matice, symetrickd matice, antisymetrickd matice.

Neni vylouceno, Ze hlavnim divodem zavedeni obdélnikovych matic byla
moznost chapat vektor, tj. n-tici prvk, jako matici typu 1 x n; pak lze zapsat
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soustavu n linedrnich rovnic o m neznamych pomoci souc¢inu matice typu n x m
a matice typu m x 1 apod. A. Cayley totiZ mimo jiné ukazal, jak lze vyjadrit
skalarni soucin vektort jako soucin dvou matic (Papers II., str. 496):

a, b, c)tr.(a’, b, ') .
/ / /

4. Dalsi Cayleyovy prace o maticich

Ve stejném roce, v némz vySel Cayleyuv memoar o teorii matic, byla
publikovana i jeho prace A memoir on the automorphic linear transformation
of a bipartite quadric function.

A. Cayley v ni mimo jiné prezentoval maticové vyjadfeni bilinearni formy
a zabyval se jeho transformaci danou néjakou linearni transformaci. Tento
problém se v dneS$ni fe¢i popiSe pomeérné jednoduse: jestlize je A matice
bilinearni formy na prostoru V' vzhledem ke dvojici bazi K, K’, potom je BT AC
matice této formy vzhledem k bazim L a L', kde B a C' jsou matice pfechodu
mezi bazemi K, L, resp. K’ a L'.

A. Cayley fesil tento problém pro ternarni bilinearni formy a poznamenal:

For convenience, the number of variables is in the analytical formulae taken
to be 3, but it will be at once obvious that the formulae apply to any number
of variables whatever. (Papers II., str. 497)

A. Cayley propagoval matice i v anglické encyklopedii. V patém svazku
English Cyclopaedia z roku 1860 vysvétlil v hesle nazvaném Mathematics,
recent terminology in fadu pojmu a termint, které se v jeho dobé zacaly v mate-
matice uzivat (grupa, determinant, matice, rezultant, invariant, kovariant,
linedrni transformace atd.). V vodnim odstavci napsal (Papers IV., str. 594):

. in a system of simple equations, if the coefficients arranged in the natural
square order are considered apart by themselves, this leads to the theory of
matrices, a theory which indeed might have preceded that of determinants; the
matriz, is, so to speak, the matter of a determinant ...

Heslo Matriz za¢ina takto (Papers IV., str. 601):

The term might be used to denote any arrangement of terms, but in
a restricted sense it denotes a square or rectangular arrangement of terms,
and it is thus employed in the theory of determinants.

Zavedeni tohoto pojmu motivoval problematikou soustav linearnich rovnic
a uzitim inverzni matice pro fesSeni soustavy s reguladrni matici; kratce se zminil
o operacich s maticemi a ukazal maticovy zapis kvadratické formy.

Po roce 1860 se A. Cayley jiz maticim prili§ nevénoval. Roku 1866 publikoval
A supplementary memoir on the theory of matrices, ktery vSak nové myslenky
nepfinesl.

axr+b
cx+d

z roku 1880 rozvijel vztah mezi linedrnimi substitucemi a maticemi druhého

V praci On the matriz (z Z), and in connezion therewith the function
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radu. Vyuzil Cayleyovu-Hamiltonovu vétu a ukazal, ze n-ta4 mocnina matice M
je linedrni kombinaci matice M a jednotkové matice (M™ = a linear function
of M) a snazil se ji vyjadfit pomoci vlastnich ¢isel o a 5 a jejich poméru A
(Papers XI., 252-257).

Roku 1885 fesil ve dvou ¢léancich rovnici ¢QQ — Qq’ = 0, kde ¢ a ¢’ jsou dané
kvaterniony, resp. matice, a () je neznamy kvaternion, resp. nezndmé matice.
Soucasné poukazal na blizky vztah matic a kvaternionu: ... the question for
matrices s equivalent to that for quaternions. (Papers XII., str. 311)

V rozsdhlé praci On multiple algebra z roku 1887 spadajici do teorie
hyperkomplexnich ¢isel se na nékolika mistech A. Cayley zminil i o maticich,
které vsak znacil stejné jako determinanty:

The separate terms x,vy, ..., whatever be their number, may always without
loss of generality be arranged in a line; but it may be convenient to arrange
them in a different form, for instance, in that of a square; we may have for

instance symbols |z, 1y | with the laws of combination
z, w
oyl e Y| = et yty |
Z, w 2, w z+2, w+uw
T,y oy | = ey, ay oy’
z, w 2w 22 +wz', 2y +ww'

where observe that the multiplication is not commutative. ...

I call to mind that a binary matriz may be regarded as a quaternion; viz.
writing

c, d

a, b‘ =(a+d)—MNa—=d)i+ (b—c)j —Ab+ )k,

where i, 7, k are the quaternion imaginaries, and A is written to denote the
1= \/( — 1) of ordinary analysis, then we at once deduce the equation ... for
the product of two matrices. (Papers XII., str. 462, 479)

V kratké poznamce Note on a theorem in matrices z roku 1891 A. Cayley
studoval realné symetrické matice, které maji dvojnasobné nulové vlastni ¢islo.

5. Sedesata léta 19. stoleti

Charles Lutwidge Dodgson

Nékteré maticové vahy rozvijel i C. L. Dodgson (Lewis Carroll, 1832-1898)
v knize Elementary treatise on determinants ... z roku 1867. Ve druhé kapitole
nazvané Analysis of determinants zacal s definici blok.
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If mn quantities be so placed as to form m rows and n columns: they are
said to form a Block; and the mn quantities are called the Elements of such
a Block.

A square Block of n? Elements is said to be of the n'" degree.

An oblong Block containing m rows and n columns, or m columns and
n rows, where m is greater than n, is said to be of the length m, and of the

breadth n. ...

If, in a given Block, any rows, and as many columns, be selected: the square
Block formed of their common Elements is called a Minor of the given Block.
([Dodgson, 1867], str. 6-7)

C. L. Dodgson tedy tvofil subdeterminanty z obdélnikové matice (Minor
of the Block), déle definoval determinant ¢tvercové matice (Determinant of
the Block). Matice zapisoval jako ¢tvercova schémata seviend z obou stran
zavorkami — svorkami, determinanty znacil svislymi ¢arami podle A. Cayleyho.
Prvky determinantti popisoval pomoci dvou indexti 1\ 2. V té dobé byl takovyto
pristup velmi ridky.

If a square Block be such that its Determinant vanishes, or if an oblong Block
be such that the Determinant of every one of its principal Minors vanishes: in
either case the Block is said to be evanescent. ([Dodgson, 1867], str. 9)

Zakladni vlastnosti determinanti vyslovoval C. L. Dodgson pomoci matic
(blokti), jak jsme vidéli v pfedchozi kapitole vénované vyvoji teorie determi-
nantu.

Edmond Nicolas Laguerre

Francouzsky matematik E. N. Laguere (1834-1886) studoval na Ecole
Polytechnique v Pafizi, od roku 1854 pusobil deset let ve vojenské sfére, poté
se stal profesorem na Ecole Polytechnique a od roku 1883 vyucoval matema-
tickou fyziku na Collége de France v Pafizi. Vénoval se predevsim diferencidlni
a projektivni geometrii a diferencidlnim rovnicim.

Roku 1867 publikoval praci Sur le calcul des systémes lin€aires, v niz rozvinul
zékladni myslenky maticového po¢tu; maticim fikal linedrni systémy. Cayleyav
A memoir on the theory of matrices z roku 1858 patrné neznal, nebof na néj
nijak nereagoval.

J’appelle, suivant l'usage habituel, systéme linéaire le tableau des coefficients
d’un systeme de n équations linéaires a n inconnues. Un tel systeme sera dit
systeme linéaire d’ordre n et, sauf une exception dont je parlerai plus loin, je
le représenterai toujours par une seule lettre majuscule, réservant les lettres
minuscules pour désigner spécialement les éléments du systéme linéaire.

Ainsi, par exemple, le systéme linéaire
a g
)

sera représenté par la seule lettre majuscule A. (Oeuvres L., str. 221)
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E. N. Laguerre definoval s¢itan{ a nasobeni matic, skaldrni matice (systémes
simples), transponované matice (systémes inverses), symetrické a antisy-
metrické matice (systémes symétrique, systémes gauche), reciprokou matici
(systéme réciproque) a uvedl nékteré vlastnosti téchto svych linedrnich systémd.

Ve druhém svazku Cayleyovych sebranych spisi z roku 1889 je otisténa
zajimava Cayleyova poznamka k jeho memodru o maticich z roku 1858, ktera
se tyka Laguerreovy prace.

The next later memoir on the theory of Matrices, so far as I am aware
is that by Laguerre, ”Sur le Calcul des Systémes Lineaires”, Jour. Ec. Polyt.
t. XXV. (1867), pp. 215-264. A 7systéme linéaire” is what I called a matriz,
and the mode of treatment is throughout very similar to that of my memoir;
in particular we have in it my theorem of the equation satisfied by a matrixz of
any order. The memoir contains a theorem relating to the integral functions
of two matrices A, B of the same order, viz. this is expressible in the form

m+pA+gB+rAB. ... (Papers IL., str. 604)

Linearni systémy se objevily i v Laguerreové praci Recherches analytiques
sur la surface réciproque de la surface de Steiner z let1872 a 1873. Mimo jiné
zde nachazime transformaci rovnice plochy tfetiho stupné v maticové podobé
(Oeuvres II., str. 281-283):

Soient a,b,c,d et e cing fonctions linéaires des coordonnées cartésiennes
T, Y, 25 ..

... la surface du troisieme ordre H, dont l’équation est

=0.

<
I
Qo9
QL O o
a0

11 est facile de voir qu’en réalité les considérations précédentes nous condui-
sent a la détermination compléte des lignes asymptotiques de H.
Considérons le systéme linéaire numérique

P q
p ¢
p// 1! 1!

dont, pour plus de simplicité, je supposerai le déterminant égal a l'unité, et le
systéeme composé suivant

p p p’ a b c p q T a v
q q/ q// X b c d X p/ q/ / — b/ CI/ d/
r ,r,/ ,r,// c d e p// q// ,r,// Cl d/ e/
Si l’on choisit les nombres p,q,r,... de telle sorte que l'on ait ¢’ = ¢, il est

clair que l'on aura
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=<
Q\
&
Il
o o2
Q.o o
(IS

d d €

et léquation de H s’obtiendra en égalant a zéro l'une ou l'autre de ces deux
erpressions; mais ’'on n’aura pas en général

de —4ad +3¢% = ae — 4bd + 3¢2

c’est-a-dire
i =1.

L’équation i’ = 0 représentera donc une nouvelle quadrique coupant H suivant

une de ses lignes asymptotiques, et la question qui s’offre d nous est la suivante:
Les nombres p,q,r, ... étant choisis de telle sorte que la relation ¢’ = ¢ soit

satisfaite, trouver les différentes valeurs que peut prendre ’expression

i =a'e —4bd + 3¢% .

Poznamenejme, ze E. N. Laguerre uzil nasobeni linedrnich systémti druhého
fadu i v praci Sur la méthode de Monge pour l'intégration des équations lin€aires
aux différences partielles du second ordre z roku 1876.

6. Hodnost matice

William Kingdon Clifford

Anglicky matematik W. K. Clifford (1845-1879) studoval na Trinity College
v Cambridge, roku 1871 se stal profesorem aplikované matematiky a mechaniky
na univerzité v Londyné. Vénoval se algebfe (hyperkomplexni éisla, algebry),
neeukleidovské a projektivni geometrii a popularizaci matematiky a fyziky. Byl
jednim z prvnich, kdo pochopil a ocenil Lobacevského prace.

Roku 1882, v posmrtné publikované Cliffordoveé stati A fragment on matri-
ces, kterd pochézi patrné z roku 1875, nachézime naznak cesty k pojmu hodnost
matice. Singularni matice tfetitho fadu jsou zde klasifikovany jako matice in-
determinate in the first degree a matice indeterminate in the second degree.
K tomuto rozlisSovani vede sledovani nulovosti a nenulovosti subdeterminant.
V komentaii k tomuto ¢lanku je uvedeno:

... An indeterminate matriz (or more definitely, a matriz indeterminate in
the first degree) is a matriz the determinant of which vanishes, but for which
the first minors do not all of them vanish ... A matriz indeterminate in the
second degree is a matrix for which all the first minors vanish, or what is the
same thing, one for which the second and third rows are mere multiples of the
first row. (Papers, str. 337)
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Georg Ferdinand Frobenius

G. Frobenius (1849-1917) studoval na berlinské univerzité, byl Zzdkem
Ernsta Eduarda Kummera (1810-1893), Leopolda Kroneckera (1823-1891)
a K. T. Weierstrasse (1815-1897), studia ukonéil roku 1870. V letech 1875
az 1892 byl profesorem matematiky na polytechnice v Curychu, od roku 1892
pak na berlinské univerzité. Vénoval se zejména algebfe (kvadratické formy,
hyperkomplexni ¢isla, teorie algeber konecné dimenze, maticovy pocet, teorie
grup atd.).

Ve vétsiné pramendl o vyvoji teorie matic se muzeme docist, Ze pojem
hodnosti matice zavedl v roce 1879 G. Frobenius. Nékdy je pripominan
i Sylvestertv pojem nulity z roku 1882.

Je tfeba zduraznit, ze G. Frobenius zac¢al pouzivat maticovou fe¢ a symboliku
pomérné pozdé, az roku 1896, a to poprvé v praci Uber vertauschbare Matrizen.
V tvodu tohoto ¢lanku napsal:

Ich werde mich daher hier der symbolischen Bezeichnung fir die Zusam-
mensetzung der Matrizen (Formen) bedienen, die ich in meiner ... Arbeit Uber
lineare Substitutionen und bilineare Formen ... auseinandergesetzt habe.

(Abhandlungen II., str. 705)

Podobnou poznamku najdeme i v jeho praci Uber Gruppencharaktere, kterd
vysla rovnéz roku 1896:

Mit Hilfe der Sdtze uber die Matrizen (linearen Systeme), die ich in meiner
Arbeit Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen ... entwickelt habe, ...

(Abhandlungen III., str. 18)

Do té doby se v jeho publikacich matice neobjevily; fadu vysledkt zata-
zovanych dnes do teorie matic publikoval ve svych predchozich pracich v feci
bilinearnich a kvadratickych forem, resp. determinant. Tyka se to i pojmu
hodnost, ktery definoval ve dvou ¢lancich z roku 1879.

V préci Uber homogene totale Differentialgleichungen nalezneme tuto defi-
nici hodnosti determinantu:

Wenn in einer Determinante alle Unterdeterminanten (m + 1)ten Grades
verschwinden, die mten Grades aber nicht simmtlich Null sind, so nenne ich m
den Rang der Determinante. (Abhandlungen I., str. 435)

V rozsahlém pojednani Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficien-
ten z roku 1879 zavedl G. Frobenius stejny pojem na pocatku prvniho paragrafu
v trochu obecnéjsi podobé; hovoti zde o hodnosti obdélnikového systému prvki:

Gegeben sei ein endliches System A wvon Gréssen aqp (0 = 1,...m; =
1,...n), die nach Zeilen und Colonnen geordnet sind. Wenn in demselben alle
Determinanten (I + 1)ten Grades verschwinden, die lten Grades aber nicht
sammitlich Null sind, so heisst | den Rang des Systems.

(Abhandlungen I., str. 484)

Podstata véci je téméf stejnd; v prvni definici je skryta hodnost ¢tvercové
matice, ve druhé hodnost matice obdélnikové.
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Roku 1911 se G. Frobenius k pojmu hodnost vratil v ¢lanku Uber den
Rang einer Matriz, v némz citoval kromé praci K. Hensela (1861-1941) rovnéz
prace L. Karsta,’ E. Netta (1846-1919), K. T. Weierstrasse, J. J. Sylvestera,
C. Jordana (1838-1922), L. Schlesingera (1864-1933), L. Stickelbergera (1850
1936) a Eduarda Weyra (1852-1903). V té dobé se vSak jiz pojem hodnosti
objevoval v fadé praci a byl plodné vyuzivan.

James Joseph Sylvester

J. J. Sylvester dospé€l nezavisle na G. Frobeniovi k pojmu nulita, kterym je
mozno pojem hodnosti nahradit. Pro ¢tvercovou matici je totiz soucet hodnosti
a nulity roven jejimu fadu.

Roku 1882 zvetejnil v praci On the properties of a split matriz vétu o nulité
soucinu matic. Nejprve definoval nulitu matice:

... the nullity of a matriz of the order w being regarded as unity, when its
determinant simply is zero, as 2 when each first minor simply is zero, as 8
when each second minor is zero ... as (w — 1) when each quadratic minor is
zero and as w (or absolute) when every element is zero. ...

(Papers IIL., str. 646)

Potom zformuloval zcela zédsadni vysledek o nulité sou¢inu matic, ktery byva
Casto spojovan s jeho jménem: nulita sou¢inu matic je vétsi nebo rovna nulité
kazdého z ¢initeltt a mensi nebo rovna jejich souctu. kazdého

... If any number of matrices of the same order be multiplied together, the
nullity of their product is not less than the nullity of any single factor and
not greater than the sum of the nullities of all the several factors. (Papers II1.,
str. 646)

Max Koecher (1924-1990) uvedl ve své knize Lineare Algebra und analy-
tische Geometrie z roku 1983 vySe zminéné nerovnosti (pfeformulované pro
yhodnost“) jako Sylvesterovy vzorce (viz [Koecher, 1983], str. 61).

V praci On involutants and other allied species of invariants to matrix
systems z roku 1884 znovu uvedl vysSe uvedeny vysledek a odkazoval se na
néj jako na The Law of Nullity (Papers IV., str. 133, 134, 136, 141). O nulité se
zminil i v praci Sur ’équation en matrices px = xq ze stejného roku (Papers IV.,

str. 177).

Roku 1884 J. J. Sylvester v praci Lectures on the principles of universal
algebra vysvétlil mimo jiné zékladni pojmy tykajici se matic. Zacal pojmem
matice, objasnil maticové nasobeni, pojem nulity atd. Pfipomnél v té souvislosti
i Cliffordovu snahu o rozlisSovani ,,miry“ singularity matice:

A MATRIX of a quadrate form historically takes its rise in the notion of
a linear substitution performed upon a system of variables or carriers; regarded
apart from the determinant which it may be and at one time was almost

exclusively used to represent, it becomes an empty schema of operation, ...
(Papers IV., str. 208)

6 Ludwig Karst: Lineare Funktionen und Gleichungen — viz [Karst, 1909].
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... Thus (M)mn denoting the term in mn of latitude \ and longitude 1, we
have the equation
(AM)mn =2xm x In ,

where, of course, Am means the \th parallel of latitude, and In the lth parallel
of longitude, in m and n respectively. ...

Any other definition of multiplication of matrices, such as the rule for
multiplying lines by lines, or columns by columns, sins against good method,
as being incompatible with the law of consociation, and ought to be inexorably
banished from the text-books of the future. (Papers IV., str. 211)

. if its content, that is, its determinant, vanishes without any other special
relation existing between its elements, the nullity will be called 1; if all the first
minors vanish, 2; and, in general and more precisely, if all the minors of order
w — i+ 1 vanish, but the minors of order w — i do mot all vanish, the nullity
will be said to be i: as an example, if the elements are not all zero, but every
minor of the second order vanishes, the nullity is w — 1.

... Clifford, who goes a step further in distinguishing the several degrees of
indeterminateness from one another. (Papers IV., str. 212)

Leopold Kronecker

K sifeni pojmu hodnost matice prispél také L. Kronecker. Naptiklad
v praci Niherungsweise ganzzahlige Aufiésung linearer Gleichungen z roku 1884
definoval pojem hodnosti systému realnych cisel.

Es sei (ai) firi=1,2,... pund k=1,2,... q ein System reeller Grossen,
und r sei die grosste Zahl von der Beschaffenheit, dass nicht simmitliche aus
den Elementen a;, zu bildenden Determinanten rt¢" Ordnung verschwinden.
Alsdann ist r die ,Stufenzahl® oder der ,Rang“ des aus den q linearen Functio-
nen von p Variabeln Ry, Ro, ... R, gebildeten Divisorensystems:

( Zaili)‘ii7 Zaigﬂ%i7 ...... Zaiqiﬁi ) (’L = 1,27 ce p) 5

und soll auch ... als der Rang des Grdssensystems (a;;) selbst bezeichnet

werden. (Werke IIL.1, str. 67)7

Poznamenejme na tomto misté, ze Kronecker zavedl roku 1866 v praci Uber
bilineare Formen symbol d;5, ktery dnes nese jeho jméno — tzv. Kroneckerovo
delta.

Determinante, welche fir die bilinearen Formen von besonderer Bedeutung
ist, ldsst ibrigens noch mannichfache Umformungen zu, von denen ich nur eine

7 Viz téz Kroneckerova prace Die Periodensysteme von Functionen reeller Variabeln, v niz
je rovnéz pojem hodnosti zaveden; v poznamce pod carou jsou pripomenuti G. Frobenius
a J. Molk. Viz Werke III.1, str. 43.
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hier hervorheben will. Bezeichnet man ndamlich mit o, die Coefficienten des
dem Substitutionssysteme a;, entgegengesetzten Systems, so wird:

E aikOkh = Oin
%

wenn, wie von jetzt ab stets geschehen soll, §;; = 1 oder d;;, = 0 genommen
wird, je mnachdem die Indices i und k einander gleich oder von einander
verschieden sind. (Werke L., str. 150)

V delsim pojednadni Bemerkungen zur Determinanten-Theorie, které je
vytahem z Kroneckerova dopisu Richardu Baltzerovi (1818-1887), je symbol
d;% znovu pripomenut:

Dabei werde ich durchweg von einigen bequemen Bezeichnungen Gebrauch
machen ... ndmlich erstens die Determinante von n? Gréssen: a;, einfach
durch das Zeichen:

|aik|
darstellen und zweitens:
0;1. gleich Fins oder gleich Null

setzen, je nachdem die beiden Indices t und k einander gleich oder von einander
verschieden sind. (Werke 1. str. 235)

Eduard Weyr

Ed. Weyr (1852-1903) studoval na némecké reélce a na prazské polytechnice,
doktorat ziskal roku 1873 v Gottingen. Habilitoval se roku 1874 na ceské
polytechnice, o dva roky pozdéji ziskal habilitaci i na prazské univerzité, od
roku 1876 ptlisobil na ceské polytechnice jako mimoradny a od roku 1881
jako fadny profesor. V letech 1890 az 1903 byl navic suplujicim profesorem
na Ceské univerzité. Spolu s bratrem Emilem (1848-1894) sepsal tfidilnou
knihu Zdkladove vyssi geometrie. Je autorem dalsich dvou ucebnic, Projektivni
geometrie (1898, 1911) a Podet differencidlng (1902). Podrobné o jeho zZivoté
a dile viz [Becvar, 1995].

Eduard Weyr publikoval roku 1885 praci Sur la théorie des matrices, v niz
zvefejnil, patrné nezavisle na J. J. Sylvesterovi, odhad nulity soucinu dvou
matic.

En étudiant la nullité des matrices, j’ai trouvé que «le degré de nullité d’un
produit de matrices est au plus égal a la somme des degrés de nullité des
facteurs, et au moins égal au plus petit de dec degrés». La seconde partie de ce
théoréme a €été par M. Sylvester ... [Weyr, 1885]

V pojednani O theorii forem bilinearnijch z roku 1889 a v jeho némecké verzi
z nasledujiciho roku se Ed. Weyr rovnéz vénoval otdzkdm nulity matice; v této
souvislosti citoval prace Sylvesterovy.

Weyrovy vysledky o nulitdch matic citoval roku 1911 G. Frobenius ve vysSe
zminéném clanku Uber den Rang einer Matrix. Max Koecher v knize Lineare
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Algebra und analytische Geometrie uvedl tzv. Weyrovy-Frobeniovy nerovnosti
tykajici se nulit; ¢tenaife odkazal na vySe zminénou Frobeniovu praci z roku
1911 (viz [Koecher, 1983], str. 88).

Otakar Bortivka (1899-1995) podal roku 1936 v praci Sur les matrices
singuliéres novy dikaz jednoho Weyrova tvrzeni, které se tyka nulity matic.
Zminil se o tom i Giinter Pickert (nar. 1917) roku 1953 v piehledovém ¢lanku
Normalformen von Matrizen (viz [Pickert, 1953], str. 47).

7. Cayleyova-Hamiltonova véta

Vidéli jsme, Ze Cayleyova-Hamiltonova véta byla otiSténa bez obecného
dikazu v Cayleyové memoaru o teorii matic z roku 1858.

V knize K. H. Parshallové James Joseph Sylvester. Life and Work in
Letters je uverejnén zajimavy dopis, ktery napsal A. Cayley 19. listopadu 1857
J. J. Sylvesterovi. Zacina slovy I have just obtained a theorem which appears to
me very remarkable. A. Cayley v ném uvedl sviij dikaz Cayleyovy-Hamiltonovy
véty pro matici druhého fadu a ukézal dokonce zobecnéni tohoto tvrzeni:

A more general theorem is if P, Q) are any two convertible (tj. komutujici,

resp. zaménné) matrices P = <Z’ Z) Q= <:’ ?) then the determ[inan]t

Qa — Pa, Qb— Pp
Qc— Pv, Qd—Pé

0, 0

0, 0
Podrobnéji se vénoval této problematice Tony Crilly v ¢lanku Cayley’s

anticipation of a generalised Cayley-Hamilton theorem (viz [Crilly, 1978]).

is equal to the matrix < ) ... ([Parshall, 1998], str. 96)

Pro kvaterniony dokézal odpovidajici tvrzeni W. R. Hamilton v monografii
Lectures on quaternions z roku 1853 (viz [Hamilton, 1853, str. 566-567); toto
tvrzeni vsak znal jiz roku 1846, jak se o tom zminil v kratkém clanku On the
ezistence of a symbolicand biquadratic equation which is satisfied by the symbol
of linear or distributive operation on a quaternion uvefejnéném v cCasopise
Philosophical Magazine and Journal of Science:

As early as the year 1846, I was led to perceive the existence of a certain
symbolic and cubic equation, of the form

0:m—m’¢+m”¢2—¢37

in which ¢ is used as a symbol of linear and vector operation on a vector, so
that ¢p denotes a vector depending on p, such that

dlp+p)=op+o¢p .
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if p and p' be any two vectors; while m, m', and m'' are three scalar constants,
depending on the particular form of the linear and vector function ¢p, or on the
(scalar or vector) constants which enter into the composition of that function.
(Papers IIL., str. 350)

B. L. van der Waerden (1903-1996) uvedl v knize A history of algebra,
ze prvni dikaz Cayleyovy-Hamiltonovy véty podal E. N. Laguerre roku 1867
v praci Sur le calcul des systémes linéaires (viz [Waerden, 1985], str. 190); ten
vSak toto tvrzeni provéfil obdobnym zpiisobem jako A. Cayley. Ani Frobeniiv
diikkaz uvedeny v pojednani Uber lineare substitutionen und bilineare formen
z roku 1878 neni z dnesniho hlediska v poradku.

Arthur Buchheim (1859-1888) publikoval obecny diikaz Cayleyovy-Hamilto-
novy véty v kratkém prispévku nazvaném An identity in the theory of matrices,
ktery byl otistén roku 1883/1884 v ¢asopise Messenger of Mathematics v rubrice
Mathematical Notes. Napsal, Ze modifikoval diikkaz, ktery podal roku 1867 Peter
Guthrie Tait (1831-1901) ve své monografii Elementary treatise on quaternions.

A. Buchheim vyuzil reciprokou matici k charakteristické matici a vyjadieni
polynomiélni matice jako maticového polynomu. V mirné modifikované podobé
se tento ditkaz objevuje dodnes v ucebnicich linedrni algebry a teorie matic.

Ve stejném roc¢niku stejného casopisu se této problematice vénoval Andrew
Russell Forsyth (1856-1942) v praci Proof of a theorem by Cayley in regard to
matrices. Zahajil ji témito slovy:

In a memoir on the Theory of Matrices ... Prof. Cayley enunciates (but
without proof for the general case) the theorem ”that any matriz whatever
satisfies an algebraical equation of its own order, the coefficient of the highest
power being unity and those of the other powers functions of the terms of the

matriz, the last coefficient being in fact the determinant”. A proof of this is
easily obtained as follows. ([Forsyth, 1884], str. 139)

V dalsim textu prezentoval sviij obecny dtikaz pro matici M tietiho radu.
Popsal rekurentné prvky matice M™, pfi¢emz vyuzil vztahu M"+! = M - M™.
Tyto matice pak dosadil do charakteristického polynomu a tvrzeni Cayleyovy-
Hamiltonovy véty provéril. Nakonec poznamenal:

It is evident that the above work could be reproduced line by line with n?
constituents instead of 3%, and that it would then furnish for the most general
matriz a proof of Cayley’s theorem. ([Forsyth, 1884], str. 142)

J. J. Sylvester roku 1884 v Casopise Nature jiz hovoii o tomto vyznamném
matematickém vysledku jako o Hamiltonové-Cayleyove véte:d

To my gratified surprise my faith met with its reward, for I soon found an
easy proof of the remarkable theorem which I have ventured, in emulation of
a phrase of Cauchy, to call a "pulcherrima regula”, which will appear in the
number of the Comptes Rendus next forthcoming after this date, and which

8 Viz téz Sylvesterova prace On Hamilton’s quadratic equation and the general unilateral
equation in matrices, Papers IV., str. 231-235.
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may be summed up approximately in the following words: — Fvery latent root
of every root of a given unilateral function in matrices of any order, is an
algebraical root of the determinant of that function taken as if the unknown were
an ordinary quantity, and conversely every algebraical Toot of the determinant
so taken is a latent root of one of the roots of the given function. This con-
stitutes a marvellous extension (to a matriz implicitly given by a unilateral
equation) of the already no-little-marvellous Hamilton-Cayley theorem of the
identical equation to a matriz given explicitly. ([Sylvester, 1884], str. 36)

Obecny dukaz Cayleyovy-Hamiltonovy véty znali roku 1884 dva prazsti
matematici, Ludvik Kraus (1857-1885) a Eduard Weyr.

Ed. Weyr vystoupil 25. dubna 1884 na zasedani Kréalovské ¢eské spolec¢nosti
nauk s pfednaskou O zdkladni vété v theorii matric, ktera se tykala Cayleyovy-
Hamiltonovy véty. Odvolal se na vysledky svého pfitele L. Krause:

Hiedél jsem tuto vétu obecné dokdzati, viak se mi to nepodatilo, nebot cesta,
kterd v jednoduchych pomérné pripadech n = 2,3 vedla k cili, se v obecném
pripadu stdvala neschidnou. Obrdtil jsem se k svému priteli p. Dr. L. Krausovi,
priv. docentu na zdejsi ceské universite, s prosbou, aby se pokusil o dikaz; byl
jsem nemdlo potésen, obdriev ihned, ¢eho jsem si prdl. ([Weyr, 1884], str. 150)°

Ed. Weyr nejprve uvedl Krausiv dikaz a potom svoji modifikaci tohoto
dikazu. Zajimavé je, ze o Weyrové dikazu védél jiz roku 1884 J. J. Sylvester.
V praci Sur la résolution générale de I’équation lincaire en matrices d’un ordre
quelconque napsal:

C’est dans les Lectures, publiées en 1844, que pour la premiére fois a paru
la belle conception de ’équation identique appliquée auxr matrices du troisieme
ordre, enveloppées dans un langage propre a Hamilton aprés lui mise a nu
par M. Cayley dans un trés important Mémoire sur les matrices dans les
Philosophical Transactions pour 1857 ou 1858, et étendue par lui aux matrices
d’un ordre quelconque, mais sans démonstration; cette démonstration a été
donnée plus tard per feu M. Clifford ..., par M. Buchheim ..., par M. Ed. Weyr,
par nousmeéme, et probablement par d’antres; mais les quatre méthodes citées
plus haut paraissent étre tout a fait distinctes l'une de l'autre.

(Papers IV., str. 202)

Problematiku Cayleyovy-Hamiltonovy véty Ed. Weyr vylozil ve spise O theo-
rit forem bilinearnych a v jeho némecké verzi Zur Theorie der bilinearen Formen
publikované v ¢asopise Monatshefte fiir Mathematik und Physik roku 1890.

Moritz Pasch (1843-1930) zvefejnil roku 1891 v posledni, paté ¢asti svého po-
jednéani Ueber bilineare Formen und deren geometrische Anwendung zékladni
myslenku dikazu Cayleyovy-Hamiltonovy véty, kterou pozdéji vyuzil G. Fro-
benius.

Ten roku 1896 uvedl v praci Uber vertauschbare Matrizen exaktni ditkaz
Cayleyovy-Hamiltonovy véty, ktery vyuzil obdobnou myslenku jako Buchhei-
muv dikaz. Pfipojil tento komentar:

9 Podrobnéji viz [Becvar, 1995], str. 91-93.
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Dieser Fundamentalsatz der Formentheorie ist von Cayley gefunden und,
wie ich glaube, zuerst in A Memoir on the Theory of Matrices ... verdffentlicht
worden, aber ohne allgemeinen Beweis. In der oben angegebenen Gestalt wurde
er von Pasch ... bewiesen. (Abhandlungen II., str. 709-710)

M. Bocher predstavil roku 1907 Cayleyovu-Hamiltonovu vétu jako one
of the most fundamental theorems in the whole theory of matrices, hovoril
o Hamiltonové-Cayleyové rovnici:

THEOREM 1. If a is a matriz, and ¢(\) its characteristic function, then
¢(a) = 0.

This equation is called the Hamilton-Cayley equation. ([Bocher, 1907], str. 296)

vvvvv

rie der Matrizes z roku 1928, v némz Lothar Schrutka (1881-1945) dokézal
Cayleyovu-Hamiltonovu vétu sedmdesat let po jejim zverejnéni v Cayleyové
praci A memoir on the theory of matrices. Poznamenal, Ze ¢tenar ziska potiebné
bibliografické informace k tématu v némecké a francouzské matematické
encyklopedii ([EMW], [ESM]) a v Pascalové kompendiu Repertorium der
hoheren Mathematik [Pas2].

Problematika Cayleyovy-Hamiltonovy véty je stale ziva, jak z matematické-
ho, tak z historického hlediska. Po celé 20. stoleti se objevuji ¢lanky, které jsou
tomuto zajimavému tématu vénovany. P¥ipometime napt. prace [Phillips, 1919],
[Mitchell, 1933], [Ko, Lee, 1940], [Feldman, 1962], [Decell, 1965], [Barker, 1971],
[Deeds, 1971], [Klarner, 1976], [Crilly, 1978], [Greenberg, 1984], [Formanek,
1989], [Chisala, 1998].

8. Zakladatel teorie matic

Arthur Cayley byval ¢asto oznacovan za zakladatele teorie matic. Jednim
z divodl této skutecnosti byl vhodné zvoleny nazev jeho prace — A memoir
on the theory of matrices. Nezanedbatelnou roli patrné sehrala propagace jeho
vysledkt J. J. Sylvesterem, ktery byl v matematickém svété velkou autoritou.
Ten oznadil roku 1884 v ¢lanku The genesis of an idea, or story of a discovery
relating to equations in multiple quantity otisténém v casopise Nature Cayleyiv
memoar o teorii matic z roku 1858 za obrozeni algebry:

This paper constitutes a second birth of Algebra, its avatar in a new and
glorified form.

Podobneé se J. J. Sylvester vyjadfoval i na jinych mistech. Napiiklad v ¢lanku
Lectures on the principles of universal algebra publikovaném roku 1884 napsal:

. This step was, as far as I know, first made by Cayley in his Memoir
on Matrices, in the Phil. Trans. 1858, wherein he may be said to have laid
the foundation-stone of the science of multiple quantity. That memoir indeed
(it seems to me) may with truth be affirmed to have ushered in the reign of
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Algebra the 2nd; just as Algebra the I1st, in its character, not as mere art
or mystery, but as a science and philosophy, took its rise in Harriot’s Artis
Analyticae Praxis, published in 1681, ... Much as I owe in the way of fruitful
suggestion to Cayley’s immortal memoir ... (Papers IV., str. 209)

Sylvesteriiv ndzor kritizoval jiz roku 1891 Josiah Willard Gibbs (1839-1903)
v ¢lanku Quaternions and the ”Ausdehnungslehre” publikovaném v casopise
Nature; zdaraznil, Ze kli¢ k teorii matic lezi v prvnim vydani Grassmannovy
knihy Ausdehnungslehre:

The key to the theory of matrices is certainly given in the first 7Aus-
dehnungslehre”, and if we call the birth of matricular analysis the second birth
of algebra, we can give no later date to this event than the memorable year of
1844.

J. W. Gibbs povazoval rok 1844 za opravdu vyznamny, jak uvedl hned na
zacatku svého vyse zminéného ¢lanku:

The year 1844 is memorable in the annals of mathematics on account of
the first appearance on the printed page of Hamilton’s ”Quaternions” and
Grassmann’s ” Ausdehnungslehre”.

Zcela jiny nazor zastaval P. G. Tait; podle ného A. Cayley pouze modifikoval
Hamiltonovy myslenky. Zajimava vyména nazoru je zachycena v korespondenci
P. G. Taita a A. Cayleyho (viz [Knott, 1911]).10

Dne 5. biezna 1872 P. G. Tait napsal A. Cayleymu.

It is a most singular fact that you seem to have been working simultaneously
with Hamilton in 1857-8, just as I found you had been in a very much earlier
year ... I have had but time for a hurried glance at your paper on Matrices
— and I see that it contains (of course in a very different form) many of
Hamilton’s properties of the linear and vector function ... I send you a private
copy of my little article, by which you will see how closely the adoption of
Hamilton’s method has led me to anticipate almost every line of your last
note ... There is one point of Hamilton’s theory to which I do not see anything
analogous in your paper. ([Knott, 1911], str. 153)

O 22 let pozdégji, dne 19. ¢ervna 1894, P. G. Tait napsal A. Cayleymu
nasledujici slova:

I should like to know at your convenience when and how the notion of
the Matrix came to you: — and whether Hamilton’s simple case of it was an
anticipation or an application of the general theory. ([Knott, 1911], str. 164)

A. Cayley poslal P. G. Taitovi sviij ¢lanek Coordinates versus Quaternions
s touto poznédmkou:

... I do not know what has made me write it just now, but it puts on record

the views which I have held for many years past and which have not been before
published. ([Knott, 1911], str. 164)

Obdobny nazor jako P. G. Tait vyslovil roku 1890 i Henry Taber (1860-1936)
v tvodu svého rozsahlého ¢lanku On the theory of matrices.

10 Viz téz tvod tietiho vydani Taitovy knihy An Elementary Treatise on Quaternions.
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Before Cayley’s memoir appeared, Hamilton had investigated the theory of
such a symbol of operation as would convert three vectors into three linear
functions of those vectors, which he called a linear vector operator. Such an
operator is essentially identical with a matriz as defined by Cayley; ... Hamilton
must be regarded as the originator of the theory of matrices, as he was the first
to show that the symbol of a linear transformation might be made the subject-
matter of a calculus. Cayley makes no reference to Hamilton, and was of course
unaware that results essentially identical with some of his had been obtained by
Hamilton; and, on the other hand, Hamilton’s results related only to matrices
of the third and fourth order, while Cayley’s method was absolutely general.
([Taber, 1890], str. 337-338)

Sylvestertiv nazor podpofil roku 1895 A. R. Forsyth v rozsdhlém Cayleyové
nekrologu otisténém téZ v osmém svazku Cayleyovych sebranych spisi:

Another subject, of which he must be regarded as the creator, is the theory
of matrices. ... A couple of isolated results had been obtained by Hamilton in
1852 through the methods of quaternions; but they were unknown to Cayley
at the time of his memoir, and, owing to the connezion in which they occur,
they have an entirely detached aspect. ... Cayley was the first to discuss the
theory of such symbols as subjects of functional operation and to dispense ...
he replaces the notion of substitutional operation by the notion of a new class
of quantity. (Papers VIIL., str. xxxii)

Thomas John I. Bromwich (1873-1929) se v recenzi Muthovy monografie
Muth’s Elementartheiler zminil o otédzce zakladatele teorie matic; kratky
odstavec uzavtel takto:

I am unable to give any opinion on this point; nor do I know the extent of
Grassmann’s results. ([Bromwich, 1901], str. 311)

V némecké matematické encyklopedii napsal Eduard Study (1862-1930) tato
slova:

... Cayley muss daher wohl als Begrinder dieser Theorie angesehen werden.
Nach Cayley haben viele Mathematiker sich derselben Begriffsbildungen bedient.
([EMW], dil 1.1; [Study, 1898], str. 169)

O problému zakladatele teorie matic se jesté delsi dobu diskutovalo.

Cyrus Colton MacDuffee, autor jedné z prvnich monografii vénovanych
maticim, se o zdrojich teorie matic a jejich nejvyznamnéjsich tvtrcich roku
1943 vyslovil takto:

The branch of mathematics which is now called the algebra of matrices had
four sources. W. R. Hamilton [3] first presented it under the title of ”Linear
and vector functions”. Cayley [4] considered a matriz as a single quantity,
defined sum, product and scalar product, and stated that ”square matrices are of
greater importance than rectangular”. E. Laguerre [5] also laid the foundations
of matric algebra, and remarked that “the calculus of matrices gives a simple
interpretation of ordinary complexr numbers, of quaternions, of the algebraic
clefs of Cauchy, of the imaginaries of Galois”. G. Frobenius [6] encountered
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matric algebra in the guise of biliner form theory. In the awkward notation
of the composition of forms, he discovered many of the fundamental theorems
of matric theory. The abstract point of view of Cayley, and Sylvester’s term
matriz, gradually became standard. ([MacDuffee, 1943], str. 360)

V sedmdesatych letech 20. stoleti se otazkami vzniku a vyvoje teorie matic
velmi podrobné zabyval Thomas Hawkins. Na toto téma sepsal sérii zasve-
cenych ¢lanka ([Hawkins, 1974], [Hawkins, 1975], [Hawkins, 1977], [Hawkins,
1977]). V piispévku The theory of matrices in the 19th century pfedneseném
na Mezindrodnim kongresu matematikti ve Vancouveru roku 1974 ukazal, ze
Cayleytv memodar o maticich z roku 1858 sehrél ve vyvoji této discipliny pod-
statné mensi roli, nez se soudilo, a ze zavaznéjsi problematiku této teorie resili
jini matematici. Ocitujme ze zavéru jeho ¢lanku Another look at Cayley and
the theory of matrices nasledujici odstavec.

During the thirty-year period 1852-1882 the idea of matrix algebra was
conceived, more or less independently, by no less than five mathematicians:
FEisenstein, Cayley, Laguerre, Frobenius and Sylvester. We have seen that there
were great differences in what each did with the idea, differences which reflect
differences in motivation and in professional training and attitudes. Although
it has been argued that in mo meaningful historical sense did Cayley’s 1858
memoir constitute the foundation stone of the theory of matrices, I have also
shown that Cayley occupies a special place in the history of that theory by
virtue of his work relating to the Cayley-Hermite problem. During the 19th
century that problem was one of the principal reasons for the introduction
and development of the symbolical algebra of matrices. Hermite’s role was
therefore also important. To him we owe the formulation of the problem,
and the form of his solution proved conducive to the introduction of matriz
algebra. An important role was also played throughout by research activity
in the theory of numbers. Thus we have emphasized the influence of Gauss’
Disquisitiones arithmeticae and indicated the centrality of number-theoretic
considerations to Fisenstein, Hermite and Laguerre. In particular arithmetical
research motivated Hermite’s formulation of the Cayley-Hermite problem and
Bachmann’s revival of interest in the problem in the 1870s, through which it was
brought to the attention of Frobenius. Finally, Frobenius’ contribution must be
stressed, for it was in his memoir of 1878 that the two basic components of
the theory of matrices, matriz algebra and spectral theory, were united and the
advantages of such a union convincingly demonstrated.

([Hawkins, 1977], str. 108)

9. Matice v osmdesatych a devadesatych letech 19. stoleti

Cayley’s memoir was ignored for many years. It may be that, with
a few notable exceptions, mathematicians of his generation, or even one
or two subsequent generations, were reluctant to accept mathematical
objects that could neither be seen (geometry) nor computed (algebra and
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analysis). At best, most mathematicians paid lip-service to vectors and
matrices by regarding them as convenient abbreviations for certain sets
of numbers which must be brought into play if concrete results are to be
achieved.

(Grattan-Guinness, Ledermann, [Grat], str. 779)

V poslednich dvou desetiletich 19. stoleti teorie matic stale jesté bojovala
0 svoji existenci. V maticové Tec¢i psalo nékteré své prace jen né€kolik matema-
tikd, zejména A. Cayley, J. J. Sylvester, A. Buchheim, H. Taber, A. R. Forsyth,
T. Muir, A. Kumamoto!! a George Brunel (1856-1900). Rada matematiki,
které dnes pocitame k vyraznym tvircim maticového poctu, v té dobé jesté
maticovou Te¢ nepiijala. Do jisté miry se stale jesté projevovala urcita izolace
britské matematiky od matematiky kontinentalni Evropy. Teprve koncem de-
vadesatych let zacali néktefi matematici publikovat své vysledky v maticové
podobé. Jednim z nich byl G. Frobenius, jehoz prvni praci vyuzivajici mati-
covou formulaci je ¢lanek Uber vertauschbare Matrizen z roku 1896. V deva-
desatych letech ptibylo k vyse uvedenym matematiktim nékolik malo dalsich,
ktefi nékteré své prace napsali jiz ,maticové“: T. B. Wettum, L. van Elfrinkhof,
J. Brill, L. Ravut, J. B. Shaw.

Mezitim pracovala fada matematikd v teorii bilinearnich a kvadratickych
forem. Zkoumana problematika se tykala hlavné linearnich transformaci, kano-
nickych tvart, vlastnich ¢isel a vlastnich vektord, hodnosti a nulity. Jiny proud
praci byl vénovan teorii hyperkomplexnich ¢isel; velka role matic ve strukturni
teorii algeber se ukazala az pozdéji.

Jednim z prvnich matematikid, ktefi prijali maticovy pocet a propojili
teorii matic s teorii bilinedrnich a kvadratickych forem, byl ¢esky matematik
Eduard Weyr. S maticemi pracoval velmi brzy, jiz kratce pfed polovinou
osmdesatych let. Svou prvni préci tykajici se matic vydal roku 1884, béhem
Sesti let publikoval sedm praci, které se matic bezprostfedné tykaly. V rozvijeni
problematiky teorie matic (v maticové podobé) ho proto musime zafadit hned
za A. Cayleyho, J. J. Sylvestera a A. Buchheima.

Eduard Weyr

Weyrtiv zajem o matice vzbudil patrné jeho mladsi kolega a pritel Ludvik
Kraus, ktery ¢tyfi semestry v Berliné navstévoval Weierstrassovy a Kronecke-
rovy prednasky a nékteré jejich myslenky ptinesl do Prahy. Ed. Weyr pracoval
s maticemi jako s plnohodnotnymi, samostatnymi objekty. Ukazoval jejich roli
a vyuziti v teorii bilinearnich a kvadratickych forem, demonstroval jejich bez-
prostfedni vztah k linedrnim transformacim. Prvni jeho praci tykajici se matic
je clanek O zdkladni vété v theorii matric z roku 1884, o némz jiz bylo vyse
referovano.

11 Viz [Kumamoto, 1888].
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V nasledujicim roce publikoval ¢lanky Sur la théorie des matrices a Repar-
tition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces, o nichZ bude
feC v nasledujici kapitole této monografie, stejné jako o praci Sur la réalisation
des systémes associatifs de quantités complexes a l'aide des matrices z roku
1887.

Roku 1887 vydal Ed. Weyr c¢tyfFicetistrankovou praci O binarnych matricich.
Nepfinesla pivodni vysledky, nebot byla napsdna zejména pro popularizaci
teorie matic. Chtéla ukazat uzitecnost tohoto nového matematického kalkulu
a bezprostfedni vztah matic a hyperkomplexnich ¢isel, zejména kvaterniont.
Ceskym ¢tenaitim jisté oteviela nové obzory. V tivodu Ed. Weyr napsal:

V jedné ze svijch uvah o matricich ... vytknul Sylvester vyslovné totoznost
theorie binarnych matric s theorii kvaternioni; ale jiz Cayley ... byl k souvis-
losti obou theorii poukdzal.

Theorie kvaterniont zaloZena Hamiltonem vzhledem k zamyslenym applika-
cim na uvahdch geometrickych; avsak nebude zajisté nezajimavo prihlédnouti
k ni se stanoviska ryze poctarského, zaujatého v theorii matric.

Nasledugici, arci velice elementdrné uvahy obsahugji zaklady theorie binarnych
matric a tim i zdklady theorie kvaternioni. ([Weyr, 1887], str. 358)

Binarnymi matricemi rozumél Ed. Weyr matice druhého fadu. V prvnich
osmi paragrafech své préce (Addice a subtrakce, Multiplikace, Divise, Reciprokd
matrice, Skalarné matrice, Celistvd a lomend funkce matrice, Zdkladni rovnice
dané matrice a redukce raciondlnych funkci, O kofenech matrice) uvedl zé-
kladni fakta o maticich druhého fadu a o operacich s nimi. Matice a maticové
operace pritom dal do souvislosti s problematikou linearnich transformaci. Uka-
zal, ze na zakladé Cayleyovy-Hamiltonovy véty je mozno redukovat celistvou
i racionalni funkci ¢ matice M na linearni funkci tvaru aM + BE, kde skalary
«, 3 je mozno vyjadfit pomoci vlastnich ¢isel matice M.

V nékolika dalSich paragrafech se Ed. Weyr vénoval otdzkam souvisejicim
s vlastnimi ¢isly a kanonickymi tvary; o nich bude pojednidno v nasledujici
kapitole.

V paragrafu O komplanarnych matricich ukazal, ze vSechny matice kompla-
narni s matici M, tj. matice tvaru oM + BE, jsou téz komplanarni navzajem
a tvof{ mnoZinu uzavienou na séitdni a nasobeni (které je komutativni) a na
tvoreni celistvé a racionalni funkce; jestlize je

X"+ X" 4 va,E=M,

pak je X komplanarni s M atd. Pro matici

0 1
(1)
je M? = —E, proce# system komplanarnigch matric oM + 3 podléhd témZe

pocetnim zdkonum, jako system obycejnych komplexnich kvantit an/—1 + 3
([Weyr, 1887], str. 387).
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V 17. paragrafu Zavedeni ctyr zdkladnich matric Ed. Weyr ukézal, ze po
zvoleni ¢tyt linedrné nezévislych matic Ji, Jo, Js, J4 mizeme kazdou matici M
vyjadiit ve tvaru

M = 01J1+ 02J2 + 03J3 + 04J4

a matice druhého fadu pokladat za systém hyperkomplexnich ¢isel se ¢tyfmi
zékladnimi jednotkami. Zavedl i tzv. strukturni konstanty, pomoci nichz se
v tomto systému hyperkomplexnich ¢isel ndsobi ([Weyr, 1887], str. 393-394):

PolozZme tedy

Jth = ngk’h)(}j ) (] = 1a27374)
(4

1 obdrZime pak soucin kaZdych dvou cisel naseho systemu opét ve tvaru cisla
tohoto systemu

ZQka : ZQZJJC = Z 0104 Tk - ng-k’h)Jj :
(k) (k) (k;h) (4)

Ed. Weyr uvedl jako jednoduchy piiklad volbu nasledujicich zakladnich matic:

10 0 1 00 00
(o 0) #=(o0) »=(0) (0 0)

V poslednich dvou paragrafech (Hamiltoniv system kvaternioni, Pokracovdny)

polozil
1 0
Si=1= (0 0)
a nalezl matice

eim () s (B T)eeon (7 )

pro néz je JQJQ = J3J3 = —Jl a J2J3 = —J3J2 = J4. Tuto skutec¢nost
komentoval takto:

Nyni jest patrné, Ze theorie matric jest totoznd s theorii kvaternioni; staci

libovolnou matrici
a b
u={t i)

uvest do tvaru w + xi + yj + zk, kde w, x, y, z jsou skalary, t. j. do tvaru
kvaternionu, aby ona shoda byla patrna. ([Weyr, 1887, str. 397)

Kralovska ceska spole¢nost nauk vydala roku 1889 Weyriuv spis O theorii
forem bilinearnych. Ed. Weyr v ném vylozil zakladni partie teorie matic a uvedl
je do souvislosti s teorii bilinearnich forem a jejich transformaci. Podal obecnéjsi
vyklad nez v predchozi stati O binarngch matricich z roku 1887. Popularizoval
rovnéz vysledky nékolika svych odbornych praci publikovanych cizojazycéné.
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V tomto pojednani jiz Ed. Weyr uzil terminu matice, oproti terminiim matrice,
resp. matriz, které uzival v predchozich letech.

Némecka verze tohoto Weyrova spisu vysla roku 1900 v ¢asopise Monatshefte
fir Mathematik und Physik pod nazvem Zur Theorie der bilinearen Formen.
Nejedné se o doslovny preklad; né€které partie byly mirné redukovany, nékteré
naopak rozvedeny. Vynechana byla celd dvanacta kapitola, patrné proto, ze jeji

vysledky byly v obecnéjsi formé publikovany jiz v ¢lanku Note sur la théorie
des quantités complexes formées avec n unités principales.

Thomas Muir (1844-1934) o Weyrové praci napsal:

The title of the paper might thus well have been The theory of matrices
with an application to bilinear forms and an application to linear differential
equations. ([Muir, 1930], str. 3-4)

V prvnich osmi kapitolach Ed. Weyr vylozil zdkladni fakta o maticich,
operacich s maticemi, o linearni zavislosti n-tic, o soustavach linearnich rovnic
atd. Uvedl zde i sviij vysledek odhadu nulity soucinu dvou matic, ktery navic
doplnil takovymto zobecnénim: jsou-li ¢ a i nesoudélné polynomy, potom
nulita sou¢inu matic (M) a 1»(N) je rovna soucinu nulit téchto matic.

Hlavnim cilem uvedeného Weyrova spisu vSak byla prezentace teorie kano-
nickych tvart matic, resp. bilinearnich forem; tomuto tématu vénoval nasledu-
jici tfi kapitoly své prace.

10. Matice v ucebnicich a monografiich koncem 19. stoleti

V tomto odstavci se pokusime ukazat, jak pomalu a opatrné pronikaly matice
na prelomu 19. a 20. stoleti do ucebnich textd, kompendii a monografii.

Ernesto Pascal

Italsky matematik E. Pascal (1865-1940) studoval v Neapoli, dva roky
potom stravil na studijnich pobytech v Pise a v Gottingen. Po navratu do
Italie pracoval v Pavii, od roku 1907 ptisobil na univerzité v Neapoli. Z jeho
dila pfipometime jen Esercizi e note critiche di calcolo infinitesimale (1895),
Repertorio di matematiche superiori (Definizioni — Formole — Teoremi — Cenni
bibliografici (1898-1900) a I miei integrafi per equazioni differenziali (1913—
1914).

Pascalova kniha I determinanti. Teoria ed applicazioni z roku 1897, ktera
vysla o tfi roky pozdéji v némeckém piekladu Hermanna Leitzmanna, jiz

s maticemi intenzivné pracuje. Pojem matice je jiz na 3. strané:

L’assieme degli n? elementi disposti in quadrato forma cio che si suol

chiamare la matrice quadrata. ([Pascal, 1897, str. 3)

Matice prostupuji celym textem knihy. Jejich nasobeni je definovano ,po
tfadcich“, hodnost matice je zavedena pomoci subdeterminantii. Pokud je viibec
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matice znacena, tak dvéma dvojicemi svislych car, nékdy je zapsana i bez
nich. V 54. paragrafu se setkdme i s kubickymi maticemi. Ve vécném rejstiiku
némeckého vydani je heslu Matriz vénovano 20 radki.

Eugen Otto Erwin Netto

Némecky matematik E. Netto (1848-1919) ptisobil na univerzité v Giessenu,
je autorem Fady ucebnic. V jeho velmi tspésném textu Substitutionentheorie
und ihre Anwendungen auf die Algebra z roku 1882, ktery byl pieloZzen do
italstiny (1885) a angli¢tiny (1892), se jesté matice nevyskytuji.

V prvnim dile jeho dalsi ué¢ebnice Vorlesungen tiber Algebra z roku 1896 jiz na
pojem matice narazime, ale jen zcela okrajové.'? V paragrafu Die quadratische
Formen sice najdeme maticové vyjadienou transformaci kvadratické formy,
nehovori se vSak jesté o maticich, ale o determinantech:

. erhalten wir die transformirte, quadratische Form

9(y) = deyxy# Ap=1,2,...n),
A

dix = Zanua)\ucuu (Ra )‘7Ma v=12.. TL) )
1,V

wobei dann auch wieder d.) = dx, sein wird.

Man erkennt sofort die Richtigkeit der Gleichung

oder kiurzer

A-C.-A=D,

aus der hervorgeht, dass C und D gleichzeitig Null oder gleichzeitig von Null
verschieden sind. ([Netto, 1896], dil 1., str. 184)

Na nésledujici strance se jiz matice objevuje; chvili se vSak hovoti o hodnosti
matice, chvili o hodnosti determinantu. Je vidét, jak tézce ziskéval pojem
matice samostatnou existenci.

Ist irgend eine Matriz vorgelegt, so sagen wir, dieselbe besitze den Rang r,
wenn alle in ihr enthaltenen Determinanten der Ordnung (r+ 1) verschwinden,
dagegen nicht alle der Ordnung r. Das giebt dann fiir unseren Fall, mit Hinblick
auf das soeben Bewiesene: Die Determinanten C' und D der urspringlichen und
der transformirten quadratischen Form haben denselben Rang.

Hat die Determinante einer quadratischen Form den Rang r, so sagen wir,
die Form selbst sei vom Range r. ([Netto, 1896], dil I., str. 185)

12 Jedn4 se o 29 piednasek; v indexu se heslo ,matice“ nevyskytuje.
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Ve druhém dile této Nettovy ucebnice, ktery vysel roku 1900, se opét definuje
pojem hodnosti, tentokrat vsak v souvislosti s feSenim soustav linearnich
rovnic.'3

Es sei ein System constanter Grissen a;, gegeben (i = 1,2,...p; k =
1,2,...q), welche in p Zeilen und q Spalten angeordnet sind; r sei die griosste
Zahl, fir welche nicht alle Determinanten verschwinden, deren Elemente durch
die Schnitte von r Zeilen und r Spalten des Systems geliefert werden. Dann
heisst r der Rang des Systems. ([Netto, 1896], dil II., str. 188)

Zajimavé je, Ze se E. Netto pfi definici hodnosti systému odvolava na Kronecke-
rovu praci Néherungsweise ganzzahlige Aufiésung linearer Gleichungen z roku
1884, v niz je pojem hodnost zaveden (viz vySe). O Frobeniové definici hodnosti
z roku 1879 patrné tehdy jesté nevédeél.

Heinrich Weber

Némecky matematik H. Weber (1842-1913) po vysokoskolskych studiich
(Heidelberg a Lipsko) vystfidal vétsi pocet pusobist: Konigsberg, Heidelberg
(habilitace r. 1866, mimofadny a Fadny profesor 1869, resp. 1870), Curych,
Konigsberg, Berlin-Charlottenburg, Marburg, Gottingen, Strassburg. Spolu
s J. Wellsteinem (1869-1919) vydal rozsahlé a uspésné dilo Enzyklopddie der
Elementarmathematik (1903-1907). Je autorem vyznamné dvoudilné uéebnice
Lehrbuch der Algebra, jejiz prvni vydéani je z let 1895 az 1896, druhé z let 1898
az 1899 a dotisk z roku 1912.

V prvnim vydani se pojem matice zcela okrajové objevuje na nékolika
mistech prvniho dilu v partiich o determinantech a soustavach linedrnich rovnic
(str. 82, 83, 86, 87, 96), v souvislosti s linedrnimi transformacemi a invarianty se
nevyskytuje. Ve druhém dilu se sice zapisy matic (v soucasné podobé) objevuji,
ale termin matice nepadne, hovofi se pouze o substitucich. V rejstiiku obou
dild prvniho vydani je u hesla matice pouze jediny odkaz tykajici se nasledujici
pasaze:

Ein solches Schema'*, das fiir sich noch keine numerische Bedeutung
hat, heisst eine Matriz, insofern es als Quelle einer grdsseren Anzahl von
Determinanten betrachtet wird. ([Weber, 1895], dil L., str. 82)

Ve druhém vydani prvniho dilu se matice objevuji jen vyjimeéné (str. 97,
99, 101, 102, 103, 108, 114). Ve druhém vydani druhého dilu byl ptvodni
6. oddil Gruppen linearen Substitutionen (str. 151-183), ktery se o maticich
viibec nezmifoval, vyrazné upraven a rozsifen na oddily dva (str. 163—-243):

6. Gruppen linearen Substitutionen,

7. Gruppeninvarianten.

Nékterd mista prvniho vydani byla pro druhé vydani nepatrné upravena tak,

aby problematika substituci byla dana do souvislosti s maticemi. Jedna z takto
provedenych tprav vypada takto:

13 Jedna se o 30. az 68. prednasku; v indexu heslo ,matice“ opét neni.
14 Jedna se o matici sestavenou z koeficientii soustavy linedrnich rovnic.
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1. vydani: Man benutzt zuweilen auch zur Bezeichnung einer Substitution
einen einfachen Buchstaben, etwa A, und setzt dann ...
([Weber, 1895], dil IL., 1. vydéni, str. 151-152)

2. vydani: Man bezeichnet die Substitution also durch eine quadratische

Matriz, fir die man auch einen einzelnen Buchstaben, etwa A, braucht, und
setzt dann ... ([Weber, 1895], dil IL., 2. vydéni, str. 163)

Na jiném misté byl do ptvodniho textu prvniho vydani vlozen tento
odstavec:

2. vydani: Statt von der Zusammensetzung der Substitutionen konnen wir
auch von der Zusammensetzung der Matrices reden, fir die dieselben Gesetze
gelten. ([Weber, 1895], dil II., 2. vydani, str. 166)

Nékteré odstavce i celé paragrafy druhého vydani druhého dilu jsou vSak
zcela nové a odrazeji postupné silici teorii matic. Napf. paragrafy

42. Normalform linearer Substitutionen,

43. Vertauschbare Matrices
na stranach 171-180 s maticemi vyrazné pracuji.

V partiich, které prepracovany nebyly, se autor o maticich viibec nezminuje,
vSe zustava prezentovano v feéi substituci nebo transformaci, i kdyz se k jejich
zapisu matice uzivaji:

Wir missen ... noch die bindren Collineationen

o) = (&) o)

betrachten ... wir beide Arten von Substitutionen tUbereinstimmend durch ein

Symbol wie
_(a B
@_<7 5>

bezeichnen ... ([Weber, 1895], dil II., 2. vydani, str. 265-266)
Peter Muth

P. Muth (1860-1907) studoval v Heidelbergu a Giessenu, pak téZzce onemoc-
nél. Pfesto se mu podarilo roku 1890 v Giessenu promovat. O devét let pozdéji
vydal velké dilo o teorii elementarnich déliteli.

Monografie P. Mutha nazvana Theorie und Anwendung der Elementarthei-
ler se 0 maticich vyslovné nezminuje. Je vénovana dilezité teorii kanonickych
tvart bilinearnich forem a pfibuznym tématim; celou tuto problematiku jsme
dnes zvykli vnimat v maticovém tvaru.

Muthova monografie je postavena zejména na Weierstrassove teorii elemen-
tarnich délitelt, na vysledcich Kroneckerovych, Frobeniovych, Cauchyovych,
Sylvesterovych atd.

V Muthové monografii se pracuje s bilinedrnimi formami a se ¢tvercovymi
¢iselnymi schématy, s jejich determinanty, se substitucemi apod. V indexu knihy
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se nevyskytuje termin ,matice“, nejsou viibec zminéna jména Cayley, Hamilton.
Uziti pojmu systém, jeho vztah k bilinedrni formé i pfislusnou symboliku vidime
v nésledujicich kratkych ukéazkach.
Es bedeute
|aik| (i,k=1,2,... n)

die Determinante eines Systems von n? Elementen

diese Elemente seien jetzt entweder ganze Zahlen — die Null mit eingeschlossen
— oder ganze Funktionen einer oder mehrerer Variabelen.
([Muth, 1899], str. 4-5)

... Dieses System von n? Elementen fassen wir mit Frobenius im Bilde einer
bilinearen Form

A:Zaikmiyk (i,k=1,2,... n)

zusammen, deren Koefficientensystem eben jenes System der a;, wvorstellt,
deren Determinante also mit der Determinante

|aik| (i,k=1,2,... n)

identisch ist. ([Muth, 1899], str. 20)

T. J. I. Bromwich se v recenzi divil, ze P. Muth nepfijal maticovou fec:

In §2 will be found a good account of the theory of "multiplying” bilinear
forms; the author follows Frobenius in preference to Cayley, and introduces
a matriz only as a picture (Bild) of the bilinear form.'®
([Bromwich, 1901], str. 314)

Alfred North Whitehead

A. N. Whitehead (1861-1947) ptisobil na Trinity College v Cambridge, na
univerzité v Londyné a od roku 1924 jako profesor filozofie na Harvardské
univerzité v Cambridge (Massachusetts). Vénoval se matematice, logice, fyzice
a filozofii; je autorem knih The azioms of descriptive geometry (1907), An intro-
duction to mathematics (1911) atd. Spolu s Bertrandem Russellem (1872-1970)
sepsal v letech 1910 az 1913 slavné tiisvazkové dilo Principia mathematica.

15 V poznamce pod &arou ptipojil: It is somewhat remarkable that Dr. Muth nowhere
refers to Cayley — not even in his historical account of the subject.
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A. N. Whitehead je rovnéz autorem vyznamné ucebnice Treatise on universal
algebra, kterd vysla roku 1898. Objevily se v ni i partie o determinantech, mati-
cich a tenzorech. Jeji pojeti bylo ovlivnéno dily né€kolika vyznamnych matema-
tikti 19. stoleti, jakymi byli hlavné Hermann Giinther Grassmann (1809-1877),
W. R. Hamilton a George Boole (1815-1864), ale i A. Buchheim a J. J. Sylves-
ter.

Moje pruni kniha, Pojedndni o obecné algebre, vysla v unoru 1898. Zacal
jsem na ni pracovat v lednu 1891. Jeji myslenky se do znacéné miry opiraly o dvé
knihy Hermanna Grassmanna, Ausdehnungslehre z r. 1844 a Ausdehnungslehre
z 1862. Pruvni z nich je daleko zdvainéjsi. BohuZel, kdyZ wvysla, nikdo ji
nerozumel; predbéhla svou dobu o stoleti. Skoro stejny vliv na mé myslent
meélo také dilo sira Williama Rowana Hamiltona Quaternions z r. 1853, spolu
s predbéznou publikaci z 1844, a Boolova Symbolicka logika z r. 1859. Celé moje
pozdéjsi dilo o matematicke logice je vyvozeno z téchto prameni. ... Pojedndni
0 obecné algebre zpisobilo, Ze jsem byl r. 1903 zvolen do Kralovské akademie.
([Whitehead, 1970], str. 13-14)

Whiteheadova monografie se déli na sedm knih, které se dale cleni na
kapitoly; kniha je velmi rozsahla, celkem ma 586 stran. Vyklad postupuje od
obecnych principi, pres algebru symbolické logiky, ¢etné geometrické partie az
k vektortim. Matice jsou pfedmétem Sesté kapitoly ¢étvrté knihy (¢lanky 140 az
153 na strandch 248-269); pojem matice je zaveden v tzkém vztahu k pojmu
operator.

The operator ¢ — called by Grassmann a quotient — may be identified with
Cayley’s matriz. For assume

a1 = aj1e1 + ag1ee + - - -+ ey
az = aize1 + agzez + - + ey

Then

pr = (a11&1 + a12ée + - + aéy)er
+ (o1& + a22éa + -+ a.€ ez

+ (av1§1 + au2§2 + -+ O‘vugu)eu

Hence if we put ¢x = nie; +nzea + - -+ + nye,, then the usual notation for
matrices,

(mmz -..m)= (o, a2z ... an|)&,& ... &)
Q21 , (22 2y
Ayl , Q2 Qpy

Thus we may identify ¢ with the matriz ||ays||. ((Whitehead, 1898], str. 249)
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Na dalsich stranach je rozvijena teorie matic od elementarnich poznatkt
o maticovych operacich, o nulité apod. az k charakteristické rovnici, vlastnim
¢islim a jejich vlastnostem, symetrickym a antisymetrickym maticim. Matice
se v8ak objevuji i v dalsich kapitolach Whiteheadovy knihy.

11. Encyklopedie, pfehledové prace, bibliografie

Zajimavy obraz o vztahu matematiki k maticim a o postupné recepci teorie
matic ziskdme z némecké a francouzské matematické encyklopedie ([EMW],
[ESM]), které byly vytvareny od konce 19. stoleti az do tficdtych let 20. stoleti.
K nim muZzeme pfifadit fundované italské Repertorio di matematiche superiori
(Definizioni — Formole — Teoremi — Cenni bibliografici) [Pasl] z let 1898
a 1900 nesouci jméno matematika Ernesta Pascala a némeckou verzi tohoto
dila nazvanou Repertorium der héheren Mathematik [Pas2] z let 1900 a 1902
a jeji druhé, prepracované a rozsifené vydani z let 1910 az 1929. Rovnéz je
mozno vzit v uvahu italskou encyklopedii [EME] z let 1930 az 1932. Cenné
informace ziskdme i z prvnich bibliografickych pfehledd praci o maticich, které
zpracovali Thomas Muir a Joseph Henry Maclagan Wedderburn (1882-1948).

Encyklopiadie der mathematischen Wissenschaften

Rozsédhla némecka matematickd encyklopedie nazvana Encyklopadie der
mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen vychazela
v letech 1898 az 1935. Je vybavena podrobnymi rejstiiky, které umoznuji po-
hodlné vyhled4vani témat i osob. S pojmem matice se vSak v této encyklopedii
témer nesetkame.

V ¢lanku 1.A.2 Kombinatorik z roku 1898 se E. Netto o maticich zminil
v partil vénované determinantim jen na 14 ¥ddcich ([EMW], dil I.1; [Netto,
1898], str. 45-46).

V rozsahlé, témér Cctyficetistrankové stati 1.A.4 Theorie der gemeinen
und hdéheren complexen Grdssen, kterou sepsal ve stejném roce E. Study,
jsou ¢tvercové matice dany do vzajemné jednozna¢ného vztahu s linedrnimi
transformacemi a bilinedrnimi formami v partii nazvané Specielle Systeme mit
n? Einheiten. Bilineare Formen ([EMW], dil L.1; [Study, 1898], str. 168-171);
jsou znadeny symbolem [|a;||, ale ptili§ se s nimi nepracuje.

V pojednéani I.B.1b Rationale Funktionen mehrerer Verdnderlichen z roku
1899 definoval E. Netto v souvislosti s feSenim soustav linearnich rovnic hodnost
systému, ale o maticich se nezminil:

Liegen die pq Gréssen ay, (i = 1,2,...p; k =1,2,...q) vor, so heisst das
System der a;;, vom Range r, wenn r die grosste Zahl ist, fir welche nicht alle
aus r Zeilen und v Spalten der a;;, gebildeten Determinanten verschwinden.

([EMW], dil 1.1; [Netto, 1898], str. 269)
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V clanku 1.B.2 Invariantentheorie z roku 1899 od Friedricha Wilhelma
Franze Meyera (1856-1934) se rovnéZ s pojmem matice téméf nesetkame;
zminén je Cayleytv maticovy p¥istup z roku 1855 ([EMW], dil 1.1; [Meyer,
1899], str. 329, 361).

V prispévku 1.C.2 Arithmetische Theorie der Formen z roku 1900 definuje
Karl Theodor Vahlen (1869-1945) hodnost systému koeficientdi linedrnich
forem, ale termin matice se tu opét neobjevuje ((EMW], dil 1.2; [Vahlen, 1900],
str. 582-583).

V rozsdhlém pojednéani III.AB.11 Systeme geometrischer Analyse (1916 az
1923) od Hermanna Rothe (1882-1923), Alfreda Lotze (1882-1964) a Ch.
Betsche, které se tyka barycentrického poc¢tu, metody ekvipolenci, kvaternionii
a jejich zobecnéni a Grassmannovy teorie, se sice s maticemi setkdme, ale rovnéz

jen zcela okrajové ([EMW], dil I11.1.2; [Rothe, Lotze, Betsch, 1916]).
Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées

Francouzskd matematickd encyklopedie vychézela v letech 1904 az 1916.
preklady stati z encyklopedie némecké, nékteré vznikaly samostatné. Neni
zdaleka tak rozsahla, jako encyklopedie némecka.

Ve francouzské encyklopedii se s maticemi nesetkdvame castéji nez v ency-
klopedii némecké.

V ¢lanku 1.2 Analyse combinatoire et theorie des déterminants z roku 1904,
ktery je prepracovanym a rozsifenym prekladem Nettovy stati z encyklopedie
némecké — autorem je Henry Gustav Vogt (1864—?) — se uz o maticich okrajové
hovoti v odstavcich

24. Relations entre les mineurs d’un déterminant ou d’une matrice. Générali-
sations,

26. Rang d’un déterminant ou d’une matrice. Déterminants bordés ([ESM],
dil I.1; [Netto, Vogt, 1904], str. 103-106, 107-108).

Clanek 1.9 Les fonctions rationelles z roku 1907 je pfekladem a rozsifenim
druhé Nettovy stati z némecké encyklopedie; autor R. Le Vavasseur se o hod-
nosti matice nesméle zminuje v 11. paragrafu Equations linéaires homogénes

([ESM], dil 1.2; [Netto, Vavasseur, 1907], str. 36-38).

V ¢lanku 1.16 Théorie arithmétique des formes z roku 1906, ktery napsali
K. T. Vahlen a E. Cahen, se s maticemi setkivame pouze v souvislosti se
soustavami linedrnich rovnic, ale opét jen okrajové — hodnost matice, fesitelnost
soustavy linedrnich rovnic ([ESM], dil 1.3; [Vahlen, Cahen], str. 80-82).

Repertorio di matematiche superiori

Repertorium der h6heren Mathematik

V letech 1898 a 1900 vyslo ve dvou svazcich italské Repertorio di matema-
tiche superiori E. Pascala nesouci podtitul Definizioni — Formole — Teoremi
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— Cenni bibliografici. O maticich v ném najdeme jen malé zminky ve tfeti
kapitole Teoria dei determinanti ([Pasl], str. 53-72) — uvedeny jsou tyto
pojmy: Ctvercova, resp. obdélnikova matice, subdeterminant; nasobeni dvou
obdélnikovych matic téhoz typu se déje ,po fadcich*.

™

Roku 1910 vyslo druhé, podstatné rozsifené némecké vydani prvniho svazku
kompendia Repertorium der hoheren Mathematik. Algebra, Differential- und
Integralrechnung. O maticich je pojednano v druhé kapitole Kombinatorik,
Determinanten und Matrices ([Pas2], str. 43-167), kterou zpracoval Alfred
Loewy (1873-1935). S pojmy &tvercovd, resp. obdélnikovd matice a hodnost
matice se ¢tenaf setkd jiz v druhém paragrafu této kapitoly Historisches und
Allgemeines iiber Determinanten. Dalsi poznatky o maticich jsou v Sestém
paragrafu Das Rechnen mit Matrices. Zusammenhang zwischen Matrices,
linearen Substitutionen und bilinearen Formen. Mimo jiné je zde rozvijen vztah
mezi hodnosti matice a linedrni zavislosti radk, resp. sloupcti.

Matice prostupuji celym textem, jsou zde jiz provazany s teorii bilinearnich
a kvadratickych forem a jejich transformaci, s otdzkami kanonickych tvari,
s teorii elementarnich déliteli, s ortogonalnimi substitucemi atd. Cely text
je na mnoha mistech doplnén fadou bibliografickych informaci. Jen okrajové
jsou matice zminény na stranach 403405 v paté kapitole nazvané Invarianten-
theorie ([Pas2], str. 358-420), kterou zpracoval Heinrich Emil Timerding (1873—
1945).

Enciclopedia delle matematiche elementari

V letech 1930 a 1932 vysSel dvousvazkovy prvni dil italské matematické
encyklopedie, kterou editovali Luigi Berzolari (1863-1949), Giulio Vivanti
(1859-1949) a Duilio Gigli (1878-1933). Obsahuje fadu zajimavych stati.

V prehledném Berzolariové ¢lanku Determinanti (30 stran) se od samého po-
¢atku velmi Gspésné proliné latka o maticich s latkou o determinantech. Clanek
je doplnén velkym mnozstvim bibliografickych odkazt a ¢etnymi historickymi
poznadmkami, které je mozno velmi Gspésné vyuzit pfi podrobnéjsim badani
o vyvoji teorie determinant a matic.

V ¢éldnku Sostituzions lineari, forme lineari, bilineari, quadratiche (27 stran)
téhoz autora se vsak matice objevuji jen okrajoveé.

Bibliografie T. Muira a J. H. M. Wedderburna

Ve druhé poloviné 19. stoleti se jesté malo matematikd vénovalo pfimo
maticim. Pomérné dobrou pfedstavu o velikosti tehdejsi matematické produkce
v teorii matic si mizeme udélat ze dvou bibliografickych prehledi, které sestavil
Thomas Muir.

Prvnim je List of writings on the theory of matrices, apendix Muirovy prace
A reinvestigation of the problem of the automorfic linear transformation of
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a bipartite quadric z roku 1898.16 Uvadi 50 praci tfinicti autorfi vydanych
v obdobi 1858 az 1894 (J. J. Sylvester 20, A. Buchheim 7, H. Taber 6,
A. Cayley 5, W. H. Metzler 3, Ed. Weyr 2, E. Laguerre 1, B. Peirce 1,
C. S. Peirce 1, W. Spottiswoode 1, G. Frobenius 1, A. R. Forsyth 1, T. Muir 1);
Muirovym cilem bylo sestavit a first approximation to a complete list of writings
on Matrices.

Druhy Muirdv soupis The literature of Cayleyan matrices z roku 1930 uvadi
pro obdobi 1854 a7z 1894 dalsich 18 praci o maticich (pfibylo osm autort).
Nasleduje 106 titult z obdobi 1895 az 1928; z nich vSak pouze 14 je z obdobi
1895 az 1900 (G. Frobenius, J. Brill, L. Ravut). Celkem je v tomto druhém
ptrehledu uvedeno 172 tituli.

Joseph Henry Maclagan Wedderburn uvedl v zavéru své monografie Lectures
on matrices z roku 1934 v chronologickém usporadani 549 praci vénovanych
maticim, z toho 127 pro obdobi do roku 1894, 186 praci do roku 1900 a 440
praci do roku 1928 (véetné). Peélivym srovnanim bibliografickych soupist
T. Muira a J. H. M. Wedderburna lze zjistit, jak se jejich pohledy na vymezeni
teorie matic lisi. Poznamenejme, ze v dalsim vydani Wedderburnovy knihy je
bibliograficky prehled doplnén o dalsich 129 tituli z let 1903 az 1936.

12. Ucebnice a monografie teorie matic po roce 1900

Many modern writers have based their definitions of a determinant
on the existence of a square matrix. ... From this point of view
a determinant does not exist without its square matriz, and, judging
from many of the textbooks on elementary mathematics, it is likely
that many students consider the square matrix as an essential part
of a determinant, so that the term determinant conveys to them
a dual concept composed of a square matriz and a certain polynomial
associated therewith. When they speak of the rows and columns of
a determinant they naturally are thinking of its matriz and when they
speak of the value thereof they are naturally thinking of the polynomial
implied by the term determinant.

([Miller, 1930], str. 216)

Pocatkem 20. stoleti se matice postupné dostavaji do povédomi matematiki,
maticova Tec se Sifi a je stale vice uzivana a uznavana. Dilezité vysledky teorie
bilinearnich a kvadratickych forem jsou postupné pirekladany do maticové feci.
Jedné se zejména o problematiku kanonickych tvard, o vysledky tykajici se
vlastnich ¢isel a vlastnich vektort (spektralni teorie matic). Soucasné jsou
v maticové feCi stale castéji vyjadifovany substituce a transformace.

16 V prvni ¢asti prace se T. Muir zabyval otazkou, jakymi linedrnimi transformacemi
prechazi kvadratickd forma sama v sebe.
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Prvni ucebnice a monografie, v nichz hraji matice nezanedbatelnou roli,
postupné vznikaji az ve druhém desetileti 20. stoleti. Prezentuji matematiku
efektivnim, modernim zpusobem, pfinaseji nové pohledy, upeviuji maticovou
terminologii, ovliviiuji dalsi rozvoj matematiky a jejich nejrtiznéjsich aplikaci.

V nasledujicich odstavcich se pokusime podat podrobnéjsi nastin toho, jaké
misto matice zaujimaly v prvni poloviné 20. stoleti v nékterych vyznamneéjsich
ucebnicich a monografiich. Pozornost budeme vénovat i prvnim ucebnicim
a monografiim teorie matic. Budeme sledovat vitézné tazeni teorie matic knizni
matematickou literaturou, a to zejména v prvnich tfech desetiletich 20. stoleti.

Leopold Kronecker

Kroneckerovy univerzitni prednasky o teorii determinanttt byly vydany
v Lipsku roku 1903 pod nézvem Vorlesungen tber die Theorie der Determi-
nanten. Jedna se o 21 kurzovnich prednasek sepsanych na zakladé dlouholetého
ucitelského plisobeni autora v letech 1883 az 1891. Prednasky o determinantech
byly soucasti vétsiho celku prednasek o obecné aritmetice.

20. prednaska je vénovana zdkladim teorie matic, 21. prednaska Siroké
problematice maticovych ekvivalenci (celkem 42 stran). Matice se okrajové
vyskytovaly jiz v pfedchozich prednaskach; L. Kronecker vsak hovoril castéji
0 ,,systémech®. Zarazeni prednasek o maticich zdivodnil takto:

. wollen wir jetzt Vorschriften fiir das Rechnen mit Systemen oder Ma-
trizen aufstellen ... die Betrachtung der Matrizen nichts anderes ist als eine
FErweiterung der elementaren Arithmetik. ([Kronecker, 1903], str. 348)

Nasleduje partie o zakladech maticového poctu, o operacich s maticemi a je-
jich vlastnostech, o invertovani, resp. ,déleni“ matic apod. O hodnosti sou¢inu
matic uvedl autor nasledujici tvrzeni:

Der Rang eines Produktes D = AB -- - C' ist hochstens gleich dem Range des-
jenigen Faktors, welcher den kleinsten Rang hat. ([Kronecker, 1903], str. 353)
Pro zdménné matice A, B zformuloval nasledujici vétu:

Sind also B und A vertauschbare Systeme, und ist |A] < 0, so gibt es ein
und nur ein System %, fiir welches die beiden Gleichungen

B B
A-—=—-A=B
A A
erfillt sind. ([Kronecker, 1903], str. 355)
O transponovani sou¢inu matic uvedl néasledujici tvrzeni:

Ist also €' = AB---D ein Produkt beliebig vieler Systeme, so ist das
konjugierte System C' gleich dem Produkte der konjugierten Faktoren, aber in
umgekehrter Reihenfolge. ([Kronecker, 1903], str. 359)

O invertovani soucinu regularnich matic uvedl takovéto tvrzeni:

Ist ein System wvon nicht verschwindender Determinante aus mehreren
Faktoren zusammengesetzt, so ist das reziproke System aus den reziproken
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Systemen der Faktoren, aber in der umgekehrten Reihenfolge zusammengesetzt.
([Kronecker, 1903], str. 360)

V zavéru 20. prednéasky vénoval L. Kronecker pozornost maticim, jejichz
prvky jsou racionalni funkce, celistvé, resp. racionalni.

Conrad Gustav Bauer

G. Bauer (1820-1906) studoval na univerzitach v Erlangen, v Berliné a na
polytechnice ve Vidni. Plsobil na univerzité v Mnichové jako soukromy do-
cent (od r. 1857), jako mimofadny a fadny profesor matematiky (od r. 1865,
resp. 1869).17 Jeho rozsahla ucebnice algebry vznikla z pfednéasek proslovenych
na univerzité v Mnichové v obdobi 1870 az 1897. K tisku ji pripravil Mathe-
matische Verein Minchen, ktery G. Bauer zakladal. Pfedmluvy k prvnimu az
tFetimu vydéani (1903, 1910, 1921) napsal Karl Doehlemann (1864-1926), profe-
sor mnichovské univerzity. Tteti vydani z roku 1921 pfepracoval L. Bieberbach
— ¢tvrté vydani je z roku 1928, paté z roku 1933.

V Bauerové ucebnici Vorlesungen dber Algebra z roku 1903 se matice
vyskytuji jen zcela okrajove; objevuji se v kapitole o determinantech, a to az na
strané 280 — v souvislosti s problematikou soustav linedrnich rovnic.!® Pojem
hodnosti neni zaveden pro matice, ale pro determinanty a kvadratické formy.
Matice se vyskytuji pouze jako schémata, z nichz jsou tvofeny subdeterminanty.
O determinantech matic se piSe az ve 28. kapitole (str. 314-318), pfi nasobeni
determinantii se nasobi navzajem fadky odpovidajicich matic (str. 294).

Eugen Otto Erwin Netto

V Nettové textu Elementare Algebra. Akademische Vorlesungen fir Studie-
rende der ersten Semestr z roku 1904 se s pojmem matice setkavame jiz
v 11. paragrafu (matice 2 x m, z niZ se tvoii determinanty druhého ¥4du).*
V kapitole o determinantech nachazime jiz matice typu m x n, zaveden je téz
pojem hodnosti matice (pomoci subdeterminant). Matice jsou uzivany v partii
o soustavéch linedrnich rovnic (matice soustavy).

V Nettoveé knizce Gruppen- und Substitutionentheorie z roku 1908 se matice
nevyskytuji.

V knize Die Determinanten z roku 1910 vénoval E. Netto maticim jednu
z dvanacti kapitol (Matrizen, Rang einer Matriz, Rang einer Determinante,
Matrizen mit gleichem Range, Komposition von Matrizen; str. 58—63).2° Index
vSak odkazuje ¢tendfe pouze na hesla Matriz, — konjugierte, — orthogonale, —
quadratische, — transponierte s uvedenim stran 58, 60, 62, 102 a 107.

17 Viz A. Voss: Zur Erinnerung an Gustav Bauer, Jahresbericht der Deutschen Mathema-
tiker-Vereinigung 16(1907), 54-75.

18 V indexu je u hesla ,matice“ jediny odkaz — pravé na str. 280.

19V indexu je jiz heslo ,matice“, ale jen se dvéma odkazy — str. 10, 123.

20 V indexu jsou u hesla ,matice“ &ty¥i polozky: konjugierte, orthogonale, quadratische,
transponzierte.
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V Nettové uéebnici Algebra z roku 1915 nachazime exaktni definici obdélni-
kové matice jiz na 18. strané (s odkazem na Cayleyovu praci Remarques sur la
notation des fonctions algébriques z roku 1855):

Unter einer Matrix von m-n Elementen x;; verstehen wir ein in Form eines
Rechtecks angeordnetes Elementensystem von m Zeilen und n Spalten

T11 T12 Tin
T21 T22 Ton .

:(zlk) (i=1,2,....m; k=1,2,...,n)
TIml Tm?2 Tmn

([Netto, 1915], str. 18). Nésleduje definice hodnosti matice (pomoci nulovosti
a nenulovosti subdeterminanti) s odkazem na Frobeniovu praci Theorie der
linearen Formen mit ganzen Coefficienten z roku 1879.

Stale vsak prevlada terminologie z teorie determinantii. Jesté pred definici
matice je totiz ukadzdna nekomutativita maticového nasobeni a komentovana
takto:

Man tiberzeugt sich leicht davon, dafi im allgemeinen
i | - |&in| # |Gin| - |2in

hinsichtlich der Form der Produktdeterminante ist, wdhrend natirlich der
numerische Wert beider Seiten der gleiche ist. Fir die Produktbildung von
Determinanten ist also das Kommutationsgesetz nicht gultig.

([Netto, 1915], str. 18)

S maticemi se v této knize setkavame jesté v souvislosti s feSitelnosti soustavy
linedrnich rovnic ([Netto, 1915], str. 79-99).

Salvatore Pincherle

S. Pincherle (1853-1936) studoval v Pise (Scuola Normale Superiore), ve
Skolnim roce 1877/1878 poslouchal v Berling piednisky E. E. Kummera,
L. Kroneckera a K. T. Weierstrasse. Po kratkém ptisobeni na univerzité
v Palermu prednasel od roku 1881 na univerzité v Bologni. Je jednim z tvirca
funkcionélni analyzy.

Ve dvojdilném ucebnim textu Leziont di algebra complementare z let 1906
a 1909 (3. vydéni je z let 1924 a 1926) zavedl v partii o determinantech nejprve
pojem matice, a teprve potom definoval determinant:

Lo specchio cosi formato da questi mn numeri, in cui é pertanto essenziale
lordine dei numeri stesst, si dice matrice. ...
. il quale viene chiamato determinante corrispondente alla matrice.
([Pincherle, 1906], dil II., vydani 1926, str. 48-49)
Zajimavé je, ze jesté roku 1926 jsou v jeho ucebnim textu zavedeny ctyii
druhy nésobeni matic — moltiplicazione per linee, per colonne atd. Pii kazdém
druhu nasobeni musi odpovidajicim zptisobem ,souhlasit® typy obou matic.
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. dati due determinanti di uguale ordine, il loro prodotto si puo fare
indifferentemente per linee o per colonne, e poiche é lecito ... mutare le linee
in collone, al determinante prodotto si possono dare quattro forme diverse.
([Pincherle, 1906], dil II., vydani 1926, str. 76)

Hodnost matice (caratteristica, rango) je zavedena pomoci subdeterminantt.

Con caratteristica s’intende Uordine del determinante non nullo di ordine
massimo che si possa estrarre dalla matrice.
([Pincherle, 1906], dil II., vydani 1926, str. 92)

Maxime Bocher

Americky matematik M. Boécher (1867-1918) studoval v letech 1883 az
1888 na univerzité v Cambridge, v letech 1888 az 1891 v Gottingen, byl
zédkem Benjamina Osgooda Peirceho (1854-1914), Felixe Kleina (1849-1925)
a Hermanna Amanduse Schwarze (1843-1921). Od roku 1904 byl profesorem
matematiky na Harwardu v USA. Vénoval se teorii potencialu, teorii funkci,
diferencialnim rovnicim, trigonometrickym fadam, diferencidlnim operatorim
a matematické fyzice. V letech 1909 az 1910 byl prezidentem Americké
matematické spolecnosti; kazdych pét let je na jeho pocest udélovana cena
M. Bochera.

Roku 1907 vysla Bocherova uéebnice Introduction to higher algebra, ktera
vénuje velkou pozornost pravé maticim. Byla velmi Gspésna, jeji dalsi vydani ¢i
reprinty jsou z let 1922, 1924, 1933, 1938, 1949, ..., 1964, 2004. Jiz roku 1910
vy$la némecky jako Einfihrung in die héhere Algebra v prekladu Hanse Becka
(pfedmluvu k némeckému vydéani napsal M. Bocher a Gvodni slovo E. Study;
dalsi némecka vydani jsou z let 1925 a 1932). Roku 1933 vysel rusky pieklad
pod nazvem Vwedenie v vyssuju algebru.

Podstatnou ¢ast Bocherovy ucebnice tvori — z dnesniho pohledu — linearni
algebra, velkd pozornost je vénovana maticim, jez prostupuji celym textem
knihy. Druhé kapitola, kterd je nazvana A few properties of determinants,
zacind vysvétlenim pojmu matice a jeho exaktni definici. Z této paséaze je vidét,
ze pojem determinantu byl tehdy zcela bézny, zatimco pojem matice bylo tfeba
podrobné objasnit ([Bdcher, 1907], str. 20-21).

We assume that the reader is familiar with the determinant notation, and
will merely recall to him that by a determinant of the nth order

ail a12 e A1n
a1  G22 a2n
Gp1  Gn2 Gnn

we understand a certain homogeneous polynomial of the nth degree in the n?
elements a;;. By the side of these determinants it is often desirable to consider
the system of the n? elements arranged in the order in which they stand in
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the determinant, but not combined into a polynomial. Such a square array of
n? elements we speak of as a matriz. In fact, we will lay down the following
somewhat more general definition of this term:

DEFINITION 1. A system of mn quantities arranged in a rectangular array
of m rows and n columns is called a matriz. If m = n, we say that we have
a square matrix of order n.

Determinant oznacil M. Bocher jednoduchymi svislymi ¢arami, matici dvo-
jitymi svislymi carami; uvedl vSak rovnéz oznaceni matice kulatymi zavorkami,
které je dnes asi nejbéznéjsi. Zdiraznil rozdil mezi matici a determinantem,
objasnil, jak se na matice divat:

Even when a matriz is square, it must be carefully noticed that it is not
a determinant. In fact, a matriz is not a quantity at all, but a system of
quantities. ([Bocher, 1907], str. 21)

V tomto okamziku autor odkazal ¢tenaie na 21. paragraf své knihy, kde jsou
jiz matice chapany jako nové objekty, které jsou hodny samostatné existence.

A matriz of m rows and n columns being merely a set of mn quantities ...
arranged in a definite order, is, ... a complex quantity with mn components;
and it is only a special application of the theory of complex quantities ...
([Bocher, 1907], str. 61)

Bocherova kniha se vénuje linearni zévislosti, soustavam linedrnich rovnic,
linearnim transformacim a jejich maticovému vyjadfeni, invarianttim, linear-
nim, bilinedrnim a kvadratickym formam, teorii ekvivalenci forem, kanonic-
kym tvarim atd. Nachazime zde klasickou definici hodnosti matice i nutnou
a postacujici podminku fesitelnosti soustavy linearnich rovnic:

DEFINITION 3. A matriz is said to be of rank r if it contains at least one
r-rowed determinant which is not zero, while all determinants of order higher
than r which the matrix may contain are zero.

A matriz is said to be of rank 0 if all its elements are zero.
([Bocher, 1907], str. 22)

THEOREM 1. A necessary and sufficient condition for a system of linear
equations to be consistent is that the matriz of the system have the same rank
as the augmented matriz. ([Bocher, 1907], str. 46)

vvvvv

statnou mérou pfispéla k jejimu vSestrannému uznani.
Cuthbert Edmund Cullis

C. E. Cullis (7-1954) studoval nejprve v Anglii, potom v Jené a v Berling,
kde byl v kontaktu s G. Frobeniem. Radu let pfisobil na univerzité v Kalkaté.

Cullisova tfidilnd monografie Matrices and determinoids je snad prvni
knihou, ktera ma slovo ,matice“ ve svém nazvu. Jednotlivé dily vychazely
postupné v letech 1913, 1918 a 1925. C. E. Cullis sepsal toto rozsahlé dilo
na zadkladé svych pfednések, které meél na univerzité v Kalkaté. Podrobné
shrnul celou teorii matic a determinanti, a to od vysledki Cayleyovych
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a Sylvesterovych az po prace Frobeniovy. Navic rozsifil teorii determinanti
na obdélnikové matice. V ttvodu prvniho dilu (xii + 430 stran) uvedl:

Its chief feature is that it deals with rectangular matrices and determinoids
as distinguished from square matrices and determinants, the determinoid of
a rectangular matriz being related to it in the same way as a determinant is
related to a square matriz. An attempt is made to set forth a complete and
consistent theory or calculus of rectangular matrices and determinoids.

([Cullis, 1913], str. v)
Obsah prvniho dilu dobie charakterizuje jeho napln i celkovou koncepci:
L. Introduction of rectangular matrices and determinoids.
I1. Affects of the elements and derived products of a matriz or determinoid.
ITI. Sequences and the affects of derived sequences.
IV. Affects of derived matrices and derived determinoids.
V. Ezxpansions of a determinoid.
VI. Properties of a product formed by a chain of matriz factors.
VII. Determinoid of a product formed by a chain of matriz factors.
VIII. Matrices of minor determinants.
IX. Rank of a matriz and connections between the rows of a matriz.
X. Matriz equations of the first degree.
XI. Solution of any system of linear algebraic equations.

K oznaceni matice pouzil C. E. Cullis hranaté zavorky:

ail ai12 . QAln
a21 a22 a2n
— n o _
A - [a]m -
am1 Am2 Amn

Druhy dil Cullisovy monografie Matrices and determinoids vysel roku 1918
(xxiv + 555 stran), prvni ¢ast tietiho dilu roku 1925 (xviii + 681 stran), druhd
Cast tietiho dilu zustala v rukopise. Cullisovu monografii podrobné recenzoval
James Byrnie Shaw v ¢asopise Bulletin of the American Mathematical Society
v letech 1920 a 1927.2! Ve své prvni recenzi diskutoval mimo jiné chdpani pojmu
matice:

Further it should be noticed that a matriz of m long rows and n short rows is
as much an assemblage of m vectors in an n-dimensional space, or of n vectors
in an m-dimensional space, as it is of mn-elements. A matrix may be looked
upon as a linear homogeneous substitution, which converts certain variables
into others, or it may be considered as a linear vector operator which converts
all vectors from the origin into others from the origin, or it may be considered
as a dyadic, the sum of several dyads, — all useful definitions and yielding very

21 Vig téz A. C. Bose: Cullis’s matrices and determinants, Bull. Culcutta Math. Soc.
10(1920), 243-256, 11(1921), 51-82.
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important results. As a linear vector operator the particular elements entering
the matrix are not of so much importance as other features of the matrix.
([Shaw, 1920], str. 225-226)

V zévéru své prvni recenze J. B. Shaw napsal:

The treatment is quite detailed, with numerous numerical examples, rather
loose in its development, and lacking in synthesis, so that the reader becomes
bewildered with the multitudinous formulas and other details. A synopsis of it
would be useful. ([Shaw, 1920] str. 233)

Cullisovo rozsahlé dilo o maticich nemélo velky ohlas. Ani T. Muir jeho
vysledky dostate¢né neocenil.

H. W. Turnbull vzpominal, Ze do vydani Cullisovy monografie nemél
o maticich hlubsi znalosti, ze v té dobé jesté nebyl vyznam maticového poctu
dostateéné rozpoznan.?? Poznamenal rovnéz, ze C. E. Cullis uzival terminologii,
ktera nebyla jednoducha a ztézovala proto pfistupnost tématu.

Leonard Eugene Dickson

Vyznamny americky matematik L. E. Dickson (1874-1954) studoval na
univerzitach v Texasu a Chicagu, ptsobil nejprve v Texasu, a potom v Chicagu.
Byl velkym specialistou na teorii ¢isel a algebru, na teorii grup a teorii
kone¢nych téles, zabyval se i algebraickou geometrii a teorii invarianti. Slavna
a stale Siroce vyuzivana je jeho tfidilna monografie History of the theory of
numbers z roku 1934.

Dicksonova monografie Algebras and their Arithmetics z roku 1923 je pro-
slula. Roku 1927 vysla v némeckém pfepracovani J. J. Burckhardta a E. Schu-
bartha pod nazvem Algebren und ihre Zahlentheorie; doplnéna byla zévéreénou
kapitolou Idealtheorie in rationalen Algebren, jejimz autorem je Andreas Speiser
(1885-1970). S maticemi se setkdvame v této knize jiz ve 3. paragrafu Matri-
ces, jejich zavedeni je motivovano praci s linedrnimi transformacemi. Matice
a maticové algebry hraji v této knize vyznamnou roli.

I v némecké verzi této monografie je maticovy aparat hojné vyuzivan, s poj-
mem matice se ¢tenaf setka v souvislosti s linearnimi transformacemi jiz v prvni
kapitole nazvané Korper, Polynome, Matrizen, a to v 8. paragrafu Matrizen.
Ve druhé kapitole nazvané FEinfiihrung in die Algebren je v 18. paragrafu
Vollstindige Matrizalgebren zavedena tzv. iplna maticova algebra.

Roku 1926 vydal L. E. Dickson knihu Modern algebraic theories, ktera
vznikla z jeho prednasek. V tivodu uvedl:

The book develops the theories which center around matrices, invariants,
and groups, which are among the most important concepts in mathematics.
([Dickson, 1926], str. iii)

Matice se v této knize objevuji ve tieti kapitole nazvané Matrices, bilinear

forms, linear equations (str. 39-63), kterd zac¢ina témito slovy:

22 H. W. Turnbull: Cuthbert Edmund Cullis, The Journal of the London Mathematical
Society 30(1955), 252-255.
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Chapters I1I-VI, which are independent of I-II, give a new exposition of
the subject usually called higher algebra. We first develop Cayley’s calculus of
matrices, and the essentially equivalent subject of bilinear forms. The main
theorems on the solution of systems of linear equations are not presupposed,
but are deduced as corollaries. ([Dickson, 1926], str. 39)

L. E. Dickson matice zavedl v souvislosti s popisem souboru m linearnich
forem o n proménnych, resp. s popisem linearnich transformaci. Definoval
maticové operace, charakteristickou rovnici matice, hodnost matice (pomoci
subdeterminant). Matice vyuzil k popisu bilinedrnich forem a k formulaci
zékladnich vysledkt z teorie soustav linedrnich rovnic. Predpoklddal znalost
zékladnich poznatk® o determinantech; determinanty se totiz objevily v jeho
knize bez jakéhokoli vysvétleni jiz v prvnim paragrafu.

V dalsich kapitolach L. E. Dickson vyuzival maticovy aparat v partiich o kva-
dratickych a bilinearnich forméch, o linearnich transformacich, kanonickych
tvarech, podobnosti atd.

Poznamenejme, ze Dicksonovu knihu Modern algebraic theories prelozil do
néméiny Ewald Bodewig; vysla roku 1929 pod nazvem Héhere Algebra.

Rudolf Hans Heinrich Beck

H. Beck (1876-1942) ptsobil na univerzité v Bonnu. Do néméiny pielozil
vySe uvedenou Bécherovu ucebnici Introduction to higher algebra. Je autorem
krasné a moderné napsané ucebnice FEinfiihrung in die Axiomatik der Algebra.

Celou touto Beckovou knihou z roku 1926 prostupuji matice, dvé kapitoly
z dvanacti jsou jim plné vénovany:

IV. Matrizes (str. 31-40),

IX. Proportionalitit der Matrizes (str. 111-126).

Matice v této knize pfedchézeji determinantiim, kterym je vénovana az
desata kapitola. I z pfipojeného indexu je vidét, jaky vyznam autor maticim
priklddal (napf. ve srovnéni s determinanty). Hodnost matice jiz zde neni
definovana pomoci determinantii. Autor zavedl ekvivalentni soustavy linedrnich
rovnic, kterym odpovidaji ekvivalentni matice.

Eine n-rethige Matriz heif$t nicht singuldr oder vom Range n, sobald sie der
Einheitsmatriz dquivalent ist ... ([Beck, 1926], str. 55)

Die Zahl r der in der Normalform einer Matriz auftretenden Einsen heifit

der Rang der Matriz. ([Beck, 1926], str. 64)
Hodnost matice je dale dana do souvislosti s linearni zavislosti a nezavislosti
vektort.

Die k Vektoren ay, as, ..., ai sind dann und nur dann linear unabhdngig,
wenn ihre Matriz den Rang k hat. ([Beck, 1926], str. 74)

Der Rang einer Matrix ist die Dimensionszahl des aus ihren Vektoren aufge-
bauten linearen Vektorgebildes, oder also die Anzahl ihrer linear unabhdngigen

Vektoren. ([Beck, 1926], str. 81)
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Véta vyjadiujici hodnost matice pomoci determinant se v knize objevi
daleko pozdéji.

Notwendig und hinreichend dafir, daff eine Matrix den Rang r hat, ist, daf
alle ihre (r 4+ 1)-reihigen, nicht aber alle r-reihigen Determinanten verschwin-

den. ([Beck, 1926], str. 142)
Nésobeni matic je v této knize definovano jiz tak, jak je dnes zname, tj. radky
prvni matice se skaldrné ndsobi se sloupci druhé matice. ([Beck, 1926], str. 33)

Oscar Perron

Némecky matematik O. Perron (1880-1975) byl v letech 1922 az 1951
profesorem na univerzité v Mnichové. Pracoval hlavné v teorii integralu
(Perrontiv integral), v teorii potencidlu a matematické fyzice.

Roku 1927 vysel prvni dil Perronovy ucebnice Algebra, ktery je vénovan
tvodnim partiim této discipliny, o ¢emz svéd¢i i podtitul Die Grundlagen.
O maticich se zdkladni informace do¢teme ve tieti kapitole Determinanten, a to
v souvislosti s problematikou soustav lineadrnich rovnic, vétou o nasobeni de-
terminantti a reprezentaci bilinearnich, kvadratickych a hermitovskych forem.
Matice se zna¢i dvéma dvojicemi svislych ¢ar, nasobi se ,,po fadcich® (nasobi se
tedy matice stejného typu), hodnost je definovina pomoci subdeterminanti.3

Ludwig Bieberbach

Némecky matematik L. Bieberbach (1886-1982) studoval v Heidelbergu
a v Gottingen, v letech 1913 az 1915 byl profesorem v Basileji, v letech 1915 az
1921 ve Frankfurtu nad Mohanem a v letech 1921 az 1945 v Berliné. Od roku
1936 do roku 1942 redigoval ¢asopis Deutsche Mathematik. Pracoval zejména
v analyze a v geometrii, je autorem nékolika knih.

Roku 1928 vydal ucebnici Vorlesungen tiber Algebra, kterd vznikla podstat-
nym piepracovanim tietiho vydani stejnojmenné Bauerovy knihy z roku 1921.
Matice se v ni objevuji v souvislosti s determinanty ve druhé ¢asti nazvané
Theorie und Anwendung der Determinanten (str. 41-98). S maticemi se vSak
setkdvame az od strany 58 (obdélnikova matice, subdeterminanty, hodnost za-
vedend pomoci subdeterminantii, souvislost s problematikou soustav linearnich
rovnic atd.). Ndsobeni obdélnikovych systémt je zavedeno az na strané 69 (po
odstavci o nasobeni determinant®) — tyto systémy se zde ndsobi ,,po Fadcich®.
Definovana je reciprokd matice (adjungierte Matriz) a uvedena véta o jejim
determinantu:

Die aus der Matriz der A gebildete Determinante ist folglich die(n — 1)-te
Potenz der urspringlichen Determinante R.
([Bauer, 1903], vydani 1928, str. 71)

23 Druhy dil Perronovy ucebnice vysel téhoz roku s podtitulem Theorie der algebraischer
Gleichungen. Druhé vydani Perronovy dvoudilné ucebnice je z let 1932 a 1933.
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Maticové nasobeni — jiz presné v dnesni podobé — je zavedeno az v kapitole
Quadratische und bilineare Formen v odstavci Matrizenkalkil ([Bauer, 1903],

vydani 1928, str. 78):
Dirx = Z Aiobok
o=1

Ukézana je asociativita a nekomutativita ndsobeni matic, matice jsou vyuziva-
ny v teorii bilinearnich a kvadratickych forem, definovana je inverzni matice,
hodnost matice (pomoci subdeterminantti), kvadratické formy jsou transfor-
movany na kanonicky tvar, prezentovan je Sylvesteriv zdkon o setrvacnosti,
rozliSovany jsou pozitivné definitni a negativné definitni formy, zkoumany orto-
gondlni transformace (téZ tzv. Hauptachsentransformation), zavedena vlastni
¢isla matice atd. Pokud jsou matice viibec znaceny, tak dvéma dvojicemi svis-
Iych rovnych car.

Roku 1933 se objevilo dalsi vydani této ucebnice. M4 stejnou strukturu jako
verze z roku 1928, v nékterych pasazich je mirné upravena a je prehlednéjsi.
Matice jsou vétsinou znaceny kulatymi zavorkami, nékde vSak jesté zistalo
znaceni z predchoziho vydéani. Na fadé mist je na matice polozen vétsi diraz
nez v predchozim tisku.

Herbert Westren Turnbull

Anglicky matematik H. W. Turnbull (1885-1961) studoval na Trinity College
v Cambridge. Po absolutoriu prosel fadu mist (Cambridge, Liverpool, Hong
Kong, Repton, Oxford), od roku 1921 do roku 1950 pracoval na St. Andrews
University. Jeho hlavnim zadjmem byla algebra, hlavné teorie invariantt, ale
i historie matematiky, zajimal se o matematické dilo I. Newtona, pfipravil
k vydéni dva svazky jeho korespondence. Byl skvély klavirista (hral v komornim
orchestru) a va$nivy alpinista (Alpine Club).?4

H. W. Turnbull vydal roku 1939 velmi oblibenou knizku Theory of equations,
ktera vysla v fadé vydani (1944, 1946, 1947, 1957, 1963). Jejim zakladem byly
autorovy prednasky na univerzité St. Andrews.

Velmi 1spésnou ucebnici teorie matic, determinanti a invarianti byla
Turnbullova kniha nazvana The theory of determinants, matrices and inva-
riants z roku 1928 (dalsi vydani: 1945, 1948, 1950, 1960). Je to patrné druhd
kniha, kterd mé v nazvu slovo matice. Byla sepsana na zakladé prednasek pro-
slovenych autorem roku 1926 na univerzité St. Andrews. V tvodu autor uvedl:

... It was the aim of those lectures to present in outline the salient features
of the Invariant Theory, from its origins in the early forties of last century to
the present day. ...

... I have followed the method of Salmon in opening with an account of
determinants. This also made it desirable to introduce the rudiments of another

24 Viz A. C. Aitken: Herbert Westren Turnbull, 1885-1961, Biographical Memoirs of
Fellows of the Royal Society 8(1962), 149-158.
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great department of algebra — the theory of matrices. These will chiefly be found
in the first seven chapters, which have been written mainly with a view to their
applications in what follows. ... ([Turnbull, 1928], str. v)

Tato Turnbullova kniha je do zna¢né miry postavena na pojmu matice.
Doklada to jiz jeji kratkd prvni kapitola Matrices and determinants (12 stran),
kterda ma sedm paragraft:

1. Notation.

. Definition of matrix.

. The transposed matrix.

. System of linear equations.

. Linear combinations of rows or columns. Number field. Rank.

. Linear equations which are not homogeneous.

N O Ot s W N

. Condition of solubility.

Kniha mé celkem 21 kapitol (celkem 334 stran), navic je pfipojen index.
Kromé matic a determinantii jsou vysetfovany linearni, bilinarni i multilinearni
formy, linearni transformace, linearni rovnice a invarianty. Velkd pozornost
je vénovana zasadnim vysledkim, s nimiz pfisli zejména Siegfried Heinrich
Aronhold (1819-1884), Paul Albert Gordan (1837-1912), David Hilbert (1862—
1943), Rudolf Friedrich Alfred Clebsch (1833-1872) a Jérgen Pedersen Gram
(1850-1916).

Aurel Friedrich Wintner

A.F. Wintner (1903-1958) vystudoval matematiku a astronomii v Budapesti
a Lipsku, pracoval na Johns Hopkins University v Baltimore. Zabyval se
nebeskou mechanikou, pohybem Mésice, spektralni teorii linedrnich operatori
v souvislostech s kvantovou mechanikou, diferencidlni geometrii a poctem
pravdépodobnosti. Je mimo jiné autorem vyznamné monografie The analytical
foundations of celestial mechanic, kterd vysla roku 1941.

Pomeérneé specialni charakter ma jeho monografie Spektraltheorie der unend-
lichen Matrizen z roku 1929, jez nese podtitul Einfihrung in den analytischen
Apparat der Quantenmechanik. Uvod (2 strany) k ni napsal Leon Lichtenstein
(1878-1933), Wintnertuv ucitel z univerzity v Lipsku.

Monografie je rozdélena na Sest kapitol a dodatek, kapitoly se déle ¢leni na
paragrafy (celkem 120 paragrafd, 272 stran):

I. Algebraische und formale Grundlagen.

II. Analytische Hilfsmittel.

III. Dee beschrdankten unendlichen Matrizen.

IV. Theorie der Spektralmatriz.

V. Spektraltheorie der beschrankten Matrizen.
VI. Hermatesche nicht beschrinkte Matrizen.

Anhang. Skizze einer Spektraltheorie der fastperiodischen Funktionen.
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Wintnerova monografie je ukoncena zhusténym osmistrankovym komentova-
nym prehledem prament a dalsi literatury, ktery je rozdélen na ¢tyfi odstavce:
Endliche Matrizen, Stieltjessche Integrationstheorie u. dgl., Unendliche Matri-
zen, Radonsche Integrale und normale Spektraltheorie.

Bohumil BydzZovsky

Bohumil Bydzovsky (1880-1969) vyucoval v letech 1903 az 1918 na st¥ednich
skolach, roku 1909 se habilitoval na prazské univerzité a o dva roky pozdéji
na prazské technice. Od roku 1917 byl mimoifadnym profesorem a v letech
1921 az 1957 fadnym profesorem Univerzity Karlovy. Je autorem nékolika
stiedoskolskych a vysokoskolskych ucebnic z analytické a algebraické geometrie.

Do roku 1930 vyslo jen velmi malo knih, které by v nadzvu mély slovo matice.
Pro nés je tedy zajimavé, ze se roku 1930 objevila na nasem matematickém
kniznim trhu ptvabna knizka Zaklady teorie determinanti a matic a jich uZiti
od Bohumila Bydzovského.?® V pfedmluvé autor mimo jiné napsal:

Od béznych ucebnic jednagicich o determinantech se lisi tato tim, Ze obsahuje
zdklady poctu maticového; je to oduvodnéno velkou duleZitosti, které nabyl tento
pocet v poslednich letech svou ucinnou a hospoddrnou symbolikou.
([Bydzovsky, 1930], Pfedmluva)

Teorie determinantti vSak v Bydzovského knizce dominuje; je ji vénovano
jedenéct paragrafa (str. 1-140), zéklady teorie matic jsou az v néasledujicich
paragrafech (str. 141-196). Pfipojen je historicky piehled a bibliografické po-
zndmky (str. 196-206). Zde B. Bydzovsky mimo jiné uvedl, Ze tenaf najde
zékladni pouceni o determinantech a jejich uziti v kazdé ucebnici algebry a pti-
pojil: BudteZ zde uvedeny jen dvé z mich, jez obsahuji zdrover pouceni o poctu
maticovém ([Bydzovsky, 1930], str. 204). Témito dvéma uéebnicemi jsou vyse
uvedené knihy M. Béchera (2. vydani némeckého piekladu) a H. Becka.

Herbert Westren Turnbull a Alexander Craig Aitken

A. C. Aitken (1895-1967) pochézel z Nového Zélandu, kde ziskal univerzitni
vzdélani (University of Otago, Dunedin) a poté ptisobil ¢tyfi roky jako ucitel.
Roku 1925 ziskal doktorat na univerzité v Edinburghu a zacal tam pracovat,
roku 1946 byl jmenovan profesorem. Vénoval se pfevazné statistice a aplikacim
maticového poctu ve statistice. Je autorem nékolika ucebnic.

Mimofadné tspésnou monografii o maticich byla kniha An introduction to
the theory of canonical matrices od H. W. Turnbulla a A. C. Aitkena. Poprvé
vysla v Londyné roku 1932; jeji dalsi vydani jsou z let 1945, 1948, 1950,
1952, ..., 1961, 2005. Stala se velmi brzy klasickym textem o kanonickych
tvarech.

A. C. Aitken vydal roku 1939 ucebnici Determinants and matrices. Byla
velmi oblibend, svédéi o tom jeji ¢etnd dalsi vydani (2. vydani: 1942, 7. vydani:

25 Jeji druhé vydani vyslo roku 1947 pod mirné zménénym nazvem Uvod do teorie

determinanti a matic a jich uziti.
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1951, 8. vydani: 1954, 9. vydani: 1958, némecky pieklad: 1969). Vynikd
elegantnim podanim, zddraznuje silu teorie matic a jeji vyznam pro ostatni
matematické discipliny. Hlavnim tématem jsou soustavy linedrnich rovnic,
okrajoveé je zachycena problematika vlastnich ¢isel a vlastnich vektori. Ukazano
je vSak uzitl matic ve statistice. Zajimavé je, ze v jeho ucebnici Statistical
mathematics z roku 1939 neni o maticich nic.

O Aitkenové pfinosu k teorii matic napsal roku 1997 R. W. Farebrother
¢lanek A. C. Aitken and the Consolidation of Matriz theory; najdeme v ném
Cetné dalsi uzitecné odkazy.

Otto Schreier a Emanuel Sperner

Némecky matematik O. Schreier (1901-1929), zdk Emila Artina (1898-1962)
a Emmy Noetherové (1882-1935), se vénoval zejména teorii grup, teorii téles
a teorii Cisel.

Némecky matematik E. Sperner (1905-1980) se zabyval algebrou, topologii
a teoril dimenze, jeho jméno se v matematice dodnes objevuje (Spernerovo
lemma, Spernerova algebra, Spernerovy prostory).

Roku 1931 byl vydan ucebni text O. Schreiera a E. Spernera nazvany
Einfiihrung in die analytische Geometrie und Algebra jako prvni dil vétsiho
planovaného dila.?6 Matice jsou v ném zavedeny v souvislosti se soustavami
linearnich rovnic. Hodnost matice je definovana jako maximalni pocet linearné
nezavislych sloupcti; vzapéti je ukazano, ze hodnost matice je rovna maxi-
malnimu pocétu linedrné nezavislych fadkd. Matice v této knizce predchazeji
determinantiim, oba tyto pojmy jsou hojné vyuzivany pii vykladu analytické
geometrie.

Na tvod do analytické geometrie a algebry O. Schreiera a E. Spernera
navazala jejich atla ucebnice Vorlesungen iber Matrizen z roku 1932; mé jen
133 stran.?”

Strucny obsah této ucebnice dobie vystihuje jeji naplii i charakter:
. Das Rechnen mit linearen Transformationen.

. Das Rechnen mit Matrizen.

. Minimalpolynom. Invariante Teilgebilde.

. Die Diagonalgestalt.

. Die Normalform.

S O s W N

. Finige Anwendungen der Theorie.

Poznamenejme, Ze knizku pfipravoval do tisku jen E. Sperner, nebot
O. Schreier byl jiz v té dobé po smrti. E. Sperner v pfedmluvé napsal:

26 Poznamenejme pro zajimavost, ze jiz roku 1934 vysel rusky preklad (G. Ol’sanskij)
pod nazvem Vwedenie v linejnuju algebru v geometriceskom izloZenii (210 stran).

27 Rusky pieklad vysel roku 1936 pod nazvem Teorija matric, anglicky preklad Modern
algebra and matriz theory je z roku 1955.
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Dieses Bandchen enthdlt die Vorlesungen Otto Schreiers () dber Elemen-
tarteilertheorie. Die Auswahl des Stoffes ist im wesentlichen dieselbe, wie sie
Otto Schreier fir die Verdffentlichung geplant hatte. Anordnung und Beweis-
fiihrung dagegen habe ich teilweise gedndert, wodurch ich hoffe, noch einige
Vereinfachungen erreicht zu haben. ([Schreier, Sperner, 1932], str. 3)

Cyrus Colton MacDuffee

Americky matematik C. C. MacDuffee (1895-1961) obh4jil roku 1922 po
svych vysokoSkolskych studiich (Colgate University, University of Chicago)
disertac¢ni praci o neasociativnich algebrach vedenou L. E. Dicksonem. Nejprve
pracoval jako instruktor a asistent (Princeton), resp. jako asistent, docent
a profesor (Ohio State University), od roku 1935 pusobil jako profesor na
univerzité ve Wisconsinu. Vénoval se zejména algebre, napsal mnoho praci
a nékolik monografii a ucebnic. Zastaval vyznamné funkce, vychoval fadu
doktorandi.

Jeho utld monografie The theory of matrices vydana roku 1933 ve zndmé
edici Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete (dalsi vydani: 1946,
1959, 1960, 2004) je stru¢nym, ale znac¢né obsaznym a hutnym textem o teorii
matic. V dvodu autor objasnil, z jakych okruhii problémit se teorie matic
zrodila:

Matric algebra is a mathematical abstraction underlying many seemingly
diverse theories. Thus bilinear and quadratic forms, linear associative algebra
(hypercomplex systems), linear homogeneous transformations and linear vector
functions are various manifestations of matric algebra. Other branches of
mathematics as number theory, differential and integral equations, continued
fractions, projective geometry etc. make use of certain portions of this subject.
Indeed, many of the fundamental properties of matrices were first discovered
in the notation of a particular application, and not until much later recognized
in their generality. ([MacDuffee, 1933, str. iii)

V 57 paragrafech (110 stran) obsahuje MacDuffeeho monografie velké
mnozstvi materidlu a mnoho bibliografickych idaji v poznamkach pod ¢arou;
pro poznani vyvoje teorie matic a jejiho stavu kolem roku 1930 je tento text
stale velmi cenny. Tématické zaméfeni knizky lze dobfe odhadnout z jejitho
struéného obsahu:

1. Matrices, Arrays and Determinants.
II. The Characteristic Equation.

II1. Associated Integral Matrices.

1V. Equivalence.

V. Congruence.

VI. Similarity.?8

VII. Composition of Matrices.

28 40. paragraf se jmenuje Weyr’s characteristic.
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VIIL. Matric Equations.
IX. Functions of Matrices.
X. Matrices of Infinite Order.

Pripojme jesté, ze roku 1940 vydal C. C. MacDuffee uc¢ebnici An introduction
to abstract algebra, v niz je algebra prezentovana jako nauka o strukturach
(grupy, okruhy, obory integrity, t€lesa, linedrni algebry). I tato kniha byla velmi
Uspésna, jeji dalsi vydani jsou z let 1948, 1956, 1959, 1966.

Pfedposledni, sedmé kapitola této knihy pojednavad o maticich (str. 203—
250), osma o linedrnich asociativnich algebrach (str. 251-296). Matice jsou
v této knize chapany zejména jako prvky tzv. algebry matic:

A mathematical system 9 whose elements are n X n arrays which are
subject to the additional operation of multiplication ... is called a total matric

algebra over R of order n?. A matriz is an element of a total matric algebra.
([MacDuffee, 1940], str. 214)

Pomeérné efektivné jsou v knize prezentovana zakladni fakta: charakteristicky
polynom, Cayleyova-Hamiltonova véta, elementarni délitelé, podobnost matic,
Jordantiv kanonicky tvar apod.

C. C. MacDuffee je autorem dalsi Gspésné knizky Vector and matrices, ktera
vysla roku 1943 (dalsi vydani: 1947, 1949, 1953, 1961, 1966).2° Knizka malého
forméatu mé 203 stran, devét kapitol, které se déli na 65 paragrafi. Pojem matice
je zaveden jiz v 9. paragrafu (str. 23), algebra matic je chdpéna jako systém
hyperkomplexnich ¢isel (viz 18. paragraf Matrices as hypercomplex numbers).

Poznamenejme na okraj, ze C. C. MacDuffee publikoval roku 1943 v ¢asopise
The American Mathematical Monthly ¢&lanek What is a matriz?, v némz
objasnil pojem matice a zduraznil jeho dva dtlezité aspekty:

To define a matriz as a rectangular array of numbers is as inadequate as
to define a single particle of matter or a single complex number. A matriz is
a number of a total matrix algebra.

A matrix over a field F may be defined as an endomorphism of a vector
space V over F or, alternatively, as the operator which produces this endomor-
phism. ([MacDuffee, 1943, str. 361, 364)

Joseph Henry Maclagan Wedderburn

Americky matematik skotského ptivodu J. H. M. Wedderburn (1882-1948)
studoval v Edinburghu, Lipsku, Berliné a Chicagu, ptisobil potom v Edinburghu
a Princetonu. Zabyval se teorii diferencialnich rovnic, abstraktni teorii téles,
problematikou linearnich asociativnich algeber, hyperkomplexnich ¢isel, algeber
a matic. Dokézal, Ze kazdé kone¢né téleso je komutativni (tzv. Wedderburnova
véta). P¥ipometime napf. jeho ¢ldnek Note on the rank of a symmetrical Matriz

29 V seznamu 26 titult literatury je uvedena prace Karla Petra Rationale kanonische
Form einer linearen Substitution z roku 1940, 55. paragraf knizky je nazvan The Weyr
charakteristic, o Weyrové charakteristice je zminka i v tivodu.
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(1913/14) a jeho stejné nazvané pokracovani (1914/15) a praci The absolute
value of the product of two matrices (1925).

Roku 1934 vydal ucebnici o maticovém poctu nazvanou Lectures on matri-
ces. Byla velmi Gspé$né, dodnes patii ke klasickym u¢ebnicim (jeji dalsi vydani
jsou z let 1949, 1960, 1964, 2005). Autor ji sepsal na zakladé prednések, které
od roku 1920 konal na univerzité v Princetonu.

Ve srovnani s pfedchozim MacDuffeeovym textem je Wedderburnova kniha
obsirnéjsi; v deseti kapitoldch (168 stran) jsou podany zdklady teorie matic
a jejiho uziti. O koncepci i obsahu si lze udélat velmi dobrou predstavu ze
stru¢ného obsahu:

1. Matrices and vectors.

I1. Algebraic operations with matrices. The characteristic equation.
III. Invariant factors and elementary divisors.

IV. Vector polynomials. Singular matric polynomials.

V. Compound matrices.

VI. Symmetric, skew, and hermitian matrices.

VII. Commutative matrices.

VIII. Functions of matrices.

IX. The automorphic transformation of a bilinear form.

X. Linear associative algebras.

Jak jiz bylo vySe poznamenano, Wedderburnova ucebnice obsahuje velkou
bibliografii teorie matic (549 praci z let 1853 az 1933), v dal$im vydéni je tento
soupis doplnén.

Abraham Adrian Albert

A. A. Albert (1905-1972) studoval na univerzité v Chicagu, jeho uéitelem
byl L. E. Dickson, pod jehoz vedenim ziskal roku 1927 doktorat, roku 1928
se habilitoval. Jeden rok stravil v Princetonu u J. H. M. Wedderburna, od
roku 1931 ptisobil na univerzité v Chicagu. Vénoval se hlavné algebie, zejména
algebram nejriznéjsich typt, ale i algebraické geometrii, je autorem knihy
Structure of algebras. Prispél rovnéz k formalizaci kvantové mechaniky.

Albertova monografie Modern higher algebra z roku 1937 vénuje maticim
velkou pozornost, a to ve étyfech z dvanacti kapitol (29 4+ 21 + 30 + 34 stran):

III. Matrices.

IV. Similarity of square matrices.
V. Symmetric and skew matrices.
X. Algebras of matrics.

Partie o determinantech, linedrnich rovnicich a bilinedrnich formach je
soucasti tfeti kapitoly.
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Text této knihy je sepsan velmi modernim zptsobem, vyklad je strucny,
jasny a efektivni, zna¢né vSak jiz narostla abstraktnost prezentované latky, jak
je vidét i z autorovych slov v tvodu:

. in Chapters III, IV, and V with the theory of matrices with elements in
a completely general field. Recent trends in algebraic investigation have made
it important to know the extent of the wvalidity of the classical theorems on
matrices. It is no more difficult to carry out the proofs, where they are valid,
for general fields instead of the classical case of subfields of the field of all
complex numbers. But it is true that the proofs and results of the classical
theory are not always valid. This is brought out clearly in Chapter V, where it
is mecessary to restrict the types of fields considered. ...

The theory of linear associative algebras is a fundamental, if quite advanced,
branch of modern algebra. It is natural, however, to introduce this subject from
the matriz point of view and we do so in Chapter X. Many quite abstract notions
are made concrete by such a treatment, and quite adequate introduction to the
theory is made in this way without going at all deeply into the abstract structure
theorems on algebras. ([Albert, 1937], str. vii—viii)

13. Ucebnice a monografie teorie matic vydané po roce 1950

Ve druhé poloviné 20. stoleti jiz byla teorie matic plné uznavanou discipli-
nou rozpracovanou do hloubky i do $itky, navic byla vyuzivana v fadé dalsich
oblasti. Neni proto divu, ze byla v té dobé vydavana fada ucebnic a mono-
grafii zCasti nebo uplné vénovanych teorii matic. Nékteré ucebnice byly zcela
elementarni, nékteré velmi rozsahlé a diikladné, mnohdy doplnéné obsahlymi
prehledy literatury a dikladnymi rejstiiky. Specialni otazky teorie matic byly
predmétem Fady vyznamnych monografii. Uvedme zde jen nékolik tituli, které
povazujeme z hlediska vyvoje teorie matic a jejiho uziti za dilezité; v zadném
pfipadé si netroufame tvrdit, Ze je tento prehled v jakémkoli smyslu uplny, Ze
postihuje ty nejvyznamnéjsi monografie apod.3°

S. Perlis: Theory of matrices (1952, 1958),

F. R. Gantmacher: Teorija matric (1954, 1966, 1967, anglicky: 1959, 1998,
francouzsky: 1966, némecky: 1958, 1959, 1965, 1966),

E. Bodewig: Matriz calculus (1956, 1959),

R. Bellman: Introduction to matriz analysis (1960, 1970, 1995, 1997, rusky:
1969, 1976),

R. S. Varga: Matriz iterative analysis (1962, 1963),

F. E. Hohn: Elementary matriz algebra (1958, 1964, 1973, 2002),

A. S. Householder: The theory of matrices in numerical analysis (1964, 1975),
30 Je tfeba si téz uvédomit, Ze se matematika nevyviji ve viech oblastech svéta stejné, ze

jsou v raznych regionech vyuzivany odlisné monografie, diraz je kladen na odlisné aspekty
teoretické i praktické apod.
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M. Marcus, H. Minc: A survey of matriz theory and matriz inequalities (1964,
rusky: 1972),

D. T. Finkbeiner: Introduction to matrices and linear transformation (1960,

1966),

P. Lancaster: Theory of matrices (1969, 1985, rusky: 1978, 1982),

M. Fiedler: Specidlni matice a jejich pouZiti v numerické matematice (1981),
E. Seneta: Non-negative matrices (1973, 1981),

R. A. Horn, C. R. Johnson: Matriz analysis (1985),

H. Liitkepohl: Handbook of matrices (1996),

D. Serre: Matrices. Theory and applications (2002).

14. Matice a fyzika

. diffusion and education of matrix theory was slow; for example,
when, in the mid-1920s, the creators of quantum mechanics were looking
for techniques, matriz theory was still not widely known ...

(Grattan-Guinness, Ledermann, [Grat], str. 784)

Ve fyzice se matice objevuji pomérné pozdé. Napiiklad Gustav Adolf Mie
(1868-1957) je okrajové uzil v letech 1912 a 1913 ve svych pracich z neli-
nearni elektrodynamiky Grundlagen einer Theorie der Materie publikovanych
v Casopise Annalen der Physik (viz napf. [Mie, 1912], str. 525, [Mie, 1913],
str. 34). Max Born (1882-1970) pracoval s matici koeficientt algebraické formy
ve své stati Uber elektrostatische Gitterpotentiale z teorie krystalovych m¥izek,
ktera byla roku 1921 otisténa v ¢asopise Zeitschrift fiir Physik (viz napf. [Born,
1921], str. 129). Matice byly v té dobé& chapany viceméné jako tabulky prvkd;
maticové operace, zejména nasobeni matic, se v téchto pracich neobjevilo.

Kvantova mechanika se postupné rodila poc¢atkem 20. stoleti v pracich Maxe
Karla Ernsta Ludwiga Plancka (1858-1947), Arnolda Johannesa Wilhelma
Sommerfelda (1868-1951), Ernsta Rutherforda (1871-1937), Alberta Einsteina
(1879-1955) a Nielse Henrika Davida Bohra (1885-1962). Do roku 1925
byly vSechny problémy kvantové mechaniky feSeny jazykem klasické fyziky,
kinematiky a dynamiky.

Roku 1925 publikoval Werner Karl Heisenberg (1901-1976) v ¢asopise
Zeitschrift fiir Physik préaci Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer
und mechanischer Beziehungen. Oprostil se od dosavadniho popisu pohybu
jazykem klasické fyziky, ktery byl reprezentovan pojetim N. Bohra, a zaménil jej
popisem pomoci pozorovatelnych veli¢in. Zvolil zcela novy pristup, ktery vedl
ke vzniku maticové mechaniky, prvni formulace pozdéjsi kvantové mechaniky.
Jeho praci doporuéili Wolfgang Pauli (1900-1958) a M. Born, k otisténi byla
prijata 29. ¢ervence 1925.
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Heisenbergtv clanek byl roku 1926 referovan bez vétsiho porozumeéni v ¢aso-
pise Science Abstracts (pouze 9 Fadki) a o rok pozdéji v ¢asopise Physikalische
Berichte jen jedinou vétou:

Verf. versucht, Grundlagen fir eine quantentheoretische Mechanik zu gewin-
nen, die ausschliefilich auf Beziehungen zwischen prinzipiell beobachtbaren
Grofen basiert ist.3!

Heisenbergiiv neobvykly pfistup prinasejici nové vysledky a novy matema-
ticky aparat tedy nebyl v referativnich casopisech zdiraznén. N. Bohr vSak
tuto Heisenbergovu praci ocenil jiz na Sestém Skandindvském matematickém
kongresu v Kodani v srpnu roku 1925. Jesté vice vSak zaujala M. Borna.

W. Heisenberg totiz pfekvapivym zpusobem reprezentoval fyzikalni veli¢iny
pomoci soubortt komplexnich ¢isel zavisejicich na case a zavedl velmi tcelné
pravidlo nasobeni téchto soubori. M. Born pozdéji vzpominal, ze ho Heisenber-
govo pravidlo pro nasobeni soubori komplexnich ¢isel velmi zaujalo. Po delsich
avahach si uvédomil, Ze se jedna o nésobeni matic. Rozpomnél se totiz na sva
studia:

Meine Lehrer waren Rosanes und London, ... Rosanes ... war Schiiler von
Kronecker und ein Freund des berihmten Frobenius. Seine Vorlesungen tber
analytische Geometrie der Ebene und des Raumes waren brillant, ebenso die
dber Algebra. Er fihrte uns sehr frih in die Ideen der Gruppentheorie und
der Matrizenrechnung ein, und ich verdanke ihm mein Wissen dber diese
vielseitig verwendbare Methode, die ich spdter erfolgreich auf physikalische
Probleme anwendete, zuerst in der Theorie der Kristallgitter und dann in der
Quantenmechanik. ([Born, 1975], str. 86)

Nachdem ich Heisenbergs Arbeit zur Verdffentlichung an die > Zeitschrift
fiir Physik< gesandt hatte, begann ich, uber seine symbolische Multiplikation
nachzugribeln, und bald war ich so davon gefesselt, dafi ich den ganzen Tag
daruber nachdachte und nachts kaum noch schlafen konnte. Denn ich hatte das
Gefihl, daf$ etwas Grundsdtzliches dahintersteckte und daf8 es das Ziel unserer
Bemiihungen wvieler Jahre war. Fines Morgens, etwa am 10. Juli 1925, sah
ich plotzlich Licht: Heisenbergs symbolische Multiplikation war nichts anderes
als das Matrizenkalkil, das mir seit meinen Studententagen aus Rosanes
Vorlesungen in Breslau bekannt war. ([Born, 1975], str. 299)

M. Born v té dobé velmi intenzivné uvazoval o budovani matematickych
zékladl kvantové mechaniky a hledal vhodného spolupracovnika; W. Pauli jeho
nabidku odmitl. M. Born na to pozdéji vzpominal:

Doch statt des erwarteten Interesses erhielt ich eine kihle und sarkastische
Absage: >Ja, ich weif$, Sie sind ein Anhdnger solch langwieriger und kom-
plizierter Formalismen. Sie werden Heisenbergs physikalische Ideen mit Ihrer
unnitzen Mathematik zerstoren<, usw. ([Born, 1975], str. 300)

31 Posuzovatel podepsany jako Giintherschulze pouze opsal Heisenbergiiv abstrakt
([Heisenberg, 1925], str. 879): In der Arbeit soll versucht werden, Grundlagen zu gewinnen fir
eine quantentheoretische Mechanik, die ausschliefilich auf Beziehungen zwischen prinzipiell
beobachtbaren Grdfien basiert ist.
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Bornovym spolupracovnikem se stal jeho zak Ernst Pasqual Wilhelm Jordan
(1902-1980), ktery byl s moderni matematikou velmi dobfe sezndmen. Teorii
matic studoval zejména z Bocherovy ucebnice a maticovy aparat velmi dobie
ovladal. Poméahal rovnéz se zavéreénymi ipravami prvniho dilu knihy Metho-
den der mathematischen Physik (1924), ktery piipravoval k tisku Richard
Courant (1888-1972) na zdkladé predndsek a praci Davida Hilberta (1862
1943). V tomto svazku byly mimo jiné obsaZeny pravé ty partie algebry
a matematické analyzy, které rodici se kvantové mechanika potiebovala.3?

Plodna spoluprace M. Borna a P. Jordana vedla velmi rychle k sepsani
spoleéné prace Zur Quantenmechanik, ktera byla prijata k otiSténi v casopise
Zeitschrift fiir Physik 27. zafi 1925, tj. jiz dva mésice po praci Heisenbergové.
M4 ¢tyti kapitoly, v prvni z nich, kterd se nazyva Matrizenrechnung (7 stran),
je vylozen potiebny matematicky aparat tykajici se teorie nekone¢nych matic.
V poznadmce pod ¢arou jsou odkazy na Beckiv némecky preklad Bocherovy
ucebnice nazvany Einfihrung in die héhere Algebra (1910) a na prvni dil
monografie R. Couranta a D. Hilberta Methoden der mathematischen Physik
(1924). V tvodu autofi pisi:

Die mathematische Grundlage der Heisenbergschen Betrachtung ist das Mul-
tiplikationsgesetz der quantentheoretischen GréfSen, das er durch eine geist-
reiche Korrespondenzbetrachtung erschlossen hat. Die Ausgestaltung seines
Formalismus, die wir hier geben, beruht auf der Bemerkung, daff diese Re-
gel nichts ist, als das den Mathematikern wohlbekannte Gesetz der Multipli-
kation von Matrizen. Das nach zwei Seiten unendliche, quadratische Schema
(mit diskreten oder kontinuierlich laufenden Indizes), die sogenannte Matriz,
ist der Reprdsentant einer physikalischen Grifle, die in der klassischen Theorie
als Funktion der Zeit angegeben wird. Die mathematische Methode der neuen
Quantenmechanik ist daher gekennzeichnet durch Benutzung einer Matrizena-
nalysis an Stelle der gewohnlichen Zahlenanalysis.

([Born, Jordan, 1925], str. 859)

Tato spole¢nd prace M. Borna a P. Jordana podala prvni exaktni formulaci
maticové mechaniky; ptivodni Heisenbergtiv maticovy pristup byl podstatné
rozsifen.

V poloviné listopadu roku 1925 vznikla dalsi vyznamnad prace — Zur
Quantenmechanik II, kterou sepsali M. Born, W. Heisenberg a P. Jordan.??
Otisténa byla v nésledujicim roce opét v casopise Zeitschrift fiir Physik.
Prinesla obecnou metodu Feseni tloh kvantové mechaniky a ukéazala souvislosti
mezi matematickym aparatem maticové mechaniky a vysledky moderni algebry
a analyzy. Predstavovala prvni podrobny vyklad zakladt tehdejsi kvantové

32 Jedna se zejména, o prvni kapitolu nazvanou Die Algebra der linearen Transformationen
und quadratischen Formen (31 stran); v literatufe k této kapitole jsou uvedeny dvé uéebnice —
Bocherova algebra a Kowalewského determinanty. Poznamenejme jesté, Ze teorie nekone¢nych
determinanti byla vyborné zpracovana pravé v Kowalewského monografii Einfihrung in die
Determinantentheorie einschliefSlich der unendlichen und der Fredholmschen Determinanten
z roku 1909.

33 M. Born tuto praci nazyval ,Drei-Manner-Arbeit“.
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mechaniky v jeji maticové formulaci. Fyzikalni problémy byly prevedeny
na ulohy algebry a analyzy, které mély feSeni a které studovala soucasna
matematika.

Prvni kapitola této prace t¥i autort za¢ind objasnénim maticové reprezentace
kvantové veli¢iny:

FEine quantentheoretische Gréfle a — sei es Koordinate oder Impuls oder
irgend eine Funktion beider — wird reprdsentiert durch die Gesamtheit der

Grifien

a(nm)e%'riu(nm)t

oder auch unter Weglassung des fir alle zum System gehérigen Gréfsen gleichen
(nur von den Indizes n und m abhingigen) Faktors €™t durch die
Gesamtheit der Zahlen

a(nm) .

Wir konnen also von einer (Gbrigens unendlichen) ,Matriz“ a sprechen.
([Born, Heisenberg, Jordan, 1925], str. 561)

P. Jordan v knize Die Physik des 20. Jahrhunderts piSe:

Das mathematische Darstellungsmittel, dessen sich diese Theorie bedient,
ist die sogenannte Matrizentheorie, ein Kapitel der Mathematik, das von den
Mathematikern schon seit langem um seiner selbst willen gepflegt worden war,
ohne daff man die Bedeutung ahnte, welche dieses Kapitel der Mathematik
einmal fir die Atomphysik gewinnen sollte. ([Jordan, 1936], 3. vydéni, str. 98)

Roku 1926 publikoval Erwin Schrédinger (1887-1961) ve ¢tyfech ¢astech
v Casopise Annalen der Physik rozsdhlou praci Quantisierung als Figenwert-
problem. Zvetejnil v ni své nové predstavy o kvantové teorii; jeho prace obsa-
huje i slavnou Schrédingerovu rovnici. Na praci tfi autord, W. Heisenberga,
M. Borna a P. Jordana, reagoval ve stejném roce ¢lankem Uber das Verhdltnis
der Heisenberg-Born-Jordanschen Quantenmechanik zu der meinen.

Schrodingerovy vysledky byly ovlivnény praci Louise de Broglieho (1892
1987) z roku 1924, v niz pfipsal pohybu ¢astice vlnu, jejiz vlnovou délku je
mozno vypocitat z hybnosti ¢astice pomoci Planckovy konstanty h. E. Schro-
dinger nalezl pro tuto vlnu parcidlni diferencidlni rovnici obdobnou vlnové
rovnici a pomoci vhodnych okrajovych podminek ziskal diskrétni mnozinu
energetickych stavi; pro atom vodiku vypocetl stejné energetické hladiny, jaké
davala Bohrova teorie.

Myslenku vin tak propojil s ¢asticovymi predstavami, zavedl novou teorii —
vlnovou mechaniku a odvodil zndmou Schrédingerovu vlnovou rovnici, pomoci
niz odstranil slabda mista Bohrova modelu. Navic ukéazal, ze jeho vlnova
mechanika je ekvivalentni Heisenbergové maticové mechanice, vytvoril tedy
druhou formu kvantové mechaniky.

Uvedme pro zajimavost jesté jeden citat z Jordanovy knihy Die Physik des
20. Jahrhunderts:

Schrédinger konnte nun zeigen, daff mit der Losung des von ihm in
seiner Weise formulierten mathematischen Problems gleichzeitig auch die
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mathematische Losung fir das scheinbar ganz andere mathematische Problem
gewonnen war, welches durch die Quantenmechanik in Gestalt der Matrizen-
theorie formuliert war. Man kann also, wenn man nach den Anweisungen der
Schrédingerschen ,, Wellenmechanik® ein Problem gelést hat, durch eine ma-
thematische Umrechnung daraus auch die Resultate der ,,Quantenmechanik
betreffs dieses Problems gewinnen. Dieser mathematische Zusammenhang bei-
der Theorien, der zundchst ungeheuer iberraschend erscheinen mufite ange-
sichts der volligen Verschiedenheit der beiden Wege, die hier zum gleichen Ziele
fiihrten, gab nun auch die sichere Unterlage fir die physikalisch-begriffliche
Deutung der Schriodingerschen Wellen. ...

... die Schrédingerschen Wellen sind ndmlich in diesen Fdillen gar micht
mehr Wellen im gewéhnlichen dreidimensionalen Raume, sondern sind lediglich
eine mathematische Konstruktion, die sich der Mathematiker als Wellen in
Rdumen von mehr als drei Dimensionen ,veranschaulichen* kann.

([Jordan, 1936], 3. vydani, str. 98-99)

Roku 1926 prenesl Fritz London (1900-1954) maticovou teorii transformaci
na vlnovou mechaniku Schrédingerovu v praci Uber die Jacobischen Transfor-
mationen der Quantenmechanik otiSténé v ¢asopise Zeitschrift fir Physik.

W. Pauli ukazal roku 1926 v praci Uber das Wasserstoffspectrum wvon
Standpunkt der neuen Quantenmechanik, Ze abstraktni formalismus maticové
mechaniky davé spravnd priblizeni k atomové teorii fesici problém struktury
atomu vodiku, tj. tstfedni problém atomové teorie.

Ve tiicatych letech se rozvoji kvantové mechaniky vénovala fada autori,
zejména Ernst Pasqual Wilhelm Jordan, John von Neumann (1903-1957),
Eugene Paul Wigner (1902-1995), Abraham Adrian Albert, George David
Birkhoff (1884-1944) a dalsi.

Nedlouho po zvefejnéni vyse uvedenych praci obsahujicich vyznamné vysled-
ky kvantové teorie se objevily dilezité monografie shrnujici dosazené poznatky;
byly postaveny na potfebnych matematickych zakladech. Podstatnou roli
zacala hrat hlavné teorie grup a maticovy pocet.

Matematické zaklady kvantové mechaniky byly roku 1928 shrnuty v mo-
nografii Gruppentheorie und Quantenmechanik, kterou sepsal Hermann Weyl
(1885-1955), a pak zejména v knize M. Borna a P. Jordana z roku 1930 nazvané
Elementare Quantenmechanik.

Kniha W. Heisenberga Die physikalischen Prinzipien der Quantentheorie
z roku 1930 jiz s maticemi pracuje, a to v celé zavérecné Casti nazvané Der
mathematische Apparat der Quantentheorie (str. 78-113).

Jiz jsme pfipomnéli monografii Spektraltheorie der unendlichen Matrizen.
Einfiihrung in den analytischen Apparat der Quantenmechanik A. Wintnera
z roku 1929, jez tehdy fyzikiim poskytovala dulezity matematicky aparat.

Uplny vyklad obecného formalismu kvantové mechaniky v axiomatickém po-
jeti, ktery byl zaloZen na prvotnich pojmech ,pozorovatelna veli¢ina“ a ,stav®,
podal roku 1930 Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) v monografii Princip-
les of Quantum Mechanics, kterd byla vydana prakticky soucasné i némecky
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(Die Prinzipien der Quantenmechanik). Méla velky Gspéch, vysla v nékolika
vydanich a ptrekladech. I tato kniha pracuje s maticemi.

Matematickd podpora kvantové teorie byla vyjadfena i v knize J. von
Neumanna Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik z roku 1932,
ktera vysla i v anglickém a ruském prekladu. Velmi dobfe dopliiovala vyse
uvedenou Diracovu monografii.

Zakladni pouceni o kvantové mechanice a jejich matematickych zakladech
lze najit napf. v ucebnici
R. H. Dicke, J. P. Wittke: Introduction to quantum mechanics (1960).34

O historii této velmi zajimavé problematiky se lze do¢ist napi. v nasledujicich
knihéach:

R. Dugas: A history of mechanics (1957),

M. Jammer: The conceptual development of quantum mechanics (1966),
F. Hund: Geschichte der Quantentheorie (1967),

E. MacKinnon: Heisenberg and Matriz Mechanics (1977),

J. Mehra, H. Rechenberg: The historical development of quantum theory (1982—
2001),

M. Beller: Matrix theory before Schrodinger. Philosophy, Problems, Consequen-
ces (1983),

M. Born, W. Heisenberg, P. Jordan: Zur Begrindung der Matrizenmechanik
(1962).

Poznamenejme na zavér, ze diferencialni a integralni pocet byl jazykem kla-
sické dynamiky a tenzorovy pocet jazykem teorie relativity. Pro kvantovou
teorii se velmi brzy jako vhodny aparat ukéazala funkcionalni analyza, vek-
tory v Hilbertové prostoru, komplexni funkce, kvaterniony, nekoneéné matice
a nekonecné soustavy linedrnich rovnic, zobecnéné ortogonalni transformace,
transformace k hlavnim osam pfi nekoneéném poctu proménnych, diferencidlni
a integralni rovnice apod.

Ve vyse zminéné knize W. Heisenberga Die physikalischen Prinzipien der
Quantentheorie je na pocatku ¢tvrté kapitoly srovndn matematicky apardt
kvantové fyziky a teorie relativity:

Es ist lehrreich, den mathematischen Apparat der Quantentheorie mit
dem der Relativitatstheorie zu vergleichen. In beiden Fdllen handelt es sich
um die Anwendung der linearen Algebra; man kann also die Matrizen der
Quantentheorie vergleichen mit den symmetrischen Tensoren der speziellen
Relativitdtstheorie; als die wesentlichsten Unterschiede muf8 man hervorheben,
daf$ der Raum, der zu den quantentheoretischen Tensoren gehort, unendlich
viele Dimensionen hat; ferner, dafi dieser Raum nicht reell ist, an Stelle
der orthogonalen Transformationen treten die sog. unitdren Transformationen.

([Heisenberg, 1930], str. 42)

34 11. kapitola je nazvana Matriz representations (str. 176-188).
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15. Zavér

Je pozoruhodné, jak dlouho trvalo pfijeti maticové fec¢i. Britskd a ame-
rickd matematickd obec maticovy pocet akceptovala pomérné bez problémii
béhem druhé poloviny 19. stoleti, patrné pod vyraznym vlivem A. Cayleyho
a J. J. Sylvestera. Matematici kontinentalni Evropy maticovy aparat prijali
az na prelomu 19. a 20. stoleti. Vyraznou vyjimkou byl Eduard Weyr, ktery
s maticemi pracoval jiz v poloviné osmdesatych let.

Rovnéz je zajimavé, jak dlouho trvalo, nez se ustalila definice nasobeni ma-
tic. Negativné ptisobilo sepéti teorie determinantil a rozvijejici se teorie matic,
zejména véta o nasobeni determinantii; vzhledem k tomu, Ze determinanty na-
vzajem transponovanych matic se rovnaji, neni pro obsah tohoto matematic-
kého poznatku dulezité, zda ¢tvercové matice ndsobime po radcich, po sloupcich
nebo v dne$nim smyslu, fadky prvni matice se sloupci druhé matice. (Jesté
v Pincherleové textu z roku 1926 se uvazuji ¢tyfi typy nésobeni matic.) Te-
prve hlubsi pochopeni maticové reprezentace bilinedrnich a kvadratickych fo-
rem (zejména maticovy popis linedrnich transformaci téchto forem) pfispélo
k ukonceni nejasnosti souvisejicich se zavedenim maticového nasobeni.

Pojem hodnosti matice byl zaveden rovnéz znac¢né pozdé. Dosti dlouho byla
hodnost matice definovana pomoci nulovosti a nenulovosti subdeterminantii.
Pochopeni role, kterou hraji linedrni zavislosti a nezavislosti sloupci, resp.
radkd matice, neprislo okamzité, ani snadno.

Velmi zajimavou partii historie matematiky je proniknuti teorie matic do
fyziky, do tzv. maticové mechaniky, ve dvacatych letech 20. stoleti.

Ve 20. stoleti se teorie matic zacala bouflivé vyvijet, jednim z velkych
témat byla problematika réznych specidlnich typt matic. Vyznamné jsou
v tomto sméru napf. Frobeniovy prace o maticich s kladnymi ¢i nezapornymi
prvky — Uber Matrizen aus positiven Elementen, Uber Matrizen aus positiven
Elementen IT z let 1908 a 1909, Uber Matrizen aus nicht negativen Elementen
z roku 1912. Obrovskou roli hraji matice v teorii algeber, v teorii reprezentaci
apod. Soubézné s teorii nekonecnych determinantii se rozvijela i problematika
nekoneénych matic; o jeji historii viz [Bernkopf, 1968].

Vyvoj teorie matic, zejména jeho specidlni otazky, stale poutaji zadjem
historikit matematiky i matematikd samotnych. Viz napt. [Wimmer, 1990].
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