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III. DETERMINANTY

The history of determinants is an unusually interesting part of the
history of elementary mathematics in view of the fact that it illustrates
very clearly some of the difficulties in this history which result from the
use of technical terms therein without erhibiting the definite meaning
which is to be given to these terms.

([Miller, 1930}, str. 216)

Za zrod teorie determinant budeme povazovat zvefejnéni Cramerovy mono-
grafie Introduction a l’analyse des lignes courbes algébriques z roku 1750, v niz
bylo otisténo tzv. Cramerovo pravidlo pro feseni soustavy linedrnich rovnic
se ¢tvercovou regularni matici a popsan vyraz sestaveny z koeficientt této sou-
stavy, kterému dnes fikdme determinant. Zvefejnéna metoda se pomérné rychle
ujala, pozornost matematikd se po kratké dobé obratila ke studiu takovychto
kombinatorickych vyrazi sestavenych z koeficientl rovnic.

Podnéty ke vzniku a rozvoji teorie determinanti dévalo studium soustav
linearnich rovnic, linearnich transformaci, riznych eliminac¢nich postupi apod.
Jiz koncem 18. stoleti determinanty intenzivné pronikaly do geometrie, teorie
¢isel a dalsich disciplin.

O vzniku a vyvoji teorie determinantt jiz byla publikovana fada stati; ne-
které jsou Casopisecké, jiné jsou soucasti ucebnic, encyklopedii nebo konferenc-
nich sbornikl. Za velmi zasvécené lze povazovat tyto:

S. Giinther: Lehrbuch der Determinanten- Theorie fiir Studirende (1875),
F. J. Studnicka: O pivodu a rozvoji nauky o determinantech (1876),

F. J. Studnicka: A.-L. Cauchy als formaler Begrinder der Determinanten-
Theorie. Fine literarisch-historische Studie (1876),

E. J. Mellberg: Teorin for Determinant-kalkylen (1876),
. Netto: Kombinatorik (1898),

. Muir: The theory of determinants in the historical order of development
I, 11, 111, IV (1890/1906 az 1923),

. Vogt: Analyse combinatoire et théorie des déterminants (1904),
. Muir: Contributions to the history of determinants 1900-1920 (1930),
. Knobloch: Der Begin der Determinantentheorie ... (1980),

. Knobloch: Erste europdische Determinantentheorie (1990),

= =
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. Knobloch: From Gaufl to Weierstrafi: Determinant theory and its historical
evaluation (1994).

Poznamenejme jesté, ze ve velkém poctu ucebnic teorie determinanti byvaly
zafazovany pasaze o vzniku a vyvoji této discipliny.
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1. Prehistorie teorie determinantu

Pii jisté dévce fantazie bychom mohli dat do souvislosti dva tisice let starou
¢inskou metodu fang c¢cheng a determinanty; staci se podivat na popis vypoctu
jednotlivich nezndmych z upravené tabulky.! Tehdy vsSak jesté nedoslo ke
koncipovéani pojmu determinant.

Gerolamo Cardano (Hieronymus Cardanus, 1501-1576) popsal ve své knize
Practica arithmeticae z roku 1539 mimo jiné metodu TfeSeni soustavy dvou
linearnich rovnic o dvou neznamych; v nasi symbolice se jedna o soustavu

a1171 + ajpxe = by,

a21%1 + a2 = by .

G. Cardano uvedl navod na jeji feSeni, ktery muZeme v naSem znaceni popsat
vzorcem

aze 2 — by

r=— "

- .
azo g — @21

Opét bychom mohli v tomto Cardanové postupu vidét uziti determinantt
druhého fadu. V zadném pripadé vsak nelze hovofit o tom, ze by G. Cardano
znal pojem determinantu a Cramerovo pravidlo.

Obdobnych ptikladi by bylo mozno uvést vice; téméf v kazdém postupu na
feseni jednoduché soustavy linearnich rovnic je mozno ,hledat“ a ,nachéazet®
pojem determinantu.

Jednim z myslitelt, ktefi se k pojmu determinant opravdu pfiblizili, byl
japonsky matematik Takakazu Sinsuke Seki Kowa (1642-1708).2 Pfi studiu
otazek eliminace dospél k postupim, béhem nichz pocital vyrazy podobné
determinant@im. Ve svém dile Kai Fukudai no Ho (rukopis z roku 1683) navézal
na metody c¢inskych matematik®, ktefi zaznamenavali koeficienty soustav

rovnic na pocetni desce a uzivali metodu fang ccheng. Tyto postupy navic
plodné rozvinul. Viz napt. [Mikami, 1913, 1914].

Gottfried Wilhelm Leibniz

Za objevitele determinantti byva obvykle povazovan némecky matematik,
filozof a pfirodovédec G. W. Leibniz (1646-1716). Ukazal obecny postup, jak
eliminovat n nezndmych z n + 1 nehomogennich linedrnich rovnic, a dospél
k vyrazu sestavenému z koeficienti rovnic, ktery dnes nazyvame determinant.
K otazkam eliminace se ¢as od ¢asu vracel.

V dopise markyzi G. F. A. 'Hospitalovi (1661-1704) ze dne 28. dubna 1693
vysvétloval téz svoji metodu dvojich index1, tj. zptisob, jak je mozno koeficienty

1 Viz druh4 kapitola této monografie.
2 Viz napt. [Késaku Yosida, 1981].
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rovnic vyjadfovat pomoci ¢isel. Jako priklad tohoto postupu uvedl eliminaci
dvou nezndmych ze soustavy tif linearnich rovnic.> Mimo jiné napsal:

Par exemple soyent proposées trois equations simples pour deur inconnues
a dessein d’oster ces deux inconnues, et cela par un canon general. Je suppose

10411z +12y =0 (1) et 20+ 21z +22y =0 (2) et 30+ 31z + 32y =0 (3)

ou le nombre feint estant de deux characteres, le premier me marque de quelle
equation il est, le second me marque a quelle lettre il appartient. Ainsi en
calculant on trouve par tout des harmonies qui non seulement nous servent de
garans, mais encor nous font entrevoir d’abord des regles ou theoremes. Par
exemple ostant premierement y par la premiere et la seconde equation, nous
aurons:

+ 1022 + 11.22z
~1220-1221..=0 (4)

et par la premiere et troisieme nous aurons:

+ 10.32 + 11.32z
~1230-1231..=0 (5)

ou il est aise de connoistre que ces deuz equations ne different qu’en ce que
le charactere antecedent 2 est changé au charactere antecedent 3. Du reste,
dans un méme terme d’une méme equation les characteres antecedens sont
les mémes, et les characteres posterieurs font une méme somme. Il reste
maintenant d’oster la lettre x par la quatrieme et cinquieme equation, et pour
cet effect nous aurons

1o .21 .39 1o .22 .3
11.20.3 = 1.2 .3
1o .20 .31 1o .21 . 30

qui est la derniere equation delivrée de deuz inconnues qu’on vouloit oster, et
qui porte sa preuve avec soy par les harmonies qui se remarquent par tout, et

qu’on auroit bien de la peine a decouvrir en employant des lettres a,b,c sur
4

tout lorsque le nombre des lettres et des equations est grand. ...

G. W. Leibniz byl prvnim matematikem, ktery pouzil dvoji indexy.® Zavé-
re¢na podminka, tj. nulovost determinantu rozsifené matice soustavy, je nutnou
podminkou feSitelnosti uvazované soustavy.

3 Poznamenejme, Ze v nasledujicim textu ¢&isla 10, 11, 12 atd. znamenaji ve skuteénosti
koeficienty — v nasi soucasné symbolice je znacime a1, a11, a1z atd.

4 Vig [Muir, 1906], dil L., str. 7-8. Viz téz G. W. Leibniz: Mathematische Schriften (hrg.
C. J. Gerhardt), 1. Abth., Band II., Berlin, 1850 (Verlag von A. Asher & Comp.), str. 236-241,
uryvek je na str. 239-240. Viz téz [Kowalewski, 1909], Gvod.

5 Poznamenejme, e dvoji indexy pouzil i v pracich Pro methodo tangentium specimen
(1694), Responsio ad Dn. Nic. Fatii Duillerii imputationes, Acta Eruditorum 1700, 189-
208, a v dalsi korespondenci s G. F. A. 'Hospitalem (dopisy 11, 12, 13); viz G. W. Leibniz:
Mathematische Schriften (viz vyse). Pouziti dvojich indext v8ak nemélo zadny ohlas.
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G. W. Leibniz pak ptfipojil (latinsky) obecné pravidlo, jak ze soustavy
linedrnich rovnic eliminovat neznamé a jak ziskat vysledek eliminace:

Datis aequationibus quotcunque sufficientibus ad tollendas quantitates, quae
sitmplicem gradum non egrediuntur, pro aequatione prodeunte, primo sumendae
sunt omnes combinationes possibiles, quas ingreditur una tantum coefficiens
uniuscujusque aequationis: secundo, eae combinationes opposita habent signa,
st in eodem aequationis prodeuntis latere ponantur, quae habent tot coefficientes
communes, quot sunt unitates in numero quantitatum tollendarum unitate
minuto: caeterae habent eadem signa.b

G. W. Leibniz stanovil pravidlo pro znaménka jednotlivych soucint, jeho
postup vsak neni ptili§ prakticky; naznacil spiSe metodickou cestu.

Velmi podrobné se Leibnizovym eliminacnim postupim a jeho myslenkam
souvisejicim s pojmem determinant vénoval Eberhard Knobloch (nar. 1943).

Studoval Leibnizovy rukopisy z let 1678 az 1713 vénované pravé témto
problémim. Viz [Knobloch, 1980, 1990].

2. Cramerovo pravidlo

Rozvoj teorie determinantt zacal kratce po zvefejnéni Cramerova pravidla,
které podalo jednoduchou a srozumitelnou metodu pro feseni soustavy linear-
nich rovnic se ¢tvercovou regularni matici. Publikoval je roku 1750 $vycarsky
matematik G. Cramer (1704-1752). Teprve roku 1966 bylo poprvé poukazano
na to, ze Cramerovo pravidlo publikoval jiz roku 1748 C. Maclaurin (1698—
1746). Ve stejné dobé se pfi studiu elimina¢nich postupii pfiblizil Cramerovu
pravidlu i Leonhard Euler (1707-1783).

Colin Maclaurin

Skotsky matematik Colin Maclaurin studoval na univerzité v Glasgow
a potom vyucoval matematiku v Aberdeenu (Marischal College). Roku 1719
vzbudil svym spisem Geometria organica zadjem I. Newtona, vzapéti byl
jmenovan ¢lenem Royal Society. Roku 1725 se stal profesorem na univerzité
v Edinburghu, pfednasel tam matematiku, fyziku a astronomii. Roku 1745
#idil obranu Edinburghu, po jeho obsazeni se uchylil do Anglie. Ziskal dvé ceny
parizské akademie, byl povazovan za nejlepsiho britského matematika prvni
poloviny 18. stoleti. Roku 1745 vydal ve dvou svazcich préaci Treatise of fluzions,
v niz navazal na Newtonovy myslenky tykajici se matematické analyzy. Dalsi
jeho vyznamny spis, A treatise of algebra, vysel az posmrtné, k tisku jej pripravil
Patrick Murdoch. Byl vydan roku 1748, patrné jesté ne zcela v tom tvaru,
jaky by si byl C. Maclaurin pfedstavoval. Pfesto byl v 18. stoleti v Britanii

6 Viz [Muir, 1906], dil I, str. 8. Viz téz G. W. Leibniz: Mathematische Schriften (viz
vyse), str. 236-241, citovany uryvek je na str. 240. Podobnymi myslenkami se G. W. Leibniz
zabyval jiz dfive, nékdy mezi lety 1678 a 1693 — viz napf. [Gerhardt, 1891].
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jednim z nejpopularnéjsich textt o algebfe, jeho Sesté vydani je z roku 1796,
francouzska verze vysla jiz roku 1753 pod nazvem Traité d’algebra.

V knize A treatise of algebra se C. Maclaurin mimo jiné vénuje proble-
matice soustav linedrnich rovnic a otédzkédm eliminace. Nachézime zde expli-
citni vyjaddreni Cramerova pravidla pro soustavu dvou, resp. tii linedrnich
rovnic o dvou, resp. tfech nezndmych (viz [Maclaurin, 1748], str. 81-85);
autor vysvétluje, jakym zpisobem jsou utvoreny zlomky, kterymi jsou neznamé
veli¢iny vyjadfeny.

... the Difference of the Products of the opposite Coefficients taken from the
Orders that involve the two unknown Quantities.

. of all the Products that can be made of the three opposite Coefficients
taken from the Orders that involve the three unknown Quantities.

... the Difference of the Products of the opposite Coefficients in the Orders
in which y is not found.

. all the different Products that can be made of three opposite Coefficients
taken from the Orders in which z is not found. ([Boyer, 1966], str. 377-378)

C. Maclaurin zdavodnil pfedlozené pravidlo rutinni eliminaci a uvedl nékolik
jednoduchych piikladi. Kapitolu zakoncil poznamkou o soustavé ¢tyf rovnic
o ¢tyfech nezndmych.

If four Equations are given, involving four unknown Quantities, their Values
may be found much after the same Manner, by taking all the Products that can
be made of four opposite Coefficients, and always prefixing contrary signs to
those that involve the Products of two opposite Coefficients.

([Boyer, 1966], str. 378)

Ve francouzské verzi z roku 1753 vypada véta uvadéjici Cramerovo pravidlo
pro soustavu tii rovnic o tfech neznamych takto:

Trois équations & trois inconnues étant données, chaque inconnue sera égale
a une fraction dont le numérateur contiendra tous les produits qu’on peut faire
de trois coéfficiens opposé€s, pris dans les ordres ou’cette inconnue ne se trouve
point, & le dénominateur contiendra les différens produits qu’on peut former de
trois coéfficiens opposés, pris dans les ordres qui renferment les trois inconnues.
([Maclaurin, 1748], francouzsky pieklad z r. 1753, str. 87)

Je zajimavé, ze tento Maclauriniv vysledek, ptfes oblibu jeho ucebnice al-
gebry, ztstal bez povsimnuti. Na skutecnost, ze C. Maclaurin publikoval tzv.
Cramerovo pravidlo jiz roku 1748, tj. o dva roky dfive nez G. Cramer, upo-
zornil az roku 1966 Carl Benjamin Boyer (1906-1976) v kratkém ¢lanku Colin
Maclaurin and Cramer’s rule. C. B. Boyer navic usoudil z dlouhého prispévku
A second letter from Mr. Colin Maclaurin concerning the roots of equations,
with the demonstration of other rules in algebra, ktery byl uverejnén roku 1729
v Casopise Philosophical transactions, ze C. Maclaurin znal patrné tzv. Cra-
merovo pravidlo jiz tehdy. C. Maclaurin napsal, ze pfipravuje svoji ucebnici
algebry, ktera ma byt dopliujicim textem k Newtonové knize Arithmetica uni-
versalis. Maclaurinuv prispévek ke Cramerovu pravidlu popularizoval Morris
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Kline (1908-1992) ve své knize Mathematical thought from ancient to modern
times z roku 1972.

Roku 1999 vyznamné doplnil Boyerovo zjisténi Bruce A. Hedman (nar. 1953)
v praci An earlier date for ”Cramer’s rule”. V roce 1998 totiz studoval
v Edinburghu Maclaurinovy rukopisy, mimo jiné téz opis ¢asti Maclaurinova
dila A treatise of algebra pofizeny roku 1729 Johnem Russellem. Text tohoto
rukopisu je témét shodny s pozdéji vydanou Maclaurinovou ucebnici. V kapitole
Containing general theorems for exterminating the unknown quantities in given
equations je podano Cramerovo pravidlo ve stejném tvaru jako v Maclaurinoveé
knize.”

Zda se pravdépodobné, ze C. Maclaurin daval pracovni verzi své pfipravo-
vané ucebnice k dispozici svym studentim. Z objeveného rukopisu vyplyva,
ze znal Cramerovo pravidlo opravdu jiz pred rokem 1729, jak se domnival
C. B. Boyer. Roku 1999 tak B. A. Hedman potvrdil Boyeriuv nazor z roku
1966.

Roku 2001 zverejnil A. A. Kosinski kratkou poznamku Cramer’s rule is due
to Cramer, v niz do jisté miry zpochybnil Maclaurinovu prioritu. Uvedl, Ze
C. Maclaurin sice popsal feseni soustav dvou a tfi rovnic a podal dostatec¢né
jasny predpis na utvofeni jmenovatele zlomkd popisujicich v obecném piipadé
neznamé veliiny, ale nepopsal dostatecné presné jejich citatele, zejména
znaménka jednotlivych soucinti, z nichz citatelé sestavaji. Pfi¢inu miizeme
spatfovat v tom, Ze C. Maclaurin neuzival indexd. Také se nezminil o tom, co
se stane v pripadé, kdyz bude jmenovatel zlomki popisujicich neznamé roven
nule (tj. kdyz bude matice uvazované soustavy singuldrni), coz Gabriel Cramer
udélal.

Gabriel Cramer

Gabriel Cramer byl vyznamnym Svycarskym matematikem. Roku 1724
ziskal spolu s G. L. Calandrinim (1703-1758) stolici matematiky na akademii
v Zenevé; zatimco jeden z nich vedl pfednasky, mohl druhy cestovat po
evropskych univerzitach a akademiich. G. Cramer navstivil na svych cestach
Pariz, Oxford, Cambridge, Lyon, Bolognu, Montpellier i Holandsko, studoval
matematiku a astronomii, spolupracoval s rodinou Bernoulli. Roku 1734 byl
v Zenevé jmenovan profesorem filozofie, tento post vSak pievzal aZ roku
1750. Zaslouzil se o vydani dila Christiana Wolffa (1679-1754), Johanna I.
Bernoulli (1667-1748), Jacoba I. Bernoulli (1654-1705) a korespondence mezi
Johannem I. Bernoulli a G. W. Leibnizem.

Roku 1750 vydal G. Cramer v Zenevé velkou monografii o teorii algebraic-
kych krivek nazvanou Introduction a l’analyse des lignes courbes algébriques,
v niz sepsal vétSinu tehdy znédmgych vysledkt algebraické geometrie a své
puvodni vysledky. Zabyval se téZz problematikou nalezeni rovnice algebraické

7 Stranky 65 a 66 z Russellova opisu Maclaurinovy udebnice, na nichz je Cramerovo
pravidlo zachyceno, jsou okopirovany v Hedmanové élanku.
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krivky, ktera je urcena pfislusnym poc¢tem bodu. Ve tieti kapitole Des différents
ordres des Lignes algébriques své monografie hledd rovnici kuzelosecky, ktera
je dana péti body.®

Ma-li uvazovana kuzelosecka rovnici

A+By+Cx+ Dyy+ Exy+xzx =0

a je-li uréena body («,a),(8,b),...,(e,e), plati pro koeficienty A, B,C,D, E
tyto vztahy:

A+ Ba+ Ca+ Daa+ FEaa + aa =0,

A+ Be+Ce+Dee+ FEce+ec=0.

Je tedy tifeba vyfeSit soustavu péti linedrnich rovnic o péti neznamych.
G. Cramer na tomto misté poznamenal:

Je crois avoir trouvé pour cela une Régle assez commode & générale,
lorsqu’on a un nombre quelconque d’équations & d’inconnués dont aucune ne
passe le prémier degré. On la trouvera dans I’Appendice, N°. I.

([Cramer, 1750], str. 60)

V Apendixu své knihy (str. 657-659) pak podal ndvod na FeSeni soustavy
n linedrnich rovnic o n neznamych.

Soient plusieurs inconnues z,y, x,v, &c. & autant d’équations
A =Z' 2+ Yy + Xle+ Vie + e
A2 = 7%+ Y% + X224+ V20 + 8.
AP =Z324+ Y3y + X3 + V30 + &e.
At = Z% + Yy + Xtz + Vi + e
éc.
ou les lettres A', A2, A3, A*, &c. ne marquent pas, comme & ordinaire,

les puissances d’A, mais le prémier membre, supposé connu, de la prémicre,
seconde, troisiéme, quatriéme, &c. équation. ([Cramer, 1750], str. 657)

Pron =1 je zfejmé z = ‘2—11. Je-li n = 2, ziska se jednoduchou eliminaci
A1Ys — Aoy Z1As — Zo Ay
2= —=—"""— =5
Z1Ys — Z5Y; Y720 - 2oy
Pro n = 3 dostavame

L A1Yo X3 — A1Y3Xo — A2Y1 X5 + AoY3.Xy + A3Y1 Xo — A3Yo Xy
Z1Yo X3 — Z1Y3Xo — ZoY1 X3 + ZoY3 X1 + Z3Y1 Xy — Z3Y2 X

atd.

8 On peut par le moyen de ces cing équations trouver les valeurs des cing coéfficients
A,B,C,D,E, ce qui détermine l’eq: A+ By + Cx + Dyy + Exzy + zx = 0 de la Courbe
cherchée. Le calcul véritablement en seroit assez long ... ([Cramer, 1750], str. 59)
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Z Cramerovych vzorct jasné vyplyva, jak se vypoctou neznamé veli¢iny ze
soustavy linearnich rovnic; zcela srozumitelné je uvedeno, jak vypada vyraz ve
jmenovateli u vSech nezndmych a jak se z néj vytvori citatelé u jednotlivych
nezndmych. G. Cramer popsal, jak se stanovuji znaménka u jednotlivych ¢lent
téchto vyrazt. Napf. u soucinu ZY X je tfeba permutovat indexy 123, pficemz
kazda inverze (inversio, dérangement — situace, kdy vétsi index piedchdzi
mensi) zplisobuje zménu znaménka + v znaménko —, resp. zménu znaménka
— ve znaménko +.

L’examen de ces Formules fournit cette Reégle générale. Le nombre des
équations & des inconnues €tant n, on trouvera la valeur de chaque inconnue en
formant n fractions dont le dénominateur commun a autant de termes qu’il y
a de divers arrangements de n choses différentes. Chaque terme est composé
des lettres ZY XV Ec. toujours écrites dans le méme ordre, mais auzquelles
on distribue, comme exposants, les m prémiers chiffres rangés en toutes
les maniéres possibles. Ainsi, lorsqu’on a trois inconnues, le dénominateur
a [l x2x3 =] 6 termes, composés des trois lettres ZY X, qui regoivent
successivement les exposants 123, 132, 213, 231, 312, 321. O donne a ces
termes les signes + ou —, selon la Regle suivante. Quand un exposant est suivi
dans le méme terme, médiatement ou immeédiatement, d’un exposant plus petit
que lui, j’apellerai cela un dérangement. Qu’on compte, pour chaque terme, le
nombre des dérangements: s’il est pair ou nul, le terme aura le signe +; s’il
est impair, le terme aura le signe —. Par ex. dans le terme Z'Y?2X3 il n'y a
aucun dérangement: ce terme aura donc le signe +. Le terme Z3Y'X? a aussi
le signe +, parce qu’il a deur dérangements, 8 avant 1 & 8 avant 2. Mais le
terme Z3Y?2 X', qui a trois dérangements, 3 avant 2, 3 avant 1, & 2 avant 1,
aura le signe —.

Le dénominateur commun étant ainsi formé, on aura la valeur de z en
donnant a ce dénominateur le numérateur qui se forme en changeant, dans tous
ses termes, Z en A. Et la valeur d’y est la fraction qui a le méme dénominateur
& pour numérateur la quantité qui résulte quand on change Y en A, dans tous
les termes du dénominateur. Et on trouve d’une maniére semblable la valeur
des autres inconnues. ([Cramer, 1750], str. 658)

V zavéru apendixu diskutoval G. Cramer pfipad, kdy je jmenovatel vyse
uvedenych zlomkt roven nule. Uvazoval dvé situace: jedna vede na soustavu
nefesitelnou, druha na soustavu, ktera mé nekoneéné mnoho feSeni.

si les grandeurs Al, A2, A3, &c. sont telles que les numérateurs soient
aussi égauxr a zéro, le Probléme est indéterminé; car les fractions %, qui
devroient donner la valeur des inconnues, sont indéterminées. Mais si les
grandeurs A, A%, A3, &c. sont telles que, le dénominateur commun étant zéro,
les numérateurs ou quelques-uns d’entr’eux ne soient pas zéro, le Probléme est
impossible, ou du moins les grandeurs inconnues qui peuvent le résoudre sont
toutes, ou en partie, infinies. ([Cramer, 1750], str. 659)

Mimo jiné je zde uveden ptiklad soustavy
2=32-2y,
5=06z—4y,
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kdy z Cramerova pravidla vychazi

Jednoduchou eliminaci vSak lze odvodit vztah

2 n 2 4 . 5

3973767 TG0
kterému konecnymi veli¢inami nelze vyhovét. Pokud by se vSak pripustily
nekonecné veli¢iny (v poméru 2 : 3), bylo by mozno odvozeny vztah povazovat
za Spraviny.

Cramerovo pravidlo bylo zformulovano zcela jasné, proto bylo s nadsenim
prijato. Inspirovalo matematiky ke zkoumani vyrazi, které jsou ve jmenovateli
i v ditatelich zlomku vyjadiujicich neznamé. Od Cramerova pravidla se postup-
né odvinula teorie determinantti.

Ve francouzské verzi Eulerovy Algebry vydané roku 1774 pod nizvem
Eléments d’algébre je poznamka (viz dil L., str. 502), v niz je tento vysledek
ocenén a prisouzen G. Cramerovi. Podle K. O. Maye mohla pravé tato
pozndmka piispét k tomu, Ze je Cramerovo pravidlo spjato s Gabrielem
Cramerem. Eulerova Algebra totiz patfila k velmi oblibenym ucebnicim, byla
hojné studovana a vSestranné vyuzivana.

Poznamenejme, ze Cramerovo pravidlo stile poutd pozornost, ¢as od casu
se objevuji jednoduché dikazy tohoto tvrzeni, rtiznd zobecnéni apod. Viz
napf. [Ballantine, 1929], [Whitford, Klamkin, 1953], [Klimozak, 1956], [Barr,
1965], [Robinson, 1970], [Baldino, 1978], [Burgstahler, 1983], [Kalman, 1987],
[Friedberg, 1988], [Kung, 1988], [Orr, 1989]. Velmi jednoduchy dtikaz zobecné-
ného Cramerova pravidla pro soustavu linearnich rovnic se ¢tvercovou matici
nad komutativnim okruhem je v ucebnici [Beévar, 2000].

3. Prvni uziti determinantu

Etienne Bézout

Francouzsky matematik Etienne Bézout (1730-1783) vyucoval od roku 1763
matematiku v namoini skole a od roku 1768 také ve skole délostielecké.
Jeho nejdilezit&jsi prace jsou vénovany algebfe (soustavy linedrnich rovnic,
teorie determinanti, eliminace nezndmych ze soustav rovnic vyssich stupiit),
geometrii (dokdzal tzv. Maclaurinovu vétu: dvé k¥ivky stupnid m a n se nepro-
tinaji ve vice nez mn bodech) a balistice. Az do poloviny 19. stoleti byla velmi
popularni jeho Sestidilnd ucebnice matematiky z let 1764 az 1769.

E. Bézout dospél k determinantiim pi¥i studiu problematiky soustav linear-
nich rovnic a otézek eliminace. V praci Recherches sur le degré des équations
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résultantes de I’évanouissement des inconnues, et sur les moyens qu’il convient

d’employer pour trouver ces équations z roku 1764 piedlozil rekurentni zpisob

vytvafeni kombinatorickych vyrazi, tzv. rezultant (vysledek eliminace).
Vysel od jednoho prvku a, k nému pridal z obou stran prvek b a ziskal vyraz

ab —ba .
Tteti prvek c pridal tfemi riznymi zptsoby k soucintim ab i ba, a ziskal tak —
pfi pravidelné zméné znamének — vyraz

abc — acb + cab — bac + bca — cba .
Ctvrty prvek piidal obdobnym zptisobem &tyfmi riiznymi zptsoby ke viem
soucintim predchoziho vyrazu a ziskal vyraz
abed — abde + adbe — dabe — acbd + acdb — adcb + dach +
+ cabd — cadb + cdab — dcab — bacd + badc — bdac + dbac +
+ becad — beda + bdca — dbca — cbad + cbda — cdba + dcba .
Nakonec pfipojil k jednotlivym, vyse uvedenym soucinim indexy a dostal
vyrazy
a ,
aiby — biaz ,
aibacs — aicabs + c1asbs — biascs + bicsas — ci1baas
atd. Ve své praci z roku 1764 napsal:
Soient
a, b, ¢, d &c. les coéfficiens de ces inconnues dans la premiére équation.
a, v, d, d &c. les coéfficiens de mémes inconnues dans la seconde égquation.
a’ b, ", d" &c. ceux de la troisiéme & ainsi de suite.
Formez les deuz permutations ab & ba & écrivez

ab — ba ;

avec ces deux permutations et la lettre c, formez toutes les permutations

possibles, en observant de changer de signe toutes les fois que ¢ changera de
place dans ab & la méme chose a ’égard de ba; vous aurez

abc — acb + cab — bac + bea — cba .

Avec ces siz permutations & la lettre d, formez toutes les permutations
possibles, en observant de changer de signe d chaque fois que d changera de
place dans une méme terme; vous aurez

abed — abdce + adbe — dabe
— acbd + acdb — adcb + dacb
+ cabd — cadb + cdab — dcab
— bacd + badc — bdac + dbac
+ bead — beda + bdca — dbea
— cbad + cbda — cdba + dcba
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& ainsi de suite jusqu’a ce que vous ayez €puisé tous les coéfficiens de la
premiéere équation.

Alors conservez les lettres qui occupent la premiére place; donnez a celles
qui occupent la seconde, la méme marque qu’elles ont dans la seconde équation;
a celles qui occupent la troisiéme, la méme marque qu’elles ont dans la
troisiéme équation, & ainsi de suite; égalez enfin le tout a zéro et vous aurez
l’équation de condition cherchée.

Kromé rekurentniho ndvodu na vytvofeni rezultantu ptedlozil E. Bézout
jesté navod obecny: z prvniho ¢lenu rezultantu, napf. ajbscs, se permutovanim
indexu ziskaji vSechny ostatni ¢leny; jejich znaménka urcoval pomoci poctu
transpozic, které pri permutovani indext pouzil.

Roku 1779 vydal E. Bézout knihu Théorie générale des équations algébriques,
v niz se rovnéz vénoval soustavam linearnich rovnic a determinanttim. Tuto
problematiku zpracoval v paragrafech 195 az 223 a 252 az 270; citoval zde
G. Cramera, A. T. Vandermondea, P. S. Laplace a svoji praci z roku 1764.

Podal navod k fesSeni soustav n linedrnich rovnic o n nezndmych, ktery vede
ke Cramerovu pravidlu. Postup vysvétlil pro n = 2 a n = 3 a demonstroval
vzapéti na konkrétnich prikladech; jeho navod vSak mé obecny charakter. Pro
n = 2 tato metoda vypada takto: Od soustavy

ar + by + ¢c=0,
dr+by+c =0
prejdeme k soustave

ar + by +ct=0,
adx +by+ct=0

a od soudinu zyt zdménou x za a, y za b a t za ¢ k soucinu
ayt — bzt + cxy

a dostavame tzv. pruni rddek. V kazdém z ¢lent prvniho fadku zaménime
nezndmé za koeficienty: x za o', pak y za b’ a nakonec t za . Ze t¥{ ¢lenti
tak dostaneme ¢lend Sest; tvori tzv. druhy rdadek

ab't —acy —a'bt + b’z +a'cy —bex

neboli
abl —a'b)t — (ac —d'c)y + (b —V'e)x .
Yy
Odtud jiz
bd — Ve —(ac’ —d'c)
xr = —- = — @
abl —a'b’ 4 ab —a'b

Pro soustavu n linedrnich rovnic o n nezndmych ziskame vyjadieni nezna-
mych z n-tého fadku.
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Dale se E. Bézout zabyva eliminaci n+1 neznamych z n homogennich linear-
nich rovnic a vyjadfuje podminku pro existenci netrividlniho feSeni. Prida-li
k matici soustavy libovolny jeji fadek, ziska matici ¢tvercovou, jejiz determinant
je roven nule. V duchu pfedchéazejiciho postupu dochazi k podmince nulovosti
n-tého radku.

Pierre Simon Laplace

Francouzsky matematik, fyzik a astronom P. S. Laplace (1749-1827) stu-
doval klasické jazyky, literaturu a umeéni, teologii a filozofii, ale i matematiku
a astronomii, mél velmi Siroké zajmy.

V matematice se vénoval hlavné diferencialnim a integralnim rovnicim, teorii
potencidlu, prispél k rozvoji teorie pravdépodobnosti atd. Ve fyzice se zabyval
problematikou vedeni tepla, elektrostatikou, hydrodynamikou, kapilaritou,
§ifenim zvuku v rtéznych prostfedich atd. Rozpracoval nebeskou mechaniku,
studoval zejména pohyb Mésice a planet, pfiliv a odliv, tvar Zemé atd.
Jeho nejvyznamnéjsimi dily jsou Théorie analytique des probabilités (1812)
a pétidilnd Méchanique céleste (1798-1825), jejiz hlavni myslenky byly sepsany
jiz v populdrnéji pojaté knize Exposition du systéme du monde (1795-1796).

P. S. Laplace se pfi feSeni problémt nebeské mechaniky zabyval hledanim
novych metod integrace diferencidlnich rovnic. Tak se dostal k problematice
soustav linedrnich rovnic a k jejich feseni pomoci determinanti, které nazyval
resultanty stejné jako E. Bézout.

Zakladni aparat tykajici se determinantt rozvinul P. S. Laplace ve ¢tvrté
Casti své prace Recherches sur le calcul intégral et sur le systéme du monde
z roku 1772. Uspésné zde navazal na Cramerovy a Bézoutovy vysledky, které
na nékolika mistech své prace citoval. Pfipomnél je jiz v zavéru tieti ¢asti své
prace:

les géométres ont donné pour cet objet des régles générales (voir
UIntroduction a l'analyse des lignes courbes, de M. Cramer, et les Mémoires de
I’Académie pour Uannée 1764, p. 292°); mais comme elles ne me paraissent
avoir €té jusqu’ici démontrées que par induction, et que d’ailleurs elles sont
impraticables, pour peu que le nombre des équations soit considérable, je vais
reprendre de nouveau cette matiére, et donner quelques procédés plus simples
que ceux qui sont déja connus, pour éliminer entre un nombre quelconque
d’équations du premier degré. (Oeuvres VIIL., str. 395)

Ve ctvrté casti této prace P. S. Laplace vysvétlil Cramerovo pravidlo
a Bézoutlv zpusob rekurentniho vytvareni rezultantd, pozornost vénoval
hlavné znaménkim jednotlivych ¢lenti:

Cette réegle est due a M. Cramer, mais elle peut étre simplifiée par le procédé
sutwant, que M. Bezout a donné dans ’endroit cité des Mémoires de I’Académie.

(Oeuvres VIIL., str. 396)

9 Vyse uvedena Bézoutova prace.
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Si, au lieu de combiner d’abord la lettre a avec la lettre b, ensuite ces deuz-ci
avec la lettre c, et ainsi de suite, c’est-a-dire si, au lieu de combiner les lettres
a,b,c,d,e,... dans Uordre a,b,c,d,e,..., on les eut combinées dans l’ordre
a,c,b,d,e,..., oua,d,b,ce,..., oua,e b, cd,...,ou etc., je dis qu’on aurait
toujours eu la méme quantité, a la différence des signes pres.

Pour démontrer ce théoréme, nommons, en général, résultante la quantité
qui résulte de l'une quelconque de ces combinaisons, en sorte que la premiére
résultante soit celle qui vient de la combinaison suivant l’ordre a,b,c,d,e, ...,
que la seconde résultante soit celle qui vient de la combinaison suivant l’ordre
a,c,b,d,e, ..., que la troisiéme résultante soit celle qui vient de la combinaison
swivant lordre a,d, b, c,e, ..., et ainsi de suite ... (Oeuvres VIIL., str. 397-398)

Vzapéti uvedl, ze vyménou dvou pismen, kterd uzivad pro generovani re-
zultantl, dochazi ke zméné znaménka rezultantu. Jde vlastné o zaménu dvou
rfadkd nebo sloupc.

Dale vysetfoval soustavu tfi linearnich rovnic o tfech neznamych — nejprve
homogenni, a pak nehomogenni — a odvodil Cramerovo pravidlo. Pro soustavu
1p: 1au+1bu’+1cu" ,
2p: 2au+2bu’—|—2cu" ,

3p — 3a’u 4 Bb,LL/ + BC,LLH
uvedl vzorec vyjadiujici prvni nezndmou ve tvaru

_ 1p(2b3c—203b)+2p(1c3b—1b3c)+3p(1b2c—102b)
H 1a(2b3c—203b)—|—2a(1c3b—1b3c)—|—3a(1b26—102b) ’

kde determinanty v Citateli i jmenovateli jsou rozvedeny podle prvniho sloupce.

V dalsim textu se P. S. Laplace vénoval determinantim druhého, tfetiho,
¢tvrtého, patého a Sestého fadu. Nepfijal znaceni determinanti, které zavedl
ve stejné dobé A. T. Vandermonde, ale uzival svoji pomérné jednoduchou
symboliku (Oeuvres VIIL., str. 404):

On peut réduire encore de la maniére suivante [’équation R en termes
composés de facteurs de trois dimensions; pour cela, je désigne par (abc) la
quantité

abc — acbh 4+ cab — bac + beca — cba

et par (ab) la quantité ab — ba, et ainsi de suite; par (*fa?b3c), jlindiquerai la
quantité (abc), dans les termes de laquelle on donne 1 pour indice d la premiére
lettre, 2 a la deuxiéme, et 3 a la troisieme; par (*a®b), je désignerai la quantité
(ab), dans les termes de laquelle on donne 1 pour indice a la premiére lettre et
2 a la deuxieme; et ainsi de suite.

Je suppose maintenant que vous ayez trois équations, l’équation de condition
sera

0= (*a?b3c) .
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Pii vysetfovani determinantt zformuloval P. S. Laplace specidlni pripady
tvrzeni, které dnes nese jeho jméno — Laplaceova véta. Rozvoj determinantu
¢tvrtého Fadu, tj. determinantu (fa?b3ctd), uvedl ve tvaru

(1a2b_ 1b2a)(304d—3d40) _ (1a3b— 1b3a)(204d—2d4c) +
+ (Ya*b = '*a)(Pctd — 2d3c) + (2a®b — 2bPa) (*ctd — tde) +
— (Pa*b —2b*a)(*cPd - 'd3c) + (Ca’b - 3b*a)(*Pd - Tde) .

Je zajimavé, ze P. S. Laplace necitoval A. T. Vandermondea, jehoZ préace
vénovand determinantiim vysla ve stejném roce, ale ktery referoval o svych
vysledcich v pafizské akademii o rok dfive nez P. S. Laplace.

Joseph Louis Lagrange

J. L. Lagrange (1736-1813), matematik, fyzik a astronom italsko-fran-
couzského puvodu, studoval na vojenské skole v Turiné, kde pak od roku
1754 vyucoval matematiku. Jeho prace o Sifeni zvuku z roku 1759 vzbudila
zajem L. Eulera, na jehoz doporuceni se v témze roce stal ¢lenem berlinské
akademie véd (v letech 1766 az 1787 byl jejim prezidentem). Od roku 1787
pracoval v pafizské akademii véd (jejim ¢lenem byl od roku 1772), byl jednim
z organizatort Ecole Normale a Ecole Polytechnique, na nichZ téz prednasel.
Od roku 1792 se angazoval v propagaci nové metrické soustavy.

Vénoval se algebre, teorii ¢isel, diferencidlnimu a integralnimu poctu, variac-
nimu poc¢tu, geometrii, fesil fadu problému z nejriznéjsich oblasti matematiky,
fyziky, nebeské mechaniky, sférické astronomie a kartografie, zabyval se proble-
matikou algebraickych rovnic, problémem t¥i téles, libracemi Mésice, pohybem
Jupiterovych mésicka atd. Jeho slavnd Mécanique analytique (1788) znamenala
vyrazny obrat od geometrického chapani mechaniky k pojeti analytickému; uka-
zala vyznam a silu diferencidlnich rovnic popisujicich pohyb.

Problematikou determinantii se J. L. Lagrange zabyval zejména ve tfech
pracich z roku 1773.

V praci Nouwvelle solution du probléme du mouvement de rotation d’un corps
de figure quelconque qui n’est animé par aucune force accélératrice nachézime
identity, v nichZ figuruji determinanty (Oeuvres III., str. 580):

Soient neuf quantités quelconques x,y,z,x',y 2, 2", y", 2", je dis qu’on
aura cette équation identique

I 0 1.0

(xy'2" +y2'z
_ (:E2+y2+22)(:E'2+y’2+z’2)(x”2+y"2+z”2)
o o ’ //)

+2(xx’ +yy' + 22" ) (x2” +yy” + 22" (@ 2+ Yy + 2 2
_ (332 _|_y2 —|-22)(.T/CCN _|_y/y// 4 Z/Z//)Q

+ zx’y” _ xz’y” _ yw’z” _ Zyll'//)Q

_ (IIQ +y/2 + 2/2)(17:6// +yy// —|—ZZN)2
_ (CC”Q + y//Q + Z//Q)(CC.'EI + yy/ + 221)2.



61

Jako jeden z disledkt uvedl autor Cramerovo pravidlo:

Si on prend les trois équations

xE+yn+20=0,
xm’+yy’+zz’ — b”,
CC.'I?” +yy/l + ZZ” — bl7

et qu’on en tire les valeurs des quantités x,y,z, on aura par les formules
connues

Bly'=" = 2'y") +V (02 = ) + " (Cy" —n=")
- g(y/Z// _ z’y”) + 77(2’1‘" _ CC’Z”) + C(«T/y” _ y/x//)

donc, faisant les substitutions du numéro précédent et supposant, pour abreger,

a:a'a”—bQ,

on aura
L BE (@ — W) 4 (@Y — b )a”

(0%

)

... (Oeuvres II1., str. 581-582)

V nasledujici praci Solutions analytiques de quelques problémes sur les py-
ramides triangulaires se J. L. Lagrange zabyval zkoumanim raznych vlastnosti
CtyTsténu; pomocnym aparatem jeho zkoumani se staly determinanty, prave
s jejich pomoci se snazil své vysledky a postupy vyjadrit. Téma této prace vSak
bohuzel podstatné omezilo $ifi jeho zkouméni — vénoval se pouze determinan-
tim druhého a tfetiho fadu a vyjadril nékteré jejich zakladni vlastnosti.

J. L. Lagrange zavedl pomeérné jednoduchou symboliku, determinant t¥etiho
fadu zapisoval ve tvaru

1 0 101

A=xy2' +yz" + zz’y" - zz’y" - yz’z” — zy’z" .

Subdeterminanty tohoto determinantu znadil vétSinou feckymi pismeny &, 7,
G &', €7 0", (7, znal identity

€+ 2+ = A, 42’y +2"'n" =0 atd.,
dospél tedy k pojmu reciprokého determinantu a ukézal, Ze je roven druhé
mocniné ptivodniho determinantu.'®

V préaci Recherches d’Arithmetique z roku 1773 mimo jiné dospél pomoci
substituce

y=Ms+ Nz,

zZ=ms -+ nx

10 Reciproky determinant regularni matice A ¥adu n je roven (n — 1)-ni mocning deter-
minantu matice A.
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od kvadratické formy
f=py?®+2qyz +rz> k formé F = Ps? 4+ 2Qsz + Ra?
a ukazal, ze
PR —Q* = (pr — ¢*)(Mn — Nm)? .
V nésledujici ukézce tento postup predvedeme (Oeuvres IIL., str. 723-724).

FEtant donnée la formule
py? + 2qyz + 22,

dans laquelle y et z sont des nombres indéterminés et p, q, v sont des nombres
positifs ou négatifs, déterminés par ces conditions, que

pr—¢=a

(a étant un nombre positif donné) et que 2q ne soit ni > p ni > r, abstraction
faite des signes de p, q et r; trouver si cette formule peut se transformer en
une autre de la méme espéce et qui soit assujettie aur mémes conditions.

Comme la transformée doit étre analogue a la proposée, il est visible qu’on
ne saurait employer d’autres substitutions que celles-ci

y=Ms+ Nz, z=ms+nx ,

s et x étant deuxr mouvelles indéterminées, et M, N, m, n des mombres
arbitraires. En effect ces substitutions donneront une transformée de cette
forme

Ps? +2Qsx + Rx? |
dans laquelle on aura
P = pM? + 2gMm + rm?,
Q =pMN + qg(Mn + Nm) + rmn ,
R =pN? +2¢Nn + rn?,
et il ne s’agira que de voir si l'on peut déterminer les nombres M, N, m, n,

en sorte que l'on ait

PR-Q?=a,
et que 2Q) ne soit ni > P ni > R.

Pour satisfaire a la premiére condition je substitue dans la quantité PR — Q?
les valeurs de P, Q, R, et je trouve, en effacant ce qui se détruit,

PR—Q*= (pr — ¢*)(Mn — Nm)* ;

mais (hypothése)
pr-q¢=a,
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donc, pour que PR — Q? soit aussi égal a a, il faudra que U'on ait
(Mn—-Nm)*>=1,

et par conséquent

Mn— Nm==+1.

Diskriminant formy F' je tedy roven diskriminantu formy f vynasobenému
druhou mocninou determinantu matice uvazované substituce. Tento vysledek je
jednim z trividlnich poznatki teorie invariantd. V linedrni algebfe se objevuje
pfi vyjadreni bilinedrni formy vzhledem ke dvéma riznym bazim.

Lagrangeovy vysledky podstatné k rozvoji teorie determinanti neprispély,
mély jen omezeny vliv.

4. Teorie determinantu

Pocatkem sedmdesatych let 18. stoleti nastala pfi studiu determinantt kva-
litativni zména. Determinanty zacaly byt chapany jako samostatné objekty
zasluhujici skute¢nou pozornost, objevila se symbolika, ktera umoznila vyjadrit
jejich zakladni vlastnosti a popsat jejich uziti. O néco pozdéji zacaly byt
determinanty vyuzivany v jednotlivych matematickych disciplinach.

Alexandre Théophile Vandermonde

Francouzsky matematik A. T. Vandermonde (1735-1796), ktery byl od roku
1771 ¢lenem pafizské akademie, se pozdéji aktivné ucastnil Velké francouzské
revoluce. Zabyval se hlavné algebrou (problémy eliminace, determinanty, fesi-
telnost algebraickych rovnic).

Jeho prace Mémoire sur l’élimination byla dne 12. ledna 1771 d¢tena
v pafizské akademii a v nésledujicim roce publikovdna v jejich pojednanich.
Obsahuje zéklady teorie determinanti, nové teorie, v niz se pojem determinantu
stal samostatnym objektem hodnym matematického zkoumaéani.

Prvni ¢ast této Vandermondeovy prace je vénovana rovnicim prvniho stupné.
Autor zde nejprve zavedl dvoji indexy podobné jako G. W. Leibniz; nepsal je
v8ak vedle sebe, ale nad sebe.

Je suppose que l'on représente par 1, 2, 3, &c., 3, %, 3, &e., 1, 2, 3, &e.,

&c., autant de différentes quantités générales, dont l'une quelcongue soit &, une

autre quelconque soit 5, &ec., &, que le produit des deuz soit désigné a l’ordinaire

a7
Des deux nombres ordinauzr o & a, le premier, par exemple, désignera de

quelle équation est pris le coéfficient &, & le second désignera le rang que tient

ce coéfficient dans l’équation, comme on le verra ci-apres.

([Muir, 1906], dil I., str. 18)

par
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Pojem, ktery dnes nazyvame determinantem, definoval A. T. Vandermonde
pomoci symbolu

do néhoz se vepisovaly (v dnesni feci) fadkové a sloupcové indexy. Determinant
druhého fadu Vandermonde definoval rovnosti

alﬁ _afB _ap
a|b —a‘b ba >
neboli v nasi symbolice
O‘|ﬂ Taa Tab
— = = Taal8b — TabT
a|b Ta  TBb aal Bb ablBa »

a dale rekurentné

B o B o B o B

alple ~* ble P ca " ab’

ABNS _ o BIVS o BIVS o B o SIS
alpleld —* bleld b edla "¢ dalp * alble

... aZ do Sestého Ffadu. O symbolech

alp olBly |B[y|é
alb ’ alblc ’ alblc|d

napsal, ze prvni pfedstavuje dva ritizné cleny, jeden kladny a jeden zaporny,
druhy Sest rtiznych ¢lent, tii kladné a t¥i zdporné, a tieti ctyriadvacet rtiznych
¢lenti, dvanact kladnych a dvanéct zapornych; pocet téchto ¢lentt odpovida
poctu permutaci dvou, t¥i, resp. ¢tyf prvka.

Zavedend symbolika nebyla idedlni, nebot s jeji pomoci nebylo mozno zapsat
konkrétné zadany Ciselny determinant; Slo vSak stru¢né a pfehledné vyjadrit
nékteré zakladni vlastnosti determinanti. A. T. Vandermonde s pomoci své
symboliky uvedl dvé jednoducha tvrzeni o cyklické zameéné, resp. transpozici
sloupcu:

1203]...Imlm +1]...]n
123 Jmlm+1]...|n

B 11 2 |...jn=—m+1ln—m+2|...] n
mlm+1|...] n | 1 [...]m—-1"
123]...mm+1]...|n 11213].../m =1 m |m+1m+2|...|n

1213 mlm+1]...|n _ 123[...m—1lm+1] m |m+2|...|n
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S obecnymi dikazy si ve své praci prili§ starosti nedélal:

Au liew de démontrer généralement ces deux équations, ce qui exigeroit un
calcul embarrassant plutot que difficile, je me contenterai de développer les
exemples les plus simples: cela suffira pour saisir l’esprit de la démonstration.

([Muir, 1906], dil I., str. 19)

Konkrétné ukazal, ze

alf __olp

b " e

alfly _alfly _alfly _ _alfly _ _alfly _ _alBly
alble blcla clalb blale alclb clbla

atd. az po obdobné identity pro determinanty ¢tvrtého fadu. Prezentoval téz né-
které vztahy v pozménéné symbolice — misto pismennych indext pouzil indexy
Ciselné. Z predchozich vysledku ziskal dalsi zakladni vlastnost — determinant se
dvéma stejnymi fadky je roven nule:

Nésleduje pomérné zajimavé odvozeni Cramerova pravidla. Z predchozi
vlastnosti determinant® vyplyvaji tyto dvé identity:

U2 4, 12 4 12 4 12
PR TR TR A TR
212 5, 12, 12, 12
23 123 23 TR IR

7 nich ihned dostavame, Ze soustava

G +36+3=0,
G +36+3=0

ma Feseni vyjadfené vzorci

1]2 1]2

_ B 3
gl_ﬁv 52_ﬁ
12 12

Obdobnym zptsobem ziskame FeSeni soustavy
1 +3+36+1=0,
G+ +36+1=0,
3 +36+1=0.
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M4 tvar
1]2/3 1)2|3 1]2/3
€ = 2[3]4 €& = 3|1 € = 112
1= 7123 27 128 37T T2
123 123 123

A. T. Vandermonde déle uvedl rozvoj determinantu ¢tvrtého a Sestého Fadu
podle prvnich dvou Fadkt. Pro determinant ¢tvrtého fadu jeho zapis vypada

takto:
alflyls _ ol A5 alf s oAf 18
alble|d alb  c|d ale  bld ald  ble
§ §
I
§
+ Cz||§ ' Z:b

Na zavér prvni Casti své prace uvedl formulaci Cramerova pravidla pro
soustavu n linearnich rovnic o n neznamych. Cramerovo jméno se vsak v jeho
praci neobjevuje.

Druha c¢ast jeho prace se tyka eliminace neznamych ze dvou algebraickjch
rovnic vysSich stupnu. I zde vyuzil A. T. Vandermonde determinanty, zavedl
vSak pro né zjednodusené oznaceni

12
alb 12

misto .
alb
Vandermondeova symbolika umoznila vyjadieni zakladnich vlastnosti deter-
minantt, ale neujala se. T. Muir, velky znalec vyvoje této discipliny, oznacil
A. T. Vandermondea za zakladatele teorie determinanti:

Of the mathematicians whose work has thus far been passed in review,
the only one fit to be viewed as the founder of the theory of determinants is

Vandermonde. ([Muir, 1906], dil I, str. 24)
Carl Friedrich Gauss

C. F. Gauss (1777-1855) byl jednim z nejvyznamnéjsich matematikt vSech
dob. V letech 1795 az 1798 studoval na univerzité v Goéttingen, od roku 1799
pracoval na univerzité v Braunschweigu, ve svém rodisti, a od roku 1807 na
univerzité v Gottingen, kde byl soucasné feditelem univerzitni astronomické
observatore. Zasadhl snad do vSech matematickych disciplin, do astronomie,
matematické i teoretické fyziky, geodézie atd.

Ve svém slavném dile Disquisitiones arithmeticae z roku 1801 se C. F. Gauss
dotknul i problematiky, kterou dnes fadime do teorie determinanti (a téz do
teorie matic a algebraickych forem). V paté ¢asti tohoto dila nazvané De formis
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aequationibusque indeterminatis secundi gradus uvazoval binarni kvadratickou
formu, kterou zapisoval ve tvaru

axx + 2bxy + cyy

a symbolicky ji znadil (a, b, c). P¥ifadil ji ¢islo b2 — ac, které nazval determinant.
V dnesni terminologii se jedna o zaporné vzaty determinant matice uvazované
kvadratické formy, tzv. diskriminant.

Formam axx + 2bxy + cyy, quando de indeterminatis x,y non agitur, ita
designabimus, (a,b,c). ([Gauss, 1801], str. 121)

Numerum bb — ac, a cuius indole proprietates formae (a,b,c) imprimis
pendere, in sequentibus docebimus, determinantem huius formae vocabimus.

([Gauss, 1801], str. 122)

Obdobnym zptsobem vysSetioval C. F. Gauss ternarni kvadratické formy.
Jejich koeficienty zapisoval do obdélnikového schématu o dvou fadcich a tfech
sloupcich.

Ita

are +a' 2’2’ +d' " + 2b2' 2" + 20z + 2" xa’

erit forma ternaria rite ordinata, cuius indeterminata prima x, secunda ',
tertia x”, coéfficiens primus a etc., quartus b etc. Sed quoniam ad brevitatem
multum conferet, si non semper necesse est, indeterminatas formae ternariae
per literas peculiares denotare, eandem formam, quatenus ad indeterminatas
non respicimus, etiam hoc modo

a a/ a//
(zf v, b”)
designabimus. ([Gauss, 1801], str. 300)

Vyse uvedené ternarni kvadratické formeé f prifadil ¢islo
D =abb+a'b'b 4+ a"V"'b" — ad’a” — 200V,

tj. zaporné vzaty determinant jeji matice.
Daéle definoval k formé f tzv. adjungovanou (reciprokou) formu F', jejimiz
koeficienty jsou ¢isla

bb— a/a// — A b/b/ _ aa// — A/ b//b// _ aa/ — A//
ab— V't =B a't! —bb" = B’ a’v’ — v = B”
coz jsou algebraické doplnky jednotlivych prvkt matice formy f. K formé F
uvazoval opét adjungovanou formu a ukézal, ze jeji koeficienty lze vyjadrit
pomoci koeficienti pivodni formy f a jejiho diskriminantu D.
... formae F adiunctam esse formam

aD, a'D, a’D
bD, VD, b'D
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Numerum D, a cuius indole proprietates formae ternariae f imprimis pendent
determinantem huius formae vocabimus; hoc modo determinans formae F
fit = DD, sive aequalis quadrato determinantis formae f, cui adiuncta est.
([Gauss, 1801], str. 301)

C. F. Gauss dale vysetfoval substituce forem, kterym prifazoval ¢tvercova
schémata jejich koeficientdt (v dne$ni terminologii matici), uvazoval determi-
nant tohoto ¢tvercového schématu a ukazal vztah mezi diskriminantem D pt-
vodni formy f, diskriminantem F transformované formy ¢ a determinantem k
piislusné substituce. Ukdzal, ze F = k2 - D.

Si forma aliqua ternaria [ determinantis D, cuius indeterminatae sunt
x,2’, 2" (puta prima = x etc.) in formam ternariam g determinantis E, cuius
indeterminatae sunt y,y’,y", transmutatur per substitutionem talem

z=oy+ 0y +vy"’
I/ :O[/y+6/y/+7/y//

CEII _ a/ly _"_ ﬁ”y/ _"_ /y/ly/l

ubi movem coéfficientes «, 3 etc. omnes supponuntur esse numeri integri,
brevitatis caussa neglectis indeterminatis simpliciter dicemus, f transire in g
per substitutionem (9)

a, B, v

o, B,

O// /6// ,y//
9 b

atque f implicare ipsam g, sive g sub f contentam esse. Ezx tali itaque
suppositione sponte sequuntur sex aequationes pro sex coéfficientibus in g, quas
apponere mon erit necessarium; hinc autem per calculum facilem sequentes
conclusiones evolvuntur:

1. Designato brevitatis caussa numero

!/ 1

afy

1o

+ ﬂ"y a + ’Yo/ﬂll _ ’YB/O// _ OZ'}//B/I _ ﬂo[/'}//l pe’r k

invenitur post debitas reductiones E = kkD, unde patet, D metiri ipsum E et
quotientem esse quadratum. ([Gauss, 1801], str. 301-302)

V predchozich Gaussovych vysledcich je obsazena véta o nasobeni deter-
minantti a véta o reciprokém determinantu; Gaussova tvrzeni se vsak tykaji
determinant® druhého a tietiho radu.

Jacques Philippe Marie Binet

Francouzsky matematik, fyzik a astronom J. P. M. Binet (1786-1856)
piisobil na Ecole Polytechnique a na Collége de France, od roku 1843 byl ¢lenem
parizské akademie.

J. P. M. Binet se s problematikou, ktera souvisi s determinanty, setkal ve
fyzikalnim kontextu jiz roku 1811 ve svych ¢lancich Mémoire sur la théorie
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des azes conjugues et des momens d’inertie des corps a Sur quelques formules
d’algébre, et sur leur application & des expressions qui ont rapport aux axes
conjugués des corps. Pomoci soucasné terminologie bychom mohli fici, ze
vyjadiil determinant symetrické matice jako soucet, resp. linedrni kombinaci
druhych mocnin jistjch determinanti; tyto vysledky povazoval za snadno
pochopitelné (facile a saisir). O rok pozdéji na né navézal tfeti praci, v niz
jiz determinanty hraly vyraznéjsi roli.

Dne 30. listopadu 1812 prezentovali J. P. M. Binet a A.-L. Cauchy své prace
ve Francouzském institutu. Binetav prispévek byl o rok pozdéji publikovan pod
nazvem Mémoire sur un systéeme de formules analytiques, et leur application
a des considérations géométriques v Casopise Journal de ’Ecole Polytechnique.

J. P. M. Binet navéazal na Vandermondeovy, Laplaceovy, Lagrangeovy
a Gaussovy prace. Zobecnil zejména nékteré Lagrangeovy vysledky, které byly
postaveny na vyuziti determinantt v geometrii. Pro determinant uzival termin
resultant (résultantes & deuz lettres, a trois lettres, & quatre lettres atd.), ktery
pfed nim propagoval P. S. Laplace.

Binetovo symbolické oznaceni determinantu druhého a tfetiho radu, tj.
(y',2") a (x,y,2"), vyjadiuje tyto vyrazy

yIZ”"Fy//ZI , resp' xylzll_"_mlyllz_"_l_llyzl _ Zy/mll _Zly”x _leyx/ .

Rozvoj determinantu ctvrtého fadu podle jednoho fadku nebo sloupce lze
v Binetové symbolice vyjadiit rovnosti

(a1,b2,c3,dy) = ai(by, c3,dy) — az(bz, ca,dr) + az(ba, c1,d2) — as(by, c2,d3) ,
rozvoj podle dvou Fadkid nebo sloupci takto:

(a1,b2,c3,ds) = (a1,b2)(cs, ds) — (a1, b3)(c2,ds) + (a1, bs)(c2,d3) +
+ (az,b3)(c1,da) — (az,ba)(c1, ds) + (a3, ba)(c1, d2) -
J. P. M. Binet zkoumal téz soucty resultantti a uvedl nékteré zajimavé
identity.

Désignons par S(y', 2") une somme de résultantes, telle que
(y;7 Z/”) + (yf,, Z////) + (yf,,, Z/////) + &ec;

c’est-a-dire,

y;Z/” - Z/Iy;/ + y;/Z/I// - Z///yff + y;//Z///I/ - Z////y;;/ + &c
et continuons d’employer la caractéristique ¥ pour les intégrales relatives aux
accens supérieurs des lettres. ([Muir, 1906], dil I., str. 84)

J. P. M. Binet zformuloval a dokdzal vétu o ndsobeni determinantti (dikaz
je v8ak dlouhy, pracny a nepfili§ uspokojivy) a tento sviyj vysledek vyjadril
nasledujicimi slovy:
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Le produit d’un mombre quelconque de sommes de produits de deux résul-
tantes correspondantes de méme ordre, est encore une résultante de cet orde.
([Muir, 1906], dil I., str. 81)

Své vysledky, zejména vétu o nasobeni determinantti, aplikoval v fadé
geometrickych situaci. RovnéZz zformuloval vztah reciprokého determinantu
k determinantu ptivodnimu. Do jisté miry tak zobecnil tvrzeni, ktera se objevila
jiz u C. F. Gausse. Jeho vysledky, které byly vétSinou ,dokdzany netplnou
indukci®, vsak byly vyraznym zptsobem pfekonany praci, s niz vystoupil
souéasné A.-L. Cauchy.

Augustin-Louis Cauchy

A.-L. Cauchy (1789-1857) studoval na Ecole Polytechnique a na technické
gkole pro stavbu mostl a cest. Od roku 1815 byl kratce profesorem Ecole
Polytechnique, od roku 1816 ¢lenem francouzské akademie, v letech 1830 az
1838 cestoval po Evropé. Napsal vice nez sedm set praci z matematiky (mate-
matickd analyza, teorie funkci, diferencialni rovnice, integralni pocet, algebra,
geometrie, teorie ¢isel), matematické fyziky a optiky.

Jak jiz bylo vySe feceno, dne 30. listopadu 1812 prezentovali J. P. M. Binet
a A.-L. Cauchy své préace ve Francouzském institutu. Cauchyiv prispévek vysel
(o dva roky pozdéji nez Binetiv) pod ndzvem Mémoire sur les fonctions qui
ne peuvent obtenir que deux valeurs égales et de signes contraires par suite des
transpositions opérées entre les variables qu’elles renferment v Casopise Journal
de I'Ecole Polytechnique.

A.-L. Cauchy se vénoval problematice symetrickych a alternujicich funkci,
uvazoval ¢tvercové usporadani prvki podobné jako C. F. Gauss a zavedl
determinant jako specialni pfipad tzv. alternujici symetrické funkce.

V prvni ¢asti své prace studoval A.-L. Cauchy tzv. symetrické funkce n pro-
ménnych (fonctions symétriques permanentes), jejichz hodnota se pfi permu-
taci nezndmych neméni, a symetrické alternujici funkce n proménnych (foncti-
ons symétriques alternées), které pii jejich permutaci méni pouze znaménka
v zavislosti na parité prislusné permutace. Prikladem symetrickych funkei jsou
funkce

S(a1b2) = a1bs + azby ,
S3(a1b2) = albg + a2b3 + a3b1 + a2b1 + a1b3 + a3b2 y
prikladem alternujicich symetrickych funkci jsou funkce
S(:l: albg) = 0,1()2 — a2b1 y
SB( + albg) = 0,1()2 + 0,21)3 + a3b1 - a2b1 — 0,31)2 — 0,11)3 s

kde ¢len v zévorce je tzv. hlavni ¢len (terme indicatif ).

V té souvislosti se A.-L. Cauchy zabyval téZ permutacemi, jejich znaménka
urcoval podle poc¢tu cykli.
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V druhé c¢asti vyse uvedené prace, kterad je nazvana Des fonctions symétri-
ques alternées désignées sous le nom de déterminans, polozil A.-L. Cauchy
pevné zéklady nové teorie a vyznamné ji rozpracoval.

Vysel z prvkl ai,as2,as,...,an, pro néz a; # a;, jestlize ¢ # j, a vytvoril

Ce .. - , e , . n(n-1) .
soulin jejich vzajemnych rozdild, kterych je 27 2 - , tj. vyraz

(a2 —a1)(az —a1)...(a, —ar)(ag —az)...(an — a2)...(an — ap-1) ,

ktery oznacil symbolem

S(+ ajaiay...a),

kde symbol S naznacuje operaci s¢itani — vztahuje se k prvnim indexim. Po
roznasobeni uvedeného soucinu vSechny exponenty ,sesunul dolu“, a ziskal tak
druhé indexy. Vyraz

S( + a11a22 . .. arm)

pak nazval determinant — pouzil terminu, ktery na pocatku 19. stoleti zavedl
ve specidlnim pripadé C. F. Gauss.

Soient a1, as, . ..,a, plusieurs quantités différentes en nombre égal a n. On
a fait voir ci-dessus qu’en multipliant le produit de ces quantités, ou

ai1a2a3 ...0n ,
par le produit de leurs différences respectives, ou par

(a2 —a1)(az —a1)...(an —a1)(ag —a2)...(an —a2)...(an — an-1) ,
on obtenait pour résultat la fonction symétrique alternée

S(+ ajazay...a") ,

qui par conséquent se trouve toujours €gale au produit
a1a20as ...0an

x(ag —a1)(as —a1)...(an —a1)(as —az)...(an —a2)...(an — an-1) .

Supposons maintenant que l’on développe ce dernier produit, et que dans
chaque terme du développment on remplace l'exposant de chaque lettre par
un second indice égal a lexposant dont il s’agit, en écrivant par exemple a, s
au liew de a;, et as, au lieu de a}, on obtiendra pour résultat une nouvelle
fonction symétrique alternée, qui, au lieu d’étre représentée par
S(+ ajaza3...a")
sera représentée par
S(£ a1.102.203.3 ... an.n) ,
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le signe S étant relatif aux premiers indices de chaque lettre. Telle est la forme
la plus générale des fonctions, que je désignerai dans la suite sous le nom de
déterminans. ([Muir, 1906], dil I., str. 98-99)

Pro malé n je tedy

S(+£ a11a22) = a11a22 — az1a12 ,
S(+ ar1a22a33) = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12023 —

— (11032023 — 431022013 — 421012033 -

A.-L. Cauchy rozmistil n? prvkd a;; do ¢tvercového schématu a zavedl
dalsi uziteéné terminy: prvky determinantu (terms), fadek (suite horizontale),
sloupec (suite verticale), prvky hlavni diagondly (principal terms), prvky
symetricky polozené vzhledem k hlavni diagondle (conjugate terms), soucin
prvki hlavni diagondly (produit principal) atd.

Ve své symbolice zformuloval fadu zakladnich vlastnosti determinant, napf-.
Cramerovo pravidlo udavajici formule pro feseni soustavy linearnich rovnic

apxry + bgxe + - + frxy, = my k=1,2,3,...,n
uvedl ve tvaru

S(:t m1b203 . fn)
S(:l: a1b263...fn) '

xr1 =

Véta o nasobeni determinantil je jednim z vyznamnych vysledktl této
Cauchyovy prace; dokéazal v obecné podobé to, co bylo znamo jiz C. F. Gaussovi
(poznamenejme, ze A.-L. Cauchy ndsobi sloupce prvni matice se sloupci druhé
matice).

Jestlize

D, = S(+£ a11022 ... ann) ,

S
Op = S(£ anaz...onn) ,
S

pri¢emz soucet soucini
n
S (aulaul) = Muv ,

potom je
M, = D,d, .

Vétu o nasobeni determinantid A.-L. Cauchy vyslovil takto.

Lorsqu’un systeme de quantités est déterminé symétriquement au moyen de
deuz autres systemes, le déterminant du systéme résultant est toujours égal au
produit des déterminans des deux systémes composans.

... le produit de deux déterminans est encore un déterminans.
([Muir, 1906], dil 1., str. 109)
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A.-L. Cauchy rovnéz zformuloval a dokazal tvrzeni popisujici vztah recipro-
kého (adjungovaného) determinantu a determinantu ptivodniho, které bylo ve
specidlnich ptipadech zndmo jiz jeho predchidcim.

K determinantu sestavenému z prvki a,; utvorime determinant sestaveny
z algebraickych dopliika b,1, uzijeme vétu o nasobeni determinantt a ziskame
vztah

S(= biibaz .. .bpy) = DY

... le déterminant du systéme (b1.,) adjoint au systéme (a1.n,) est €gal a la
(n — 1)™¢ puissance du déterminant de ce dernier systéme.

. €tant donné un terme quelconque a,, du systéme (ai.,), pour obtenir
le terme correspondant du systéme adjoint du second ordre (c1.,) il suffira de
multiplier le terme donné par la (n—2)™° puissance du déterminant du premier
systéme. ([Muir, 1906], dil I., str. 110)

Neékteré Cauchyovy vysledky se shoduji s Binetovymi; oba dosli zhruba
soucasné k vété o nasobeni determinantt.

M. Binet, dont je me félicite d’étre l’ami, avait été conduit aux mémes
résultats par des recherches différentes. De retour a Paris, j’étais occup€ de
poursuivre mon travail, lorsque j’allai le voir. Il me montra son théoréme qui
était semblable au mien. Seulement il désignait sous le nom de résultante ce que
j’avais appelé déterminant. Il me dit en outre qu’il avait généralisé le theoréme
dont il s’agit, en substituant au produit de deux résultantes des somme de
produits de méme espece.

([Studnicka, 1876], str. 36, viz téz [Muir, 1906], dil I., str. 93)

Poznamenejme jesté, ze A.-L. Cauchy se ve své uéebnici Cours d’Analyse
de UEcole Royale Polytechnique z roku 1821 rovnéz vénoval symetrickym
alternujicim funkcim, a to ve tfeti kapitole nazvané Des fonctions symétriques
et des fonctions alternées. Usage de ces fonctions pour la résolution des
équations du premier degré a un nombre quelconque d’inconnues. Des fonctions
homogénes.

Mimo jiné zde vySetfoval nehomogenni soustavu n linearnich rovnic o n ne-
znamych, koeficienty zapisoval do obdélnikového schématu (rozsifend matice),
odvodil Cramerovo pravidlo a vzapéti priblizil tuto problematiku na soustaveé
tfi rovnic o tfech neznamych. Termin determinant se tu vSak neobjevil, stejné
tak Cramerovo jméno.

... Pour montrer une application de cette méthode, supposons qu’il s’agisse
de résoudre les équations linéaires

aox + boy + coz = ko
ar+biy+caz==k ,
asx + boy + coz = ko .
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On trouvera dans cette hypothése, pour la valeur symbolique de l’inconnue x,

B EOble? — KOb2e + E1h2¢0 — k1o0¢? + k20! — k2010 )
A%l — a%b2¢l + alb2¢0 — alh0c2 4 a2b0¢! — a2b1 0

et par suite, la valeur véritable, de la méme inconnue sera
= koblcg — konCl + kleCO — klbOCQ + kaQCl — k2b160
apbica — agbaci + a1bacy — a1bgcs + asbgey — asbico '
([Cauchy, 1821], str. 79-80)

A.-L. Cauchy se pozdéji problematice determinanti pfili§ nevénoval, obcas
se vSak v jeho pracich v ruzné formé objevily. Ustoupil vsak od terminu
determinant, vratil se k Laplaceovu terminu rezultant; lze odkazat napt. na
jeho prace Mémoire sur les fonctions alternées et sur les sommes alternées
a Mémoire sur les sommes alternées, connues sous le nom de résultantes z roku
1841. T. Muir ve své bibliografii vystizné poznamenal:

. what were formerly called determinants are made a class of these alter-
nating aggregates; and for the name determinant resultant is substituted. ...

... Cauchy’s virtual renunciation of his own word ”determinant” must be
noted, — a renunciation all the more curious when we consider that the word
had now been adopted by Jacobi, and had thereby become the recognised term in
Germany. It may be that Laplace’s word "resultant” had proved more acceptable
in France, and that Cauchy merely bowed to the fact; but there is little or no
evidence to support this. ([Muir, 1906], dil L., str. 278, 282)

V praci Mémoire sur quelques proprietés des résultantes a deux termes z roku
1844, v niz se zabyval determinanty druhého fadu, navazal A.-L. Cauchy na
nékteré Binetovy a Lagrangeovy prace; své vysledky podal ve vybrousené formé.

O rok pozdéji sepsal praci Mémoire sur divers théorémes d’analyse et de
calcul intégral, ve které pracoval s eliminacemi t¥i neznamych ze soustavy tii
linearnich rovnic.

V ¢lanku Mémoire sur les clefs algébriques z roku 1847 opét uzival ¢tvercové
schéma prvkt a hovotil o rezultantech ([Muir, 1906], dil II., str. 43):

En effet, considérons d’abord la somme alternée s, formée avec les quatre
termes du tableau
ap b
az by

s = S(:talbg) = a1b2 — a2b1 .

et fournie par l’équation
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Symbolickymi faktory rezultantu s rozumeél funkce

A=aa+bif,
W= asa+ b .

Carl Gustav Jacob Jacobi

Némecky matematik C. G. J. Jacobi (1804-1851) studoval na berlinské
univerzité filozofii u G. W. F. Hegela (1770-1831) a klasické jazyky u A. Bockha
(1785-1867), matematikou se zabyval z vlastniho zadjmu. V letech 1826 az
1842 pusobil na univerzité v Krélovcei (Konigsberg, Kaliningrad), od roku
1842 v akademii véd v Berliné. Od roku 1827 byl ¢clenem Berlinské akademie,
od roku 1832 c¢lenem Londynské kralovské spolecnosti, od roku 1833 c¢lenem
Petrohradské akademie véd, od roku 1848 ¢lenem Videnské akademie véd atd.

Je autorem dvou monografii a asi 170 praci, je povazovan za jednoho ze
zakladateld teorie eliptickych funkci; studoval téZ theta-funkci a nékteré typy
transcendentnich funkci. Vyznamné jsou i jeho vysledky v teorii ¢isel, v linearni
algebre, varia¢nim poc¢tu a v teorii diferencialnich rovnic.

S determinanty pracoval C. G. J. Jacobi zhruba od roku 1826. Své prvni
prace, v nichz vyuzival determinanty, publikoval roku 1827 ve druhém roc¢niku
Crelleova ¢asopisu Journal fiir die reine und angewandte Mathematik: Ueber
die Hauptaxen der Fldchen der zweiten Ordnung, De singulari quadam duplicis
Integralis transformatione, Ueber die Pfaffsche Methode, eine gewdhnliche
linedre Differential-gleichung zwischen 2n Variabeln durch ein System wvon
n Gleichungen zu integriren (viz Werke III., str. 45-53, II1., str. 55-66, IV.,
str. 17-29). Determinanty pro ného byly vyznamnym néstrojem zejména ke
studiu geometrickych problémi a réiznych otazek matematické analyzy.

Béhem dalsich let sepsal C. G. J. Jacobi fadu praci, které se vice ¢i méné
determinantt dotykaly. Ovlivnén byl zejména Cauchyovou praci Mémoir sur les
fonctions ... publikovanou roku 1815, znal vSak rovnéz vysledky G. Cramera,
E. Bézouta, P. S. Laplace, A. T. Vandermondea, C. F. Gausse a J. P. M. Bineta.
V determinantech spatifoval velky a uziteény prostredek, a to hlavné pro
studium funkei.

Roku 1841 publikoval C. G. J. Jacobi ve 22. ro¢niku Crelleova Casopisu
(str. 285-371, resp. Werke III., str. 355-452) tfi vyznamné prace, kterymi
problematiku determinant do zna¢né miry zavrsil. Napsany jsou latinsky, jiz
od konce 19. stoleti je vS8ak mame k dispozici v némeckém piekladu. Roku
1896 je totiz vydal Paul Gustav Stéckel (1862-1919) ve zndmé edici Ostwald’s
Klassiker der exakten Wissenschaften.

C. G. J. Jacobi svymi tFfemi pracemi z roku 1841 podstatné prispél k dalsimu
rozvoji teorie determinantii, k jejimu vSeobecnému rozsifeni a uznani. Jeho
piistup k determinantiim byl elegantnéjsi nez Crameriv a srozumitelnéjsi nez
tézko Citelné prace Cauchyovy, a proto bylo Jacobiho dilo vhodnéjsi ke studiu.
Rovnéz plisobeni jeho zaki mélo pozitivni vliv na vyvoj této teorie.
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Prvni z téchto tfi Jacobiho praci se nazyva De formatione et proprietatibus
Determinantium, v némecké verzi Ueber die Bildung und die Eigenschaften der
Determinanten. Lze ji chapat i jako uvodni stat k jeho nésledujicim dvéma
pracim.

C. G. J. Jacobi si uvédomil, ze dosud neexistuje strucny a logicky uspoiradany
vyklad teorie determinanti, ktery by byl pro matematiky dobfe citelny
a srozumitelny. Rozhodl se proto, Ze takovy text sepise sam. Vysel zejména
z Cauchyovy prace publikované roku 1815, definici determinantu podal vice
méné v Cauchyové duchu a zachoval v zasadé i jeho symboliku. Velkou
pozornost vénoval permutacim a hlavné jejich znaménktm.

Proponatur productum conflatum ex omnibus @ differentiis n + 1

quantitatum ag,ay, ..., Qy,

P =(a; —ap)(az —ag) (ag— agp)...(an — agp)
(a2 —a1) (as —a1)...(an —aq1)
(as — a2)...(an, — a2)

(an - anfl) 5
quod productum omnimodis permutando quantitates a; wvalorem absolutum
mutare non potest, sed aut valorem eundem servat aut in oppositum abit.
Vocemus eas indicum 0,1, ..., n Permutationes, pro quibus P valorem eundem
servat, positivas, eas, pro quibus P valorem oppositum induit, negativas; sive

priores dicamus pertinere ad classem positivam Permutationum, posteriores ad
classem negativam. (Werke IIL., str. 357-358)

Pojem determinantu i prislusny termin zavedl C. G. J. Jacobi az ve 4. ¢lanku
(4)

své prace. Vysel z (n 4 1)? veli¢in a,”, vytvoiil (n + 1)! soucint
aaiay ... agln) ,
permutoval dolni i horni indexy, znaménko urcéoval obdobné jako A.-L. Cauchy:
Propositis (n + 1)? quantitabus
i,
in quibus indices et superiores i et inferiores k wvalores omnes 0,1,2,....,n
induant, producatur terminus

ron (n) .
aa 1y ... 4y "

ex eoque numerus 1.2.3 ... (n+1) terminorum similium formetur indices aut su-
periores aut inferiores omnimodis inter se permutando. Singulis deinde termi-
nis signum aut positivum aut negativum praefigatur, prout Permutationes, qui-
bus e termino aalal .. .a%”) obtinentur, positivae aut negativae sunt, omnium-
que 1.2.3...(n + 1) terminorum suis signis acceptorum fiat Aggregatum, quod
designabo per

R:Z:t adyal .. .al™ .
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Eiusmodi Aggregatum R praeunte Ill. Gauss aliisque Determinans appellabo,
ipsas quantitates a,(;) Determinantis elementa, et cum ipsius R terminus quilibet
e n+ 1 elementis producatur, ipsum R dicam Determinans (n + 1)* gradus.

(Werke III., str. 361)

V dalsim textu studoval zakladni vlastnosti determinantd, mimo jiné pro-
blematiku soustav linearnich rovnic, soustav diferencialnich rovnic, vlastnosti
determinanti, jejich rozvoje, nasobeni determinanti apod. Véta o nasobeni
determinanti, kterd se objevila jiz v pracich jeho pfedchtidcti, mé v Jacobiho
praci tento tvar (Werke III., str. 383):

Datis binis quibuscunque etusdem gradus Determinantibus eorum productum
erhiberi potest ut eiusdem gradus Determinans, cuius elementa sunt expres-
stones rationales integrae elementorum Determinantium propositorum; videli-
cet posito

cl(f) = a@gk L agi)agk) N agf)a(k)

n

R:Z:I:aa'l...a%"), P:Z:I:ozo/l...ozfln), P:Z:tcc’l...cgl"),

fit
P=PR.

Druhou zavérecnou Jacobiho praci o determinantech je rozsahly ¢lanek De
Determinantibus functionalibus, v némz C. G. J. Jacobi zavedl zcela novy
pojem, tzv. funkcionalni determinant, jehoz prvky jsou parcialni derivace funkci
vice proménnych. V tvodu své prace napsal:

Statuendo enim, ipsas

faflvf?v"'vfn

esse functiones lineares variabilium x,x1, ..., Ty,

fr = apx + ajpwy +ajwo + -+ al(cn)zn
tit
3171- ko

ideoque Determinans, ad systema elementorum a,(;) quodcunque pertinens,

haberi potest pro Determinante ad systema differentialium partialium

O fr
61‘i

pertinente sive pro Determinante functionali. (Werke III., str. 395)

K vlastni definici nového pojmu pfikro¢il az v 5. paragrafu (Werke III.,
str. 403).
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Propositis variabilium x,x1, ..., x, functionibus totidem

f7f17f27"'7f’n7

formentur omnium differentialia partialia omnium variabilium respectu sumta,
unde prodeunt (n + 1)? quantitates

afi
5£Ek '

Determinans ad harum quantitatum systema pertinens

L0 0h %
Oxr Ox1 Oz,

voco Determinans functionale vel, magis diserte, Determinans ad functiones
£ fi, -, fn variabilivm x,x1,...,x, pertinens sie functionum f, fi,..., fn
Determinans variabilium x,x1, . .., T, respectu formatum.

V 6. a 7. paragrafu pak studoval vztah nulovosti, resp. nenulovosti funk-
cionalniho determinantu funkci f, f1,..., fn a jejich linearni zavislosti, resp.
nezévislosti.

In limine quaestionum de Determinantibus functionalibus se offert Proposi-
tio, functionum a se non independentium evanescere Determinans, functiones,
quarum Determinans evanescent, non esse a se independentes.

(Werke III., str. 404)

V dalsim textu se zabyval rtiznymi vlastnostmi nasledujicitho funkcionéalniho
determinantu v souvislosti s teorii funkci vice proménnych, se soustavami
diferencialnich rovnic atd. Jedna se o nasledujici determinant definovany pro

funkce f1,..., fn nezndmych x1, ..., x,:
of on o
Oxr1 Oxe Oz,
Oxr1 Oxe Oz,
Oxr1  Oxo oxy,

Poznamenejme jesté, ze George Salmon (1819-1904) a James Joseph Syl-
vester (1814-1897) nazvali poc¢atkem padesatych let 19. stoleti funkciondlni
determinant, ktery C. G. J. Jacobi zavedl a studoval, na jeho pocest Jacobid-
nem.

Termin Jacobian uzil J. J. Sylvester ve své praci On a theory of the
syzygetic relations of two rational integral functions, comprising an application
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to the theory of Sturm’s functions, and that of the greatest algebraical common
measure z roku 1853 — pouzil téz termin Functional Determinant of Jacobi
(Papers L., str. 506); ve slovnicku dulezitych pojmi, ktery ke své praci pfipojil,
je uvedeno rovnéz heslo Jacobian:

The Jacobian to n homogeneous functions of n variables is the determinant
represented by the symmetrical collocation in a square of the n differential
coefficients of each of the n functions. (Papers L., str. 583)

Strucny piehled hlavnich vlastnosti funkcionalnich determinantd uvedl
C. G. J. Jacobi ve své knize Vorlesungen tiber Dynamik, ktera vznikla z jeho
prednasek ve Skolnim roce 1842/1843. Vysla roku 1866, tj. az po autorové
smrti, jeji 2. vydani je z roku 1884. Partie o funkcionélnich determinantech
je obsahem 13. pfednasky, kterd se vystizné nazyva Functionaldeterminanten.
Ihre Anwendung zur Aufstellung der partiellen Differentialgleichung fir den
Multiplicator. Uvedme né&kolik struéné a pomérné jasné formulovanych partif,
které jsou (i diky némcing) podstatné srozumiteln&jsi nez ptvodni, latinsky
psana Jacobiho prace De Determinantibus functionalibus. Celd pasaz zacina
definici funkcionalniho determinantu.

Determinanten der Form

Zi 0fr 0f2 Ofn

dx1 Oxy " Oy

werden von mir Functional-Determinanten, von Cauchy, welcher in den Comp-
tes rendus der Pariser Akademie einige Sdtze dariiber gegeben hat, ,fonctions
différentielles alternées® genannt. Functional-Determinanten werden also aus

den n? partiellen Differentialquotienten gf{f von n Functionen f1, fa,... fn
gebildet, deren jede von den n Gréssen xi,x2,...x, abhdngt. ...

([Jacobi, 1866], 2. vydani, str. 100)

V nasledujicich bodech jsou zformulovany zakladni vlastnosti tohoto pojmu,
které jsou diulezité v teorii funkci vice promeénnych; autor je prezentoval
v souvislosti s jednorozmérnym piripadem.

1. Ist f Function von ¢ und ¢ Function von x, so ist % = g—f Z—“’.

¢ dx

Dem entspricht fiir n Variable der Satz: Sind fi, fa, ... fn Functionen von
01,92, ... ©n und diese wiederum Functionen von x1,Ts, ... T, So ist

Of 0fs  O0fn  (x~,0f 0  Of 001 0¢s  Opn
Zia—ma—m...a—%_(Zia%am...8%)(21(%18@...axn).

2. Dies kann in anderer Gestalt auch so ausgedrickt werden: Sind f und ¢
Functionen von x, so ist

Sy

S
&‘&@.1&
26 81—
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Hierzu hat man fir n Variable den analogen Satz: Sind fi, fa,

eoo fn und

©1,92, ... ©n Functionen von x1,xs, ... x,, so ist
SO0 O
S Oh 0 O _ 22 0n 0ns " 0n,
Op1 D2~ O Zi%% Opn
0x1 Oza Oz
und daher, wenn man f1 = x1, fo = X2, ... fn = T, setzt,
Sy O One Ot !
Op1 D2~ O Zi%% Opn
0x1 Oza Oz

3. Aus der Gleichung

I(z,y) =
ergiebt sich:
dlIl
dy _ _dx
de —  dIll°
dy
Hierzu hat man folgende Analogie: Aus den n Gleichungen zwischen 2n
Variablen
I (y1,92, « -« Yn, @1, 22, ... Tp) = 0,
HQ(ylay% cee Yny T1,T2, .. In) =0 s
Hﬂ(ylvaa cee Yn,T1,T2, xn) =0
ergiebt sich:
OIl; 01l JIL,
+—— ...
-+ Oy1 Oy2  Oyn _ 2 Oz, dxyg  Oxn
61‘1 6&62 8xn Z 81_[1 81_[2 8Hn '
+ — — ...
Oyr Oy2 Oyn

4. Damit die Gleichung Fox = 0 zwei gleiche Wurzeln habe, muss zugleich
F'z =0 sein. Hierzu giebt es folgende Analogie: Damit die Gleichungen

:0’ =

Fl(ml,mg,...:vn) F2(1'171'27...$n)

0, ...

Fo(z1,22,...2,) =0

zwei zusammenfallende Systeme von Wurzeln haben, muss zugleich

OF; 0F;

hE=

sein.

om0k, OF,
Ox1 Oxa Oz,

=0
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5. Wenn fiir alle Werthe von x der Differentialquotient %—i verschwindet, so

folgt hieraus F = Const. Hierzu hat man die Analogie: Sobald fiir alle Werthe
Von T1,Ta, ... Tp

S, 00RO,
0x1 Oxa ~~ Oxy,

ist, muss zwischen den n Functionen Fy, Fs, ... F, eine Gleichung

=0

H(F17F2, ... F) =0

bestehen, in welcher die Variablen x1,x2, ... x, nicht explicite vorkommen.
Dies giebt fir n =1 auch in der That II(F) =0, also F = Const., wie es sein
muss. ([Jacobi, 1866], 2. vydani, str. 100-102)

Treti zavérecnou Jacobiho praci o determinantech je De functionibus alter-
nantibus earumque divisione per productum e differentiis elementorum confla-
tum, v némecké verzi Ueber die alternirenden Functionen und ihre Theilung
durch das Product aus den Differenzen der Elemente. Autor se v této praci vé-
noval mimo jiné specidlnimu typu determinanti, tzv. alternantim. Text zacina
pfipomenutim tzv. Vandermondeova determinantu, ktery mezi tyto determi-
nanty patii:

Eleganter olim observavit Cl. Vandermonde, proposito Determinante
Z + aDatal ... al™

si mutentur indices in exponentes, provenire Productum conflatum ex omnibus
elementorum
ao, at, az, cee An,

differentiis,

P = (a1 — ag)(az — ap)(asz — ag)...(an — ag)
(a2 —a1)(az — a1)...(an, — a1)
(az — a2)...(an — a2)

Quod sic demonstratur. (Werke III., str. 441)

Autor dale studoval Laplacetv rozvoj a tzv. alternujici funkce, s nimiz
pracoval jiz A.-L. Cauchy.

Poznamenejme, ze C. G. J. Jacobi vyuzival determinanty pii riznych pfi-
lezitostech i po roce 1841. Napf. v rozsahlé praci Theoria novi multiplicatoris
systemati aequationum differentialiuvm vulgarium applicandi, ktera byla uve-
fejnéna v letech 1844 a 1845 ve tfech Castech v Crelleové Casopisu (viz téz
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Werke II1., str. 317-509), resp. v praci Ueber die Darstellung einer Reihe ge-
gebener Werthe durch eine gebrochene rationale Function, kterd byla otiSténa
roku 1846 ve stejném Casopisu (viz téz Werke IIL., str. 479-511).

Rekapitulace

Vyvoj evropské matematiky neinspirovala ani ¢inskd metoda fang ccheng,
ani japonska teorie determinantii. Leibnizovy myslenky obsahujici ideu deter-
minantu a vyuziti dvojich indexti ztistaly nepublikovany a matematické mysleni
své doby rovnéz neovlivnily. Pojem determinantu se u G. W. Leibnize, C. Mac-
laurina a G. Cramera objevil jen jako vedlejsi produkt pii feSeni urcitych
algebraickych tloh, zejména otéazek eliminace.

E. Bézout jiz vytvofil pojem determinantu, zvefejnil rekurentni i obecny
zpusob vytvareni determinantt, chybél mu vsak vhodny termin a rozumna
symbolika. Zasadni zménu znamenal pristup A. T. Vandermondea, ktery pro
determinant zavedl symbolické oznaceni. Diilezita byla pro ného teorie; elimi-
nacni otadzky a postupy uzivané pro feSeni rovnic a jejich soustav chapal jako
aplikaci ziskanych teoretickych poznatkt. Svym pfistupem tak polozil zaklady
nové matematické teorie.

P. S. Laplace razil termin resultant (uzivany jiz pfi eliminaci), ale nevytvoril
témeétr zadnou symboliku. J. L. Lagrange a C. F. Gauss se zabyvali zejména
determinanty tfetiho rfadu.

S vyjimkou A. T. Vandermondea zustaly pojmy velmi vagni; terminologie
ani symbolika nedoznaly vétsi vyvoj. Dale pokrocil az J. P. M. Binet, ktery
polozil uréité zéklady obecné teorie. Teprve A.-L. Cauchy vybudoval formalné
samostatnou teorii, v hlavnich bodech ukoncenou a uzavienou. Zavedl vhodnou
symboliku, vytvofil novou terminologii, které se v dalsich letech postupné ujala.
Ani jeho préace publikovand roku 1815 vSak neméla velky ohlas.

V prvni poloviné 19. stoleti, pfed vydanim Jacobiho praci, vyuzivalo de-
terminanty je§té pomérné malo matematikii. Napf. Franz Xaver Moth (1802—
1879) uvadél roku 1829 ve své knize Die Lagrange’schen Relationen und ihre
Anwendung zur Ableitung aller Gleichungen der sphdrischen Trigonometrie
velké mnozstvi vzorcl ze sférické trigonometrie, které vyplyvaji z véty o néso-
beni determinantt.

K zasadnimu obratu v rozsifeni determinanti doslo az pod vlivem Jacobiho
praci; velky vliv mély hlavné jeho tfi staté z roku 1841. Od c¢tyfFicatych
letech 19. stoleti pak determinanty rychle a tispésné pronikaly do nejriiznéjsich
matematickych disciplin a staly se soucasti zakladniho matematického aparatu.
Soucasné se ustalila vétsina termin.

V prvnim svazku FElementare Algebra und Analysis tspésného dila Hein-
richa Webera (1842-1913) a Josefa Wellsteina (1869-1919) Encyklopddie der
Elementar-mathematik. Ein Handbuch fiir Lehrer und Studierende z roku 1903
je ocenovan Jacobiho pfinos k teorii determinantii. V souvislosti s problemati-
kou eliminace nezndmych fesSeni soustav linedrnich rovnic autofi pisi:
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Die rechnerische Durchfihrung wird aber um so komplizierter und die
allgemeinen Gesetze um so weniger durchsichtig, je grofier die Anzahl der
Unbekannten und der Gleichungen ist. Diesem Ubelstand wird durch den von
Jacobi geschaffenen Algoritmus der Determinantentheorie begegnet, durch den
diese allgemeinen Gesetze einen sehr eleganten Ausdruck finden.

(EEM L., str. 125-126)
Zakladatel teorie determinatt

Frantisek Josef Studnicka (1836-1903), velky propagétor teorie determi-
nantt, zdiraznil ve své literarné historické studii A.-L. Cauchy als formaler
Begriinder der Determinanten-Theorie z roku 1876, Ze teprve A.-L. Cauchy
muze byt povazovan za skutecného zakladatele této discipliny. Uvazoval vsak
teorii vybudovanou nejen v zakladech, ale podstatné rozpracovanou do hloubky
i do sirky.

. die genannte Abhandlung Cauchy’s eine systematische Entwickelung
der Determinanten- Theorie und kann daher als erste besondere Schrift iber
diesen Gegenstand angesehen werden; Cauchy selbst erscheint hiedurch als
Begrinder dieser neuen Theorie auch in formaler Beziehung, zumal seine
Terminologie und Symbolik zur massgebenden geworden ist und heutzutage
allgemain herrscht, trotz mancher Versuche eine andere einzubirgern. ...

. die Vorginger Cauchy’s wohl viele Determinantensdtze gefunden, dass
aber keiner von ihnen an eine selbststandige Entwickelung einer Disciplin
gedacht, in welcher sie ihre naturgemdasse Stellung hdtten finden kénnen. Erst
nachdem der neue Gesichtspunkt der symmetrisch alternirenden Funktionen
gewonnen worden war, von dem aus die Finzelnheiten sich nach bekannten
Methoden deduciren liessen, konnte von einer Theorie selbst die Rede sein; und
da dies durch Cauchy, wie eben gezeigt wurde, formell wie sachlich durchgefihrt
wurde, muss die eigentliche Geschichte der Determinanten mit Cauchy als

Begriinder beginnen. ([Studnicka, 1876], str. 38-39)

Ve stejném roce F. J. Studnic¢ka publikoval v Casopise pro péstovani
mathematiky a fysiky ¢lanek O pivodu a rozvoji nauky o determinantech,
v némz rovnéz vysoce ocenil Cauchyﬁv pfinos pro tuto teorii:

vvvvvv

determinantni a zavedl zdroven tak vhodnou symboliku, Ze podnes se ji s pro-
spéchem uZivd; zdroven tu lze poznati, Ze povaZoval determinanty za samostatné
vyrazy a upotiebent jich pri feseni rovnic linedrnich jen co vitany predmét, aby
se prospésnost jich osvédcila. Nauka o determinantech stala se tu i formdlné
samostatnou, takZe vsim prdvem moznd nazvati tohoto vytecnika mathematic-
keho tvurcem nauky o determinantech, klade-li se patricnd vaha na tyto vsechny
okolnosti. ([Studnicka, 1876], str. 199)

Studnickiiv ndzor pievzal Ernesto Pascal (1865-1940), ktery v kratkém
nacrtu vyvoje teorie determinantti, jimz zahdajil némeckou verzi své ucebnice
Die Determinanten, napsal:
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Aber Cauchy war der Ruhm vorbehalten, das Erbe seiner Vorginger zusam-
men zu fassen und einen so ansehnlichen Beitrag dazu zu liefern, dass er gewis-
sermassen der wahre Begrinder der Determinantenlehre geworden ist. ([Pascal,
1897], némecky preklad, str. xv)

Se Studnickovym nazorem vsak nesouhlasil T. Muir. V prvnim dile své roz-
sahlé bibliografie teorie determinantti uvedl:

It is, no doubt, impossible to call him, as some have done, the formal founder
of the theory. This honour is certainly due to Vandermonde, who, however,
erected on the foundation comparatively little of a superstructure. Those who
followed Vandermonde contributed, knowingly or unknowingly, only a stone or
two, larger or smaller, to the building. Cauchy relaid the foundation, rebuilt
the whole, and initiated new enlargements; the result being an edifice which the
architects of to-day may still admire and find worthy of study.

([Muir, 1906], dil 1., str. 131)

David Eugene Smith (1860-1944), zndmy historik matematiky, zaujal po-
mérné smirlivé stanovisko. K otazce zakladatele teorie determinantii se ve své
knize History of modern mathematics z roku 1896 vyjadiil takto:

On the same day (Nov. 30, 1812) that Binet presented his paper to the
Academy, Cauchy also presented one on the subject. In this he used the word
7determinant” in its present sense, summarized and simplified what was then
known on the subject, improved the notation, and gave the multiplication
theorem with a proof more satisfactory than Binet’s. He was the first to grasp
the subject as a whole; before him there were determinants, with him begins
their theory in its generality. ([Smith, 1896], str. 27)

Zajimavé poznamky k uvahadm o zakladateli teorie determinantt uvadi
v 8irsich souvislostech E. Knobloch (nar. 1942) — viz [Knobloch, 1994].

5. Udebnice teorie determinantti ve druhé poloviné 19. stoleti

Ve ctyticatych letech 19. stoleti se determinanty postupné stavaly obecné
znamym matematickym nastrojem. Pronikaly do fady disciplin a byly ¢im dale,
tim vice vyuzivany.

Zakladni prace C. G. J. Jacobiho a dalsich autort vSak nebyly urceny
k tvodnimu studiu. Proto zacala byt zhruba v poloviné 19. stoleti silné
pocifovana potfeba sepsdni vhodné zakladni uéebnice. Zrod prvnich uéebnic
kazdé teorie je vSeobecné povazovan za vnéjsi znak skutecnosti, ze se tato
teorie stava klasickou. V poloviné 19. stoleti se stala klasickou pravé teorie
determinantt.

Monografie, uc¢ebnice i dalsi texty o determinantech hodnotil ve své nékolika-
dilné monografii Thomas Muir. Z jeho dila [Muir, 1906] budeme v nésledujicich
odstavcich na fadé mist citovat.
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Prvni ucebnici teorie determinant je Sedesatistrankova kniha Williama
Spottiswoodea (1825-1883)*! nazvana Elementary theorems relating to deter-
minants z roku 1851. Je to nepfilis rozsahly spis pomérné elementarniho charak-
teru s celné usporadanou latkou a pomérné dobrym vybérem piikladi, ktery
vsak jeSté obsahuje drobné nepfesnosti. Jeho druhé vydani se objevilo roku
1853 v Crelleové ¢asopisu Journal fiir die reine und angewandte Mathematik;
puvodni text byl ¢astecné prepracovan, korigovan a podstatné rozsifen.

W. Spottiswoode: Elementary theorems relating to determinants, London,
1851, viii+63 stran, 2. vydani: Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik 51(1853), 209-271, 328-381.

Thomas Muir charakterizoval ve své rozsahlé bibliografii teorie determinantt
prvni vydani Spottiswoodeovy knizky témito slovy:

This is noteworthy as being the first separately-published elementary work
on the subject, the author explaining that he had been led to write it because

determinants had come to be in frequent use, and there was no accessible text-
book to which students could be referred. ([Muir, 1906], dil II., str. 54)

V tvodu druhého vydani svého ucebniho textu W. Spottiswoode napsal:

The variety of problems to which the Theory of Determinants has recently
been applied renders it desirable that this branch of analysis should be made
generally accessible. But although the principal theorems are familiar to the
more advanced mathematicians, there has hitherto been no elementary work
upon the subject, to which reference can be readily made by the student.
([Spottiswoode, 1851], 2. vydéni, str. 209)

Dalsi dvé ucebnice vénované determinanttim byly obsahlejsi a podstatné
naro¢né€jsi; maji jiz do znacné miry charakter védecké monografie. Velmi
pozitivné ovlivnily dalsi vyvoj této discipliny.

Druhou ucebnici teorie determinantt je kniha La teorica dei determinanti
e le sue principali applicazioni italského matematika Francesca Brioschiho
(1824-1897)12 z roku 1854; je sepsdna s vybornou znalosti véci, obsahuje velké
mnozstvi materidlu. Rychle dosahla uznani, brzy vysla francouzsky a némecky.
V tuvodu autor stru¢né rekapituloval vznik a vyvoj teorie determinantd,
pripomnél i pfedchozi ucebni text W. Spottiswoodea.

11 William Spottiswoode, anglicky matematik, ¢len Kralovské londynské spoleénosti
(prezident v letech 1880 az 1883), zabyval se matematikou, astronomii, fyzikou a historii
matematiky.

12 Francesco Brioschi, italsky matematik, profesor na univerzité v Pavii, pozdéji profesor
matematiky, hydrauliky a feditel polytechniky v Milané, je autorem fady praci z algebry
(teorie determinantti, algebraické formy, algebraické rovnice), z teorie eliptickych a hyperbo-
lickych funkci a z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic. Roku 1858 zalozil Casopis
Annali di matematica pura ed applicata, jehoz cilem bylo soupefit s tehdy velmi znamymi
a uzndvanymi Casopisy, jez pod obdobnymi nazvy vydavali August Leopold Crelle (1780-
1855) v Némecku a Joseph Liouville (1809-1882) ve Francii. Crelleiv casopis Journal fir
die reine und angewandte Mathematik byl zalozen roku 1826, Liouvilletiv ¢asopis Journal de
mathématiques pures et appliquées roku 1836.
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F. Brioschi: La teorica dei determinanti e le sue principali applicazioni, Pavia,
1854, viii+116 stran; francouzsky (Combescure): Théorie des déterminants et
leurs principales applications, Paris, 1856, ix+216 stran; némecky (Schellbach):
Theorie der Determinanten und ihre hauptsachlichen Anwendungen, Berlin,
1856, vii+102 stran.

T. Muir tuto knihu ve své bibliografii charakterizoval takto:

This, the second separately-published text-book on determinants, is mainly
on the same lines as the first, but is marked by greater attention to verbal and
logical accuracy. It consists of an historical preface and eleven short chapters
or sections, seven of the latter being devoted to determinants in general, and
the remaining four to special forms. ([Muir, 1906], dil IL., str. 87)

Tteti ucebnici teorie determinanti je kniha némeckého autora Richarda
Baltzera (1818-1887)'® z roku 1857 nazvana Theorie und Anwendung der
Determinanten mit Beziehung auf die Originalquellen. R. Baltzer v ivodu své
monografie napsal, ze po vydani Brioschiovy knihy v némciné mél odvahu své
dilo dokoncit jen proto, Ze se odliSovalo jak pojetim, tak provedenim. Vyjadril
to témito slovy:

Meine Arbeit war fast zum Abschluss gebracht, als mir Brioschi la teorica
dei determinanti, Pavia 1854, bekannt wurde. Dieses Werk, hervorgerufen
durch das auf vielen Seiten gefiihlte Bediirfniss einer elementaren Anleitung
zur Kenntniss der Determinanten, ist, wenn auch in den FElementen nicht
immer streng, doch mit vorziiglicher Sachkenntniss geschrieben und enthdlt
einen reichen Schatz trefflichen Materials, wodurch es schnell in weiten Kreisen
Eingang und Anerkennung sich verschafft hat. Die jingst in Berlin erschienene
deutsche Uebersetzung dieses wertvollen Buches ist ohne Zweifel den deutschen
Mathematikern sehr willkommen. Dass ich den Muth hatte, meine Schrift
tiber denselben Gegenstand zu vollenden, griindet sich hauptsdchlich auf die
Verschiedenheit in der Anlage und Ausfihrung meiner Arbeit.

([Baltzer, 1857], str. iv)

V prvni ¢asti nazvané Theorie der Determinanten podal R. Baltzer zakladni
vlastnosti determinantd, a to jako ucelenou teorii. Ve druhé ¢asti nazvané
Anwendungen der Determinanten se vénoval jejich vyuziti v teorii soustav
linedrnich rovnic, v analyze i v geometrii. Kniha byla mimoradné dspésna,
vysla v péti vydanich a ve francouzském prekladu. Obsahuje Cetné citace
casopiseckych praci a historické poznamky, vybérem latky i metodou vykladu
byla urcena pro zkusenéjsiho ¢tenaie. Rozsah knihy v dalsich vydanich ponékud
nartstal, text nékterych partii byl postupné upravovan a vylepSovan.

R. Baltzer: Theorie und Anwendung der Determinanten, mit Beziehung auf
die Originalquellen, Leipzig, 1857, vi+129 stran, 2. vydani: Leipzig, 1864,

13 Heinrich Richard Baltzer, némecky matematik, pedagog, profesor matematiky na
univerzité v Giessenu, propagoval neeukleidovskou geometrii, prace N. I. Lobacevského
a J. Bdlyaie. Jeho ucebnice vénované zakladim matematiky, geometrii a teorii determinanta
byly proslulé.
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vi4+-224 stran, 3. vydani: Leipzig, 1870, vi+241 stran, 4. vydani: Leipzig,
1875, vii+247 stran, 5. vydani: Leipzig, 1881, vi+279 stran; francouzsky
(J. Hotiel): Théorie et applications des déterminants, avec lindication des
sources originelles, Paris, 1861, xii+235 stran.

V padesatych letech 19. stoleti vysly jesté dva elementarni ucebni texty
o teorii determinanti. Autorem prvniho je Giusto Bellavitis (1803-1880)
znamy svou teorii ekvipolenci, druhy napsal knéz Giuseppe Janni. Mély pouze
regiondlni vyznam, celkovy vyvoj podstatné neovlivnily.

G. Bellavitis: Sposizione elementare della teorica dei determinanti, Memorie
del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti 7(1857), 67-144.

G. Janni: Saggio di una teorica elementare de’ determinanti, Napoli, 1858,
40 stran.

Koncem padesatych let se elementarni vyklad teorie determinantt objevil
v prvnich tfech kapitoldch Salmonovy ucebnice Lessons introductory to the
modern higher algebra. G. Salmon vyucoval od roku 1841 matematiku na
Trinity College v Dublinu, od roku 1866 tam byl profesorem teologie a od
roku 1888 tuto kolej vedl. Jeho uéebnice, zejména analytické geometrie a teorie
invariant, byly velmi oblibené a uzivané, at uz v originale, nebo v némeckém
prepracovani Wilhelma Fiedlera (1832-1912).

G. Salmon: Lessons introductory to the modern higher algebra, Dublin, 1859,
xii+147 stran, 2. vydani: Dublin, 1866, viii+296 stran, 3. vydani: Dublin,
1876, xx+318 stran; némecky (W. Fiedler): Vorlesungen zur Einfihrung in die
Algebra der linearen Transformationen, Leipzig, 1863, viii+271 stran, 2. vydéni:
Leipzig, xiv+477 stran; francouzsky (H. Bazin'*): Le¢ons d’algébre supérieure,
Paris, 1868, xii+247 stran.

V Sedesatych a sedmdesatych letech 19. stoleti se postupné objevovaly dalsi
a dalsi ucebnice vénované determinantim. Nékteré byly elementarni, obsaho-
valy pouze zaklady teorie a slouzily k prvnimu seznameni s determinanty. Né-
které vsak mély charakter obsirnych monografii; prezentovaly teorii determi-
nantu v celé §ifi, od zakladd az po specialni otazky a aplikace, velmi ¢asto byly
doplnény historickymi pozndmkami a c¢etnymi odkazy na Casopisecké prace.
Determinanty se rovnéz v rostouci mite zacaly objevovat v ucebnicich algebry,
geometrie, analyzy, v obsirné€jsich ucebnicich matematiky, v knihach o teorii
invariant apod.

Pripomenme nyni nékolik tituli monografii i elementarnich ucebnich textu
z Sedesatych a sedmdesatych let 19. stoleti, jez patfily k tém vyznamnéjsim,
k tém, které ovlivnily vyvoj samotné teorie. Obdobny charakter jako knihy
F. Brioschiho a R. Baltzera méla kniha, kterou napsal Nicola Trudi (1811—
1884), profesor na univerzité v Neapoli.

N. Trudi: Teoria de’ determinanti e loro applicazioni, Napoli, 1862, xii+268
stran.

14 Henri Bazin (1829-1917).
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V 1dvodu se autor odvolal na soucasny vyznam teorie determinanti a zdi-
raznil potfebnost sledovani pokroku védeckého badani.

Le applicazioni de’determinanti a solenni questioni di analisi, di geomet-
ria, € di meccanica, che da ogni parte e da pit anni si andavano pubblicando
da’dotti negli Atti delle Accademie, e nei giornali scientifici, facevano deside-
rare che la parte elementare della teorica di queste interessanti funzioni
passasse nel campo della ordinaria istituzione, affin di porre la gioventu
studiosa in istato di conoscere e sequire i progressi della Scienza.

([Trudi, 1862], str. v)

Velmi zajimavy text o determinantech a soustavach linearnich rovnic publi-

koval roku 1867 Charles Lutwidge Dodgson (Lewis Carroll, 1832-1898).15

C. L. Dodgson: An elementary treatise on determinants, with their appli-
cation to simultaneous linear equations and algebraical geometry, London, 1867,
viii+143 stran.

T. Muir ocenil ve své bibliografii teorie determinantd Dodgsontuv text
nasledujicimi slovy:

This is a text-book quite unlike all its predecessors. Professedly its main
aim is logical exactitude. In pursuance thereof all definitions, conventions,
axioms, propositions and corollaries are carefully formulated, labelled and
numbered: every step in a train of reasoning is kept scrupulously separate
from its antecedent and consequent, and in order to guard against possible
contamination of the reasoning illustrative examples are relegated to the
footnotes. ([Muir, 1906], dil III., str. 24)

Zajimavou a uzitecnou ucebnici z mnoha hledisek byla kniha némeckého ma-
tematika a pfirodovédce Adama Wilhelma Siegmunda Giinthera (1848-1923),
stiedoskolského a vysokoskolského ucitele, ktery ptisobil v letech 1876 az 1886
v redakci ¢asopisu Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen
Unterricht. Jeji prvni kapitola (str. 1-31) pfinesla podrobny vyklad vzniku
a vyvoje teorie determinantd podlozeny fadou bibliografickych adaju.

S. Giinther: Lehrbuch der Determinanten-Theorie fir Studirende, Erlangen,
1875, viii+236 stran, 2. vydani: Erlangen, 1877, xii+209 stran.

T. Muir o Giintherové monografii napsal:

Ginther’s aim was, like Trudi’s, to produce a fairly comprehensive text-book
less condensed than Baltzer’s and in general more suitable for learners. Like
Trudi, therefore, he ended by writing a lengthy book.

([Muir, 1906], dil III., str. 54)

Obsahlou knihou o teorii determinant, ktera obsahuje fadu uloh a cviceni
spjatych hlavné s geometrickymi aplikacemi, je nasledujici uc¢ebnice Georga
J. Dostora (1820-7).

15 J. Bedvai: Matematik Charles Lutwidge Dodgson, spisovatel a fotograf Lewis Carroll
a Cisatova staronovd Alenka, Ucitel matematiky 5(1996), 58-64; J. Bedvar: Jesté dvakrdt
Lewis Carroll, Ucitel matematiky 7(1999), 124-128.
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G. Dostor: Eléments de la théorie des déterminants avec application a l’algé-
bre, la trigonométrie et la géométrie analytique dans le plan et dans l’espace,
a l'usage des classes de mathématiques spéciales, Paris, 1877, xxxi+352 stran,
2. vydani: Paris, 1883, xxxiv+361 stran, dotisk: 1905.

Kniha zacind pétistrankovym tvodem, v némz je zdturaznén vyznam de-
terminanti pro jednotlivé matematické discipliny a stru¢né pfipomenut vznik
a vyvoj této teorie. Je rozdélena na Ctyfi casti, které se dale cleni na 14 kapitol,
ty jsou jeSté délené na paragrafy sestavajici z mensich ¢lankd. Podrobny obsah
knihy je otistén na 21 stranach.

La Science des Déterminants est l'un des instruments les plus puissants
que ’Analyse mette a la dispositions des Géométres; le mécanisme en est
fort simple, les méthodes sont presque élémentaires, les résultats sont d’une
fécondité remarquable. ([Dostor, 1877], str. v)

T. Muir ve svém referatu k této monografii poznamenal:

Up till the appearance of Dostor’s work no text-book in French had been
available for students save the translations of Brioschi and Baltzer. It is
consequently the more to be regretted that the new author does not show that
great advance upon his predecessors’ work which might reasonably have been
expected. ([Muir, 1906], dil IIL., str. 67-68)

Pomérné obsdhlou ucebnici je rovnéz kniha A treatise on the theory of de-
terminants and their applications in analysis and geometry, kterou napsal Ro-
bert Forsyth Scott (1849-1933). V jejim zavéru je pfipojen soupis 92 ptiklada
(Exzamples, str. 213-241) a List of memoirs and works relating to determinants
(str. 242-251).16 Kniha zdtraziuje souvislosti teorie determinantii a hyper-
komplexnich ¢isel. Druhé vydani této knihy pfipravil George Ballard Mathews
(1861-1922), ktery pusobil na univerzitdch v Bangoru a Cambridge. Soupis
literatury z ptredchoziho vydéani vynechal, nebotf jiz zacala vychazet Muirova
bibliografie v ¢asopise Quarterly Journal of Mathematics. P¥ipojil vSak kratkou
historickou poznamku (str. 286-288).

R. F. Scott: A treatise on the theory of determinants and their applications in
analysis and geometry, Cambridge, 1880, xi+251 stran, 2. vyddni (G. B. Mat-
hews): The theory of determinants and their applications, Cambridge, 1904,
xii+288 stran.

V tvodu své monografie R. F. Scott napsal:

In every case where it was possible I have consulted the original works and
memoirs on the subject; a list of those I have been able to see is appended as it
may be useful to others pursuing the same line of study. At one time I hoped
to make this list exhaustive, supplementing my own researches from the literary
notices in foreign mathematical journals, but even with this aid I found that
it would be mecessarily incomplete. In consequence of this the list has been

16 Mezi nimi je Sest praci F. J. Studnicky, dvé prace Frantiska Hozy (1843-1914) a po jedné
Wilhelma Matzky (1798-1891), Martina Pokorného (1836-1900) a Antona Puchty (1851-
1903).
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restricted to those memoirs which I have seen, the leading results of which are
incorporated either in the body of the text or in the examples.
([Scott, 1880], Preface)

6. Determinanty na stfednich Skolach

V Sedesatych a sedmdesatych letech 19. stoleti se v souvislosti s rostoucim
zdjmem o teorii determinantd uvazovalo o zavedeni zdkladl této teorie do
programi uciva stfednich skol. Tyto tendence byly nejsilnéjsi v Dansku, Rusku
a v némeckych zemich, kde byly determinanty do vjuky na stfednich skolach
opravdu zavedeny a kde se zakladni poznatky o determinantech objevily
v pozadavcich k maturitnim zkouskdm z matematiky. V té dobé byly rovnéz
pomeérné Casto vydavany elementarni ucebnice teorie determinantd urcené pro
studenty stfednich skol.

Dokladem diskusi o problematice determinanti na stfednich Skoladch jsou
nékteré clanky, které byly v této dobé otistény. Pfipomenme jen nékteré:

H. D6lp: Die Determinanten als Gegenstand des Gymnasialunterrichts, Sch.
Progr. Giessen, 1866.

S. Giuinther: Didaktische Bemerkungen zur Determinantentheorie, Zeitschrift
fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht 6(1875), 138-150.

J. Diekmann: Die Determinanten als Unterricht auf Gymnasien und Real-
schulen, Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht
6(1875), 1-21, 124-137, 193-211.

Pomérné velkd diskuse o vjuce determinantti na rtznych typech skol
se v letech 1880 az 1882 odehrala na strankach casopisu Zeitschrift fir
mathematischen und naturwissenschftlichen Unterricht. Zahajil ji redaktor
tohoto casopisu J. C. V. Hoffmann, zuGcastnili se ji J. Diekmann, Erler,
E. Bardey (1828-1897) a Hermann Karl Andreas Gerlach (1826-1903).

J. C. V. Hoffmann a dalsi: Determinanten oder nicht? Eine Gefahr!, Zeit-
schrift fir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht 11(1880),
343-360, 12(1881), 84-85, 95-99, 193-196, 413-417, 425-427, 13(1882), 111-
114, 171-186, 356, 442-443.

Clanky s obdobnou tématikou vsak Ize nalézt ve stejné dobé i jinde:

G. Dotsch: Zum Unterricht in der Determinantenlehre, Blatter fiir die bair.
Gym.-u.-Realschulwesen 16(1880), 25-28.

P. Jenrich: Beitrige zur Methodik des mathematischen Unterrichts mit
Beriicksichtigung der Determinantenfrage, Scg.-Prog., Magdeburg, 1882, 41
stran.

O prospésnosti uvedeni determinanti na stfedni Skoly, resp. o jejich ofi-
cidlnim zakotveni ve stfedoskolském uc¢ivu nachézime zminky i v pfedmluvéch
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nékterych elementérnich uéebnic o determinantech. Uvedme jen nékolik mélo
textl, které byly urceny pfimo pro vyuku na stfednich Skoldch, a tedy
i k priupravé k navaznému studiu védeckych monografii. O jejich tspésnosti
miizeme soudit nejen z poctu vydani, ale i z ptipadnych prekladt do dalsich
jazyku.

Velmi Gspésna byla elementarni knizka belgického matematika a historika
matematiky Paula Mansiona (1844-1919), profesora na univerzité v Gentu,
Clena Belgické kralovské akademie a Kralovské ceské spolecnosti nauk. Vysla
ve vice vydanich a navic jesté v némeckém ptekladu.

P. Mansion: Eléments de la théorie des déterminants avec de nombreuz
exercices, Paris, 1875, 3. vydani: 1880, 64 stran, 4. vydani: 1883, iv+80 stran,
6. vyddni: 1900, iv+91 stran; némecky (S. Giinther): Elemente der Theorie
der Determinanten mit vielen Ubungsaufgabem Teubner, Leipzig, 1878, vi+50
stran, 2. vydani: 1886, xxiv+56 stran, 3. vydani: 1899, 103 stran.

V Gvodu této knizky P. Mansion mimo jiné napsal:

Le présent écrit est une introduction aux excellents ouvrages publiés sur la
théorie des déterminants par Brioschi, Baltzer, Salmon, Ginther, Scott, Muir,
Suarez et Gasco. Le lecteur y est conduit, par la voie la plus courte, sinon la
plus facile, auz vérités les plus importantes de cette algébre nouvelle.
([Mansion, 1875], tvod)

P. Mansion je autorem jesté dalsiho elementarniho textu, ktery je vénovan
determinanttim.

P. Mansion: Introduction & la Théorie des Déterminants. A l'usage des
établissements d’instruction moyenne, Gand, 1876, 24 stran, 2. vydani: 1882,
32 stran, 3. vydéni: 1899, 40 stran; némecky (B. J. Clasen): Finleitung in die
Theorie der Determinanten, fur Gymnasien und Realschulen, Leipzig, 1900.

Ludwig Otto Hesse (1811-1874), fadny profesor na polytechnice v Mnichové,
je rovnéz autorem elementarni knizky o determinantech.

O. Hesse: Die Determinanten, elementar behandelt, Leipzig, 1871, 46 stran,
2. vydéni: Leipzig, 1872, ii+48 stran; holandsky (F. van Wageningen): S’Graven-
hage, 1871, iv+48 stran; polsky (Zdziarski): Warsawia, 1880; italsky (V. Va-
leriano): I determinanti, elementarmente esposti, Giornale di Matematiche di
Battaglini 10(1873), 217-229, 325-342.

Predmluva této Hesseovy utlé knizky zaciné takto:

Unseren sechs Bayerischen Real-Gymnasien ist durch hohe Ministerial-
Verfigung vom 5. October 1870 die Aufnahme der Lehre von den Determi-
nanten in den Kreis der Unterrichts-Gegenstinde vorgeschrieben worden.

Wenn auch der begabte Lehrer aus den wissenschaftlichen Arbeiten iber
Determinanten diejenigen Lehrsdtze leicht herausfinden wird, welche sich fir
einen beschrankten Unterricht eignen, so tritt nach Zusammenstellung des
Materials an ihn doch die schwierigere Aufgabe heran, dasselbe zu einem ein-
heitlichen Ganzen zu verschmelzen und die einzelnen Theile in eine organische
Verbindung zu bringen. ([Hesse, 1871])
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Velmi tspésnou knizkou o determinantech byl némecky psany text H. Dolpa.
Druhé vydani, po autorové predc¢asné smrti, pripravil pro tisk W. Soldan, feditel
vyssi realky v Giessenu.

H. D6lp: Die Determinanten nebst Anwendung auf die Loesung algebraischer
und analytisch-geometrischer Aufgaben. Elementar behandelt, Darmstadt, 1873,
iv4+94 stran, 2. vydani (W. Soldan): 1877, iv+94 stran, 3. az 8. vydani: Darm-
stadt, 1887, 1893, 1899, 1903, 1908, 1913.

Predmluva prvniho vydani Délpovy knizky zacina takto:

Fiur Jeden, den seine mathematischen Studien uber die Elemente hi-
nausfihren, ist die Bekanntschaft mit den Determinanten heute nicht mehr
zu entbehren. Hiernach sind entweder die akademischen Studien damit zu be-
ginnen, oder es muss, was nach der Ansicht des Verfassers noch empfehlens-
werther sein dirfte, der mathematische Unterricht in der Schule damit ab-
geschlossen werden. ... Zu wiederholten Malen hat der Verfasser Schiilern von
16 bis 18 Jahren die Determinanten vorgetragen und bringt in dem vorliegen-
den Schriftchen die von ihm eingehaltene Methode in geeigneter Ergdnzung zur
Kenntniss des mathematischen Publikums. ([Dolp, 1874])

Obdobnym textem urcenym pro stiedni skolu je utla knizka F. Reidta.

F. Reidt: Vorschule der Theorie der Determinanten fir Gymnasien und
Realschulen, Leipzig, 1874, vi+66 stran.

Determinanty na nasSich skolach

Prvnim cesky psanym ucebnim textem obsahujicim partii o determinantech
je knizka Martina Pokorného nazvand Determinanty a vysst rovnice, v niz je
determinantiim vénovana partie o rozsahu 38 stran.

M. Pokorny: Determinanty a vyssi rovnice, Praha, 1865, iv+135 stran.

O pét let pozdéji vysla knizka Frantiska Josefa Studnicky (1836-1903),
vzapéti se objevila jeji ruskd a némecka verze.

F. J. Studnicka: O determinantech, Praha, 1870, 64 stran.

F. J. Studnicka: Nacal’naja osnovanija teorii Determinantov’ ili opred’liteles,
Praga, 1870, 70 stran.

F. J. Studnicka: Einleitung in die Theorie der Determinanten. Fiir Studie-
rende an Mittelschulen und technischen Anstalten, Prag, 1871, iv+67 stran.

F. J. Studnicka v ivodu své kniZky nejprve stru¢né piiblizil vznik a vyvoj
teorie determinant. Potom zasvécené informoval o nejvyznamnéjsi literature
o determinantech a poznamenal:

Ponévadz ale Zddny z téchto spistu neni tak elementdrné psdn, aby zacdtecnika
pohodiné uvedl do nauky o determinantech, odhodlal jsem se obsirné sestaviti
zaklady, ma mnichZ spociva theorie tato, aby pak kaZdy s touto propravou
obezndmeny se mohl prospésné zandseti studovdnim jmenovanych a podobnych
pojedndni. ([Studnicka, 1870], str. 5)
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Martin Pokorny vydal roku 1874 pieklad prvniho dilu dvoudilné ucebnice
Die Elemente der Mathematik od Richarda Baltzera z roku 1860 pod nazvem
Zdkladové mathematiky. Jeji 26. paragraf (10 stran) je vénovan determinantim.
Opét se tak determinanty dostaly k ¢eskému ¢tenafi.

F. J. Studnicka pojal latku o determinantech i do své ucebnice Algebra pro
vy$si tiidy Skol strednich z roku 1877 (2. vydani 1879, némecky 1878, 1879),
v niz je determinantlim vénovano deset stran. V pfedmluvé k této ucebnici
napsal:

Ze jsem konecéné zde dopidl mista i determinantim, dokazuje, jak bedlivé
jsem prihlizel k modernimu pokroku algebry. PonévadZ se pri Teseni rovnic
stupné prvniho o vice nezndmych takorka samy do cesty derou a jich uZivanim
i jinde, zeyména v analytické geometrii, vice casu se uspori nezli treba k vyloZent
toho, co zde jest obsaZeno: nevdhal jsem aspon zdklady a pruni pocdtky této
nauky sem poloZiti, maje na mysli, Ze je muZe vynechati, komu jsou staré
methody milejsi. ([Studnicka, 1877], pfedmluva)

N 4

Roku 1876 vysla Sbirka tloh z algebry pro vyssi tridy strednich skol, kterou
sepsali stfedoskolsti profesori Frantisek Hromadko (1831-1911) a Alois Strnad
(1852-1911); determinantiim je vénovano osm stran. F. J. Studnicka tuto sbirku
doporucoval jako vhodny doplnék ke své ucebnici algebry. V recenzi zveiejnéné
roku 1876 v Casopise pro péstovani mathematiky a fysiky napsal o zafazeni
determinanti do této sbirky tloh tato slova:

Co snad mnohému bude vidéti se zbytecnym byti, jest sbirka uloh determi-
nanti se tykagicich, jelikoZ u nds dosud o nich se jen zridka na ustavech stred-
nich ¢ini zminka, ac jinde, zejmena v Nemcich a Rusich zdkladové této nauky
iz do strednich skol jsou poSinuti. ... Snad i u nas se konecné roz§iii program
strednich kol o nékolik paragrafu, které s druhé strany tak mnoho prospéchu
prindSeji v algebie i v geometrii. (str. 94)

Roku 1877 publikoval F. J. Studni¢ka v Casopise pro péstovani mathematiky
a fysiky ¢lanek Pocdtkové nauky o determinantech, ktery byl uréen pro zaky
stfednich skol. O vyznamu teorie determinantt zde napsal:

. nyni se nauka tato stala nanejuys dileZitou nejen pro vyssi studium
mathematickée, nybrz i pro stredni skoly, cehoZ nejlepsim dukazem jest uvddéni
jejich zdkladid do skolnich knih, jakZ na pr. Davidov v Rusku, Baltzer v Némcich
ucinil, aneb prohlisent jich za predmeét zkousky maturitni, jakZ v Bavorsku
a Dansku se stalo. A v skutku uzndvd se ¢im ddle tim vice i od téch, kdoZ
povaZuji jiZ nynéjsi program wuceni mathematického na skoldch nasich za
prilis rozsdhly a studentstvo pretézujici, Ze nebude na dlouho lze nevsimati
st nauky tak vsestranné prospésné, jako jest pravé theorie determinantu jiZ
v nejjednodussich zdkladech svych; odtud pochazi i tolik pokusi uciniti tuto
nauku, ¢i vlastné nejpotrebnéjsi poucky jeji co moznd pristupnymi i obycejné
jen skrovné pripravenému Zdku stiednich Skol. (str. 49)

O deset let pozdéji, roku 1887, publikoval F. J. Studnicka v ¢asopise Krok
¢lanek nazvany Hodi-li se pojem determinantni do nasich strednich skol ¢ili
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nic?” Ocitujme z tohoto ¢lanku dva odstavce:

Predkladam tedy odborngm kollegum svym na strednich skoldch predevsim
na wvdzenou co otdazku pruni: ,Hodi-li se pojem determinanini do nasich skol
Gili mic?“ Zacindm s ni proto, Ze i jinde, zejmena v Némecku, dlouho jiZ
jest predmétem dukladnych vuvah a rozprav, a jinde, jako v Ddnsku a Rusku,
namnoze jiz jest vyrizena a sice priznive, jakoZ seznati lze z prislusnych knih
ucebnych ...

Jsem presvédcen, Ze by se v tomto oboru usettilo nejméne aspon tolik casu,
kolik ho zapotrebi, aby se zdkladni poucky determinantni se zretelem ke stupni
nanejvyse ctvrtému — neb dale obor strednich skol obycejné nesahd — diukladné
vyloZily. Jak by se tyto vyklady mély prispusobiti ostatnimu vyucovdni, jest
arct otdzkou jinou, na niZ prijde rada, vyrizena-li bude otdzka svrchu poloZend
PTiznive.

Na Studnic¢kovu staf reagoval A. Strnad v ¢lanku Determinanty na stiednich
Skoldch; uvefejnén byl v dalsim roéniku éasopisu Krok.'® Velmi podrobné se
vyjadril k fadé otazek souvisejicich se zarazenim determinanttt do osnov stfed-
nich skol, k existujici ¢eské literature, reagoval i na diskusi, ktera probéhla pred
Casem v Casopise Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen
Unterricht.

Hlasové tech, kteri v priciné algebraického uceni i jinde, zvldsteé ve Francii
a Némecku, po opravé touzi, témer jednomysiné vyslovuji presvédcéent, Ze me
sice jedinym ale téZ ne poslednim pozZadavkem prispusobeni se mathematického
vyucovdni pokrokum védy jest prijeti nauky o determinantech do programu skol
strednich. Nemozno totiZ popriti, Ze vyvoj nauky o determinantech znamend
skuteény a rozhodny pokrok v algebie; ona jednoduchost spojend s obecnosti
a eleganci, které moderni algebru (v nejsirsim slova smyslu) vyznacuji, zajisté
také ma puvod v hojném a priméreném uZivdni tohoto tvaru pocetniho. ...

. nauka tato neni snad dosud nehotova a nevyvinuta; jest to ovoce zcela
zralé a skole k poZitku se hodici. ...

Nemuzeme proto vériti zprdve, kterou jsme kdysi cetli v casopise Hoff-
mannoveé ,Zeitschrift fir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unter-
richt “; pravit tam redaktor v pozndmce ku cldnku svému ,Determinanten oder
nicht?“: | Es wird uns berichtet, dass in Prag mehrere Mittelschulprofessoren
vom Landesschulinspector einen Verweis hinnehmen mussten, weil ithre Schiler
bei der Inspection die Determinanten nur erwdhnt hdtten; ja einem der Herren
sei es streng untersagt worden, das Wort ,Determinante® in der Schule auch
nur — fallen zu lassen.” (Krok 2(1888), str. 3—4)

A. Strnad se dale vénoval problému, cemu a jak, kde a kdy vyucovdano byti ma
z tohoto oboru algebry, aby bez pretizeni Zaku a bez prekrocent mezi vytknutych
Skolam nasim dosaZeno bylo cile Zddouciho (str. 56). Podle jeho ndzoru se na
stfednich skoldch maji probirat pouze determinanty druhého a tfetiho radu,
rozvoj determinantu, ale nikoli véty o néasobeni determinantt, o reciprokém

17 Krok 1(1887), 2-3.
18 Krok 2(1888), 3-4, 56-59.
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determinantu a vlastnosti symetrickych determinanti. Zavrhoval uziti dvojich
indext1, daval prednost vypsani prvkia do ¢tvercového schématu.

Spisob, kterym se o determinantech jednati pocéne, miZe byti dvoji. Bud
vyjde se od wurcitého vymeéru tohoto pojmu algebraického, z toho wvyvodi se
hlavni vlastnosti a pak ukdZe se jeho upotiebeni. Aneb vyjde se z obecného
reseni rovnic o dvou, trech a vice nezndmgych; tvar determinantu sam sebou
se tu vyskytne, i jest pak jen treba jej podrobnéji rozebrati. Cesta prvd jest
systematickd, druhd genetickd a spolu historickd, zndzornujic postupny vyjvoj
této nauky. Ktery z obou téchto spusobi pro skolu lépe se hodi a doporucuje,
netieba obsirné wvylicovati: z nejobycejnejsich pravidel didaktickych prijdeme
zajisté k presvédcent, Ze cesta druhd jest ucelum skolskym primérenéjsi. ...

Puvabny spisek prof. dra. Studnicky ,,O determinantech® vychdzi od Cauchy-
ova elegantniho sice, zacdatecnikum vsak méné pristupného symbolického vytvo-
rent determinantu ze stridavého a soumérného soucinu. Zaujimaje v nasi lite-
rature asi podobné misto jako némecké Hesseovy ,Determinanten, elementar

behandelt” ...

Némecké vyddni algebry Studnickovy prohlasuje Hoffmann ve cldnku jiz
pripomenutém za nejlepsi némecky spis, dle kterého zacdtecniky determinantim
uciti lze. (Krok 2(1888), str. 57)

. neodvdzime se turditi, Ze TeSeni soustavy rovnic prvého stupné pomoci
determinantd mize nahradit a zbytecnymi cini obvyklé methody: dosazovact,
srovndvact a spusob stejnych souciniteli. ...

Zvlaste vsak vghodnym a témer neocenitelnym jest uziti determinantid v geo-
metrii analyticke, dodavagjic této zvldstniho rdzu elegantniho a moderniho, a to
bez ujmy srozumitelnosti. I nejslabsimu Zdku zamlouvd se ma prT. vzorec pro

obsah trojuhelnika uréeného soutadnicemi vrcholt snadnéji a lépe ve formé
determinantu neZ v kterékoli jiné. (Krok 2(1888), str. 58-59)

F. J. Studnicka se k otazce zavedeni determinantti na stfedni skoly vratil roku
1894 v ¢lanku O zaokrouhleni mathematického uciva na gymnasiich nasich.'®
Vytrvale se stavél za zavedeni determinant® na stfedni skoly.

Ma-li obsah uciva nasich gymnasit odpovidati modernim poZadavkim, must
byti primérené a ucelné zaokrouhlen a nesmi se tedy vyhybati nekolika vzorcum
odpovidagicim se strany jedné pravidlim determinantnim a se strany druhé
zdklad sférické trigonometrie predstavujicim. ... (Krok 8(1894), str. 1)

UvdZime-li pak podstatu a z ni plynouci praktickou spisobilost pojmu
determinantniho, vyzndme snadno bez dlouhych rozpaku, Ze poskytuje sdm
0 sobé jakoz i svym vyuZitkovanim veliké mnoZstvi momenti duchocviku vytecneé

slouzicich. ... (Krok 8(1894), str. 2)

Ostatné netreba vyklddati ddle, Ze nutno, aby se obsah mathematického
uéiva na gymnasiich timto smérem doplnil; skutecnost tomuto postuldtu jiZ hovi
merou dosti znacnou, jesto ukazuje, Ze mdlo jest u nds takych ustavi, kde by
Zdci niceho se nedozvédeli o determinantech instrukct prislusnou neznangch. ...

19 Krok 8(1894), 1-6.
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Potésitelnd zkuSenost tato utvrzuje nds i v pevné nadéji, Ze se jiZ dlouho
neudrzi v rozhodugicich kruzich odpor proti determinantim, a Ze se konecné
radnym spusobem wvyhovi modernim poZadavkim gymnasidlniho vyucovdni.
(Krok 8(1894), str. 4-5)

Determinanty se v této dobé u néas objevovaly i v dalsich ucebnicich pro
stiedni Skoly. Pfipomenme napf. Algebru pro vyssi realky od F. Hozy z roku
1892.

Ucebni texty o determinantech sepsal rovnéz Karel Zahradnik (1848-1916),
ktery ptisobil fadu let v Zahtebu:

K. Zahradnik: O determinantih drugoga i trecega stupmja. Za porabu visih
sredngih ucilista, Zagreb, 1878, viii+39 stran.

K. Zahradnik: Prvé poédtky nauky o determinantech. Pro vyssi stiedni skoly,
Praha, 1879, 50 stran.

K. Zahradnik: O determinantech, Brno, 1905, iv+51 stran.

Zatimco prvni dva texty K. Zahradnika byly urceny pro studenty vyssich
stfednich §kol (v Chorvatsku a v Geskych zemich), tfeti knizka byla sepsana
pro studenty matematiky na vysoké skole technické v Brné.

Pripomenime jesté némecky psanou stredoskolskou ucebnici, jejimz autorem
byl prazsky stfedoskolsky profesor Eduard Bartl:

E. Bartl: Einleitung in die Theorie der Determinanten zum Gebrauche an
Mittelschulen sowie zum Selbstunterrichte, Praha, 1878, iv+96 stran.

O determinantech v Ceské literature, zejména v pracich F. J. Studnicky, viz
[Becvafova, 1998].

7. Teorie determinantii ve druhé poloviné 19. stoleti

Ve druhé poloviné 19. stoleti se teorie determinantt stala velmi oblibenou
disciplinou. Rozvijela se zejména pod vlivem C. G. J. Jacobiho a jeho zak, je-
jichz prace ukazovaly velké moznosti mnohostranného vyuziti determinantt pfi
studiu invariantu algebraickych forem, pfi nejriznéjsich postupech v analytické
geometrii, v matematické analyze, v teorii ¢isel a dalsich oblastech.

Od pocatku sedmdesatych let vychazel kazdoro¢né velky pocet praci véno-
vanych determinantim. Vétsinou vsak jiz nepfinasely zasadni, nové myslenky,
ale rozpracovavaly teorii do $itky i do hloubky. V té dobé se studovaly cetné
specidlni otazky, zkoumaly se vlastnosti fady specidlnich determinanti, hledaly
a rozvijely se rtizné aplikace v matematické analyze, v geometrii apod. Na dal-
$im rozsifovani a prohlubovani teorie se tehdy podilela velké fada matematiki,
a to v obecném sméru, v podrobnostech i v zobecnénich. Proto je prakticky
nemozné néjak strucné postihnout jeji vyvoj od poloviny 19. stoleti. Determi-
nanty pronikly prakticky do vSech ¢asti matematiky, literatura o tomto tématu

se rozrostla do zna¢nych rozmérti. Pocet ¢lankt i ucebnic vSak v té dobé jiz
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neodpovidal jejich védeckému pfinosu, ale znacné jej prekracoval; determinanty
na sebe v té dob€ poutaly piehnanou pozornost.

Nejvyznamnéjsimi autory praci z teorie determinantt byli ve druhé poloviné
19. stoleti W. Spottiswoode, F. Brioschi, A. Cayley, J. J. Sylvester, K. T. Weier-
strass, Ch. Hermite, L. Kronecker, H. Hankel, M. Arnaldi, H. J. S. Smith,
G. Frobenius, G. Salmon, O. Hesse, T. Muir; ¢etné vysledky vSak pfinesla fada
dalsich matematikt. Z ¢eskych matematik® se determinantiim vénoval nejvice
F. J. Studnicka.

Velmi podrobny pohled na vyvoj teorie determinantd v poslednich ¢étytech
desetiletich 19. stoleti ddva Muirova bibliografie (viz [Muir, 1906], dil IIL. a IV.).

Determinanty zacaly byt ¢im dale, tim vice vyuzivany v algebie, geometrii,
teorii Cisel, teorii forem, v mechanice, teoretické astronomii a v dalsich
disciplinach. V kazdé z téchto oblasti se objevily konkrétni typy determinanti,
které byly ucelné svoji strukturou. Pozornost se proto ve druhé poloviné
19. stoleti do zna¢né miry soustfedovala na vyzkum takovychto specidlnich
determinanti, i kdyz prvni specidlni determinanty byly zavedeny a studovany
jiz dfive. Pro matematickou analyzu jsou dulezité funkcionalni determinanty
(Jacobidny, Hessidny a Wronskidny), v teorii invariantl a algebraickych rovnic
se studuji determinanty Hankelovy a jejich specialni pfipady, tzv. cirkulanty,
v teorii ¢isel determinanty Smithovy, v teorii kvadratickych forem a v geometrii
se vyuzivaji ortogonélni determinanty atd.

Arthur Cayley (1821-1895) publikoval roku 1851 prvni anglicky pfispévek
o determinantech nazvany On a theorem in the geometry of position. Zavedl
v ném symbol, ktery se ujal, ¢tvercové schéma omezené z obou stran svislou
carou.

Let the symbols

a By
a f
| a | ? a/ 6/ ) a/ 6/ 7/ ? &C
O// 6// ,y//

denote the quantities ...

Roku 1843 vydal pojednani On the theory of determinants, které zacal
struénymi pozndmkami o vyvoji této discipliny.

The following Memoir is composed of two separate investigations, each of
them having a general reference to the Theory of Determinants, but otherwise
perfectly unconnected. The name of ”Determinants” or ”Resultants” has been
given, as is well known, to the functions which equated to zero express the result
of the elimination of any number of variables from as many linear equations,
without constant terms. ...

In the first part of the present paper, I consider the properties of certain
derivational functions of a quantity U, linear in two separate sets of variables ...

In the second part, I consider the notation and properties of certain

functions resolvable into a series of determinants, but the nature of which can
hardly be explained independently of the notation. (Papers 1., str. 63)
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V Cayleyovych pracich se prolina problematika teorie matic, teorie hyper-
komplexnich ¢isel, teorie forem a teorie invariantd, determinanty jsou uzitec-
nym nastrojem, kterému se Cayley nevyhybal. Byl jednim ze zakladatelt teorie
invariantl, které nazyval hyperdeterminanty; determinant je totiz jednodu-
chym invariantem.

J. J. Sylvester pouzival determinanty v fadé praci, daval vsak, jako jeden
z méala matematikti své doby, prednost maticovym tvaham a maticovym
vyjadienim. V praci On the relation between the minor determinants of linearly
equivalent quadratic functions z roku 1851 napsal:

It is wonderful that a theory so purely analytical should originate in a geome-
trical speculation. My friend M. Hermite has pointed out to me, that some faint
indications of the same theory may be found in the Recherches Arithmétiques
of Gauss. The notation which I have employed for determinants is very similar
to that of Vandermonde, with which I have become acquainted since writing the
above, in Mr Spottiswoode’s valuable treatise On the Elementary Theorems of
Determinants. Vandermonde was evidently on the right road. I do not hesitate
to affirm, that the superiority of his and my notation over that in use in the
ordinary methods is as great and almost as important to the progress of ana-
lysis, as the superiority of the notation of the differential calculus over that of
the fluxional system. For what is the theory of determinants? It is an algebra
upon algebra; a calculus which enables us to combine and foretell the results of
algebraical operations, in the same way as algebra itself enables us to dispense
with the performance of the special operations of arithmetic. All analysis must
ultimately clothe itself under this form. (Papers 1., str. 246-247)

Georg Salmon pfispél k rozvoji teorie determinantti zejména svymi velice
aspésnymi ucebnicemi. Roku 1852 vydal knihu A treatise on the higher
plane curves a roku 1859 knihu Lessons introductory to the modern higher
algebra, kterd vysla v dalsich vydanich v letech 1866, 1876 a 1885, v némecké
verzi — prepracovana W. Fiedlerem — v letech 1863 a 1877, ve francouzském
prekladu H. Bazina roku 1868. Je rovnéz autorem clankt FExercises in the
hyperdeterminant calculus (1854) a On the relation which connects the mutual
distances of five points in space (1859), v nichZ je aparat teorie determinantt
vyuzivan.

Charles Hermite (1822-1901) pracoval s determinanty nejprve v souvislosti
s teorii Cisel; pripomenme jeho ¢lanek Sur une question relative a la théorie
des nombres z roku 1849, v némz odvodil jistou identitu pro determinanty
¢tvrtého fadu. S determinanty se pozdéji setkaval pifi studiu kvadratickych
forem a jejich linearnich transformaci, pfi transformaci abelovskych funkei, pri
praci s homogennimi polynomy apod. Pfipomenme napt. jeho prace Sur la
théorie des formes quadratiques ternaires indéfinies (1853), Sur la théorie de la
transformation des fonctions abéliennes (1855), Sur la théorie des polynomes
homogeénes du second degré (1856); nékteré Hermiteovy vysledky jsou obsazeny
i v jeho korespondenci, z niz byly dilezité aryvky pravidelné publikovany (napt.
Hermiteovy dopisy A. Cayleymu v letech 1853 a 1855, F. Brioschimu roku 1863).
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Hermann Hankel (1839-1873), ktery je znamy svou monografii Vorlesungen
uber die complexen Zahlen und ihre Functionen, I. Theorie der complexen Zah-
lensysteme z roku 1867, studoval determinanty jiz ve své diserta¢ni praci Ueber
eine besondere Classe der symmetrischen Determinanten napsané v Gottingen
trischer Functionen durch die Potenzsummen (1865). Jednim ze specidlnich
determinantt, které studoval, je determinant

1 a1 aias aijaz ...ap—-1
1 ao asas - asas. .. an,
1 Gn  AnQAn41 AnGn41 ... 02n—2

Henry John Stanley Smith (1826-1883) vyuzival aparat teorie determinant
zejména v teorii Cisel. Pfipomenme jeho prace On systems of linear indeter-
minate equations and congruences (1861), Report on the theory of numbers
(1862), On the arithmetical invariants of a rectangular matriz of which the con-
stituents are integral numbers (1873), On systems of linear congruences (1873)
a On the value of a certain arithmetical determinant (1876). Smithovym de-
terminantem se obvykle rozumi determinant sestaveny z nejvétsich spoleé¢nych
deliteld ¢éisel 1,2, ..., n, ktery ma tento tvar (viz Papers, str. 161):

(1,1) (1,2) (1,n)
2,1 (22 (2,n)
(n 1) . (n 2) ........ (nn)

Ludwig Otto Hesse se s problematikou determinantti setkdval zhruba tii
desetileti. V letech 1843 a 1844 se zabyval problémem eliminace v pracich Ueber
die Bildung der Endgleichung, welche durch Elimination einer Variabeln aus
zwei algebraischen Gleichungen hervorgeht und die Bestimmung ihres Grades
a Ueber die Elimination der Variabeln aus drei algebraischen Gleichungen
vom zweiten Grade mit zwei Variabeln, pozdéji jesté v praci Bemerkungen zu:
»Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten. Leipzig, 1857.“ z roku
1858, ktera vysla o rok pozdéji v italské verzi pod ndzvem Il determinante di
Sylvester ed il risultante di Eulero.

Determinanty uzival s ispéchem v geometrii, mistrné je uplatnil pii uziti
homogennich soutadnic v teorii algebraickych kiivek a ploch. Pfipomenme
jeho prace Ueber Curven dritter Classe und Curven dritter Ordnung (1849)
a Ueber Determinanten und ihre Anwendung in der Geometrie, insbesondere
auf Curven vierter Ordnung (1853). V rozsadhlém ucebnim textu Vorlesungen
uber analytische Geometrie des Raumes, insbesondere iber Oberflichen zweiter
Ordnung z roku 1861 se objevilo podstatné vice algebry, nez bylo diive
zvykem.?0

20 Leipzig, xv+368 stran, 2. vydani: Leipzig, 1869, xvi+456 stran, 3. vydani: 1876.
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O. Hesse studoval rovnéz linearni substituce kvadratickych forem, proble-
matiku jejich kanonickych tvard, determinanty uzival i v analjze, napf. v praci
Ueber die Criterien des Mazximums und Minimums der einfachen Integrale
(1857).

Hesseovo jméno nese determinant

*f *f ’f *f
81% Ox10x2 Ox10x3 te Ox10T,
% f o°f ’f *f
Ox20x1 Ox2 Oz20x3 Ox20T,
8% f 9% f 9%f 3% f )
Ox30x1 Ox30x2 Ox2 Ox30T,
TR S Gy #3
0,011 0,012 0z, 0x3 e ox2
v némz je f funkce proménnych x1, s, ..., x,. Tento determinant byl zaveden

roku 1844 v Hesseové ¢lanku Ueber die Elimination der Variabeln aus drei
algebraischen Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei Variabeln. Na Hesseho
pocest jej J. J. Sylvester nazval Hessidnem.?! V Sylvesterové pojednani On
a theory of the syzygetic relations ... je v pfipojeném slovnicku heslo Hessian:

Hessian or Hessean, named after Dr Otto Hesse, of Konigsberg ..., is the
Jacobian to the differential coefficients of a homogeneous function of any
number of variables. ... (Papers L., str. 583)

Georg Ferdinand Frobenius (1849-1917) se s determinanty setkdval pfi
studiu bilinearnich a kvadratickych forem, pfi praci v teorii invariantt, ale
i pfi zkouméani diferencidlnich rovnic, eliptickych funkci apod. Pfipomenme
jeho prace z druhé poloviny sedmdesatych let 19. stoleti: Ueber homogene
totale Differentialgleichungen (1877), Zur Theorie der elliptischen Functionen
(s L. Stickelbergerem, 1877), Ueber die schiefe Invariante einer bilinearen oder
quadratischen Form (1878).

V letech 1873 a 1874 pfispél G. Frobenius vyznamnym zptsobem k poznani
vlastnosti Wronského determinantu (vztah mezi linedrni zavislosti funkci
a nulovosti tohoto determinantu) ve dvou pracich — Ueber den Begriff der
Irreductibilitat in der Theorie der linearen Differentialgleichungen a Ueber
die Determinante mehrerer Funktionen einer Variabeln. V praci Ueber die
Determinante mehrerer Functionen einer Variabeln vysSetfoval urity typ
funkcionélniho determinantu a ukazal jeho dulezitou vlastnost:

Sind y1,¥ys,...yx Functionen einer Veranderlichen xz, und ist yﬁ[a) die (Ote
Ableitung von y,, so nenne ich den Ausdruck

'A% Y2 .. Yx

(1) (1) (1)

PR et Sl IR S
A— A— A—
yg 1) yé 1) o yg\ 1)

21 Viz Sylvesterova prace Sketch of a Memoir on elimination, transformation, and
canonical forms z roku 1851 — Papers 1., str. 195.
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die Determinante dieser \ Functionen und bezeichne ihn mit D(y1,ya,...Yx) -

Wenn mehrere Functionen unter einander unabhdngig sind, so st ihre
Determinante von Null verschieden; wenn sie aber nicht unter einander
unabhdngig sind, so ist thre Determinante gleich Null.

In diesem Satze sind, wie es in der Theorie der linearen Differentialgleichun-
gen Ublich ist, mehrere Functionen unter einander unabhdngig genannt, wenn
zwischen thnen keine homogene lineare Gleichung mit constanten Coefficienten

besteht. ([Frobenius, 1874], str. 245-246)

M. Arnaldi podal roku 1896 v préaci Sui determinanti orlati, e sullo svilup-
po di un determinante per determinanti orlati obecnou teorii determinantii
vroubenych; zvlastni piipady byly znamy a studovany jiz diive.2? Vroubené
determinanty byly uziviny v geometrii.

Od poloviny 19. stoleti se teorie determinantd zacala velmi intenzivné
prolinat se vznikajici teorii matic a s teorii invariantu.

Karl Theodor Weierstrass, Leopold Kronecker

K. T. Weierstrass (1815-1897) piisobil v letech 1842 az 1855 jako stfedoskol-
sky ucitel matematiky, roku 1856 se stal mimofadnym a roku 1865 fadnym pro-
fesorem berlinské univerzity. Své vysledky prezentoval zejména v univerzitnich
prednéskach. Jeho prednéasky byly proslulé, byly navstévovany matematiky celé
Evropy a ovlivnily tak vyvoj evropské matematiky. Zabyval se hlavné mate-
matickou analyzou, teorii analytickych funkci, variaénim poc¢tem, diferencialni
geometrii, mnoho pozornosti vénoval budovani exaktnich zdkladi matematické
analyzy.

L. Kronecker (1823-1891) studoval na berlinské univerzité, jeho uéitelem
byl Ernst Eduard Kummer (1810-1893). Studia dokonéil roku 1845. Od roku
1861 vyucoval na berlinské univerzité, od roku 1883 jako profesor. Vénoval
se zejména algebfe a teorii ¢isel (kvadratické formy, algebraickd ¢isla, teorie
grup), diofantické analyze, teorii eliptickych funkei, prosazoval tzv. aritmetizaci
matematiky.

K. T. Weierstrass prednasel v Berliné o determinantech jiz v Sedesatych
letech 19. stoleti. V prednaskach i ve svém seminéfi uzival axiomatickou definici
tohoto pojmu; determinant zavedl (v dnesni feci) jako alternujici n-linedrni
formu n-slozkovych vektori, kterda jednotkové matici fadu n pritazuje ¢islo 1.
Weierstrassovu axiomatickou definici ¢asto uzival L. Kronecker, snad proto mu
byla nékdy pripisovana.

V zévérecné poznamece otisténé v praci Zur Theorie der linearen Gleichungen
z roku 1905 poznamenal G. Frobenius, ze definice determinantu jako funkce

n? nezavislych proménnyjch s pomoci charakteristickych vlastnosti pochézi

22 Piipojime-li k danému determinantu novych k sloupcii vpravo a novych k fadka dole,
pficemz spolecné prvky pridanych radka a sloupci jsou nulové, ziskdavame tzv. vroubeny
determinant.
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od K. T. Weierstrasse, a nikoli od L. Kroneckera, jak je chybné uvedeno ve
francouzské matematické encyklopedii:23

Diese Definition rihrt aber von Weierstraf§ her, wie alle seine Schiler wis-
sen. Er hat sie schon seit 1864 (oder vielleicht noch friiher) im mathematischen
Seminar und in seinen Vorlesungen benutzt. Noch 10 Jahre spdter verhielt sich
Kronecker gegen diese funktionentheoretische Definition recht ablehnend.
(Abhandlungen III., str. 354)

Poznamenejme pro zajimavost, ze k takovémuto omylu doslo i presto, zZe
v pfedmluvé K. Hensela (1861-1941) ke Kroneckerovym pfednaskam z roku
1903 je Weierstrassovo autorstvi této definice vyslovné uvedeno:

Die beiden charakteristischen Figenschaften der Determinanten, welche sich
hier als eine Folgerung aus der Theorie der linearen Gleichungen ergeben,
benutzte Weierstrass schon friher in seinen ersten Vorlesungen tber diese
Disziplin zur Definition der Determinanten. ([Kronecker, 1903], str. vii)

Weierstrassova definice determinantu se v nasledujicich desetiletich objevo-
vala v nejriiznéjsich ucebnicich algebry, teorie matic a determinantt, lineadrni
algebry apod. Napriklad v nepiilis rozsahlé knize Fritze Neisse Determinanten
und Matrizen jsou v Gvodu 3. kapitoly nazvané Determinanten vénovany dva
paragrafy definicim tohoto pojmu. Prvni definice, tzv. permutacni, je motivo-
vana problematikou soustav lineadrnich rovnic a je pfipsana G. W. Leibnizovi.
Druhé definice je tzv. Weierstrassova. F. Neiss zde napsal:

Nach Weierstrass wird die Determinante — sie soll mit Dy bezeichnet
werden — folgendermajen definiert:

Dy ist eine ganze rationale Funktion von n? Gréfien ay, (i,k =1,2,...,n),
die in n Zeilen und n Spalten angeordnet sind, und erfillt die Figenschaften I,

IT, IT1. ([Neiss, 1941], 3. vydani z r. 1948, str. 19)

Vlastnosti I, II, IIT jsou uvedeny na predchézejicich dvou stranéch:

I. Dw is homogen und linear in bezug auf die Elemente einer jeden Zeile.
II. Dy, wechselt das Zeichen, wenn zwei Zeilen vertauscht werden.

III. Dw hat fir a;;, = 6 den Wert 1.

L. Kronecker vyuzil aparat teorie determinantid v nékolika svych pracich
v souvislostech s problematikou algebraickych rovnic, s otadzkami eliminace,
zkoumal subdeterminanty symetrickych, resp. ortogonalnich matic apod.; viz

23 L. Kronecker, dans ses cours professés & ’Université de Berlin, reprenait l'idée de
G. Cramer et définissait un déterminant comme une fonction invariante relativement a la
composition des formes linéaires; d’aprés L. Kronecker, un déterminant est une fonction
de n? variables qui est caractérisée par les trois propriétés que voici: si Uon dispose les
n2 variables en un carré formé de n lignes et de n colonnes, le déterminant est fonction
lin€aire et homogéne des éléments ayy, asg,...,ank de chacune des n lignes; cette fonction
change seulement de signe lorsqu’on transpose deux quelconques des lignes a1y, sk, .., Gnk
etaiy, asy, ... , ap) de ce carré; elle se réduit a +1 pouraj; = age =+ = ann = 1 eta;p =
0 (i < k). ([ESM], dil I.1; [Netto, Vogt, 1904], str. 90) Némecka matematicka encyklopedie

je daleko strucnéjsi: ... Kronecker legte in seinen Vorlesungen eine funktionentheoretische
[Erklarung] zu grunde. ((EMW], dil I.1; [Netto, 1898], str. 36)
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napf. jeho prace Bemerkungen zur Determinanten-Theorie (1869), Zur Theorie
der Elimination einer Variabeln aus zwei algebraischen Gleichungen (1881),
Die Subdeterminanten symmetrischer Systeme (1882), Ueber symmetrische
Systeme (1889) a Ueber orthogonale Systeme (1890). Vlastnosti determinanti
mnohdy vyvozoval pfi vykladu problematiky feseni soustav linearnich rovnic.

Jeho 21 univerzitnich pfednasek vénovanych determinanttim vyslo az roku
1903 pod nazvem Vorlesungen tber die Theorie der Determinanten. Na zacatku
prvni prednasky pojednédvajici o vzniku a vyvoji teorie determinantt je
uvedeno:

Urspriinglich waren die Determinanten aber wirklich ein Instrument, und
in diesem Sinne kann man auch sagen, sie seien nicht wie eine Schopfung der
Natur entdeckt, sondern wie ein wichtiges Werkzeug erfunden worden, und die
merkwirdige Geschichte ihrer Entstehung erinnert sehr an diejenige anderer
grosser Erfindungen. ([Kronecker, 1903], str. 1)

O Kroneckerovych prednaskach pise Thomas Muir ve své bibliografii mimo
jiné toto:

In the seventeenth of these lectures (pp. 291-306), which belong to the
period 1883-1891, we find ourselves face to face with matter closely analogous
to that of Paul Ginther’s version of a lecture of Weierstrass’, published
earlier in the same year but also belonging to a period much earlier than
the year of publication. The question of priority, however, is not troublesome:
there can be little doubt that the original idea of the tripartite definition was
Weierstrass’: indeed, the editor of the volume now before us says so in effect
in his Preface ... . ([Muir, 1930], str. 31-32)

Ve Weierstrassovych sebranych spisech je clanek Zur Determinantentheorie
(Werke III., str. 271-287). Neni to vSak skuteénd Weierstrassova préce, ale
jakasi zprava o jeho prednaskach o teorii a uziti bilinedrnich a kvadratickych
forem ze Skolniho roku 1886 /87; prezentoval ji Paul Giinther, jak uvadi kratkd
zévérefnad pozndmka (Werke II1., str. 287; viz téz [Muir, 1930], str. 31).

Poznamenejme, Ze v souvislosti s determinanty je jesté uvadéna Weierstras-
sova prace Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen z roku 1868
(viz [Muir, 1906], dil IV., str. 441-442).

8. Pfelom 19. a 20. stoleti

Prehledové prace

Podrobny pohled na stav teorie determinant® na pielomu 19. a 20. stoleti
a na jeji predchozi vyvoj mizeme ziskat proctenim nékolika ¢lankid encyklope-
dického charakteru, které se objevily jiz pocatkem 20. stoleti.

V rozsdhlé némecké matematické encyklopedii — Encyklopdadie der mathema-
tischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen [EMW] — v ¢lanku
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Kombinatorik z roku 1898, vénoval Eugen Netto (1848-1919) velkou pozornost
teorii determinantd. Determinanty tehdy byly, vzhledem k jejich ,zavislosti®
na permutacich, ¢asto fazeny ke kombinatorice.

Ve francouzské encyklopedii Encyclopédie des sciences mathématiques pures
et appliquées [ESM] byl roku 1904 otistén ¢lanek Analyse combinatoire et
theorie des déterminants, ktery je prepracovanim vyse zminéné Nettovy stati
o kombinatorice a determinantech. Pfelozil ji a podstatné rozsitil Henry Gustav
Vogt (1864-7).

Pro italskou, fundovanou encyklopedii Repertorio di matematiche superiori
(Definizioni — Formole — Teoremi — Cenni bibliografici) [Pasl] nesouci jméno
matematika Ernesta Pascala, kterda vysla ve dvou svazcich v letech 1898
a 1900, sepsal partii o determinantech Alfred Loewy (1873-1935). V némeckém
prekladu vyslo toto dilo pod ndzvem Repertorium der hoheren Mathematik
[Pas2] v letech 1900 a 1902, druhé vydani v letech 1910 a 1929. V tomto druhém
némeckém vydani je rozsahly Loewyho ¢lanek Kombinatorik, Determinanten
und Matrices otistén ve svazku II.1 na stranach 43 az 167.

V letech 1930 a 1932 vysSel ve dvou svazcich prvni dil italské matematické
encyklopedie Enciclopedia delle matematiche elementari [EME]. Editory byli
Luigi Berzolari (1863-1949), Giulio Vivanti (1859-1949), Duilio Gigli (1878-
1933). Druhy svazek obsahuje mimo jiné ptehledovy ¢lanek Determinanti,
jehoz autorem je L. Berzolari. Na tficeti strankdch je zde podan pfehled

vvvvvv

odkazu.

Prehledové clanky takovéhoto druhu naznacuji, Ze se popisovand teorie
pomalu zaéind uzavirat, ze hlavnich vysledkt jiz bylo dosazeno.

Ucdebnice teorie determinantti na prelomu 19. a 20. stoleti

Na pfelomu 19. a 20. stoleti pfinesla znac¢né mnozstvi materidlu pro
hlubsi studium teorie determinantii a jejich aplikaci ucebnice E. Pascala.
Je rozdélena na dvé casti. V prvni, nazvané Fondamenti del calcolo dei
determinanti (48 stran) a uréené k tvodnimu studiu, jsou vyloZeny pouze
zékladni vysledky této teorie, druha cast, Ricerce speciali sui determinanti
e applicazioni (282 stran), kterd je vénovana aktudlnim otdzkdm a aplikacim,
je doplnéna c¢etnymi historickymi poznédmkami a bibliografickymi odkazy.
Neémecky preklad z roku 1900 a druhé vydani z roku 1923 doplnil autor kratkym
pojednanim o vyvoji této discipliny. Némecké vydani obsahuje navic jmenny
a vécny rejstiik.

E. Pascal: I determinanti. Teoria ed applicationi con tutte le piu recenti
ricerche, Hoepli, Milano, 1897, viii+330 stran, 2. vydani: 1923; némecky
(H. Leitzmann): Teubner, Leipzig, 1900, xvi4+266 stran.

T. Muir ocenil mimo jiné i maly format této Pascalovy knizky:

A very attractive pocket text-book, with pages only a trifle larger than a post-
card, but 330 of them, and almost none of them occupied with Geometry. ... it
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is surprising to find how many comparatively fresh matters are touched on and
attributed with fair accuracy to the original writers.
([Muir, 1906], dil IV., str. 94)

Druhy dil univerzitnich pfednasek L. Kroneckera vydal v letech 1901 a 1903
Kurt Hensel pod nazvem Vorlesungen tiber Mathematik. Vorlesungen tber
allgemeine Arithmetik. Prvni ¢asti jsou prednasky o teorii ¢isel, druhou ¢asti
druhého dilu jsou pfednasky o teorii determinanti — 21 univerzitnich prednasek
z let 1883 az 1891.

L. Kronecker: Vorlesungen tber die Theorie der Determinanten, Leipzig,
1903, xii+390 stran.

T. Muir ve své monografii poznamenal:

No student who reads it through with care can fail to have his view widened
and see his subject in truer perspective than before. ([Muir, 1930], str. 105)

Velmi obsahlou uc¢ebnici, jejiz prvni vydani obsahuje podrobné zpracovanou
teorii nekoneénych determinantfi, je kniha Gerharda Kowalewského (1876—
1950). Vénuje se mimo jiné aplikacim, zejména aritmetickym, Gspésné ptitom
vyuziva maticovy pocet. Béhem prvni poloviny 20. stoleti byla nékolikrat
vydana, byla chapana jako vyznamna monografie.

Autor ji sepsal na zakladé vice nez desetileté pedagogické ¢innosti na
univerzitdch v Lipsku, Greifswaldu a Bonnu. Jeji podrobnou recenzi zverejnil
M. Boécher v ¢asopise Bulletin of the American Mathematical Society roku 1911.

G. Kowalewski: Finfihrung in die Determinantentheorie einschlieflich der
unendlichen und der Fredholmschen Determinanten, 1909, v+550 stran, 2. vy-
dani: 1925, vi+304 stran, 3. vydani: 1942, vii+-320 stran, 4. vydani: 1954,
vi+348 stran.

T. Muir o této knize mimo jiné napsal:

The quite unusual size of this textbook is in great part due to the considerable
amount of space taken up with applications and to the exceptional treatment of
one or two specialized determinants. ([Muir, 1930], str. 110)

Poznamenejme, Ze determinanty (a téz matice) byly jiz po¢atkem 20. stoleti
podstatnou soucasti fady sifeji zaméfenych ucebnic. Pfipomenime napt. knihy
M. Béchera, H. Becka, O. Schreiera a E. Spernera (viz [Bocher, 1907], [Beck,
1926], [Schreier, Sperner, 1931]).

9. Zobecrnovani determinantu

V souvislosti s rozvojem teorie determinantt se ve druhé poloviné minulého
stoleti objevila i nékterad jejich zobecnéni. Jednalo se hlavné o determinanty
kubické a n-rozmérné, o determinanty nekoneéné, o permanenty, determinoidy
a determinanty nad nekomutativnimi télesy.
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Determinanty kubické a n-rozmérné

Na mozZnost definovat a zkoumat kubické determinanty upozornil jako prvni
uz A. T. Vandermonde roku 1771 v praci Remarques sur les problemes de
situation; uvazoval uspoiddani prvkil a;;, do krychle, kde indexy ¢, j, k nabyvaji
hodnot od 1 do 4.

Soucet vSech soucini, které vzniknou permutaci druhych a tfetich indext
takovéhoto krychlového schématu prvki a jsou opatfeny vhodnym znaménkem,
je tzv. kubicky determinant. Tyto determinanty zkoumala ve druhé poloviné
19. stoleti rada matematikd. Jednim z prvnich byl matematik a astronom
Annibale de Gasparis (1819-1892), autor ¢lankt Sur les déterminants dont les
éléments ont plusieurs indices (1861), Sopra due teoremi dei determinanti a tre
indici, ed un altra maniera di formazione degli elementi di un determinante ad
m indici (1868) a Prodotto di due determinanti a tre indici espresso con un
determinante ordinario (1878).

V Sedesatych a sedmdesatych letech 19. stoleti se této problematice vénovali
hlavné Gustav Robert Dahlander (1834-1903) v praci Om en klass funktioner,
hvilka ega flera egenskaper analoga med determinanternes (1863), Angelo
Armenante (1844-1878) v ¢lanku Sui determinanti cubici z roku 1868 otisténém
v Casopise Giornale di matematiche di Battaglini a Ernesto Padova (1845-1896)
ve stejné nazvaném c¢lanku, ktery nasledoval hned za Armenanteovou praci.

V roce 1877 studoval Giovanni Garbieri (1847-1931) pfirozené zobecnéni
pojmu kubicky determinant. V praci Determinanti formati di elementi con
un numero qualunque d’indici vySetfoval n-rozmérné determinanty; kratky
avod k tomuto c¢lanku sepsal G. Bellavitis, ktery se o tuto problematiku
v té dobé rovnéz zajimal. Podobnymi otdzkami se roku 1868 zabyval Johann
Georg Zehfuss (1832-7) v pojednéni Ueber eine Erweiterung des Begriffes der
Determinante, roku 1878 J. H. Braasch, o rok pozdéji Henry-William Lloyd
Tanner (1851-1915) a v letech 1879 az 1881 R. F. Scott.

V osmdesatych a devadesatych letech 19. stoleti se této problematice vénovali
dalsi matematici. Nejaktivnéjsim byl Leopold Bernhard Gegenbauer (1849—
1903), ktery v letech 1880 az 1893 sepsal o vicerozmérnych determinantech
devét praci. Dalsi ¢lanky o tomto tématu publikovali Wladyslaw Zajaczkowski
(1837-1898) roku 1880, Gustav Ritter von Escherich (1849-1935) roku 1880,
Leopold Schendel roku 1885, Nikolaus von Sziits v letech 1890 a 1895, John
Edward Campbell (1862-1924) roku 1892, Tito Camillo Cazzaniga (1872—
1900) roku 1898, Emil Waelsch (1863-1927), profesor matematiky na brnénské
technice, roku 1898. Velmi pékné a zasvécené pojednani On three dimensional
determinants napsal Earle Raymond Hendrick (1876-1943) roku 1899.

Poznamenejme, Ze se problematika kubickych a vicerozmérnych determi-
nantt objevila jen v knihach S. Giinthera (1875), R. F. Scotta (1880) a E. Pas-
cala (1897, 1900). Uplnou bibliografii n-rozmérngch determinantti vydal roku
1924 Maurice M.-A. Lecat (1884—7) v apendixu svého rozsahlého dila Bibliogra-
phie de la relativité. Je rovnéz autorem vyznamného dila Lecons sur la théorie
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des déterminants a n dimensions avec applications a I’Algébre, a la Géométrie
z roku 1910. Percy Alexander MacMahon (1854-1929) o ni napsal:

I believe that there is no other book which deals exclusively with the subject.
In the preface he deplores the extent to which determinants of n dimensions
have been overlooked, and the fact that only some twenty mathematicians have
been interested. His bibliographical list extends from Cayley (1844) to Calegari
(1904). ([MacMahon, 1927], str. 282)

Nekoneéné determinanty

Pokud fad determinantu neomezené roste, ptrichazi v ivahu limitni prechod,
a opoustime tak algebru; dostdvame nekonecéné determinanty, které jiz patii
do matematické analyzy. Jsou dutlezité napf. v teorii obycejnych linearnich
diferencialnich rovnic. Toto zobecnéni se déje na pidé spocetného nekonecna.
Lze vsak obdobnym zptsobem postupovat ,spojité“ — pak dostaneme tzv.
determinanty Fredholmovy, které hraji roli v teorii integralnich rovnic.

K nekoneénym determinanttim dosel roku 1870 Ernst Theodor Kétteritzsch
(1841-7) pfi feSeni nekoneéné mnoha linedrnich rovnic o nekonefné mnoha
nezndmych, a to v praci Ueber die Auflésung eines Systemes von unendlich
vielen linearen Gleichungen.

K obdobné problematice dospél roku 1877 astronom George William Hill
(1838-1914) v praci On the part of the motion of the lunar perigee which is
a function of the mean motions of the Sun and Moon.

Exaktni teorii nekonecnych determinantd vybudoval v letech 1884 az 1886
Jules-Henri Poincaré (1854-1912) v pracich Remarques sur l’emploi de la
méthode précédente a Sur les déterminants d’ordre infini a Helge von Koch
(1870-1924) v letech 1890 az 1895 v pracich Om upplésningen aof ett sys-
tem linedra likheter mellan ett odndligt antal obekanta, Bidrag till teorin for
odndliga determinanter, Sur les déterminants infinis, et les équations différen-
tielles linéaires ..., Sur la convergence des déterminants d’ordre infini et des
fractions continues. Dalsi prace na toto téma sepsal T. C. Cazzaniga v letech
1897 az 1899.

Blizsi pouceni o nekoneénych determinantech najdeme v prvnim vydani
Kowalewského knihy Finfihrung in die Determinantentheorie einschliefSlich der
unendlichen und Fredholmschen Determinanten.2* 17. kapitolu své monografie
zacal G. Kowalewski takto:

Wir betrachten ein doppelt unendliches Schema von folgender Art:

ail a2 ais
a1 a2 aG23
az1 az2 asg

24 Viz podrobna recenze této knihy od M. Béchera, Bulletin of the American Mathematical
Society 17(1911), 120-140.
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Wenn die Determinante

ail ai2 e QA1n

a1  G22 az
A, = "

an1 an2 Ann

bei unendlich zunehmendem n einem Grenzwert A zustrebt, so schreiben wir

air a2 a3

a a a
A— 21 22 23

az1 asz2 as3

und nennen A eine Determinante von unendlicher Ordnung oder kurz eine
unendliche Determinante. Nattrlich braucht lim A,, nicht zu existieren. ...

Wir wollen jetzt annehmen, daff A existiert und einige Eigenschaften
feststellen, die sie mit den endlichen Determinanten teilt.
([Kowalewski, 1909], str. 369-370)

Poznamenejme, ze v dalsich vydanich Kowalewského knihy byly partie o ne-
koneénych determinantech vynechény. V predmluvé ke tifetimu vydani své
monografie autor napsal:

Die zweite Auflage meines Determinantenbuches unterschied sich von der
ersten hauptsdchlich dadurch, dafS die Fredholmsche Theorie auf einen etwas
engeren Raum beschrankt wurde. Ich habe mich bei der Vorbereitung der dritten
Auflage nicht entschlieffen kénnen, diese Kiirzung wieder aufzuheben, zumal
inzwischen im gleichen Verlag ein besonderes Buch tber Integralgleichungen
von mir erschienen ist. ...

Die unendlichen Determinanten, deren Theorie, abgesehen von der beson-
deren Klasse der Kochschen Normaldeterminanten, noch micht recht gekldrt
ist, lasse ich auch diesmal beiseite. ([Kowalewski, 1909], 3. vydani, 1942, pfed-
mluva)

Permanenty

Jestlize definici determinantu mirné modifikujeme tim, Ze ,,vynechdme zna-
ménka“, tj. k jednotlivym soucinim prvki jednotlivych radkt a sloupci ne-
pfipojime znaménka pfislusnych permutaci, dospéjeme k pojmu permanent.
Aplikace teorie permanenti se objevuji v kombinatorice, teorii graft, pravdé-
podobnosti, ve statistické mechanice, fyzikalni chemii atd.

Teorie permanentti ma svij piivod ve vyse zminénych pracich J. P. M. Bineta
a A.-L. Cauchyho pfednesenych roku 1812 (a publikovanych roku 1812, resp.
1815), o nichz jsme se zmitiovali v souvislosti s rozvojem teorie determinanti.

J. P. M. Binet podal formule pro po¢itdni permanent matice typu m X n
pro m < 4, ale nikoli pro m > 4. Permanent takové matice pro m < n je
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souctem vSech moznych soudini m prvka matice A, z nichz Zadné dva nejsou
ze stejného fadku a ze stejného sloupce.

V Cauchyové praci se objevil termin fonctions symétriques permanentes,
ktery byl pouzit pro specialni typ symetrické funkce. V dnesnim smyslu uzil
poprvé termin permanent roku 1882 Thomas Muir ve své ucebnici A treatise
on the theory of determinants with graduated sets of exercises.

Teorie permanentil se rozvijela zejména od roku 1855; pfipomenme jen tii
nasledujici prace:
C. W. Borchardt?®: Bestimmung der symmetrischen Verbindungen vermittelst
ihrer erzeugenden Function (1855),

F. Joachimsthal?: De aequationibus quarti et sexti gradus quae in theoria
linearum et superficierum secundi gradus occurrunt (1856),

A. Cayley: Note sur les normals d’une conique (1857).

Béhem 19. stoleti byly publikovany asi dvé desitky praci o permanentech.
Byly hledany a nalézény nejrtiznéjsi identity, vzorce pro rozvoje permanentii
apod. V fadé praci se objevily rizné identity, v nichz figurovaly jak permanenty,
tak determinanty. Dtikazy nékterych vysledkit tohoto typu byly pomérné
obtizné.

Na pocatku 20. stoleti prislo urcité oziveni zadjmu o permanenty. Vénovali se
jim napf. Robert Franklin Muirhead (1860-1941), George Pdlya (1887-1985)
a Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996). Jejich vysledky do znac¢né
miry souvisely s aplikacemi teorie permanentd v jinych oblastech matematiky.

T. Muir zachytil ve své bibliografii teorie determinantt (viz [Muir, 1906])
vSechny prace o permanentech, které byly publikovany do roku 1920. O pro-
blematice permanenttt pojednava z urc¢itého nadhledu i ¢lanek [MacMahon,
1927].

V letech 1926 az 1959 nebyl o permanenty témér zadny zajem. Urcité oziveni
nastalo az po roce 1959. Zacali se jim vénovat Joel Lee Brenner (1912-1997),
Eduardo Renato Caianiello (1921-1993), Jerome Levine (1937-2006), Marvin
Marcus (nar. 1927), Dallas W. Sasser, John Clarke Slater a dal$i matematici.
V Sedesatych a sedmdesatych letech doslo k rozsifeni a prohloubeni teorie
permanentii. Rozvijelo se studium jejich specialnich vlastnosti, vySetfovaly se
ruzné formule, které mély aplikace v kombinatorice.

Problematice permanentd se v Sedesatych az osmdesatych letech 20. stoleti
intenzivné vénoval zejména Henryk Minc (nar. 1919).27 Jeho prvni prace
o permanentech je z roku 1961, posledni z roku 1994. Roku 1978 ve své
knize Permanents uvedl, ze od objevu permanenti roku 1812 se jimi zabyvalo
155 matematiki, ktefi o nich napsali 301 praci; pfitom zhruba tfi ¢tvrtiny
téchto praci byly napsany v letech 1959 az 1978. V prvni kapitole nazvané The

25 Carl Wilhelm Borchardt (1817-1880).
26 Ferdinand Joachimsthal (1818-1861).
27 Viz nap¥. [Marcus, 2003].
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theory of permanents in the historical order of development shroméazdil H. Minc
zékladni informace o vyvoji této zajimavé discipliny.

H. Minc spolupracoval s fadou dalsich matematikt, zejména s Marvinem
Marcusem.?® Mincovy nejvyznamnéjsi vysledky tykajici se permanenti jsou
obsazeny v pracich Recurrence formulas for the permanents of (0,1)-circulants
a Permanental compounds of companion matrices and permanents of (0,1)-
circulants z let 1985 a 1987. Ctenafe je mozno odkazat na vyse zminénou knihu
Permanents (1978, rusky 1982), pfipadné na néasledujici ¢élanky:

M. Marcus, H. Minc: Permanents®® (1965),
H. Minc: Theory of permanents 1982-1985 (1987).

Determinoidy

V letech 1913 az 1926 zobecnil Cuthbert Edmund Cullis (?-1954) pojem
determinantu zavedenim tzv. determinoidu. Determinoid je definovan jako
souCet soucinii utvorenych z prvkid obecné obdélnikové matice podobnym
zpusobem, jako je determinant utvoren z matice ¢tvercové.

V predmluvé k prvnimu svazku svého rozsadhlého dila nazvaného Matrices
and determinoids (1913, 1918, 1925) C. E. Cullis napsal:

The present work is an amplification of a course of lectures given for the
University of Calcutta in the winter of 1909-10. Its chief feature is that it
deals with rectangular matrices and determinoids as distinguished from square
matrices and determinants, the determinoid of a rectangular matriz being
related to it in the same way as a determinant is related to a square matriz.
An attempt is made to set forth a complete and consistent theory or calculus
of rectangular matrices and determinoids. ([Cullis, 1913], str. v)

Pojem determinoidu je zaveden v nasledujicich odstavcich.

If as large a number as possible of elements o, 3,7,0,... are selected from
the matriz A in such a manner that no two of the selected elements occur in the
same horizontal row and no two in the same vertical row, their product a0 . . .
will be called a complete derived product belonging to the matriz. The number
of elements in each complete derived product is equal to the efficiency of the
matriz; and the total number of such products, when the order of arrangement
of the factors is disregarded, is

nn—1)Mn-2)...(n—m+1) or m(m—-1)(m-2)...(m—n+1)

according as n is greater or less than m. ([Cullis, 1913], str. 3)

The determinoid of any matriz A will be defined to be the algebraical sum of
all its complete derived products, when each product is provided with a positive
or negative sign in accordance with the following rule of signs.

28 Viz napt. [Grone, 1994].
29 Tato prace ziskala cenu — L. R. Ford Memorial Prize.
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Rule of Signs. Let af3vd ... be any complete derived product, in which the
order of the factors is immaterial. In the matriz A count the total number of
horizontal and vertical steps from the leading element to the element «; let this
number be o’ . Strike out in A the horizontal row and the vertical row in which
«a occurs, and let the matrixz formed by the remaining horizontal and vertical
rows be called A;.

In the matriz A1 count the total number of horizontal and vertical steps from
the leading element to the element 3. Let this number be (3. Strike out in A
the horizontal row and the vertical row in which 8 occurs, and let the matriz
formed by the remaining horizontal and vertical rows be called As.

... Then the sign to be attached to the product a4 ... is the same as the
sign of (—1)® T8+ +0" - ([Cullis, 1913], str. 12-13)

Cullisova teorie determinoida se neujala.

Determinanty nad nekomutativnimi strukturami

Velmi kratce po Hamiltonovu objevu kvaterniont (1843) se objevily Gvahy
o determinantech matic, jejichz prvky jsou kvaterniony. Situace je vSak
komplikovana tim, Ze nédsobeni kvaternionti neni komutativni. Napf. pro matici

ail a
A= (0 012
a1 a2
nad komutativnim télesem je

11022 — A21012 = G11022 — A12021 ,

pro matici A nad nekomutativnim télesem tomu tak byt nemusi. Neni tedy
vibec jasné, jakym zptisobem determinant matice nad nekomutativnim télesem
definovat, aby mél tento pojem rozumné vlastnosti.

Nékolik pokust, jak zavést determinant matice, jejiz prvky jsou kvaterniony,
se objevilo jiz béhem 19. stoleti.

Jiz A. Cayley definoval v praci On certain results relating to quaternions
z roku 1845 determinant matice druhého fadu nad télesem kvaterniont rovnosti

det A = aj1a22 — a21012 ,

ktera odpovidé rozvoji determinantu podle prvniho sloupce. Pro matici tretiho
fadu je tedy podle Cayleyovy definice

det A = (111((1221133 - a32a23) - a21(a12a33 - 1132@13) + 1131(1112(123 - 1122(113) .

Je vSak nepfijemné, ze determinant matice se stejnymi fadky je roven nule, ale
determinant matice se dvéma stejnymi sloupci roven nule byt nemusi. Je totiz

a b a a
(a b)—ab—ab—O7 (b b)—ab—ba.
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Je pochopitelné, ze v nekomutativnim p¥ipadé nemusi byt ab—ba = 0. Podobny
problém je s vétou o nasobeni determinant®. Pro matice

() e

nad télesem kvaterniond je
det(A-B) =2 -2k, ale det A-det B=2k-0=0.

Informace o Cayleyho determinantech matic sestavenych z kvaternionu je
v apendixu druhého vydani Hamiltonovy knihy Elements of quaternions (1889),
pise o nich téz J. M. Peirce v praci Determinants of quaternions z roku 1899.

E. Study (1862-1930) se této problematice vénoval roku 1920 v ¢lanku Zur
Theorie der linearen Gleichungen. Matici fadu n transformoval na komplexni
matici fadu 2n a z té pocital determinant béZnym zpisobem. Determinanty
hermitovskych kvaternionovych matic zkoumal roku 1922 téz americky mate-
matik Eliakim Hastings Moore (1862-1932) v praci On the determinant of an
hermitian matrixz with quaternionic elements.

Problematika determinant® nad télesem kvaternioni je stale ziva. V posled-
nich desetiletich ji byly vénovany napf. tyto prace:

F. J. Dyson®’: Quaternion determinants (1972),
Madan Lal Mehta®': Determinants of quaternion matrices (1974),
P. van Praag: Sur les déterminants des matrices quaternioniennes (1989),

P. van Praag: Sur la norme réduite du déterminant de Dieudonné des matrices
quaternioniennes (1991),

H. Aslaksen3?: Quaternionic determinants (1996),
N. Cohen, S. De Leo3?: The quaternionic determinants (2000).

V poslednich dvou ¢lancich je bohatéa bibliografie praci zaméfenych na aplikace
kvaterniont v kvantové mechanice.

Teorii determinantl nad nekomutativnim télesem podal Jean Dieudonné
(1906-1992) roku 1943 v praci Les déterminants sur un corp non-commautatif.
Na ni navazali napf. J. L. Brenner ¢lankem Applications of the Dieudonné de-
terminant (1968), Paolo Piccinni praci Dieudonné determinant and invariant
real polynomials on gl(n,H) (1982) a Paul van Praag svymi ¢lanky L’élimi-
nation linéaire dans les corps gauches (1986) a Remarques sur l’élimination
linéaire dans les corps gauches et le déterminant de Dieudonné (1986).

30 Freeman John Dyson (nar. 1923).
31 Madan Lal Mehta (1932-2006).
32 Helmer Aslaksen.

33 Nir Cohen, Stefano De Leo.
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10. Bibliografie teorie determinantu a jeji vyuziti

Thomas Muir — bibliografie teorie determinantu

Sir Thomas Muir (1844-1934) se narodil ve Skotsku. V letech 1892 az 1915
byl nejvy$sim skolskym funkciondfem (Superintendent General of Education)
v Kapském mésté v jizni Africe; v této funkci si ziskal velké zasluhy o vybudo-
véani tamniho Skolstvi. Pravem platil za nejlepsiho znalce teorie determinanti,
napsal ucebnici A treatise on determinants. With graduated sets of exercises.
For use in colleges and schools (London, 1882, viii4240 stran) a velky pocet
Casopiseckych praci o determinantech. Velmi pozorné sledoval veskeré prace
tykajici se determinantt, od roku 1881 uvefejnioval bibliografické prehledy ta-
kovychto praci.?*

V pfedmluvé ke knize Permanents [Minc, 1978] napsal M. Marcus tato slova:

In referring to Sir Thomas Muir and his monumental work The Theory
of Determinants in the Historical Order of Development, Minc calls him the
"master from Edinburg.”

Prvni svazek své rozsahlé bibliografie vénované determinanttim vydal Tho-
mas Muir roku 1890. O Sestnact let pozdéji vySel tento svazek doplnény
a podstatné rozsiteny jako prvni dil velkoryse koncipovaného dila The theory
of determinants in the historical order of development. V dalsich letech
(1911, 1920, 1923) nésledoval druhy az ¢étvrty dil a roku 1930 paty dil
s mirné modifikovanym nazvem — Contributions to the theory of determinants
1900-1920. V Muirové bibliografii jsou zachyceny prakticky vSechny préace
o determinantech (v tématickém a chronologickém uspotfddani) od roku 1693
(tj. od G. W. Leibnize) az do roku 1920.3°

U citovanych praci uvedl T. Muir vzdy to nejpodstatnéjsi: charakter prace,
jeji struény obsah, hodnoceni, souvislost s jinymi pracemi apod. Jeho bibliogra-
fie obsahuje na 2500 stranach informace témér o vSech pracich vymezeného ob-
dobi, které se tykaji determinantti, a je tak svym zpasobem naprosto jedinecna.
Publikovanou bibliografii T. Muir neustale doplnoval drobnéjsimi historickymi
poznadmkami a prehledy.

V predmluvé prvniho dilu T. Muir o svém dile napsal:

... It is intended for the student who aims at acquiring such a knowledge
as can only be got by a study of the subject in the historical order of its
development, for the investigator who is specially interested in this branch of
mathematics and to become acquainted with the various lines of attack opened
up by previous workers, and for the general working mathematician who requires
guidebooks and books of reference concerning special domains.

([Muir, 1906], dil I., str. v)

34 Viz nap¥. [Maritz, 2005].
35 Prvni dil zahrnuje obdobi 1693 az 1841, druhy dil obdobi 1841 az 1860, tieti dil 1861
az 1880, ¢tvrty dil 1880 az 1900 a paty svazek 1900 az 1920.
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Uvod prvni kapitoly prvniho dilu zacal T. Muir nasledujici zajimavou
poznamkou obecného charakteru:

The way in which the material for a history of the theory of Determinants
has been accumulated is quite similar to that which has been observed in the
case of other branches of science. ([Muir, 1906], dil L., str. 1)

Kenneth O. May — studium vyvoje teorie determinantu

Kenneth O. May (1915-1977), americky matematik a historik matematiky,
zakladatel ¢asopisu Historia Mathematica (1974), je autorem uzite¢nych a Gasto
vyuzivanych zdroju Bibliography and Research Manual of History of mathema-
tics (1973) a Index of the American Mathematical Monthly (1977).36

Na zakladé tak bohaté a kvalitni bibliografie, jakou je rozsahlé dilo Thomase
Muira, je mozno provadét rizné epistemologické vyzkumy tykajici se zakoni-
tosti vyvoje védecké discipliny a védy vibec. Dokladem toho je Mayova prace
Growth and quality of the mathematical literature z roku 1968.37 K. O. May vy-
Sel z obsirné Muirovy bibliografie, novéjsi idaje ziskal z referativnich casopisi.
Hodnotil mimo jiné nartistajici celkovy pocet praci o determinantech a jeho
roéni prirtstky jako funkce ¢asu a srovnaval je s obdobnymi funkcemi tykaji-
cimi se celé matematiky. Tak ziskal pomérné podrobny pohled na ,kvantitativni
vyvoj“ teorie determinantd v ramci vyvoje celé matematiky.

Velmi strucné je mozno Mayovy zavéry charakterizovat nasledujicimi slovy.
Nartst zajmu o determinanty byl ve druhé poloviné 19. stoleti rychlejsi
nez rust zdjmu o matematiku. Teorie determinantti se v té dobé podilela
na vice nez jednom procentu veskeré matematické produkce. Nejvice praci
o determinantech bylo publikovano v sedmdesatych letech 19. stoleti — asi 40 za
rok. Nasledoval pokles zadjmu; za¢atkem devadesatych let bylo o determinantech
uvefejnéno jiz jen kolem 25 praci rocné. Po malém oziveni na pfelomu stoleti
(cca 30 praci ro¢né) jiz nasledoval trvaly pokles zajmu o determinanty, ktery
trva dodnes.

Od kvantitativntho hodnoceni matematické produkce piesel K. O. May
k hodnoceni kvalitativnimu. Prace o determinantech rozdélil do Sesti kategorii,
podle toho, co prinaseji:

1. nové teoretické myslenky nebo nové vysledky,

2. aplikace novych vysledkd v jiné oblasti,

3. logické a historické ut¥idéni dosavadnich vysledkti (monografie),

36 Viz Kenneth O. May, 1915-1977, A Memorial Tribute to Kenneth O. May, Historia
Mathematica 5(1978), 1-2, 3-12, A. C. Lewis: Kenneth O. May and information retrieval in
mathematics, Historia Mathematica 31(2004), 186-195.

37 K. O. May v ni navazal na svoji pfedchozi staf Quantitative growth of the mathematical
literature z roku 1966. Vytah z obou Mayovych ¢lanka byl otistén v Pokrocich matematiky,
fyziky a astronomie roku 1970 pod nazvem Rust matematické a literdrni produkce a jeji
kvalita.
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4. metodické a didaktické shrnuti dosavadnich vysledki (ucebnice),
5. vysledky jiz znamé (at védomsé, nebo nevédoms),

6. triviality.

Diskutoval nejprve otézky zatazovani publikaci do téchto kategorii a studoval
grafy ro¢nich pfirtstkt v téchto Sesti kategoriich ve srovnani s grafem ro¢nich
prirtstki celkové produkce teorie determinanti. Ziskal tak jesté podrobnéjsi
pohled na vyvoj teorie determinanti. Jeho zavéry je mozno strucné shrnout
takto: nové vysledky a myslenky jsou nejstabilnéjsi slozkou (v priaméru asi
tfi prace za rok), aplikaci bylo nejvice v poc¢ateénim obdobi (nejvétsiho rustu
dosahly v obdobi 1830 aZ 1860), po roce 1860 nastal prudky nartist u¢ebnicové
literatury, nejvice trivialit a opakovanych vysledkt je v obdobi 1860 az 1910,
kdy byla teorie determinant velmi médni disciplinou.

K. O. May studoval na nékolika konkrétnich prikladech problematiku
opakovaného publikovani jiz zndmych vysledkd a pri¢iny tohoto jevu. Zabyval
se rovnéz otazkou pomalého pronikani novych vysledk do ucebnic. Uvedl,
7e 7z 227 ucebnic teorie determinantti, které vysly do roku 1920, jen asi Sest
ukazuje, ze jejich autofi méli dokonaly ptehled o vysledcich teorie, o niz
psali. Svd zkouméni uzaviel konstatovanim, Ze by bylo dobré vychovavat
studenty matematiky k soustavné praci s matematickou literaturou, zejména
s referativnimi ¢asopisy.

11. Zavér

Dne 7. fervna 1927 proslovil P. A. MacMahon, ktery je povaZovin za
klasického algebraika, pokracovatele Cayleyho a Sylvestera, na Univerzité
v Cambridge Lecture on the Rouse Ball Foundation nazvanou The structure
of a determinant, v niz se vénoval determinantim, a zejména permanentiim.
Svoji fe¢ zahajil takto:

When I was invited to deliver this lecture I chose as my subject ”The
structure of a determinant” for several reasons. It makes an appeal to workers
in all branches of mathematics pure and applied. To quote M. Lecat: ” Aujour-
d’hui ces déterminants font partie en quelque sorte de I’ABC de la plus belle
des sciences; nul ne les ignore, car nul ne doit ni ne peut les ignorer”. Also
the subject has come much to the fore during the last few years. There have
been new developments, and, personally, I have given much thought to them.

([MacMahon, 1927], str. 273)

Koncem dvacétych let 20. stoleti povazoval jesté P. A. MacMahon determi-
nanty za zakladni matematicky néstroj.

O sedmdesat let pozdéji se objevil diametralné odlisny nézor. Sheldon Axler
v patnéctistrankovém ¢lanku Down with determinants! navrhuje zcela vynechat
determinanty ze zakladniho kurzu linedrni algebry a nahradit je alternativnim
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postupem. Domniva se, ze partie o determinantech je pro studenty obtizna,
mimo jiné proto, ze determinanty byvaji zavddény bez motivace. Alternativni
pfistup demonstruje na problematice vlastnich ¢isel a vlastnich vektort —
doporucuje budovat tento celek na pojmu linearni operator. Tvrdi, Ze tato
cesta vyuasti mimo jiné v hlubsi porozuméni Jordanovu kanonickému tvaru.
V Gvodu svého ¢lanku pise:

This paper will show how linear algebra can be done better without determi-
nants. Without using determinants, we will define the multiplicity of an eigen-
value and prove that the number of eigenvalues, counting multiplicities, equals
the dimension of the underlying space. Without determinants, we’ll define the
characteristic and minimal polynomials and then prove that they behave as ex-
pected. Next, we will easily prove that every matrix is similar to a nice upper-
triangular one. Turning to inner product spaces, and still without mentioning
determinants, we’ll have a simple proof of the finite-dimensional Spectral Theo-
rem.

Determinants are needed in one place in the undergraduate mathematics
curriculum: the change of variables formula for multi-variable integrals. Thus
at the end of this paper we’ll revive determinants, but not with any of the usual
abstruse definitions. We’ll define the determinant of a matrix to be the product
of its eigenvalues (counting multiplicities). This easy-to-remember definition
leads to the usual formulas for computing determinants. We’ll derive the change
of variables formula for multi-variable integrals in a fashion that makes the
appearance of the determinant there seem natural.

([Axler, 1995], str. 139)

Svij pristup k vyuce linedrni algebry prezentoval S. Axler roku 1996
v ucebnici Linear algebra done right, ktera hned roku 1997 vysla v druhém
vydani.

Determinanty poutaly a poutaji pozornost i z metodického hlediska. P¥ipo-
metime napi. ¢lanek Georgie E. Silova (1917-1975) Pokus o vyklad theorie
determinanti bez theorie permutaci z roku 1951, ktery prezentuje zajimavé
moznosti vykladu teorie determinanti, resp. jejich postaveni v matematice.

Poznamenejme jesté, ze se k problematice determinantti ¢as od ¢asu nékdo
z matematikt vraci; prikladem je kratky clanek A characterization of the de-
terminant od Desmonda Fearnley-Sandera publikovany roku 1975 v ¢asopisu
The American Mathematical Monthly. D. Fearnley-Sander nejprve pfipomnél
Weierstrassovu definici determinantu; teoreticky pfistup k determinantim —
vyrazné ovlivnény ,moderni dobou“ tzv. strukturni matematiky — charakteri-
zoval v ivodnim odstavci své staté témito slovy:

The standard approach to the study of determinants is to prove the existence,
for any n-dimensional vector space V over the field K, of a non-zero alternating
multilinear form d: V* — K, and then to define the determinant detT of
a linear map T:V — V by the requirement that

detT - d(z1,xa,...,x,) =d(Tx1,Txa,...,Txy)
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for all (x1,xa,...,x,) € V"; these conditions determine d modulo a scalar
multiple and hence completely determine the function det: L(V) — K, where
L(V) is the algebra of all vector space endomorphisms of V. At an elementary
level one is chiefly interested in the function det defined on linear maps, rather
than in the related function d defined on n-tuples. It is natural to ask for
a characterization of det which is intrinsic in the sense that the characterizing
properties refer to the action of det on linear maps.

([Fearnley-Sander, 1975], str. 838)
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