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II. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

S tlohami, které vedou na soustavy linearnich rovnic, se setkdvame jiz
v nejstarsich civilizacich, ve starém Egypté a Mezopotamii; charakterizuji
znalosti poctart, kteri zili pred ctyfmi tisici lety. K vyraznému pokroku
v metodach Feseni takovychto tloh doslo ve staré Ciné pred dvéma tisici lety.
Anticky svét se touto problematikou pfili§ nezabyval. Ve stfedovéké Evropé
pracoval s velmi zajimavymi soustavami linedrnich rovnic Leonardo Pisansky.

Ctenéfe lze odk4zat na nasledujici monografie, v nich# lze nalézt fadu dalsich
bibliografickych informaci:

J. Be¢var a kol.: Matematika ve stredoveké Evropé (2001),

J. Be¢var, M. Bec¢vatova, H. Vymazalova: Matematika ve starovéku. Egypt
a Mezopotdmie (2003),

H. Vymazalova: Staroegyptskd matematika. Hieratické texty (2006),
J. Hudeéek: Matematika v deviti kapitoldch (2008).

1. Egypt

V Moskevském papyru se vyskytuje nékolik dloh, které je mozno vyjadrit
jednoduchymi soustavami linedrnich rovnic. Jsou to tlohy vénované problema-
tice chleba a piva. S nékolika takovymi tlohami, které vSak vedou pouze na
jednu linearni rovnici, jsme se setkali jiz v predchéazejici kapitole.

V 5. tloze Moskevského papyru je tieba zjistit pocet dzbant piva o pesu 4,

které odpovidaji 100 chlebim o pesu 20 (pfislusnym koeficientem je %)

7 jedné meéftice obili se podle zadani upece dvacet chlebii; sto chlebi se upece
7z péti méfic. Vypoctenych pét méFic se tedy vynédsobi jednou polovinou (uziti
koeficientu) a vynasobi ¢tyfmi; vychazi 10 dzband piva.

V 9. dloze je tkolem pievést 16 méfic hornoegyptského je¢mene na 100
chlebd o pesu 20 a na pivo o pesu 2, 4, 6 (pfisluSnym koeficientem je %),
z popsaného feSeni vyplyva, Ze budou vyrobena stejnd mnozstvi téchto tii
druha piva, i kdyz to ze zadani ptfikladu vibec neni zfejmé.

Nejprve je vypocteno, ze na 100 chlebil o pesu 20 je tfeba 5 métic jeCmene,
tj. na vyrobu piva zbude 11 méfic jeCcmene. Oznacime-li pismenem y pocet
dzband jednotlivych druhi piva o pesu 2, 4, 6, ziskdme rovnici
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Postup vypocétu starych Egypfant v podstaté odpovidd feseni této rovnice;
vyrobi se po Sesti dzbanech jednotlivych druhti piva.
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Ve 24. Gloze se ma vyrobit z 15 méfic je¢mene 100 chlebd a 10 dzband pi-
va, priCemz pesu piva mé byt jednou desetinou pesu chleba; opét se uvazuje
koeficient % Pesu chleba vychézi 20, pesu piva vychazi 2.1

Vyse uvedené slovni tlohy 1ze v nasi symbolice zapsat takto:

5. dloha: 100 =220,
y=4%-a-4. (x=5, y=10)
9. dloha: 100 =z - 20, (xr=5, y=6)
y=1-a1-2, (21 = 6)
y=1.25.4, (22 = 3)
24. uloha: 100=12z1-p, (p=20, 1 =5, x2 =10)
1
10=1.25-2
15=21+ x> .

Priklady o chlebu a pivu vedouci na soustavy linedrnich rovnic, které jsou
obsazeny v Rhindové papyru (71. az 78. dloha), jsou jednodussi, nebot se v nich
nevyskytuji zddné koeficienty.

Velmi zajimava je 71. tloha, v niz se hovofi o tom, Ze z jednoho dzbanu
piva (o pesu 2) byla odlita jedna ¢tvrtina a pro ,zjemnéni“ byla nahrazena
vodou. Vypocitat se ma pesu zfedéného piva. Podle uvedeného feSeni odpovida

1 11

jednomu dzbanu 5 méfice sladu, po odebrani jedné ¢tvrtiny vyjde 3 g méfice

sladu. Prevracend hodnota tohoto ¢isla je 2 %, a to je pesu zfedéného piva.

V 72., 73. a 75. tloze je nahrazovano zndmé mnozstvi chlebti dané kvality
nezndmym mnozstvim y chlebi jiné dané kvality. Nejprve je vypocteno
mnozstvi £ mouky potfebné pro vyrobu znadmého mnozstvi chlebi, a potom
neznama y. Podobny charakter maji 77. a 78. uloha, v nichz se nahrazuje pivo
chlebem, resp. chleba pivem.

vvvvvvvvvv

mnozstvi chlebti zndmé kvality nahradit neznamymi mnozstvimi y;, yo chlebi
dvou ruznych kvalit 10 pesu a 20 pesu; mlcky se pfitom predpoklada, ze se pro
tato dvé nezndmé mnozstvi chlebll pouzije stejné mnozstvi obili.

V 76. tloze je tfeba nahradit dané mnozstvi chlebii zndmé kvality nezndmym
mnozstvim chlebt dvou riznych kvalit 20 a 30 pesu; v tomto pripadé se oproti
predchozimu ptikladu predpokléddé, ze ziskdme stejnd mnozstvi y obou druhi
chleba.

Vsechny tyto tlohy je mozno vyjadiit nasledujicimi rovnicemi:
1 Piiklad je poznamendn chybou; v zadani je pozadovano 200 chlebii, v odpovédi je

uvedeno jen 100 chlebi. Predpokladame, ze je chyba v zadani — tomu odpovida vyse uvedena
interpretace.
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71. tloha: l=z-2,
l=(z—g2)-p. (r=3,p=23)

72. uloha: 100=x-10,

y=ux-45. (xr =10, y = 450)
73. uloha: 100 ==z -10,

y=x-15. (xr =10, y = 150)
74. dloha: 1000 =z -5,

ylZ%'loa

o =£.20 (z =200, y; = 1000, y2 = 2000)
75. uloha: 155 =x-20,

y=a-30. (=741, y=232%)
76. uloha: 1000 =z - 10,

y=a-20,

y=1>0-30,

z=a+b. (z =100, y = 1200)
77. tloha: 10=2z-2,

y=1x-5. (x=5, y=25)
78. uloha: 100=x-10,

y=x- 2. (x =10, y =20)

Z naseho pohledu se vétsinou nejedna o klasické soustavy linearnich rovnic,
ale o situaci, kdy se z prvni rovnice vypocte jedna neznamaé, ta se dosadi do
druhé rovnice, a pak se vypocte druha nezndmaé. Vyjimkou je 76. tiloha, v niz
je mezi nezndmymi komplikovanéjsi vazba.

Priklady jsou z matematického hlediska zcela trivialni, jsou feseny pfimym
délenim (vzhledem k jednoduchému zadéni) a dosazovaci metodou.

2. Mezopotamie

Ulohy vedouci na soustavy linearnich rovnic nalézdme i na hlinénych
tabulkach ze Starobabylénské fiSe (zhruba 2000 az 1600 p¥. Kr.). Jsou vét§inou

vvvvvv

v komplikovanéjsich vztazich. Napf. na tabulce AO 8862 je uvedena nasledujici
uloha:
. cibly, lidi a své dny secetl jsem, to dd (2;20). % lidi jsou mé dny. Stanov
cihly, lidi a dny.?
2 P¥ipomenme, 7e se jedné o zapis ¢isel v Sedesatkové soustavé, tj. napt. (2;20) = 2+ %,
(2,20) =2 - 60" + 20 apod.
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Podle pripojeného vypoctu, a rovnéz s prihlédnutim ke studiu jinych tabulek,
lze tlohu interpretovat jako soustavu t¥i rovnic o tfech nezndmych:

r+y+2z=140,

r+y=120,
2

—_ . :,2:7
3 Y

kde = je pocet cihel, y pocet lidi a z pocet dni. Mezopotamska tabulka uvadi
spravny vysledek: 90 cihel, 30 lidi a 20 dni.

Poznamenejme, Ze tloha je uméld, rozumny smysl nemd, nebot se séitaji
objekty rtizného typu.

Na dalsi starobabylonské tabulce objevené v Suse je piiklad, ktery lze v nasi
symbolice zapsat soustavou dvou rovnic o dvou neznamych:

Rozebereme-li pripojeny postup feseni a zapiSeme-li jej nasi symbolikou,
zjistime, Ze byl nejprve odstranén zlomek, pak byla provedena eliminace
neznamé y (patrné odectenim rovnic) a ziskdna tak rovnice 3z = 18. Odtud jiz
snadno vyplynul vysledek x =6 a y = 4.

Velmi zajimava tloha vedouci na soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou
neznamych je na starobabylénské tabulce VAT 8389. Jeji text zni takto:

Z (1) bur (4) gur obili jsem sklidil. Z jednoho druhého bur (3) gur obili jsem
sklidil. Obili nad obili o (8,20) prevySuje.
Moje pole pticteno a (30,0) ddvd. Moje pole jsou co?

(30,0) pro pole vezmi. (20,0) pro obili, které on sklidil, vezmi. (30,0) pro
druhé pole vezmi. (15,0) pro obili, které on sklidil, vezmi.

(8,20), obili nad obili vychdzi, vezmi. A (30,0) soucet ploch poli vezmi
a (30,0) soucet ploch poli do dvou rozdél a (15,0) je to.

(15,0) a (15,0) dvakrdt k zdvojndsobent vezmi a reciproké z (30,0) toho pole
utvor a (0;0,2) je to.

(0;0,2) s (20,0), obili, které on sklidil, ndsobeno. (0;40) je predeslé obils.

S (15,0), to dvakrat k jeho dvojndsobku bylo wvzato, ndsobeno. (10,0)
pamatuje tvoje hlava.

Reciproké z (30,0), toho druhého pole, utvor a (0;0,2) je to.

(0;0,2) s (15,0) obili, které on sklidil, ndsobeno. (0;30) je predeslé obils.
S (15,0), to dvakrdt k jeho dvojndsobku bylo vzato, ndsobeno, je (7,30).

(10,0), tvoje hlava pamatuje nad (7,30) o co vychdzi? (2,30) vychdzi.

(2,30), co vychdzi, z (8,20), obili nad obili vychdzi, odecti a (5,50) nechds
zpatky.
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(5,50), které jsi nechal zpdtky, pamatuje tvd hlava. (0;40) jeden faktor
a (0;30) druhg faktor sectené a (1;10) jako jmenovatele.

Co s (1;10) se md vziti, to mné (5,50), co tvd hlava pamatuje, ddvd? (5,0)
vezmi.

(5,0) s (1;10) ndsobeno (5,50) dd tobé. (5,50), to bylo vzato, z (15,0), to
dvakrdt k jeho dvojndasobnému bylo vzato, od jednoho odecti, k druhému pricti
a za prvé (20,0), za druhé (10,0) ddvd to. (20,0) je plocha pruniho pole, (10,0)
plocha druhého pole.

Zadani prikladu lze vysvétlit asi takto. Mame dvé pole. Z plosné jednotky
bur prvniho pole sklidime 4 gur obili, z plosné jednotky bur druhého pole
sklidime 3 gur obili. Sklizeni z prvniho pole prevysuje sklizeni z druhého pole
o0 (8,20) = 500 sila. Soucet ploch poli je (30,0) = 1800 sar. Jaké jsou vymeéry
obou poli?

Uloha je komplikovana pfevodem jednotek, kter§ neni nikde vysvétlen.
Znalost pievodnich vztahti se pfedpokladala.?

Oznacime-li  a y vyméry uvazovanych poli v jednotkach sar, lze tlohu
zapsat nasledujici soustavou dvou rovnic o dvou neznamych:

20 - 60 15 - 60
1800 Tmog Y =900,
x4y = 1800 .

Soustava nebyla fesena ani eliminaci, ani metodou dosazovaci, ale metodou
chybného predpokladu. Nejprve byla vypoctena tiroda na jednotlivych polich
za predpokladu, Ze obé pole maji stejnou vyméru, tj. (15,0) sar:

—~

20,
3
15,
30,

o
=

-(15,0) = (0;0,2) x (20,0) x (15,0) =(0;40) x (15,0) = (10,0),

)

—_~
ot O
o O
=

-(15,0) = (0;0,2) x (15,0) x (15,0) = (0;30) x (15,0) = (7, 30) .

—
o

)

Rozdil drod na téchto dvou polich stejné vymeéry je tedy

(10,0) — (7,30) = (2, 30) .

.....

Urody se vSak maji lisit o (8,20), rozdil trod pii stejné vyméie poli je tedy
o (5,50) mensi. Po¢taf nyni vychazel z jednoduché tivahy: na kazdy sar, o ktery
se zvétsi prvni pole a zmensi druhé pole, se ziskd o (0;40) vice arody na
prvaim poli a o (0;30) méné Grody na druhém poli. Rozdil trod proto naroste
o (0;40) + (0;30) = (1; 10).

Poté poctatr provedl pfislusné déleni, tj. nasel, ¢im je tfeba vynasobit ¢islo
(1;10), aby vyslo éislo (5,50), tj. ,chybgjici* rozdil trod. Snadno zjistil, Ze
vysledek je (5,0). Pole tedy maji vyméru

(15,0) + (5,0) = (20,0) a (15,0)—(5,0) = (10,0) .

3 Pfipometime, Ze 4 gur jsou (20, 0) sila, 3 gur jsou (15,0) sila, 1 bur je (30,0) sar.
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Zobecnime-li tento postup, lze fici, Ze poc¢tar pouzil klasickou mezopotam-
skou substituci. Je-li tfeba Tesit rovnici

Tz +y=2h,
kde pro x a y je dana jesté néjaka dalsi podminka, potom se polozi
r=h+w, y=h—w,

kde w je nova neznadmaé.

Na vySe zminéné tabulce VAT 8389 jsou dalsi tfi ulohy, které jsou modifikaci
predchoziho ptikladu. Ve treti tloze této tabulky je feSena soustava

(20,00 (15,00
G0.0) " @0 Y- &2
x —y = (10,0) .

Ve druhé, resp. ¢tvrté tloze jsou dany naopak vymeéry poli a stejné pod-
minky pro vynosy jako v tiloze prvni, resp. tfeti. Maji se vypocitat irody na
jednotlivych polich a jejich rozdil; tyto dlohy lze proto chapat jako zkousky
spravnosti vysledkt prvni, resp. tfeti tlohy.

Sest tloh témét totozného znéni je na starobabylénské tabulce VAT 8390.
Tato tabulka je zajimavou sbirkou tloh; je typickym predstavitelem mezopo-
tamskych ,hlinénych ucéebnic*, kdy modifikaci zdkladni Glohy dostavame sérii
dalsich tloh s podobnou tématikou, ale postupné nartistajici obtiznosti.

V prvni tloze jsou dany vyméry poli a stejné podminky jako u prvniho
prikladu na tabulce VAT 8389; maji se vypocitat irody na jednotlivych polich,
soucet trod a soucet vymeér poli.

Druhou tlohu lze zapsat soustavou

(20,0) (15,0)
(30.0) ST+ (30,0) -y = (18,20) ,
z+y = (30,0) .

Ve tfeti tloze se vychézi ze stejnych podminek, pocitaji se trody na
jednotlivich polich. Ctvrta tloha vede na Feseni soustavy

(20,0) . (15,0

30,00 7 (30,0
xz—y=(10,0) .

-y = (18,20) ,

V paté tloze jsou dany vymeéry poli a stejné podminky jako v tiloze ¢tvrté,
pocitaji se irody na jednotlivych polich.
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V Sesté uloze je dana vymeéra prvniho pole a stejné podminky jako ve ctvrtém
prikladu. Pocita se vymeéra druhého pole a Grody na jednotlivych polich.

Poznamenejme, zZe jednoduché linedrni rovnice a jejich soustavy lze nalézt
i na starobabylénskych tabulkdch YBC 4668, YBC 4712, YBC 4713, YBC 4714,
YBC 4715, VAT 7528 a VAT 7535.

3. Cina

Ve staré Ciné se kromé tiloh na pfimou iimérnost nebo jednu linearni rovnici
setkdvame se soustavami linedrnich rovnic. Ty jsou feseny v 7. a 8. kapitole
klasického dila Matematika v deviti kapitoldch (Tiou ¢ang suan $u, resp. Jiu
zhang suan shu*). Jedna se o prvni viznamnou ¢inskou ucebnici matematiky
pochazejici z doby pfed dvéma tisici lety, ktera na fadu stoleti vyrazné ovlivnila
vyvoj matematiky a vyucovani matematice ve staré Cing. Text tohoto dila byl
ustalen patrné na pocatku naseho letopoctu, dochovana zustala verze z roku
263, jejimz ,redaktorem* byl Liou Chuej (Liu Hui), ktery pfipojil k zdkladnimu
textu své komentare. V soucasné dobé je text Matematiky v deviti kapitoldch
dostupny nejen v nékolika své€tovych jazycich, ale i v Cestiné.

Sedma kapitola tohoto klasického dila se nazyva O prebytku a nedostatku
(obsahuje 20 loh; vyjadieni poslednich dvou rovnicemi je ponékud nésilné),
osm4 kapitola nese nézev Fang ¢cheng (Fangcheng, 18 tloh). Tyto kapitoly jsou
pojmenovany podle metod, které jsou v nich prezentovany.

Za textem kazdé slovni tlohy je vzdy uveden jeji vysledek, u nékolika tiloh
je pripojen podrobnéjsi navod k feSeni, ktery demonstruje ptislusnou metodu;
u dalsich tloh jsou vétsinou jen kratsi komentére.

Jednotlivé soustavy rovnic i prislusné volby chybnych pfedpokladd uvedeme
v nasledujicim textu v nasi soucasné symbolice. Cinsti poctafi vétsinou
ulohy fesili ve smiSenych ¢islech (penézni jednotky, objemové jednotky atd.)
odpovidajicich textu té které twlohy. Pro véaznéjsi zajemce doporucujeme
monografii [Hudecek, 2008]; jsou v ni Gplna znéni tloh, pfislusné komentéafe,
informace o prevodech jednotek atd.

Poznamenejme jesté, ze ¢insti poc¢tari znazornovali ¢isla pomoci tyc¢inek na
pocetni desce a vypocty konali jejich postupnym pfemistovanim.

7. kapitola

V 7. kapitole ¢inské Matematiky v deviti kapitoldch je nejprve prezentovana
metoda FeSeni slovnich dloh, které je mozno zapsat soustavou dvou linearnich
rovnic

ar—b =y,
asr +by =1y,
kde a1 > a9, b1, bs jsou kladné raciondlni ¢isla.

4 Uvadime &esky a mezinarodni pfepis nazvu.
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Podle prvniho navodu je tfeba zapsat zadana ¢isla slovni tlohy (tj. v dneSnim
pojeti koeficienty p¥islusné soustavy rovnic) do tabulky

al ag

by ba
a vypocitat soufet souinii ,kiizem*, tj. a;be + azby (tzv. §i), soudet by + bo
(tzv. fa), rozdil a3 — as a podily

v b1 + b2 _a1ba + azby

111—(12’ ap — a2

Druhy navod je mirnou modifikaci prvniho: vypocte se by + ba, a1 — as; potom
je
by + b2
€r =
a; —az

a hodnota nezndmé y se ziskd dosazenim jiz vypoctené hodnoty x do prvni
nebo druhé rovnice, tj.

y=a1x — by nebo Yy = asx + by .

V textu je popsan pouze mechanicky postup ziskani vysledkt bez jakéhokoli
zd@vodnéni.

Vyse uvedené postupy jsou pouzity v prvnich ¢tyfech tlohach 7. kapitoly;
aplné znéni prvni tlohy je zde uvedeno, dalsi tilohy jsou jiz prepsany v soucasné
symbolice.

1. tloha:

Neékolik lidi kupuje néjakou véc. Da-li kazdy clovek po 8, je prebytek 3. Dd-li
kazdy clovek po 7, je nedostatek 4. Ptame se na pocet lidi a cenu véci.
Odpovéd: 7 lidi, cena 53.

8r—3=vy,
_ _ 344 _ _ 84473 _
Tx+4=y. (=35 =7,y=2 =53)

Hodnota b; = 3 je chapana jako prebytek, hodnota be = 4 jako nedostatek:
da-li kazdy clovék po 8, maji dohromady o 3 vice, nez je cena véci, da-li kazdy
¢loveék po 7, maji dohromady o 4 méné, nez je cena véci. Proto se prezentovany
postup nazyva metoda prebytku a nedostatku.

2. uloha:

9r — 11 =y,
6r+16=1y . (x=9,y="10)
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3. tuloha:
1
5@'—4::1/7
1
§x+3:y. (x =42,y =17)
4. uloha:
2
%x— 0=y,
190
7:04—330:3/. (x =126, y = 3750)

V dalsich ¢tyfech ulohach je vyse uvedend metoda mirné modifikovana pro
ptipady vedouci na soustavy rovnic tvaru

ax—by =y, arx+b =y, axr—by =1y, ar+b =y,
azr —by =y, azr+by =y, asx =y, azx =Y.
Jedna se tedy o metody dvou prebytki, dvou nedostatki, prebytku a rovnosti,

nedostatku a rovnosti. Pro jednodussi 7. a 8. tlohu je jiz uveden jen druhy
navod, ktery je vyhodnéjsi.

5. uloha:
400x — 3400 =y
300z — 100=y . (x =33, y =9800)
6. uloha:
t+ 3=y,
Sxr+45 =y . (xr =21, y = 150)
7. tloha:
100z — 100 = y ,
90z =y. (x =10, y = 900)
8. uloha:
5¢c 4+ 90=1y,
50z =y. (x =2, y = 100)

Dale je v 7. kapitole popsana metoda feseni slovnich tloh, které je vétsSinou
mozno vyjadiit jednou linedrni rovnici nebo soustavou dvou linedrnich rovnic,
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z nichz jedna je velmi jednoducha. Tyto ulohy jsou feseny metodou dwvou
chybnych predpokladi (ve stfedovéké Evropé bylo toto pravidlo nazyvano regula
duorum falsorum positionum), které vedou na prebytek a nedostatek.

Uvazujme nejprve linedrni rovnici
ar=1b,

kde a, b jsou kladné raciondlni ¢isla. Za neznamou x se dosadi dvé vhodné
hodnoty 21 > x5 (chybné piedpoklady), pro néz

ary —2z1 =0,
ares + 29 =0,

kde kladna ¢isla z1, z2 jsou chapana jako prebytek a nedostatek. Podle pre-
zentované metody je tfeba vytvorit tabulku

T €2
21 zo |’
soucet soucinu ,kiizem® x1z2 + x22z1, soucet prebytku a nedostatku z; + zo

a podil téchto dvou cisel, tj.

T122 + X221
21+ 29

Podle metody prebytku a nedostatku z predchozi ¢asti 7. kapitoly je totiz

21+ 22 T122 + X221
aqQ = — b:77

171—172’ 1 — T2

takze x = g ma vysSe uvedeny tvar.

Poznamenejme, Ze metodou chybného predpokladu, resp. dvou chybnych
predpokladd, resp. pfebytku a nedostatku obchézel fesitel primé déleni. Déleni

aplikovatelnd (v pfipadé velkych éisel, smiSenych ¢isel apod.).
Uvazujme nyni soustavu dvou linearnich rovnic

ar+biy=cy,
asx + boy = co .
Vhodné zvolime dva chybné predpoklady x; > x2, z prvni rovnice vypocteme

odpovidajici hodnoty ¥1, y2 a po dosazeni do druhé rovnice prebytek z; a ne-
dostatek z2. Nejde o nic jiného nez o feseni jedné linedrni rovnice

C1 —a1x
asx + bgi = C2
b1

vyse uvedenym zptisobem.
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Zdtraznéme, 7e staii Ciané neznali rovnice v nasem slova smyslu. Neni
proto jasné, zda je vystiznéjsi (pro zndzornéni jejich postupit) vyjadiit nekteré
slovni tlohy jednou, nebo dvéma rovnicemi.

Prezentovanou metodou se ma fesit 9. az 20. tiloha 7. kapitoly. V nékterych
ptipadech je feseni mirné komplikovédno prevodem jednotek.

9. uloha:

V sudu o objemu 10 dou je nezndmé mnozstvi obili. Sud je potom doplnéen
neloupanym prosem. Po oloupdni bylo v sudu jen 7 dou obili. Kolik tam bylo
prvodné obili.>

Vysledek: 2 dou a 5 send.

Uloha vede na soustavu rovnic

r+y=10,
Sy= 7 =21, y="13
‘T+gy_ ) (‘T_ 5, Y= 5)
resp. na rovnici
3 2
z+g(10—:c):7, tj. gzzl.

V navodu se klade 1 = 3 a x5 = 2, piislusna tabulka mé tvar

[3 2]
2 2
10 10

Dalsi tlohy je mozno v soucasné symbolice vyjadrit bud jednou linearni
rovnici, nebo soustavou rovnic. Opét lze poznamenat, Ze metodou dvou
chybnych predpokladi obchazeli tehdejsi poc¢tari pfimé déleni.

10. Gloha:

10z + 72 =90 . (x=5%)
(klade se 1 = 6, z2 = 5)
11. dloha: L3
45—&—196:34—430. (x=13)
(klade se 1 = 3, z2 = 2)
12. duloha: N
(klade se 1 = 3, x2 = 2)
13. uloha:
T+y=2,
502 + 10y = 30 , (z=1y=1%)

5 Oloupanim se objem prosa redukuje na tii pétiny, jak vyplyva z tabulky uvedené na
zacatku 2. kapitoly i z vysledku, ktery za textem ulohy nasleduje. Poznamenejme, ze jeden
dou je deset Sent.
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resp.
50z 4+ 10(2 —z) = 30 .
(klade se x1 = %7 Ty = %)
14. Gloha:
or+y =3,
T+by=2. (z:%,y:z—Z)
(klade se x1 = %7 Ty = %)
15. tloha:
z+y=30,
5
y:§m. (:vzlliyzlS%)
(klade se 1 =12, 29 = 9)
16. uloha:
T+y=27,
Tx 4 6y = 176 . (r =14,y =13)

V 16. dloze se klade 1 = 27 a xo = 0. Je zajimavé, Ze se zde objevuje nula
jako chybny predpoklad.

17. Gloha:
z+y =100,

300z+£:)y:10000. (z =123, y = 873)
(klade se x1 = 20, x5 = 10)

18. uloha:

9r = 11y ,
8r+y+13=10y+x . (x =352, y=1291)
(klade se 21 = 3, xo = 2)
8. kapitola

V 8. kapitole Matematiky v deviti kapitoldch je 18 slovnich dloh vedoucich
na soustavy linedrnich rovnic s reguldrni matici faddu n, kde n = 2, 3,4, 5.

V néavodu k prvni tloze je popsadna metoda, kterou se takovéto tlohy fesi.
7Z dnesniho pohledu se jednd o obecnou metodu feSeni soustavy linedrnich
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rovnic se Ctvercovou regularni matici, o metodu, jez se jen nepodstatné lisi
od znamého Gaussova elimina¢niho algoritmu. Nyni ji stru¢né vyloZime.

Cisla zadané ve slovni tloze, kterou je mozno zapsat soustavou rovnic

1171 + a12T2 + -+ -+ AT = Y1,
2121 + a22%2 + +++ + A2mTm = Y2 ,

an1T1 + ap2T2 + -+ CnmTm = Yn

zaznamenali ¢éinsti poctafi do tabulky (slovo fang oznacuje étvercovou tabulku
¢isel), kterou dnes nazgyvame matice:

anl a21 a11
an2 a22  a12

Gnn a2n  Aln
Yn - Y2 n

Koeficienty prvni rovnice jsou zaneseny v prvnim sloupci zprava, koeficienty
druhé rovnice ve druhém sloupci zprava atd. (uspofadani danych éisel odpovida
zptisobu psani v Ciné — shora dolii a zprava doleva). Tato tabulka je nyni
upravovana ,maticové“: druhy sloupec zprava se vynasobi koeficientem ai
a poté se od tohoto sloupce odecitd prvni sloupec zprava tak dlouho, dokud
nebude mit druhy sloupec na prvnim misté nulu. Stejny postup se uplatni na
dalsi sloupce, v prvnim fadku upravené tabulky budou tedy kromé prvku aiq
samé nuly. Potom se pomoci nového druhého sloupce (zprava) postupné anuluji
prvky druhého fddku (kromé prvniho a druhého prvku zprava) atd. Ptvodni
tabulka se nakonec pfetvoii na nasledujici ,trojuhelnikovou tabulku, z niz je
jiz mozno postupné vypocitat nezndmé veli¢iny.

0 0 ail

0 baa aia

0 ban—1 Q1,1
bnn b2n Q1n
Zn e z9 Y1

Uvedeny postup (fang écheng), jak jiz bylo feceno, odpovidd zndmému Gaus-
sovu elimina¢nimu algoritmu, provadi se vsak ,sloupcové®.

Poznamenejme, Ze se jiz pfi sestaveni vychozi tabulky mohou vyskytnout
zéporna &isla; jindy se objevi aZ pii néasledngch Gpravach. Ve staré Ciné zadala
byt zaporna cisla uzivana pravé v souvislosti s rozvojem tohoto algoritmu,
a proto jsou v 8. kapitole popsana pravidla na provadéni aritmetickych operaci
s kladnymi a zapornymi cisly.

Kladna ¢isla (¢Zen, resp. zheng) byla ve staré Ciné chapana jako zakladni,
spravna, normélni a spravedlivd, zadporna ¢isla (fu) jako dluh, bfemeno a ne-
dostatek. Zaporna cisla jesté nebyla ,plnohodnotnymi“ ¢isly, neobjevovala se
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napf. ve vysledcich. Pfi zdznamech na pocetni desce byla kladnd a zaporna
¢isla odliSovana barvou — kladné ¢isla ¢ervenymi tyc¢inkami, zdporna cernymi.
1. uloha:

Ze 8 snopt dobrée urody, 2 snopu prumérné urody a 1 snopu Spatné urody
ziskali 39 dou [zrnal. Ze 2 snopi dobré drody, 3 snopd primérné drody
a 1 snopu $patné drody ziskali 34 dou [zrnal. Z 1 snopu dobré drody, 2 snopi
primérné drody a 8 snopi Spatné drody ziskali 26 dou [zrna]. Ptame se, kolik
[zrna] se ziskd z jednoho snopu dobré, primérné a Spatné drody.

Odpovéd: z 1 snopu dobré trody 9% dou,

z 1 snopu prumerné urody 4% dou,
z 1 snopu Spatné urody 2% dou.

Tato slovni Gloha vede na soustavu rovnic

3x+2y+ z =39,
20 + 3y + =z =34,
T+ 2y + 3z =26.

Stafi Cinané sestavili ze zadanjch ¢isel tabulku, kterou upravovali ,maticové“:

1 2 3 1 6 3 1 0 3 3 0 3
2 3 2 2 9 2 2 5 2 6 5 2
3 1 1 3 3 1 3 1 1 9 1 1
26 34 39 26 102 39 26 24 39 78 24 39

0 0 3 o 0 3 0 0 3

4 5 2 20 5 2 0 5 2

8§ 1 1 40 1 1 36 1 1

39 24 39 195 24 39 99 24 39

Z posledni tabulky je jiz mozno vypocitat neznamé; v navodu k prvni tloze
je presné popsano, jak se utvofi Citatelé a jmenovatel zlomkd, kterymi jsou
neznamé vyjadreny. Jmenovatel je 36, Citatelé nezndmych z, y, x jsou po fadé:

. _ 39.36 — 99 — 2. 24:36-99
99 | &299:1537 3 5  —1333.

Reseni 1. tlohy je tedy:

333 1 153 1 99 3
S _9-,  y="2=4-, z=— =22
36 4 36 4 36 4

Tr =

Navody k feseni dalsich tiloh jsou v 8. knize vétsinou velmi stru¢né. Casto
se omezuji pouze na strucnou instrukci sestav a uprav tabulku fang ccheng.

Vétsina slovnich tloh vede pfimo na vychozi tabulku, v tlohéch 4, 5, 6, 8,
15 je nutno nejprve ,prevést nékteré ¢leny z jedné strany rovnice na druhou®.
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U druhé tlohy je navic poznamenano, ze je tfeba sloucit zadané absolutni ¢leny;
v 11. tloze je tieba sloucit ¢leny obsahujici neznamé. V navodu tieti tilohy jsou
instrukce, jak upravovat tabulku fang ¢cheng, objevi-li se pfi vypoctech zaporna
isla (pravé ve tieti iloze k tomu poprvé dojde). Tento zpisob tprav se nazyva
¢Zen-fu (zhengfu). Zaporna Cisla se objevi ve vychozi tabulce v tlohéch 4, 5, 6,
8 a 15 (ndvody k témto prikladiim uvadéji, kterd ¢isla ze zadéni se do tabulky
fang ¢cheng zanesou jako kladna a kterd jako zdpornd). Pfi tpravéch se s nimi
pracuje v ulohéch 3, 12, 13, 14, 16, 17 a 18.

Vétsina tloh ma prakticky charakter, jsou vénovany problematice kvality
arody, cen doméaciho dobytka, vahy riznych plodin atd. 16. piiklad je vSak
absurdni, nebof se mezi tfi typy lidi rozdéluji slepice, a pfitom jsou FeSenim
(pro praxi nepouzitelné) zlomky %, %, %.

Vybocuje rovnéz 13. tloha, ktera vede na soustavu rovnic s parametrem a.
Tento parametr se pfi vypoctu voli tak, aby soustava méla nejmensi celociselné
feSeni.

Zbyvajici tlohy 8. kapitoly nyni vyjadfime soustavami linearnich rovnic; uve-
deme vysledky vsech tloh, abychom si udélali zcela konkrétni obraz o pocetni
obtiznosti jednotlivych priklada.

2. uloha:

7r — 14+ 2y =10,
8y +1+2z =10. (118 4

3. uloha:

Dvema snopum dobré urody, trem snopium prumeérné urody a ¢tyrem snopum
Spatné urody nestaci do jednoho dou po Tadé jeden snop prumeérné, spatné
a dobré urody. Ptame se, kolik zrna se ziskd z jednoho snopu dobré, primernée
a Spatné urody.

X 7. s s 3 z i

Odpovéd: z 1 snopu dobré trody se ziskd 5 dou,

z 1 snopu prumerné urody % dou,
. ;. 4
z 1 snopu Spatné urody 5z dou.

2 + y =1,
3y+ =z =1,
T + 4z = 1. (29_57%,%)
4. tloha:
5z — 11 =Ty,

Tx — 25 =5y. (5, 2)



. uloha:

. uloha:

. uloha:

. uloha:

. uloha:

. uloha:

. uloha:

. uloha:

6x — 18 = 10y,
15y — 5 = b5z.

3z +6 =10y,
S5y +1 = 2x.
5 + 2y =10,
2r + by = 8.

2z + by = 13z + 1000 ,
3x + 3z = 9y,
6y + 82 = bx — 600 .

dr+y = 8§,
5y +x = 8.
1
—y =50
T+ 5y ;
2

1
2x + y = 10000 + 51'7

1
42y =10000 ~ 5y

r+y =40,
2y + z =40,
3z +x =40.

(8,3)

(1200, 500, 300)

13 15
(135, 159)

(374, 25)

(54548

2
17> 181857)
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13. dloha:

20 +y =
3y + 2
4z + u
S5u + v
6v +x =

|
° 2 2 o °

(265, 191, 148, 129, 76; 721)

14. dloha:

20 +y + 2z =
3y +z+u =
dz +u+x =
Su+ x4y =

e T

15. Gloha:

2r =1+
Jy=1+
dz=1+1=x. (

NI

l\3|>—\
wl~

=
l\)|>—\
w|Oo
~—

16. uloha:

z+ 5y + 10z =10,
10+ y+ 5z = 8§,
S5c4+ 10y + z = 6. (& AL 97

17. Gloha:

or + 4y + 3z + 2u = 1496 ,
4z 4 2y + 62 + 3u = 1175,
3z + y+ 72+ 5u = 958,
20 + 3y + 5z + u = 861. (177, 121, 23, 29)

18. dloha:

9z + Ty 4+ 3z 4+ 2u + 5v = 140,
Tx + 6y + 4z + du + 3v = 128,
3z + by + 7z 4+ 6u + 4v =116,
2z + 5y + 3z 4+ 9u + 4v =112,
x4+ 3y+2z+8u+5v = 95. (7,4, 3,5, 6)
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Uvedme je$té na zavér (v nasi symbolice) piehledny postup, kterym ¢insti
poctati vypocitali z vysledné ,trojuhelnikové® tabulky neznédmé veli¢iny; jeho
slovni popis je uveden (pro n = 3) v ndvodu 1. tlohy.

Uvazujme nésledujici, jiz upravenou tabulku, ktera odpovida soustave ctyt
rovnic o ¢tyfech neznamych.

0 0 0 g
0 0 Jyz f
0 j2 ¢ g
jl a h
ni b e 1

Hodnoty nezndmych z, y, z, u byly vypocitavany jako podily ¢itatelti ni, no,
ns3, N4 a jmenovatele ji, priCemz bylo popsano, jak se tyto citatelé ni, ns, ns,
ny ziskaji:

ni
Uu=—-——,
N
no jlb—nla
z2=—, kde  ng=—-——,
J1 J2
ns J1e —nid — cno
Yy =—, kde ng = -—mm————,
N J3
n i1t — nih — —
m:,—47 kde n4:J1Z ni .gng fn?,_
J1 J4

4. Anticky svét

Matematika ve starém Recku se vyrazné odliSovala od matematiky ve
starém Egypté, Mezopotamii a staré Ciné. Pozornost tehdejsich matematiki
feckého svéta byla zaméfena hlavné na teoretické problémy, konkrétni pocitani
yzustavalo stranou“. Otézky linearnich rovnic a jejich soustav se v Feckych
matematickych textech neobjevuji.

Jeden z nejvétsich antickych véded, Archimedes ze Syrakus (287-212),
vsak byl rovnéz vynikajicim poctarem. Teoretické poznatky, matematické
a fyzikalni, byl schopen dovést az k technickym aplikacim. Neni proto divu,
Ze je s jeho jménem spjata tzv. loha o dobytku (Problema bovinum, Problema
Archimedis), kterd vyzaduje zna¢nou poc¢tarskou zkusenost a erudici.

Objevena byla poprvé v 18. stoleti, podruhé zhruba o sto let pozdéji
a prednimi odborniky na feckou matematiku byla pfipsana Archimedovi, ktery
ji podle legendy zaslal do Alexandrie Eratosthenovi (asi 284 az 200). Ukolem
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je vypocitat, kolik biljch, ¢ernych, strakatych a hnédych bykt a krav se pase
na Sicilii ve stadech boha Hélia.b

Podminky tlohy je mozno vyjadfit sedmi linedrnimi rovnicemi o osmi
neznamych:

X=<%+%)-Y+T,
Y:G+%)-Z+T,
o=(hd) ot
e~ ()
- (b d) iz,
z:(%+%)-(T+t),
~(d) e

Jedna se o klasickou diofantickou tilohu, v niz nezndmé velic¢iny hledame v oboru
pfirozenych ¢isel. Standardnim postupem zjistime Feseni v nasledujicim tvaru
( je libovolné prirozené ¢islo):

X=2-3-7-53-4657-a =10366482-

Y =2-3%.89-4657-a = 7460514 -« ,
Z=2%2.5.-79-4657T-a« = 7358060,
T=3%11-4657 « = 4149387 -« ,
r=2%.3.5-7-23-373-a= 7206360« ,
y=2-3%.17-15991-a = 4893246 -« ,
2=2%.3.5-7-11-761- = 3515820« ,
t=232.13-46489 -« = 5439213« .

Celkovy pocet byku je tedy 29334443 - «, celkovy pocet krav 21054639 - «,
celkovy pocet kust dobytka Héliovych stad je 50 389 082 - . Polozime-li o = 1,
ziskdme tzv. ,nejmensi feseni“. Staroveké feseni odpovida volbé o = 80.

V zéavérecnych versich dlohy jsou uvedeny jesté dvé podminky, které dalsi
vypocet vyrazné komplikuji. Neékteri badatelé je povazuji za ptvodni, jini
piredpokladaji, ze byly doplnény pozdéji.” O Archimedovi a jeho dile viz
[Be¢var, Stoll, 2005], kde lze nalézt dalsi bibliografické odkazy.

6 (Cesky preklad textu ulohy viz K. Macak: T stiedovéké sbirky matematickyjch wiloh,
Déjiny matematiky, svazek15, Prometheus, Praha, 2001. Viz téz F. J. Studnicka: Archimedes,
Ziva 8(1898), 133-135, 178-180.

7 Reseni totiz vede na tzv. Pellovu rovnici, vysledek je vyjadien obrovskymi &isly —
v nejmensim feseni je celkovy pocet bykt asi 7766 - 10206 541
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Vyse uvedend tloha, i kdyz je vyjadiena soustavou linearnich rovnic, do
linearni algebry vlastné nepatii. Postup feSeni je totiz do zna¢né miry ovlivnén
tim, ze vysledek musi byt vyjadien prirozenymi cisly. Jiz prvni ¢ast tlohy
musela byt pro fecké matematiky znac¢né obtizna.

Obdobné tlohy, které vedou na diofantické rovnice nebo soustavy, se objevuji
béhem celé kulturni historie lidstva. Vyse uvedena tloha je vsak vyjimecna jak
poctem neznamych, tak velkymi ¢isly ve vysledku.

5. Stredovéka Evropa

Stredovéci evropsti poctari fesili fadu uloh vedoucich na linedrni rovnice
a jejich soustavy. K vypocétim pouzivali metodu chybného predpokladu, me-
todu dosazovaci a substitu¢ni. Jejich pocetni postupy se v zésadé nelisily od
postupu starovékych poctara.

Problematiku linedrnich rovnic a jejich soustav pomérné obséhle a podrobné
vylozil Leonardo Pisédnsky (Fibonacci, asi 1170 az 1240). Uvedl i znacné
komplikované ulohy, které se vymykaly matematikiim pfed nim i dlouho po
ném. Byl nejvyznamnéjsim matematikem stiedovéké Evropy, jeho dilo bylo
prekonano az na prelomu stredovéku a novovéku.

Pochazel z Pisy, v devadesatych letech 12. stoleti pracoval v Bougii v severni
Africe (dnes Alzir). Poznal svét pfi obchodnich cestich, béhem nichz se
seznamil s nejdtlezitéjsimi vysledky matematiky egyptské, mezopotamské,
fecké, islamské i byzantské. VSechny ziskané poznatky v ném dozraly a utvorily
jediny celek, do néjz sdm jesté mnoho pridal. Po navratu do Pisy sepsal velké
dilo Liber abaci (1202, pfepracovand verze je z roku 1228), spisy Practica
geometriae (asi 1220), Flos (1225) a Liber quadratorum (1225).

Linearni tlohy jsou obsazeny zejména ve 12. kapitole knihy Liber abaci.
Leonardo v ni vylozil nejprve metodu chybného predpokladu, kterou nazyval
regula versa.

1

Jakd je celkovd vyska stromu, jehoZ 5 a %, coZ je 21 dlani, je pod zemi?

([Leonardo, 1857], dil L., str. 173)

1 1
—+-)-x=21.
( 37" 4) ’
Leonardo zvolil jako chybny pfedpoklad x; = 12; poznamenal vSak, Ze je mozné
jako chybny pfedpoklad volit kazdé ¢islo, které je nasobkem obou jmenovatelt.
Po dosazeni ¢isla 12 dostal misto ¢isla 21 ¢islo 7, tj. tfikrat méné. Misto ¢isla
x1 = 12 je tedy nutno vzit trikrat vice, tj. x = 3 - 1 = 36.

Uloha vede na rovnici

V dalsi casti 12. kapitoly Tesil Leonardo jednoduché soustavy linearnich
rovnic. Jedna se tyka financnich obnost dvou osob.

Da-li proni druhému dendr, budou mit oba stené. Da-li druhy prunimu
dendr, bude mit proni desetkrdt tolik. ([Leonardo, 1857], dil 1., str. 190)
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Uloha vede na soustavu

r—1=y+1,
r+1=10(y—1).

Leonardo zavedl novou neznamou z = x + y. Jeho postup odpovida v moderni
symbolice nésledujicim rovnicim:

1
y+1:§Z7
10
l=—=z2.
x4+ 112

Sectenim lze ziskat rovnici z + 2 = %z Odtud

I v dalsich prikladech vyuzival Leonardo rizné vtipné a dimyslné substituce.

Pri algebraickych postupech oznacoval neznamou slovem res, veliciny, které
chapal jako ,pomocné neznamé“, slovy maior, minor, media, mediana, ptipadné
prima, secunda, tertia apod. Velkou pozornost vénoval iloham vedoucim na
soustavy rovnic tvaru ([Leonardo, 1857], dil I., str. 192-198)

x+T7=5(y—-"7)*p,

T(x—5)=y+5=*q.

Velmi pou¢nd je tloha, kterd vede na soustavu rovnic ([Leonardo, 1857],
dil 1., str. 284-285)

r+y=27,
y+z2=31,
z4+u=34,
u+ax=37.

Posledni rovnice je totiz neslucitelnd s pfedchozimi, jak se snadno presvédcéime.
Leonardo proto modifikoval zadéni, posledni hodnotu 37 na pravé strané zménil
na 30. Soustava se tak stala FeSitelnou, Leonardo poznamenal, Ze je FeSitelna
v kladnych ¢islech pro x < 27. Je totiz y = 27—z, z =4+ 2z, u = 30 — z.
Setkavame se tu jednak s nefesitelnou soustavou, jednak se soustavou bez
parametru s jednodimenzionalnim feSenim.

Dale nasleduje ve 12. kapitole fada tloh, jez jsou vénovany vypoctu majetkt
osob, které dosdhnou urcité hodnoty s jen tehdy, prida-li se k jejich majetku
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¢ast majetku jiné osoby nebo jinych osob. Prvni tloha tohoto typu vede na
soustavu ([Leonardo, 1857], dil L., str. 228-229)

1
T+-y=s,
SU
1

—r =S.
L

Obecny pripad tloh tohoto typu odpovida soustavé rovnic

+ 4
r+—y=s,
b
ag
Y+ —xr=s.
ba
Protoze je rovnost
+ + 2,
T+ —y= —
0’ YT,
ekvivalentni s rovnosti
bl —a b2 — az
. — -x ,
b1 ba

je soustava fesitelnd pravé tehdy, kdyz

by — ay ba — az bibs — aiaz
= n — n _ X

by ’ b T T by

Hodnota s nebyla ve vétsiné tloh zadana. Leonardo fesil tyto tlohy v oboru
prirozenych ¢isel a hledal nejmensi feseni; proto bral jako hodnotu n soucin b; bs.

Nasledujicich Sest tloh pojednava o tiech, ¢tyfech, péti obnosech, které je
mozno vyjadrit obdobnymi soustavami linedrnich rovnic o tfech, ¢tyfech, péti
nezndmych. Leonardo podal stru¢né a srozumitelné pravidlo, jak nezndmé ve-
li¢iny vypocitat ze zadanych podminek ([Leonardo, 1857], dil I., str. 229-235).
Ulohy tohoto typu lze zapsat takto:

a1

ry+ —x9 =38,
b1
a2

X9+ —x3 =38,
b2
ag

T+ -—x1 =8
b

Napf. pro k = 4 je nezndmé z; vypoctena postupem odpovidajicim vzorci

[((bl - al)bg + alag)bg - alagag} b4 s
b1b2b3b4 — a102a304

I =
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Leonardo polozil v jednotlivych tlohach parametr s rovny jmenovateli, a proto
pocital pouze citatele uvedeného zlomku.

V dalsich ¢astech 12. kapitoly fesil Leonardo obdobné, rizné komplikované
soustavy tfi, ¢tyf, péti rovnic o tfech, ¢tyfech, péti neznamych; casto vyuzival
vtipné substituce. Mezi pomérné komplikované tlohy patfi tloha vedouci na
soustavu péti rovnic o péti nezndmych s parametrem s ([Leonardo, 1857], dil 1.,
str. 249-250):

2 1
:c—|—<§—|—g)(y+z+u—|—v):s,
+<§+1+L)( tutv+z)=

IT\3 T Tagp) T ITHE S

z+(g+l+i)(u+v+x+ )=s
376 638 v=es

u—i—(g—s—l—&—i)(v—i—x—s— +z)=s
377420 yrE=ss

1

v—i—(g-l-i—&-——&-i)(x—i- +z+u)=s
37170 27 " 810 Y -8

Vychazi x = 3, y = 228, z = 231, u = 348, v = 378; s = 1 030.

Rovnéz ve 13. kapitole Liber abaci prezentoval Leonardo tlohy vedouci
na linearni rovnice a jejich soustavy. Objasnil zde metodu dvou chybnych
predpokladd, kterou nazyval elchatayn nebo alchataieym podle arabského al-
hatain. V tivodnim ptikladu podrobné rozebral jednotlivé pfipady (dva nedo-
statky, dva pfebytky, pfebytek a nedostatek).

Soustavy linedrnich rovnic se objevily i v jinych Leonardovych dilech.
Uvedeme nyni dlohy vedouci na soustavy linearnich rovnic, které neobsahuji
parametr; u dvou vychazi dokonce zaporné feseni.

Ve spisu Flos je tloha o spoletném majetku tii muzt, kterou lze zapsat
takovouto soustavou ([Leonardo, 1857], dil II., str. 234-236):

1+1(1 +1+1)—1(+ o)
¥ T3\g" T3Y T ) T\ Ty TE,
2+1(1 +1+1)71(jL 4
39T 3\9" T3y T T3 TYTE)
5+1(1 +1+1)71(jL 4
6° T3\t T3V ) T\ YT

Regenim je x =33, y =13, 2 = 1.

Velmi zajimava tloha z tohoto spisu odpovida nésledujici soustavé ctyt
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rovnic o ¢tyfech neznamych ([Leonardo, 1857], dil II., str. 242-243):

x+%(y+z+u):33,
y+%(z+u+z):35,
z+i(u+x—|—y):36,
u+%(w+y+z):37.
Jedna z hodnot v feSeni je zaporna: x = —3, y = 18, z = 25, u = 29. Leonardo

poznamenal, Ze pfi zméné pravych stran na hodnoty 181, 183, 184, 185 bude
mit soustava kladné feseni (1,94, 125, 141).

V dopise, ktery Leonardo zaslal mistru Theodorovi, nachazime tlohu vedouci
na soustavu ([Leonardo, 1857], dil II., str. 250)

x+%y=12,
y+éz:15,
z—i—iu:lS,
u+%v:20,
v+éw:23,
jejiz teseni je
x:6%, y:lO%, z:14%, u:15%, v:21%.

V zavéru tohoto dopisu je zajimava tloha o finanéni hotovosti péti osob,
kterd vede na nasledujici soustavu péti linedrnich rovnic o péti nezndmych
([Leonardo, 1857], dil IL., str. 251-252).

8
+
I
—_
[N}

3

<

+
I
—_
ot

< I\
+ +
DR AR R =W N -

<
+
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Leonardo uvedl jen vysledek a poznamenal, Ze prvni osoba mé dluh:

97 297 99 247 20
— 132t =32 Lo 2 1520y =202
. 3 y=3395 * o7 YT 10395 =209

Uloh, v jejichz feSeni se objevi zdporné éislo, lze nalézt v Leonardové dile
jesté nékolik. V jeho dobé (a jesté v nasledujicich dvou stoletich) je to zcela
vyjimecné.

6. Zavér

Egyptské tlohy vedouci na soustavy linedrnich rovnic jsou trividlni, ve
vétsiné pripadi se témér zdrahadme hovorit o soustavach rovnic. Jsou totiz
tak jednoduché, zZe je lze zvladnout postupnym fesenim jednotlivych rovnic:
vhodné zvolenou nezndmou vypocteme z jedné rovnice, vysledek dosadime
do druhé rovnice, vypo¢teme druhou nezndmou atd. Ciselné zadani téchto
tloh dokonce umoznovalo piimé déleni, nebylo proto zapotiebi uzivat metodu
chybného predpokladu.

Ve starovéké Mezopotamii byly feSeny tlohy podstatné slozitéjsi. Jiz nebylo
mozno vystacit s postupnym Fesenim jednotlivich rovnic. Casto byla vyuzivana
vhodna substituce. Takové postupy nalézame i v tlohach vedoucich na rovnice
kvadratické a kubické, v geometrickych tlohach apod. Metoda dosazovaci byla
naopak mezopotamskym poctaiam cizi.

Cinsti po¢tafi neuzivali p¥i feSeni soustav rovnic metodu dosazovaci, elimi-
na¢ni ani substitucni. V jednoduchyjch pfipadech vystacili s metodou jednoho
nebo dvou chybnych predpokladii, slozitéjsi ilohy zvladli pomoci algoritmu fang
cécheng. Zajimavé je, ze soustavy o dvou neznamych byly feSeny jak s pouzitim
chybnych predpokladi, tak podle obecného algoritmu fang ¢cheng, a pritom
nebylo poukazéano na vztah pfedlozenych metod.

Velkym pfinosem ¢inské matematiky byl obecny algoritmus pro feseni sou-
stav linedrnich rovnic se ¢tvercovou regularni matici, vyznamnym dtsledkem
jeho uzivani byl objev zapornych cisel. Evropskd matematika k této metodé
feSeni soustav rovnic dospéla az v 19. stoleti. Do té doby vyuzivala metody
jednoho nebo dvou chybnych predpokladii, metodu dosazovaci a rtizné verze
substituci. Leonardo Pisdnsky na pocatku 13. stoleti vyrazné predbéhl dobu;
byl schopen fesit pomérné slozité soustavy rovnic, které se jeho soucasnikiim
i naslednikiim vymykaly. Navic tyto tlohy vétSinou fesil v oboru pfirozenych
Cisel.

Po poloviné 18. stoleti nabylo v Evropé na vyznamu Cramerovo pravidlo,
které dalo rozhodujici podnét k rozvoji teorie determinanta.
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