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JAN VOJTECH

a jeho stredoskolské ucebnice

LENKA VOJTEKOVA
1. Jan Vojtéch (1879-1953)

Jan Vojtéch (obr. 1) sa narodil 5. 8. 1879 v Kyjove na Morave v rodine deb-
nara Eduarda Vojtécha a Anezky rod. Seidlovej. V rokoch 1885-1890 navste-
voval ¢eskonemeckt obecnt $kolu v Kyjove, a zamyslal pokracovat v studiu na
miestnom nemeckom gymnéziu. Avsak na popud svojho katechétu M. Fischera
v septembri 1890 nastipil na ¢eské gymnéazium v Uherskom Hradisti. Po jeho
absolvovani sa rozhodol studovat matematiku na filozofickej fakulte univerzity
Karlo-Ferdinandovej v Prahe. Tu absolvoval osem semestrov. Potom Jan Voj-
téch vyucoval na strednych skolach hlavne matematiku a fyziku, a to najmé vo
vysSich triedach. Dokonca uz na konci Stvrtého roku svojho stidia na univer-
zite (1902) vyucdoval na akademickom gymndziu v Prahe ako suplujtci uéitel
matematiku a fyziku. V dalsich rokoch posobil takisto ako suplujici ucitel na
deskom Statnom gymnéziu v Prahe III, v Olomouci a tiez stikromne vyucoval
u Masarykov (Jana a Olgu). Od 1. 9. 1904 bol menovany skutoénym ucitelom
na Ceskej zemskej redlke v Lipniku nad Becévou, kde pobudol 3 roky. Tu sa
spoznal so svojou manzelkou Vlastou rod. Machancovou. Zosobasili sa 27. 10.
1906 a o necely rok neskor sa im, uz v Brne, narodil syn Jaromir. Dalsich de-
sat rokov bol Jan Vojtéch profesorom na novozriadenej druhej éeskej Statnej
realke v Brne. Spodiatku tu uéil matematiku a fyziku, neskér uz len matema-
tiku. Uz dva roky po prichode do Brna (1909) sa habilitoval na stkromného
docenta a zacal popri vyucovani na redlke prednésat na brnenskej technike.
V roku 1923 odchédza do Prahy na vysoké uceni technické, kde bol menovany
riadnym profesorom. Bol tiez ¢lenom réznych spolkov a zucastnoval sa zjazdov
tykajicich sa okrem iného aj matematiky a jej vyucovania na strednej skole.
Roku 1936 prednasal na I. zjazde pre stredoskolskii pedagogiku a didaktiku
v Prahe: Elementdrni geometrie s védeckého hlediska. V roku 1937 ovdovel. Po
zatvoreni vysokych §kol odchadza roku 1940 do natenej vysluzby na tzv. ,do-
volenou s ¢ekatelnym*“. Po vojne opit posobi na technike v Prahe. 19. 1. 1953
v Prahe Jan Vojtéch zomiera.

Pri prilezitosti vydania novych uéebnych osnov pre stredné skoly Jan Vojtéch
napisal na vyzvanie vyboru Jednoty ¢eskych matematikov a fyzikov v Prahe pre
jej nakladatelstvo cely rad uéebnic geometrie pre IV. az VII. triedu gymndzii,
realnych gymnézii a realiek, kde ztrocil svoje dlhoro¢né skiisenosti s vyucova-
nim matematiky na strednej skole. Pre IV. a V. triedu st to zdklady geometrie,
teda planimetria a stereometria, pre VI. triedu napisal trigonometriu a pre



154

VII. triedu analytickii geometriu. Vojtéch vo svojom Zivotopise pise, Zze po-
vodne boli vydané tieto tituly: Geometrie pro IV. tfidu gymnasii a redlnych
gymnasii, 1910, 142 stran, pro IV. tf. redlek, 1910, 94 s., pro V. tf. gymnasii,
1910, 134 s., pro V. tf. redlnych gymnasii, 1910, 122 s., pro V. tf. redlek, 1911,
180 s., pro VL. tf. gymnasii a realnych gymnasii, 1911, 132 s., pro VL. tf. redlek,
1911, 164 s., pro VII. tf. gymnasii a redlnych gymnasii, 1912, 147 s., pro VII.
t¥. redlek, 1912, 166 s.. V dalsich vydaniach boli urobené rézne zmeny: skra-
covanie, rozdelovanie a opétovné spajanie latky, odstrafiovanie, ¢ pridévanie
prikladov k cviceniu a podobne. Spolu s B. Bydzovskym este vydali tieto knihy:
Matematika pro nejvyssi tiidu gymnasii a redlnych gymnasii, 1912, 180 s., Ma-

vz

tematika pro nejvyssi tfidu realek, 1912, 176 s., a Sbirka tloh z matematiky

Okrem uéebnic pre stredné skoly, napisal aj niekolko ucebnic pre skoly vy-
soké: Zaklady matematiky ke studiu véd prirodnich a technickych, 1916, 304 s.
(3. vydanie 1922 rozsirené do 2 zvéazkov), Pfehled vyssi matematiky, 1926, 330
s. a Geometrie projektivni, 1932, 880 s.

V tejto préci by som sa podrobnejsie chcela venovat Vojtéchovym geomet-
ridm pre IV. triedu strednych §kol. Budem sa snaZzif porovnat obsah a rozsah
tychto ucebnic a upozornit na niektoré priklady, vyklady a dokazy, ktoré sa mi
zdali byt netradi¢né, alebo inym sposobom zaujimavé.

Obr. 1: Prof. Dr. Jan Vojtéch
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2. Stredné skoly v Cesku v 1. pol. 20. storoéia

Najprv by som chcela priblizit, aké typy $kol sa vyskytovali v Cechéch a na
Morave v dobe, ked vysli Vojtéchove u¢ebnice. Ndjdeme tu najmé tri typy skol:
gymnazium, redlka a redlne gymnéazium, z ktorého sa neskor vydiferencovali dva
typy: povodnejsi typ A a reformovany typ B. Okrem tychto uz spomenutych tu
boli aj dievcéenské a reformné stredné skoly.

Gymnézia boli v tej dobe osemroéné (do roku 1849 boli Sestroéné) a delili
sa na dva stupne. Kym nizsi stupeni (1.—4. ro¢nik) zabezpecoval elementarne
vzdelanie, na vy$§om stupni (5.-8. ro¢nik) sa vyucovali filozoficko-historické
a matematicko-prirodovedné predmety, hoci matematika tu mala nizsiu hodi-
novu dotaciu ako na realkach. Maturitna sktska na klasickom gymnaziu oprav-
tiovala k $tidiu na vsetkych univerzitnych fakultach, tiez na VS banskej a pol-
nohospodarskej. Ak absolvent gymnazia preukazal dostatoéné znalosti a zruc-
nosti v deskriptivnej geometrii a kresleni, mohol studovat aj na VS technckej.
(Potiigek 1992)

Redlka bola sedemroéné strednd skola s maturitou (od 30-tych rokov 19. st.
bola Sestro¢nd). Mala vSeobecno-vzdelavaci charakter, zamerana vsak bola naj-
mé na matematicko-prirodovedné discipliny. Podobne ako gymnazia boli realky
delené na dva stupne. Na nizSom stupni (1.-4. ro¢nik) boli tri roky veno-
vané teoretickej priprave a Stvrty rok bol zamerany na prax. Po nom nasle-
doval trojro¢ny vyssi stupeni (5.—7. ro¢nik), kde sa vyucovali vySSie spomenuté
matematicko-prirodovedné predmety. Oproti gymnazidam mali do vyuky zara-
deny aj isty pocet hodin deskriptivnej geometrie. Maturitna skuska na realke
opraviiovala k $tidiu na vSetkych studijnych odboroch na VS technickej. (Po-
tticek 1992) Pre stadium na inych VS bolo potrebné urobit doplnkové skusky.

Redlne gymndazium bolo vlastne akymsi pokusom o spojenie klasického gym-
nazia a realky. Je to typ osemrocnej strednej skoly s rozsirenou vyukou priro-
dovednych predmetov a s obmedzenim vyuky starych jazykov (bez gréctiny).
Byva oznacované ako typ A (Pottacek 1992, a ini). Z neho sa totiz oddelil novy
typ: reformované redlne gymnazium, oznacované ako typ B. Na rozdiel od kla-
sického gymnazia sa u typu A z uciva fyziky vyclenila chémia ako samostatny
predmet, do fyziky boli zaclenené zaklady astronémie a navysSe bola do vy-
uky zaradené deskriptivna geometria, aj ked s niz§im hodinovym zastipenim
ako na realkach. U typu B sa zhodoval nizsi stupeil s niz$§im stupiiom realky.
Vyssie gymnaziadlne triedy vypustili z uciva chémiu, deskriptivhu geometriu
a obmedzili kreslenie. Navyse zaviedli filozofickt propedeutiku a pridali hodiny
latin¢iny. Maturita na oboch typoch redlnych gymnazii opravnovala k stadiu
na vsetkych univerzitnych fakultach, okrem teologickej fakulty, tiez na VS ban-
skej a polnohospodérskej, a absolventov redlneho gymnéazia (typ A) k stadiu
na véetkych odboroch VS technickej. Absolventi reformovaného realneho gym-
néazia (typ B) si museli doplnif maturitu skiskou z deskriptivnej geometrie, ak
chceli v §tadiu pokracovat na VS technicke;j.
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3. Vojtéchove Geometrie pre 4. triedu SS

Vratme sa teraz k Vojtéchovym uéebniciam geometrie. Budem sa v prevaznej
miere zaoberat tymito knihami:

e Geometrie pro IV. tfidu gymnasii a redlnych gymnasii, Praha 1910,
1. vydanie
e Geometrie pro IV. a V. tfidu Skol stfednich, Praha 1924, 5. vydanie
upravené
e Geometrie pro IV. tfidu stfednich Skol, Praha 1934, 6. prepracované
vydanie
Ak porovname obsah a rozsah tychto ucebnic, zistime, ze prva a druha (teda
jej Cast venovand Stvrtym triedam) sa v podstate zhoduju, az na spojenie niek-
torych podkapitol do jednej alebo naopak. Najdeme tu nasledovné kapitoly:
Uvod, 1. Soumérnost osova, II. Posouvani, III. Otaceni, IV. Pohyby viibec
(takto je nazvana tato kapitola v prvej knihe, kym v druhej vystupuje pod
nazvom Shodnost, obsahom si v8ak zodpovedaji) a V. Homoteti¢nost a podob-
nost. Kapitola Uvod je vo vietkjch troch uéebniciach rovnaka. V geometrii pre
IV. a V. triedu je este navyse uvedeny: Dodatek pro redlky nazvany Obecnéjsi
vztahy. Tvori ho asi 15 stran venovanych prieckam trojuholnika, homoldgii,
,harmonické ¢tvefiné bodu a paprsku“, pélu a polare. Dalej st tu eSte kapitoly
zo stereometrie, ktoré vsak neprisliichaju k u¢ivu stvrtej triedy strednych skol.
No v ucebnici, ktora je spominana ako tretia, je iplne vynechané kapitola o po-
dobnosti. Obsah zodpoveda obsahu zvysnych kapitol u predchadzajtcich knih,
ale rozlozenie jednotlivych uciv a aj samotné nazvy kapitol st tplne odlisné:
Uvod, 1. Zékladni atvary a vztahy, II. P¥imky kolmé, III. Kruznice, IV. Piimky
rovnobézné, V. Trojthelnik, VI. Ctyfuhelniky a mnohotihelniky, VII. Obsah
thelniku. Na zdklade vyssie uvedeného sa budem dokladnejsie zaoberat dru-
hym titulom — Geometrie pro IV. tfidu gymnasii a realnych gymnasii.

4. Geometrie pro IV. tfidu gymnasii a realnych gymnasii

4.1 Uvod

V tejto kapitole autor predstavuje Citatelovi obsah a histériu geometrie, jej
zédkladné axiémy a vety (o priamke, rovine, uhle, tsecke), oznacenia a tiez sa
zmienuje o nastrojoch na rysovanie.

4.2 I Soumérnost osovd

Tu autor vysvetluje pojem osovej simernosti na priklade prekladpania roviny
(papiera) okolo danej priamky. Definuje Gtvary obratene (inverzne) zhodné.
Pri zavadzani osovej simernosti vobec nepouziva pojem kolmice. T definuje
az neskor a to takisto pomocou preklapania. Najdeme tu aj rozdelenie uhlov
a zavedenie pojmu pravouhly trojuholnik. V pripojenych tlohach ma zaujala
tato:

o Aky je rozdiel medzi pojmami priamka kolmd a priamka zvisld?

Pravdepodobne mal Vojtéch sktisenosti so zlym pochopenim terminu kolmy
zo strany Studentov, jeho zamienanim s pojmom zvisly.
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Dalsia podkapitola je venovana tiseckdm a uhlom. Opét sa tu stretdvame
s uz zndmym preklapanim. Tento raz ho autor vyuziva na urcenie osi a stredu
asecky a tieZ osi uhla. Najdeme tu tieZ porovnavanie dizky tseciek a velkosti
uhlov, definiciu sty¢ného, doplnkového, vedlajsieho a vrcholového uhla.

Nasledujica podkapitola ma nazov Rovnoramenny trojuholnik. Tu definuje
tento pojem, prekldpanim ukazuje jeho stimernost podla osi a vyvodzuje z toho
désledky (rovnost uhlov pri zékladni, splynutie niektorych vyznamnych prie-
¢ok) a objastiuje ich vyznam. Definuje os strany a uhla a vzfah medzi stranami
a uhlami vo vSeobecnom trojuholniku. Z tloh k cvi¢eniu ma zaujala jednak
uloha, ktora sa vyskytuje pri viacerych kapitolach tejto knihy:

e 7 ktorych miest nasej republiky je vzdusnou ciarou rovnako daleko do
Prahy aj do Brna? A z ktorych miest je do jedného blizsie neZ do dru-
hého a naopak?

A tiez tato tloha:

o Ak spojime bod vo vnutri trojuholnika so vsetkymi jeho vrcholmi, je
sucet tychto spojnic vacsi nez polovica obvodu a mensi nez cely obvod
trojuholnika. Dokdzte.

(V tejto ucebnici sa pri niektorych dokazovych tlohdch nevyskytuje slovko
,dokazte“, je tam len popisana situacia — napr. predchadzajica tloha tam je
uvedend bez slova dokazte.)

Nasleduje podkapitola o kruzniciach, vzajomnej polohe priamky a kruznice
a vzdialenosti bodu od kruznice. Potom je tu podkapitola zaoberajica sa dvoma
kruznicami. Hovori sa tu o vzajomnej polohe dvoch kruznic a o vyuziti kruznic
pri zostrojeni trojuholnika. St tu tlohy na zostrojenie osi usecky, na delenie
uhla, na zostrojenie kruznice vpisanej a opisanej trojuholniku, na zostrojenie
doty¢nice ku kruznici danym bodom neleziacim na danej kruznici. Zaujala ma
tu pozndmka k tlohe na zostrojenie bodu simerného k danému podla danej
osi:

o Ako zostrojime priesecniky danej kruznice s priamkou danou dvoma
bodmi iba pomocou kruzidla?

Zostrojime bod stimerny k stredu kruznice podla danej priamky spésobom uve-
denym v predchadzajicej tlohe (ozna¢me dané body A, B a stred danej kruz-
nice S. Z bodu A zostrojime kruZnicu s polomerom AS, z bodu B kruZnicu
s polomerom BS. Hladany bod lezi v ich prieseéniku), a z neho kruznicu s polo-
merom rovnakym, ako mé dana kruznica. Priese¢niky tejto a danej kruznice s
hladanymi bodmi. Prec¢o? Autor popisuje riesenie tejto tlohy, ale zdovodnenie
postupu nechéva na ¢itatelovi.

Touto podkapitolou kondi prvé kapitola: Stredové simernost. Este priddvam
pekné ulohy z tejto kapitoly:

e Zostrojte kruznicu, ktord sa dotyka danej kruznice a jej dvoch dotycnic.

o Vpiste do kruhového vyseku kruinicu (tj. zostrojte kruinicu, ktord sa
dotyka oblika a oboch polomerov kruhového vyseku).
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o Ak sa tri kruznice so stredmi Si,S2,Ss navzdjom po dvoch dotykaji,
pretinaju sa ich tri spolocné dotycnice, vedené v ich dotykovych bodoch,
v bode, ktory je stredom kruznice vpisanej trojuholniku S1.59S3.

4.3 II. Posouvani

Postivanie Vojtéch opit definuje prakticky: Myslime si rovinu a v nej priamku,
oboje dvojmo (dva listy papiera). Ak pohybujeme jednou rovinou tak, aby
stale splyvala s druhou, a aby jej priamka stale splyvala s priamkou pevnej ro-
viny, hovorime, Ze rovinu pozdlz priamky postivame. Cez postivanie dalej autor
definuje rovnobeZky a pridéva niektoré vety o rovnobezkach a ich iné defini-
cie. TieZ sa tu zaoberd uhlami pri rovnobezkéch pretatych prieckou a uhlami
v trojuholniku. Objavuje sa tu znamy dokaz, ze sucet uhlov v trojuholniku
je 2R, s vyuzitim rovnobezky s niektorou zo stran vo vrchole, ktorym strana
neprechadza.

Samostatni podkapitolu venuje rovnobeznikom. Zavadza pojem Stvoruhol-
nika a jeho uhlopriecky, definuje rovnobeznik a jeho zvlastne pripady: kosoStvo-
rec a obdlZnik, ako rovnobezniky, ktoré maji dve osi simernosti, a Stvorec so
Styrmi osami simernosti. Kosostvorec nazyva rovnostrannym rovnobeznikom,
obdlZnik rovnouhlym, a $tvorec ako kombinaciu oboch — rovnobeznikom rov-
nostrannym a rovnouhlym zaroveii. Dalsiu podkapitolu autor venuje meraniu
aseciek, ich suctu, rozdielu, stcinu a podielu. Na koniec tejto kapitoly znova
pridavam pekné priklady:

o Ak maju dve kruznice vonkajsi dotyk v bode A a ak vedieme polo-
mery S1B1 a SaBs, rovnobeiné s rovnakou orientdciou, potom uhol
/B1ABs = R; dokazte. Akd je situdcia v pripade vnitorného dotyku
dangjch kruznic?

e Dokadzte, Ze os vonkajsieho uhla pri vrchole rovnoramenného trojuhol-
nika je rovnobeznd so zdkladnou.

e Dokdzte, Ze sucet vzdialenosti bodu na zdkladni rovnoramenného troju-
holnika od jeho ramien je konstantny (¢omu je rovny?). Co v pripade,
Ze zvolime bod na predlZeni zdkladne?

4.4 III. Otdcent

Tento pojem autor opit definuje pomocou dvojitej roviny, uvadza tu tiez stre-
dovt stmernost ako zvlastny pripad otadcania (otocenie o uhol priamy). Na-
jdeme tu podkapitoly venované kruznicovym oblikom, tetivam, stredovym,
obvodovym a tsekovym uhlom. Vetu o stredovom a obvodovom uhle Vojtéch
dokazuje len pre najjednoduchsi pripad, kedy jedno rameno obvodového uhla
prechadza priemerom kruznice, ostatné pripady nechava na ¢itatela. Dalej uva-
dza Talesovu vetu — obvodové uhly v polkruhu si pravé. Tiez v tejto kapitole
dokazuje, Ze kruznicové obliky medzi rovnobezkami st zhodné, a dalej tato
vetu odportaca vyuzit pri rieSeni tloh, napr.

e Spojit priamkou dva body leZiace velmi blizko pri sebe na kruznici.

e Zostrojit dotyénicu ku kruZnici v jej danom bode, ak nie je pristupny
stred kruznice.
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Na konci tejto kapitoly hovori autor o spolo¢nej dotycnici dvoch kruznic.
Avsak, kedZe Studenti eSte nepoznaju rovnolahlost, zostrojuje ich inym, netra-
di¢nej$im spoésobom.

Obr. 2 Obr. 3

Uvadzam rozbor tejto tlohy o spolo¢nej doty¢énici dvoch kruznic: Majme dve
kruznice k1 (S1,71), k2(Se, r2), nech r; > ra, a ich spoloénii vonkajsiu dotyénicu
t s dotykovymi bodmi A;, As. Polomery S; A1, S2As st kolmé na ¢ a su teda
rovnobezné (rovnakej orientécie). Zostrojme tsecku Sy B, rovnobeznt s Aj Ag,
pre ktora dalej plati, ze SoB = A1As a A1 B = A3S>. Bod B vieme zostrojit,
pretoze mé od S; dant vzdialenost BS; = r; — 72 a je vrcholom pravého uhla
nad danou tuseckou S752. Geometrickym miestom bodov prvej vlastnosti je
kruznica kp(Si,m1 — 1r2) a geometrickym miestom bodov druhej vlastnosti je
Talesova kruZnica nad priemerom S;S55. Bod A je priese¢nikom kruZnice k;
a polpriamky @ (obr. 2)

Pri konstrukcii moéZme postupovat takto: Zo stredu S; opiseme kruZnicu
s polomerom r; — 79, zo stredu S tsecky S7.52 narysujeme Talesovu kruznicu
s polomerom SS;. Priese¢nikom tychto dvoch kruznic, bodom B, vedieme pol-
priamku @ , ktora pretne kruznicu k; v hladanom bode A;. Staéi uz len vzty-
¢it kolmicu v tomto bode a dostaneme hladant vonkajsiu doty¢nicu k obom
kruzniciam. (obr. 3)

Podobnym postupom zostrojime aj vnitornt dotycnicu danych kruznic.
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(rozbor — obr. 3, konstrukcia — obr. 4) Nech C7,C5 st dotykové body, potom
polomery S;1C1, S3Cs st rovnobezné, ale opacnej orientacie. Namiesto kruznice
s polomerom r; — 75 zostrojime kruznicu kp/(Sy,r1 + r2). Dalej postupujeme
podla postupu konstrukcie vonkajsej doty¢nice. A na zaver tejto kapitoly opét
uvadzam niekolko prikladov:

e Dané si dve lubovolné &iary (2 priamky, 2 kruinice, priamka a kruz-
nica, ...) a bod medzi nimi leZiaci. Zostrojte priamku prechddzajicu
tymto bodom tak, aby usecky ma nej ohranicené danym bodom a cia-
rams boli rovnako dlhé.

e Zostrojte rovnoramenny trojuholnik, ak je dany jeho vrchol a uhol pri
tomto vrchole, tak, aby konce jeho zdkladne leZali na dvoch dangch ¢i-
arach (priamkach, kruiniciach, ... ).

e Narysujte do danej kruinice tetivu danej dizky, rovnobeini s danou
priamkou, alebo zvierajicu s riou dany uhol.

e Ktoré uhly vyjadrené v stuprioch celym cislom (od 0° do 180°) vieme
zostrojit presne pravitkom a kruZidlom?

e Ndjdite priamku, ktord md od dangch dvoch bodov dané vzdialenosti.

4.5 1V. Pohyby vibec

Prva podkapitola je venovana zhodnosti trojuholnikov. Vsetky vety o zhodnosti
trojuholnikov st dokazované cez ,pohyby“, teda posivanie, otacanie, osovil
sumernost. Autor ukazuje ich vyuzitie v dokazovych a konstrukénych dlohéch.
Napriklad tu najdeme takuto tlohu:

e Dokdzte, Ze je moiné zostrojit dotycnicu k danej kruZnici tymto sposo-
bom: Dand je kruznica k(S,r) a bod A, ktory na nej nelezi. Zostrojime
kruznicu 1(S,SA) a v prieseéniku B tejto kruZnice s polpriamkou SA
vztycime kolmicu na SA. Kolmica pretne kruznicu | v bode C' a CS
pretne kruznicu k v bode D, ktory je dotykovym bodom hladanej dotyc-
nice.

Autor uvadza nasledovny dokaz: Trojuholniky ADAS a ABCS st zhodné
podla vety sus, preto pre tieto uhly plati: ZADS = Z/CBS = R.

V dalsej casti Vojtéch svoju pozornost upriamuje na dolezité body v tro-
juholniku (priese¢niky osi uhlov a strdn, ortocentrum a tazisko). Podéva tu
dokazy, Ze jednotlivé priecky sa pretinaji v jednom (dolezitom) bode, a tiez
pekne dokazuje vlastnost taziska (deli kazd z taZnic v pomere 2 : 1). Zaujala
ma tu jeho poznamka o ortocentre, Ze ak mame dany trojuholnik AABC a jeho
ortocentrum V', tak vo vSetkych trojuholnikoch tychto ABC, ABV, ACV, BCV
tvorenych tromi z tychto bodov A, B,C,V plati, ze kazdy z tychto Styroch
bodov je ortocentrom trojuholnika, ktorého vrcholy tvoria zvysné tri body.

Dalej sa autor venuje §tvoruholnikom, najmaé, lichobezniku, a mnohouholni-
kom, obvzlast pravidelnym. Definuje Stvoruholnik (a mnohouholnik) tetivovy
a dotycénicovy. Nemalu pozornost vSak venuje aj meraniu obsahov roznych uhol-
nikov (obdiinika7 rovnobeznika, trojuholnika, lichobeznika a mnohouholnika
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doty¢nicového aj vSeobecného). Obsah rovnobeznika poéita tak, ze dany rov-
nobeznik prevedie na rovnoplochy obdlZnik. Trojuholnik zasa povazuje za po-
lovicu rovnobeznika, a teda odtial odvodi aj vzorec na vypocet jeho obsahu.
Obsah trojuholnika poc¢ita aj pomocou polomeru vpisanej kruznice a polovic-
ného obvodu trojuholnika. Tento vzorec potom vyuziva na vypocet obsahu do-
ty¢nicového mnohouholnika. Obsah vseobecného mnohouholnika pocita tak, ze
ho prie¢kami rozdeli na trojuholniky, lichobezniky a obdlZniky. Posledné strany
tejto kapitoly st zamerané na pohyby utvarov. Opit sa tu hovori o zhodnych
zobrazeniach, ale teraz sa netykaju len samotnych bodov a priamok, ale aj
roznych uholnikov. A na koniec znova pripadjam zaujimavé priklady:

e Dokdzte sprdvnost tohto riesenia, ako rozpdlit dany uhol: Na jedno ra-
meno nanesieme od vrcholu uhla dve usecky, na druhé rameno dve
usecky s nimi zhodné a ich koncové body spojime do kriza. Priesecnik
tychto spojnic lezi na osi daného uhla.

e Zostrojte trojuholnik, ak je dané: v,,u~, kde u, je usecka osi uhla -y
patriaca trojuholniku.

e Zostrojte trojuholnik, ak s dané pdty jeho vysok.

e Do daného stvorca vpiste stvorec, ak je dand dizka jeho strany (aby jeho
vrcholy leZali postupne na strandch daného stvorca. Kedy mad tdto uloha
jedno, dve, Ziadne riesenie? Rozsirte ulohu pre iné uholniky.

e Obsah lichobeznika sa rovnd sucinu jednej z nerovnobeznych stran a jej
vzdialenosti od stredu druhej. Dokdzte.

e Spojnice bodu vo vnutri rovnobeznika s jeho vrcholmi delia rovnobez-
nik na Styri trojuholniky tak, Ze sucty obsahov dvoch nesusednych si su
TOUNE.

o Sucet vzdialenosti lubovolného bodu vo vnitri mnohouholnika so stra-
nami rovnakej dizky od jeho strdn je konstantny. Dokdzte. (Spojte tento
bod s vrcholmi mnohouholnika a hladajte jeho obsah.)

4.6 V. Homotheticnost a podobnost

Na zadiatku tejto kapitoly sa autor zaoberd tmernostou useéiek (zvézok pri-
amok prefatych rovnobeznymi priamkami) a tto potom vyuZiva pri rieSeni
tloh. Zaujala ma tato:

e Dant tsecku AB moZno rozpdlit iba pomocou pravitka a k nej danej
rovnobezky. (Ako mozno zostrojit dvojndsobok danej isecky iba pomo-
cou pravitka, ak je dand priamka k nej rovnobeind?)

Vojtéch ukazuje rieSenie prvej tlohy a druhti nechava nevyrieSend pre cita-
tela: Ak spojime bod S, leZiaci mimo pés rovnobeziek, s bodmi A, B priam-
kami, pretnti dant rovnobezku v bodoch A’, B’. Priamky AB’ a A’ B sa pretnt
v bode S’ a spojnica S5’ pretina tsecku AB v bode C, ktory je jej stredom
(a tsecku A’B’ v jej strede C’). Lebo vo zvizku priamok so stredom S plati
AC : A'C' =CB:C'B’, teda AC : CB = A'C’ : C'"B’, a vo zvizku so stredom
S' plati AC : B'C' = CB : C'A’, teda A’C' : C'B’ = CB : AC. Porovnanim
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oboch timernosti dostaneme AC : CB = CB : AC, teda AC? = C B2, z ¢oho
vyplyva rovnost AC = CB.

Pomocou vyssie spomenutej tmernosti tseCiek autor zavadza pojem homo-
tetickych (rovnolahlych) atvarov. Definuje tiez utvary podobné, ako tie, ktoré
sa ,pohybom* daju previest na ttvary homotetické. V dalsich podkapitoldch
sa venuje podobnosti trojuholnikov a inych utvarov, ktorti odvodzuje prave
od podobnosti trojuholnikov. Vojtéch uvadza vety o podobnosti trojuholnikov
(uu, sus, sss, Ssu) aj s dokazmi robenymi pomocou Gmernosti tseéiek a odvod-
zuje pomer obsahov podobnych ttvarov. Ndjdeme tu aj rovnolahlost kruznic,
néjdenie stredov rovnolahlosti dvoch kruznic a ich vyuzitie pri rysovani spo-
loénej dotyénice dvoch kruznic (porovnanie s predoslym postupom ich zostroje-
nia). Autor ukazuje, ako mozno riesit konstrukéné tlohy pomocou rovnolahlosti
(napr. vpisat stvorec do kruhového vyseku).

Nasledujica podkapitola je venovand pravouhlému trojuholniku. Na zaci-
atku st uvedené a s vyuzitim podobnosti aj dokadzané Euklidove vety o od-
vesnédch a vyske (aj ked ich tak autor nenazyva). Tieto st potom dalej vyuzité
pri jednom z dokazov Pytagorovej vety. Autor ich tu uvadza niekolko a zo-
par len naznacuje, ako tlohy na precvi¢enie pre Citatela. Vyuzitie Pytagorovej
vety je tu demonstrované na prikladoch. Prédve pomocou nej je tu odvodeny
Herénov vzorec na vypocet obsahu trojuholnika, ak pozname len jeho strany.
Na zaklade tohto vzorca vyjadruje pomocou stran trojuholnika polomer vpi-
sanej kruznice, a na zaklade vzorca a podobnosti polomer opisanej kruznice.
Najdeme tu dokonca aj Ptolemaiovu vetu: V tetivovom stvoruholniku sa rovna
st¢in uhlopriecok stc¢tu stc¢inov protilahljch stran, teda ef = ac+bd. Jej dokaz
je urobeny s vyuzitim podobnosti trojuholnikov.

Dalej tu najdeme podkapitolu venovanti mocnosti bodu ku kruznici. Autor
uvadza doékaz pre vonkajsie body kruznice, kym overenie platnosti vety pre
body vnutorné nechéva na dokézanie ¢itatelovi. A hned podava aj priklad na
jej vyuzitie. Je to jedna z Apolléniovych tloh (BBk):

e Zostrojit krunicu dotykajicu sa danej kruznice a prechddzajicu danyms
dvoma bodmi.

Za mocnostou bodu ku kruznici nasleduje definicia chordély a jej zostrojenie
pomocou rovnako dlhych dotyénic (teda s vyuzitim mocnosti bodu ku kruznici).
Tiez Vojtéch ukazuje, ako sa to d& urobit jednoduchsim spésobom — pomocou
tretej kruznice. Predtym je vsak dokazana veta, ze chordaly troch kruznic sa
pretinaji v jednom bode. Dalej nasleduje tiloha o zlatom reze:

e Rozdelte dani tsecku na dve casti tak, aby vicsia z nich bola strednou
umerou mensej a celej usecky.

Teda ak méme dani usecku AB, hladany bod je C (AC > C'B), potom mé
platit, ze AB : AC = AC : C'B. Na kons$trukciu zlatého rezu Vojtéch vyuziva
mocnost bodu ku kruznici: V bode B vzty¢ime kolmicu BD na tse¢ku AB rov-
nakej dlzky ako AB. Nad BD, ako priemerom, zostrojime kruznicu. Z bodu A
vedieme sec¢nicu prechadzajicu stredom kruznice, ktori pretina v dvoch bodoch
E a F. Usetka AE zodoveda dlzke vicsej casti danej tsecky AB, ktora vy-
hovuje tlohe, teda je zhodnd s AC (obr. 5). Pretoze z mocnosti bodu A ku
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kruznici vyplyva, ze AB : AF = AFE : AB, z ¢oho po uprave dostaneme
AB : (AF — AB) = AE : (AB — AE), teda AB : AC = AC : CB. Dalej tu
najdeme iné znenie predchddzajucej dlohy (a : x = x : (a — x)), z ktorého je

potom zlaty rez vypocitany ako: a\/g;l. 7Z priloZenej historickej poznamky sa

Citatel moze dozvediet, Ze zlaty rez poznali uz Pytagorejci, no jeho nazov vzni-
kol az v 19. st. asi podla Keplerovho nézvu ,sectio divina“ (rez bozsky). Autor
uvadza a dokazuje aka je spojitost medzi zlatym rezom a stranou pravidelného
desatuholnika a pétuholnika. Ak oznacime stranu pravidelného desatuholnika
a19 a stranu pravidelného pituholnika as a polomer ich opisanej kruznice r,

2 ;. .~ 3
‘/‘?’2*1 as = 4r? — a"? =74/ % N&jdeme tu tiez navod

na zostrojenie strany pravidelného pétnastuholnika, a tiez ako zostrojif pravi-
delny desatuholnik iba pomocou kruzidla. Nech A, B, C, D, E st po sebe idtce
vrcholy pravidelného Sestuholnika na kruznici so stredom O. Z bodov A a D
opi8me kruznicové obliky s polomerom AC (= BD), ktoré sa pretnt v bode F,
dalej z bodov C' a E obliky s polomerom OF, ktoré sa pretnii v bode G. Nuz
a OG = ayp. Odtial vieme dostat a5, a mimochodom OF = a4 (obr. 6). Dokaz
autor neuvadza, nechéva ho na citatela. Taliansky geometer Lorenzo Masche-
roni (1750-1800), ako sa dozveddme z poznamky, vo svojom spise, vydanom
kratko pred r. 1800, zostrojil iba pomocou kruzidla pravidelné mnohouholniky
dovtedy zostrojované pravitkom a kruzidlom, a navyse ukazal, Ze vSetky tlohy
rieSitelné pravitkom a kruzidlom je mozné riesit len pomocou kruzidla.

potom plati: ajg = r

Obr. 5 Obr. 6

Dalsia podkapitola je venovana konstrukcii algebraickych v§razov a vyuzi-
tiu algebry pri konstrukénych ulohach. Poslednéd podkapitola méa nazov: Obvod
a obsah kruhu a jeho c¢asti. Autor priblizne ur¢uje 7, ako limitu pomerov ob-
vodov pravidelnych n-uholnikov vpisanych a opisanych kruznici ku polomeru
danej kruznice, pre rastice n s presnostou na s$tyri desatinné miesta. Spomina
aj ako urcovali m v minulosti a na kolko desatinnych miest sa ho do tej doby
podarilo zratat. Odvodzuje obvod a obsah kruhu, dizku kruznicového oblika
a obsah kruhového vyseku a medzikruzia. Zaujimavymi prikladmi zakonc¢ujem
aj tuto kapitolu:
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Dokadzte, Ze uhlopriecky lichobeznika sa delia svojim priesecnikom v po-
mere zdkladni.

Zostrojte trojuholnik, ak su dan€ jeho tri viysky.

Vpiste do daného trojuholnika stvorec tak, aby mal jednu stranu na
zdkladni trojuholnika a zvysné dva vrcholy leZali postupne na zvysnych
strandch trojuholnika.

Pravouhly rovnoramenny trojuholnik md zdkladriu diZky a, urcte obsah
Stvorca doriho vpisaného, ktory stoji: a) na ramene, b) na zdkladni da-
ného trojuholnika.

Dokdzte, Ze vo vseobecnom trojuholniku sa Stvorec jednej strany rovnd
suctu stvorcov ostatngch dvoch stran, zmensenému, alebo zvdcsenému
o dvojndsobny sicin jednej strany a priemetu druhej strany na riu, podla
toho, ¢i lezi tato strana oproti ostrému alebo tupému uhlu. Teda, Ze plati
nasledovny vzorec: a® = b% 4 c® F 2ccy.

Dokdzte, Ze v pravidelnom pdtuholniku sa uhlopriecky pretinaji v po-
mere zlateho rezu.

Vypocitajte dizku uhlopriecok pravidelného desatuholnika, ak je dang
polomer opisanej kruznice.

Zostrojte x = (abed) s .

Nad preponou a odvesnami pravouhlého trojuholnika zostrojme polkruz-
nice na tu stranu, kde leZi trojuholnik. DokdZte, Ze sucet obsahov dvoch
mesiacdikovitych ploch takto vzniknutych (Hippokratovych mesiacikov)
sa rovnd obsahu dané€ho trojuholnika.

Za aky cas opise koniec minutovej rucicky na hodindch drdhu rovnd jej
dlzke?

Celé kniha je zakoncend stiborom styridsiatich tloh na opakovanie, kde né-
jdeme tulohy tykajuce sa kazdej kapitoly.

Skutocénost, Ze autori uéebnic pre vyssie triedy strednych $kol — Bydzov-
sky aritmetiky a algebry a Vojtéch geometrie — pisu ucebnicu pre 4. triedu
nizSej strednej skoly, pramenila z osnovami pedpisaného poZziadavku, vykonat
v 4. triede zhrnutie a systematizdciu prebraného uéiva. (Potti¢ek 1993) Myslim,
ze Vojtéchovi sa to aj skutocne podarilo.
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