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O VYZNAME ZAKLADNEHO POLLA V GEOMETRII

alebo

Nie je rovina ako rovina!'

JAN C1ZMAR

V rutinnej pedagogickej praxi a niekedy aj v pisomnych prejavoch rozliéného
druhu sa doneddvna hojne objavovali a obcas sa eSte aj dnes vyskytni
ulohy, ktoré bez doplnenia a upresnenia zakladnjych idajov s netplne urcené
a neposkytuju riesitelovi dostatoéné podklady na korektnt odpoved. Tak napr.
otdzka o typoch kuzelosefiek nemé zmysel, ak sa explicitne neuréi rovina, pre
ktora sa mé klasifikdcia typov urobit; a tu nestaci len idaj o druhu roviny, teda
¢ je rovina projektivna, afinnd ap., ale treba poznat i zékladnt algebrickt Struk-
tiru, nad ktorou je rovina vybudovana. (Bezn4 znalost projektivnej geometrie
dava dostatok zakladnych informacii o suvislostiach postupne dopliiovanej axio-
matiky projektivneho priestoru a algebrickej Struktiry (okruhu, telesa, pola
atd.), nad ktorou je priestor koordinatizovatelny.)

Iny druh nejasnosti sa ¢asto objavuje v postupoch rieSenia niektorych tloh
v redlnych priestoroch, ked sa v priebehu rieSenia dospeje k algebrickym rovni-
ciam stupna n > 2, ktoré nemaju vSetky korene reilne. Spravidla bez nalezitého
vysvetlenia sa geometrické objekty prislichajuce k tymto korenom interpretuji
ako imaginarne, pricom zakladny predpoklad tejto interpretacie — komplexifikd-
cia redlneho priestoru — zostava velmi ¢asto zaml¢any. Na problémy tohto druhu
narazame uz v elementarnych partidch geometrie v takych zakladnych ilohach,
ako je zistovanie vzdjomnej polohy priamky a kuZelosecky (pripadne algeb-
rickej krivky vySSieho stuptia) v rovine, vzdjomnej polohy roviny a kvadriky
(pripadne algebrickej plochy vyssieho stupiia) v priestore, hladanie samodruz-
nych prvkov geometrickych transformacii, singularnych, resp. inflexnych bodov
realnej rovinnej algebrickej krivky a pod.

Pozornost takymto problémom — trividlnym a ddvno vybavenym z pohladu
dnesného stavu tedrie — je vyznamnéd z hladiska metodiky stredoskolske;
a vysokoskolskej vyucby geometrie. V nej ide o to, aby kazdy student, ktory
sa u¢i matematiku — bez ohladu na to, ¢i ako sucast Specializcie alebo
predmet SirSej teoretickej pripravy — sa oboznamoval s klGéovymi pojmami
na trovni podla moznosti exaktnej, zodpovedajlcej stavu poznania na prelome
20. a 21. storocia, a nie na Grovni nejasného chapania prizna¢ného v tejto oblasti
pre 19. storodie. Z tohto hladiska je dolezité, aby v prvom rade vysokoskolsky
ucitel geometrie mal ujasnené obsahové poznatky o Standardnych a vo vyucbe

1 Pavodné otidténo v Proceedings SCG’96 Volume 5, Slovak Technical University,
Bratislava, September 1996, Kocovce, str. 52—61.
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frekventovanych priestoroch a ich geometrii a aby mal spolahlivy metodicky
prehlad v problematike korektného budovania nosnych, obsahovo a logicky
diferencovanych pojmov.

Pokus prispiet k zvyseniu metodicke]j pripravenosti uditelov na dosahovanie
trvalého a hlbokého osvojenia kardindlnych pojmov u Studentov vedie cez
sprestiovanie fundamentalnych poznatkov o priestoroch, Specidlne rovinach,
u samych ucitelov. Nejde tu ani tak o Studium $pecidlnych objektov, napr.
koneénych telies ¢i poli a koneénych rovin, resp. priestorov nad nimi, ani
o sktimanie rovin a priestorov so $pecidlnymi metrikami (napr. Cayleyho-
Kleinovych rovin), ¢ o Sttdium Specidlnych objektov (napr. kuzeloseciek)
v takychto priestoroch, ako skor o vyjasnenie tlohy a vyznamu zakladného
pola priestoru a jeho algebrickych rozsireni v tradi¢nych klasickych pripadoch
projektivneho, afinného a metrického euklidovského priestoru.

Formulacia problematiky

Nevyhnutnou podmienkou moznosti efektivne sa zaoberat problematikou
zdkladného pola je pouzivanie analytickej metédy. Syntetickéd metdda spravidla
neformuluje explicitne vztah geometrie k zakladnému polu, analytickéd metdda
ho deklaruje na samom zaciatku. V syntetickej metéde sa problém nutnosti
rozsirenia zékladného pola objavuje sprostredkovane pri pouziti kalkulativnych
metdd — o je v podstate prostriedok analytickej metddy — a rozsireniu chyba
povaha vSeobecnosti. V analytickej metdde je problém formulovany explicitne
a rozSirenie jedinym krokom postiva hranicu operacnej oblasti na troven
uzavretosti vSetkych operacii.

Problém zakladného pola sa predstavuje v elementarnej podobe v nasledu-
jacej tlohe:
Je dany systém funkcii n premennych

filz1,...,xy), €I (I jeindexovd mnozina) (1)

s koeficientmi z pola F'; F sa nazyva zakladné pole.
Nech S(L) je blizsie neuréeny n-rozmerny priestor, ktorého body maja
nehomogénne stradnice v istom rozsireni L pola F. Pre systém rovnic

filz1,...,xn) =0, i€l (2)
definujme dve mnoziny:

‘/12{(29):(3/1,---7%)65@) ’ fi(ylwnayn):O? Z'EI}CS(L),
Vao={(2)=(21,...,2,) € S(L) | fi(z1,...,2,) =0, i€l } CSI),

kde L' je nejaké rozsirenie pola L a S(L') je n-rozmerny priestor toho istého
drubhu ako S(L), pri¢om nehomogénne siradnice bodov priestoru S(L') st
z pola L.
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Je zjavné, ze V3 C V;.

Variabilita tejto inklazie zavisi od takych faktorov, ako je druh priestoru
S(L) (a S(L')), druh funkcii f;, vztah zakladného pola F' a jeho rozsirenia L,
vztah pola L a jeho rozsirenia L.

Ako extrémny problém mozno sformulovat tlohu najst také minimdlne
rozsirenie T pola F, Ze v priestore S(T') st vSetky korene stustavy rovnic (2).
V tomto pripade mnozina

V= {(U) = (’Ul,...,?]n) S S(T) | fi(’Ul,...,’Un) =0,:1€l } C S(T)
je maximéalnou mnozinou v kazdom retazci
ich,C---CV

a pre kazdé rozsirenie 77 pola T a priestor S(7") pre mnozinu

V' = {(w):(wh...,wn) e S(T) ‘ filwy,...,wy) =0, i€l } c S(T")

plati V! = V.
Krajnym pripadom vztahu pola koeficientov F' a pola stradnic L je rovnost
F = L tychto poli. Toto je najcastejsia situicia zadania zdkladného pola.

Potreba jeho rozsirenia sa spravidla vyskytne ako aktualna uloha v uréitom
§tadiu rieSenia ststavy rovnic (2).

Specialny pripad nastane, ked sa vo vsetkijch stistavach rovnic tvaru (2) pri-
pustaju len algebrické rovnice, t.j. vietky funkcie f; sustavy (1) st polynomické.
Podla Hilbertovej vety o baze idedlu v noetherovskom okruhu mozno ststavu
(2) redukovat na ekvivalentni kone¢nt stustavu algebrickych rovnic

gi(.ﬁi,...,xn)zo, iZl,...,’f‘. (2’)

Vsetky jej korene, ktorych moze byt koneény pocet alebo nekoneéne mnoho,
adjungované k zakladnému polu F' vytvéaraju algebrické rozsirenie K pola F,
v ktorom st stradnice vetkych korefiov ststavy (2’). Priestor S(K) obsahuje
vSetky body, ktoré st korenimi ststavy (2).

Pre kazdu ststavu (2’) algebrickych rovnic urcite obsahuje stradnice vSet-
kych jej koretiov algebricky uzaver F zakladného pola F, t.j. minimalne algeb-
ricky uzavreté pole obsahujtce pole F.

Ak je teda K miniméalne pole obsahujice stradnice vSetkych korenov ststavy
(27) s koeficientmi zo zakladného pola F', existuje nasledovny retazec poli:

FCKCF (3)

—k— — ok — — K — — x—
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Vo vyuébe geometrie na strednej aj vysokej skole rolu zdkladného pola
zastava spravidla pole redlnych ¢isel R. Eudoxovou-Archimedovou axiémou
a Cantorovou axiémou (alebo ekvivalentne Dedekindovou axiémou) sa do-
spieva k ekvivalencii priamky euklidovskej roviny alebo euklidovského pries-
toru s polom redlnych ¢isel. (Axiémy s nezavislé od axiémy rovnobeZnosti,
takze spojitost je vlastnostou priamky aj v neeuklidovskej geometrii.) Pole real-
nych &isel sa stava zdkladnym polom budovania geometrie v rovine a priestore,
¢o sa presvedCivo dokumentuje na vystavbe zakladnych pojmov analytickej
geometrie. AvSak uZ elementarna tedria kuzeloseciek prezentovana analytickou
metédou poukazuje na nedostatocnost pola realnych éisel ako zékladného pola
priestoru. Klasifikdcia vzajomnej polohy priamky a reguldrnej kuzelosecky ve-
die aj k pripadu nesecnice, ktory je algebricky reprezentovany kvadratickou
rovnicou s imaginarnymi koreiimi. Znamy a bezproblémovy algebricky vysle-
dok nemé geometrickul interpreticiu, na ktort by stacilo jednoduché pripus-
tenie imagindrnych éisel ako stradnic bodov, t.j. rozsirenie zdkladného pola
realnych ¢isel na pole komplexnych ¢isel. Tento proces rozsirenia sa v takychto
alebo podobnych stvislostiach niekedy realizuje az vo vysokoskolskej vyucbe
(niekde a niekedy sa aj tam zastane na prahu zavddzania komplexnych ¢&isel ako
sturadnic) a nazyva sa komplexifikicia redlneho priestoru. Prave ist4 ndhodilost
pri volbe motivov a dovodov komplexifikicie pdsobi ¢asto zahmlievajico pri
osvojovani si tohto pojmu Studentmi. Na vysokoskolskej trovni matematického
vzdelavania by analytickd metéda budovania priestoru nad polom komplexnych
¢isel analégiou so zndmou metédou vystavby tedrie redlneho priestoru nemala
vzbudzovat prilisné didaktické obavy a metodické problémy ani u uditelov, ani
u Studentov.

Vzfah medzi polom redlnych ¢éisel R a polom komplexnych éisel C je
v porovnani so vSeobecnou schémou trividlny: pole komplexnych cisel je
jednoduchym algebrickym rozsirenim pola redlnych ¢isel; vznikd adjunkciou
jediného prvku — imaginarnej jednotky i:

C=R[i]=R(i) 2 R[X]/(X?+1) = R(1,i)
Vyznam jednotlivych symbolov:
R[i] = {a+bi | a,beR }
R(i) = { wibi | o b c,d € R, c+di5£0}

]R[X ] /(X? + 1) — faktorovy okruh oblasti integrity polynémov neurcitej X
nad polom redlnych ¢isel podla idedlu (X2 + 1)

(Hlavny ideal (X2 + 1) C R[X] je prvoideal, ktory je maximalnym idealom,
preto faktorovy okruh R[X]/(X? + 1) je pole.)

R(1,i) je R-modul generovany nad R prvkami 1 a i; ndsobenie komplexnych
¢isel robi z tohto modulu R-algebru.

Pole komplexnych ¢isel C je zaroven algebricky uzavreté, takze cely mozny
retazec (3) sa redukuje na inklaziu

RGC;
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je tu C = L (akékolvek vlastné algebrické rozsirenie pola R) aj C = R
(algebricky uzéver pola R)

Chapanie klasickych priestorov a griup ich transformacii

Kleinova koncepcia priestoru ako bodovej mnoziny s prislusnou ,,prirodze-
nou, s priestorom vnutorne zviazanou grupou transformécii, dobudovana do
dnesnej podoby, spresnila a sprehladnila hierarchiu priestorov a ich grup trans-
formécii, ako aj potencidlne vztahy inkltizie medzi nimi. Casto sa uvadza, do-
konca v kniznych publikaciach, ze grupa projektivnych transformacii PG, grupa
afinnych transformacii AG a grupa metrickych transforméacii MG toho istého
priestoru tvoria refazec grip (a inklazii)

PG 2 AG 2 MG

Toto tvrdenie je korektné len za urcitych podmienok. Nevyhnutnym predpo-
kladom moznej inklazie grip transformaécii je ich operovanie na tej istej bodovej
mnozine, ¢o apriorne nie je splnené. Ak je afinnd grupa vnutornou grupou
afinného priestoru, ktory je vlastnou podmnozinou projektivneho priestoru,
a to doplnkom pevnej nadroviny v projektivnom priestore, je tato grupa len
izomorfnd s podgrupou projektivnych transformécii projektivneho priestoru,
ktoré ponechévaji pevnu nadrovinu invariantnou. Je zrejmé, Ze pri tomto
chapani nemozno hovorit o inkluzii afinnej grupy v projektivnej grupe, ale len
o monomorfnom zobrazeni prvej grupy do druhej.

Na vyjasnenie relacii medzi priestormi a ich vnitornymi grupami je uzito¢né
kratko sa zmienif o geometrickych a éiselnych invariantoch jednotlivych grip
transformacii.

Nech F je zdkladné pole, pod ktorym sa v dalSom bude rozumief pole
redlnych ¢isel R alebo pole komplexnych ¢isel C. Tam, kde rozdiel medzi tymito
polami bude v ttvahach podstatny, sa vyber zédkladného pola vyslovne upresni.

1. Nech P"(F) je n-rozmerny projektivny priestor nad polom F a nech
PG(P"™(F)) = PG je grupa projektivnych transformacii (kolinedcii) priestoru
P"(F) (projektivna grupa).

Ku kazdej projektivnej transformécii z PG prislicha urcité zoskupenie li-
nearnych podpriestorov projektivneho priestoru, ktoré st vzhladom na tuto
transformaciu invariantné. Kazdé takéto zoskupenie obsahuje aspon jeden bod
a aspon jednu nadrovinu. Neexistuju vSak podpriestory, ktoré by boli invari-
antné vzhladom na vsetky transformécie z grupy PG. Jedinym éiselnym invari-
antom vzhladom na projektivnu grupu PG je dvojpomer usporiadanej Stvorice
prvkov lubovolného jednoparametrického ttvaru. (Invariantnost dvojpomeru
znamend: dvojpomer usporiadanej Stvorice prvkov sa rovna dvojpomeru S$tvo-
rice obrazov tychto prvkov v kazdej transformaécii z grupy PG.)

2. Mnozina vSetkych transformécii z grupy PG, vzhladom na ktoré je
invariantnd pevnd nadrovina t priestoru P™(F), je podgrupa grupy PG.
Ozna¢me ju (AG);. Otvorend podmnozina U; = P™(F) \ {t} projektivneho
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priestoru P"(F) je ekvivalentnd s n-rozmernym afinnym priestorom A"(F)
nad polom F a grupa (AG); je izomorfnd s grupou AG vSetkych afinnych
transformécii priestoru A™(F') (afinnd grupa). Skratene mozno pisat:

(U, (AG)y) = (A"(F), AG)

Vztah Strukturalnej (grupovej) inklazie plati len pre grupy (AG); a PG:
(AG); C PG.

Pre afinnt grupu AG existuje injektivne zobrazenie do grupy PG zachovavajtce
Struktiru, t.j. monomorfizmus

AG — PG,

ktorym sa grupa AG izomorfne zobrazuje na vlastnt podgrupu (AG); grupy
PG. Len v tomto zmysle, t.j. prostrednictvom izomorfizmu

(A"(F),AG) = (U, (AG)y)
je opodstatnené a korektné tvrdenie, ze

a) afinny priestor je podmnoZinou projektivneho priestoru
b) afinnd grupa je podgrupou projektivnej grupy

¢) geometrickym invariantom afinnej grupy je nevlastnd nadrovina rozsi-
reného afinného priestoru.

(Tu sa powzilo: (U; U {t}) = A} (F) je rozsireny afinny priestor nad polom
F utvoreny rozsirenim afinného priestoru o nevlastni nadrovinu ¢.)

Vseobecne znamy je fakt, ze jedinym ¢iselnym invariantom vzhladom na
grupu afinnych transformacii je deliaci pomer usporiadanej trojice bodov na
priamke. (Invariantnost dvojpomeru je dosledkom tejto vlastnosti.)

3. V pokracujucej Specializacii projektivneho priestoru, ktorou je (rozsireny)
ekviformny priestor, sa po prvy raz prejavuje podstatny vyznam zakladného
pola. Zavedenie kolmosti priamok, ¢o je ekvivalentné so zavedenim velkosti uhla
(stru¢ne: uhla), vedie k odhaleniu odli$nosti geometrickych invariantov grupy
ekviformnych transformécii v zévislosti od toho, ¢i zédkladnym polom je pole
redlnych ¢isel alebo pole komplexnych éisel. Absolitom priestoru nad polom
redlnych ¢isel je absolitna polarita vo vyznacnej (nevlastnej) rovine priestoru,
zatial ¢o absolitom priestoru nad polom komplexnych ¢isel je absolitna (n—1)-
nadkvadrika vo vyzna¢nej (nevlastnej) nadrovine tohto priestoru ako mnozina
samozdruzenych bodov absolutnej polarity v tejto nadrovine. Formalne zhodné
analytické vyjadrenie v redlnom priestore definuje prazdnu mnozinu.

Pre (rozsirent) ekviformni rovinu ako $pecializovant rozsirend afinnt rovinu
to znamend: Absolitom redlnej ekviformnej roviny je absolitna involicia na
nevlastnej priamke (ktord nemda samodruzné body), absolitom komplexnej
ekviformnej roviny je (neusporiadand) dvojica kruZnicovych bodov tejto roviny;
tieto body st samodruznymi bodmi absolitnej involucie.
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Pozndamka. Ak ma nevlastnd priamka rozsirenej ekviformnej roviny homo-
génnu rovnicu g = 0 a absoldtna involicia na nej je dand homogénnou rovnicou

A !
1] + T2xy =0,

je mnozina samodruznych bodov tejto involicie nad R prazdna a nad C
pozostéva z dvoch bodov s reprezentantmi (0, 1,1) a (0, 1, —i). To st kruznicové
body.

Ciselnym invariantom ekviformnej grupy je velkost uhla (nazyvané strucne
aj len slovom uhol).

Pri uvedenom zadani projektivneho priestoru P™(F'), afinného priestoru
A"(F) (pre ktory A, (F) = P™(F)) a ekviformného priestoru S™(F) (pre
ktory S"(F) = P™(F)), platia pre tieto priestory a k nim prislusné grupy
PG (projektivna grupa), AG (afinné grupa) a SG (ekviformnd grupa) refazce

PM(F) 2 A™(F) = S™(F)

PG 2 AG 2 SG

4. Zavedenie metrickych transformécii na priestore S™(F') ako unitédrnych
ekviformnych transformécii znamena, ze geometrickym invariantom grupy me-
trickych transformécii zostava nadalej absolut ekviformného priestoru a ¢isel-
nym invariantom je vzdialenost dvoch bodov. Pri zavedeni euklidovskej metriky
formulou

n

d(P,P') = | Y (af — @) (@} — ;)

i=1

pre vzdialenost bodov P = (z1,...,2,), P’ = («],...,x},), je grupa centralnych
metrickych (euklidovskych) transforméacii (s invariantnym zaciatkom ststavy
stradnic) izomorfna s grupou ortogonalnych matic stupiia n.

Euklidovsky priestor E™(F) a jeho grupa transformacii EG (ktord je
priamym stu¢tom grupy centralnych metrickych transformacii a grupy posunuti)
dopliiuji predchadzajice retazce na retazce

P"(F) D> A™(F)=S"(F)=E"(F)
PG 2 AG 2 SG 2 EG
Pozndmka 1. Grupy AG, SG, EG treba chépaﬁ ako grupy izomorfné
s grupami operujicimi na rozsirenych priestoroch A? (F), Sn(F ), En(F ).
Poznamka 2. V aplikidciach sa najcastejSie pracuje s priestorom En(F)
ako Specidlnym modelom projektivneho priestoru P"(F’), pri¢om na En(F )

operuju vSetky tri grupy AG, SG, EG. V zdujme exaktnosti v8ak treba dbaft
na metodické rozliSovanie povahy transformaécii.
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Uloha zikladného pola v klasifikacii kuZeloseéiek a kvadratickych
pléch

Algebrickym zékladom klasifikacie kuzeloseciek v projektivnej rovine, resp.
kvadratickych ploch v trojrozmernom projektivnom priestore je uvedenie
ternarnej, resp. kvaternarnej kvadratickej formy na kanonicky tvar.

Vseobecne kvadratickt formu n + 1 neurcitych

n n
(X) = ZZaijxixj R aj; € F A5 = Qj4 , (4)

i=0 j=0

a) nad polom C (t.j. F = C) mozno uviest (koneénym poé¢tom linedrnych
transformécii) na tvar

PO =F() =3 V2 )

kde d+1 je hodnost matice A = (a;;), nazyvana aj hodnost kvadratickej
formy f;

b) nad polom R (t.j. F' = R) moZno uviest na tvar

d
F(X)=F(v ZW PORGE (5)
1=r+1
kde d+1 je hodnost matice A = (a;;) (t.j. hodnost kvadratickej formy).

Tvary (5), (5’) sa nazyvaji kanonické tvary kvadratickej formy.

Ciselné charakteristiky d + 1, resp. d + 1, r + 1 st invariantné vzhladom na
reguldrne linedrne transformécie. Vysledok (5’) spolu s poslednou vetou je tzv.
Sylvestrov zakon zotrvac¢nosti kvadratickej formy.

Geometrickd interpretdcia:

Rovnica

n n
X): E E aijxix]—:O, aijEF, Qij = Qjj ,

i=0 j=0

je pre n = 2 rovnica kuzelosecky v projektivnej rovine P?(F) a pre n = 3
rovnica kvadriky (kvadratickej plochy, plochy druhého stupiia) v projektivnom
priestore P3(F).

Ciselné charakteristiky kvadratickych foriem sa prenaSaji na kuzelosecky
a kvadratické plochy takto:

— hodnost kvadratickej formy je hodnost kuzelosecky (kvadratickej plo-
chy) f=0

— |r+1—(d—r)| = |2r + 1 — d| je signatira kuzelosecky (kvadratickej
plochy) f =0
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To znamena:

1. Jedinym projektivnym invariantom kuzelosecky (kvadriky) nad polom
komplexnych ¢isel je jej hodnost.

2. Jedinymi projektivnymi invariantmi kuZzelosecky (kvadriky) nad polom
realnych ¢isel st jej hodnost a signattra.

Tieto vety st zdkladom projektivnej klasifikdcie kuzeloseciek a kvadrik nad
polom komplexnych &isel, resp. nad polom redlnych ¢isel.

Specializ4ciou sa ziska z projektivnej klasifikdcie afinn4 klasifikacia, z afinnej
klasifikdcie metricka klasifikdcia. Kanonické tvary afinnych typov sa ziskavaju
odhomogenizovanim rovnic projektivnych typov vzhladom na nevlastni priam-
ku, resp. nevlastnt rovinu.

Uplné projektivna, afinné a metricka klasifikicia sa nachadza v prilozenych
tabulkédch.

TYPY KUZELOSECIEK

I. Projektivna klasifikacia

C R
Hodnost' Kanonicky tvar Typ Hodnost | Signatira Kanonicky tvar Typ
h rovnice h s rovnice
h=3 2,2, .2 regulima h=3 s=3 2,2 2 prézdna reguléma
Loxg+x +x3 =0 |\ erosetka LL xg +x1 +%3 =0 | seroseeka
= 2 2 2 neprazdna regulara
s=1 |12, x5 +x - %) =0 | kuzerosetka
h=2 2 2 _ singularna h=2 s=2 2 2 singularna kuZelosetka
2. x5 +x =0 kuzelosetka 2L xg+x =0 (jeden bod)
tj. (dyc rézne s=0 22 2_ 2 _ 0. ti singularna kuZelosetka
(xo+ ixy)(xo—ix;) = 0 priamky) 2. Xg =X =0, 1) | (dve (rozne) priamky)
(g + )0 —x) =0
h=1 3 xz =0 singularna h=1 s=1 3 2 _ 0 singularna kuZelosetka
- X = KkuZelosetka - X% = (dvojnasobn4 priamka)
(dvojnasobna
priamka)

II. Afinna klasifikacia

Kanonické tvary rovnic afinnych typov vznikni odhomogenizovanim kano-
nickych tvarov rovnic projektivnych typov napr. vzhladom na xq. (V rovniciach
kuzeloseciek, pre ktoré je vyznamny dotyk so stiradnicovou osou o (rovnica
xo = 0), sa pouzije pre projektivny pripad tvar xozs + 22 = 0. Odhomogeniza-
cia sa vykond opit vzhladom na z.)

Nad polom realnych ¢isel maja v kanonickych tvaroch rovnic dolezity vy-
znam znamienka ¢lenov. Pri réznosti znamienok treba urobif rozne odhomo-
genizovania vzhladom na nezndme, v ktorych sa Stvorce v rovnici vyskytuja
s rdznymi znamienkami.

Pri odhomogenizovani oznac¢ime:
2=y, —k:y, kde j#1i, k#1i, j<k.



92

I1. Afinn4 Klasifikacia
C R
Kanonicky tvar rovnice Typ Kanonicky tvar rovnice Typ
2, 2 4zdna regularna
L1l x“+y"+1=0 prazana regy
11 2+ y2 +1=0 regulémfl stredové Yy kuie]?oseéka
kuZelosetka 112 x2+ yZ ~1=0 elipsa
113 x?-y?-1=0 hyperbola
12 2% +y=0 parabola 12 xP+y=0 parabola
211 x2 + y2 -0 singuldrna kuZelosetka
21 x4+ y2 -0 dve réznobezné (jeden bod)
. . s priamky 2 x2_y -0
t G+ ) (c-) =0 212 -y = dve roznobené priamky
tji.x+y)(x-y)=0 P
2, 9= azdna singularna
221 x°+1=0 praz su
22 ¥2+1=0 dve réznobeZné * kuZel'osetka
tj. Cc+1i) (x—0)=0 priamky 222 x*-1=0 dve rovnobezné
.+ ) (x=1)=0 priamky
3. x%=0 dvojnasobnd priamka | 3 ,2_ dvojnasobné priamka
III. Metricka Kklasifikacia
C R
Kanonicky tvar rovnice Typ Kanonicky tvar rovnice Typ
2 2
R TR RS Py prazdna regulirna
111 —+—+1=0 regularna stredova b kuZelosetka
a b kuZelosetka a#0,b#0
a#b,a#0,b#£0 (r6zna od kruZnice) 2,2
1112 —+—5-1=0 elipsa
b
atb,a#0,b#0
2 2
L3 S-2o1=0 hyperbola
a b
atb,a#0,b#0
x2 y2 2 y2
112 —+—+1=0 kruznica 1121 —+-—=5-1=0 kruznica
a a a a
a+0 a#0
x2 y2
1122 —-=—5-1=0 rovnoosova
a a hyperbola
a#0
12 2px® +y=0, p#0 parsbola 12 2px’ +y=0, p#0 parabola
2 2 ingula
2.1 +by“ =0 2.2 ;22 singularna
@ 40 Z) 40 dve réznobené 211 a"x"+b%y" =0 kuZeloseka
a#o priamky a#0,b#0 (jeden bod)
22 ,22 dve rznobezné
212 a“x*-b"y“ =0 priamky
a#0,b#0
22 x*+a= 0, a0 dve rqvnobeiné 221 x2+a%= 0, a#0 Prazdna singularna
priamky kuZel'osetka
222 xz - a2 = 0’ a#0 dve rovnobeZné
priamky
3. x*=0 dvojnasobna priamka | 3 2 =0 dvojnasobna priamka




TYPY KVADRIK

I. Projektivna klasifikacia
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C R
Hodnost’ Kanonicky tvar Typ Hodnost’ | Signatira Kanonicky tvar Typ
h rovnice h s rovnice
h=4 |I1. regularna h=4 s=4 |[LL prézdna regulama
2 2 2 2 kvadrika 2 2 2 2 kvadrika
Xg+X +x; +x3 =0 Xg+X +x;+x3 =0
s=2 1.2 reguldrna nepriamkova
2 2 2 2 kvadrika
Xo+X +x;-x3=0
s=0 (13 reguldma
2 2 2 2 priamkové kvadrika
X +x Xy -x3 =0
h=3 2 2 2 (kvadraticka) h=3 s=3 2 2 2 singularna kvadrika
2. xp+x +x; =0 kuzefova 21 xg+x +x; =0 (jeden bod)
plocha s=1 2 2 2 (kvadratick4)
22 xg+x -x =0 kuzelova plocha
h=2 2 2 dve (rézne) h=2 s=2 2 2 singuldrna kvadrika
3.x +x =0 roviny 31 x +x =0 (jedna priamka)
s=0 32 xg _ xlz -0 dve (rdzne) roviny
h=1 2 _ dvojnasobna h= s=1 2 _ dvojnasobna rovina
4. x5 =0 rovina 4. x3=0
II. Afinna klasifikacia
C R
Kanonicky tvar rovnice Typ Kanonicky tvar rovnice Typ
i 4rna kvadrika
L x2 +y2 + 22 +1=0 regulara stredové kvadrika LLL x2 +y2 . zz +1=0 prazdna regularna kvas
lipsoid
L2 +ytezt-1=0 elipsor
— Toi
LL3. x2 . y2 _ zz +1=0 dvojdielny hyperboloid
jednodielny hyperboloi
1.1.4. x2+y2—22-1=0 J elny hyperboloid
araboloi ipticky id
12 x2 . y2 +z=0 paraboloid 121 xz + y2 +z=0 elipticky paraboloi
licky loi
122 x2 _ yz +2=0 hyperbolicky paraboloid
2 2 2 (kvadratick4) kuZelova plocha 2 2 2 singuldrna kvadrika
2L x"+y " +2z° =0 21LL x"+y " +2° =0 (jeden bod)
212, xz + y2 _ 22 -0 (kvadraticka) kuZelova plocha
22. x2 + yz +1=0 neparabolicka valcové plocha 221 xz + yz +1=0 prazdna singulirna kvadrika
liptick:
222, x2 + y2 1=0 elipticka valcova plocha
223, xz _ yz 1=0 hyperbolické valcové plocha
23 2 4+y=0 parabolicka valcova plocha 23, x2 +y=0 parabolicka valcova plocha
s - - - -
31 x2 . yz -0 réznobeZné roviny 3L x2 + y2 =0 singularna kvadrika (priamka)
312, J‘2 _ y2 -0 réznobezné roviny
beZi i i i
32 x2 +1=0 rovnobeZné roviny 321 xz +1=0 prazdna singularna kvadrika
322, x2 _1=0 rovnobezné roviny
jnasobna rovi j i
4l x2 =0 dvojnésobna rovina 41 x2 =0 dvojnasobna rovina
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III. Metricka klasifikacia

C R
Kanonicky tvar rovnice Typ Kanonicky tvar rovnice Typ
1.1.1 1.1.1.1
<2 y2 22 trojosova (stredova) %2 y2 22 prazdna regularna
—t+—+—+1=0 regularna kvadrika S+ +—5+1=0 kvadrika
a b ¢ a b ¢
a20,b#0,c#0 a#0,b#0,c#0
atb#c#a
1.1.1.2
<2 yz 2 trojosovy elipsoid
a—z + -5 + =~ 1=0
a#0,b#0,c#0
atb#c#a
1.1.13
<2 yz 22 trojosovy dvojdielny
S+ -—+1=0 hyperboloid
a b ¢
a#0,b#0,c#0
atb#c#a
1.1.14
<2 y2 22 trojosovy jednodielny
S+ -—-1=0 hyperboloid
a b ¢
a#0,b#0,c#0
atb#c+#a
1.1.2 1.1.2.1
L rotana stredové 2 2 P prézdna rotatnd
—4+>—+—+1=0 | regularna kvadrika S+ g+ +1=0 reguldrna kvadrika
a a ¢ a® a° ¢
a#0,c#0,a#c a#0,c#0
1.1.2.2
2 2 2 rotagny elipsoid
x_2 + y_2 +—-1=0
a a
a?20,c#0,a#c
1.1.23
£ yz 22 rotaény dvojdielny
S+ -—+1=0 hyperboloid
a® a ¢
a?20,c#0
1.1.24
%2 y2 22 rotatny jednodielny
S+ -—-1=0 hyperboloid
a® a ¢
a#0,c£0
1.13 1.1.3.1
<2 y2 22 gulova plocha e y2 22 prazdna gul'ova
T+ 41=0 S+ g+ +1=0 plocha
a a a a a a
a#0 a#0
1.1.3.2
<2 2 2 (neprazdna) gulové
Yo oz
S+ +—-1=0 plocha
a® a a
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2 2 2 2
121 Z+24z=0 (nerotatny) | 12.11 Zy+2-42=0 | elipticky paraboloid
a paraboloid a b
a#20,b#0,a#b at0,b#£0,a#b
2 2
x°y s
1212 —-=5+z=0 hyperbolicky
a b paraboloid
a#0,b#0,a#b (nerovnoosovy)
x2 yZ 2 y2
122 —+—+2z=0 rotatny paraboloid 1221 —S+=5+z=0 rotatny paraboloid
a a a a
a#0 a#¥0
2 y2 TOVnoosovy
1222 —-=5+2z=0 hyperbolicky
a a paraboloid
a#0
2 y2 22 2 yz 22
211 —+=—+—=0 (kvadraticka) 2111 s+ +—5= 0 | nerotatna kvadraticka
a b ¢ kuZel'ové plocha a b ¢ kuZelové plocha
a#0,b#0,c#0 a#0,b#0,c#0 (jediny bod)
atb a#b
x2 y2 2
2112 5 +=5-—5=0 (kvadratické)
a b ¢ kuZel'ova plocha
a#0,b#0,c#0
atb
x2 y2 2 x2 y2 22
212 —+—+—=0 rotatnd (kvadratickd) | 2.1.2.1 —+=5+— =0 | rotalni (kvadraticka)
a a ¢ kuzelova plocha a a ¢ kuZel'ové plocha —
a#0,c#0 a#0,c#0 — jediny bod
<2 yz ¥
2122 —+ -3 = 0 rotatné (kvadratickd)
a a ¢ kuZeFova plocha
a#0,c#0
2 2 2 2
X Yy s 1z X p4 . e s
221 —+—+1=0 neparabolicka 2211 —+=5+1=0 préazdna elipticka
a b valcova plocha a b valcova plocha
a#0,b#£0,a#b a?0,b#£0,a#b
2 2
2212 +21=0 eliptické valcové
a b plocha
a#0,b#0,a#b
2 y2
2213 —-—5-1=0 hyperbolické valcova
a b plocha
a#0,b#0
x2 y2 x2 y2
222 —+—+1=0 rotagna valcova 2221 —S+=5+1=0 prazdna rotaind
a a plocha a a valcova plocha
a#0 a0
xl y2
2222 —+=5-1=0 rotadnd valcové
a a plocha
a#0
e y2 rovnoosova
2223 —-=—5-1=0 hyperbolicka
a valcova plocha
a#0
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231 2p ¥+ y=0 parabolické valcova | 5 33 2p 2+ =0 parabolicka valcova
p#0 plocha p#0 plocha
31 ax? +by2 =0 rdznobeZné roviny 3111 gl +b2y2 =0 smgu(lpérrina kva;dnka
a?0,b#0 a#0,b#0
2.2 2.2
3112 a"x"-b"y" =0 réznobené roviny
az20,b#0
321 x*+a=0 rovnobezné roviny 3211 x*+a?=0 prazdna sggulama
kvadrika
a#0 a#0
2 2
3212 x"-a"=0 rovnobeZné roviny
a#0
411 x*=0 dvojnasobné rovina | 411 x2= dvojnasobna rovina
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