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Kapitola I.

Vypocty obsahti a objemil
ve starovéké matematice

1. Egypt a Mezopotamie

Do doby asi 30 tisic let pred n. l. se datuje prvni, i kdyz ne pfili§ prukazny
doklad ¢iselného zdznamu, tzv. véstonicka vrubovka. Od 8. tisicileti pfed n. 1.,
kdy se objevuji nejstarsi opevnéna sidlisté méstského typu, se zaciné rozsitovat
obdélavani pudy, péstovani zemédélskych plodin a s tim také snaha o predvidani
pravidelné se opakujicich zmén pocasi. V 5. az 4. tisicileti pfed n. 1. se v oblasti
velkych vodnich tokt Eufratu, Tigridu a Nilu rozviji vystavba zavodnovacich
dél, pri nichz se zacind pouzivat zeméméri¢skych pomicek. V téze dobé se
zdokonalilo vyméfovani zaplavenych ploch, jez dalo zdklad prvym poznatktm
geometrie a vzniku geometrické terminologie.

Rizné kultury se v tomto ranném obdobi civilizace vyvijely samostatné a
uzaviené. Nase znalosti o jejich matematice jsou zavislé na mnozstvi a kvalité
dochovanych pisemnych pamatek. V Mezopotamii se psalo na hlinéné desticky,
které se pak vypalovaly, takze prezily tisicileti. V Egypté se zapisovalo na
papyrus, ktery se v suchém egyptském podnebi také mohl zachovat. Ale v Ciné
a Indii se zaznamenévalo na kiiru a bambus, které rychle podléhaly zkéaze. To je
hlavni pfi¢inou, pro¢ zndme hlavné egyptskou a mezopotdmskou matematiku.

Vétsina nasich znalosti pochézi ze dvou matematickych papyri. Jsou jimi
tzv. Moskevsky papyrus pochazejici z 19. stoleti pfed n. 1. a Londynsky (Rhin-
dav) papyrus, ktery je asi o 200 let mladsi. Prvni z nich je zna¢né poskozen; lze
v ném precist 25 tloh s feSenimi. Londynsky papyrus obsahuje 85 tloh a jejich
feseni; asi 20 z nich se tyka vypoctu ploch poli a objemu sypek. Kazdy problém
je feSen v konkrétnich ¢islech. Prinasi vzdy recept feSeni bez specifikace vzorce
nebo metody, nebot pojem proménné veli¢iny je v tomto obdobi neznamy.

Egyptané provadéli vypocty obsahil ploch tak, ze danou plochu rozdélili na
trojuhelniky, spocitali jejich obsahy a ty potom secetli. Obsahy trojuhelniki
pritom urcovali podle zndmého vzorce jako soucin poloviny zédkladny a vysky.
Obsah kruhu o priméru d se v Rhindové papyru udava jako (d — %)2, coZ by
vedlo k hodnoté 7 = 23¢ = 3,1605. Nalezneme zde také nékolik formuli pro
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vypocet objemi, napt. krychle, rovnobéznosténu a kruhového valce, obvykle ve



zcela konkrétnim tvaru (vypocty objemt nddob uzivanych pfevazné k uchovani
obili).

Jednou z nejpozoruhodnéjsich egyptskych matematickych tloh je ptiklad
uvedeny v Moskevském papyru, ve kterém se pocita objem kolmého komolého
jehlanu se ¢tvercovou zakladnou, tj. objem pyramidy. Je zde uveden nacrt a
slovni popis vypoctu, ktery souhlasi s dnes pouzivanym vztahem pro objem
B(a? + ab + b?), kde a,b jsou délky stran étverctl zékladen a h vyska. Tento
vysledek je tim pozoruhodnéjsi, ze neméame doklad o znalosti Pythagorovy véty
u Egyptant, kromé nékolika nepodloZenych povésti o ,napinadich lan“, ktefi
tdajné konstruovali pravy thel provazcem, na némz bylo 3 + 4 + 5 uzld.

O pomérné vysokém stupni matematickych znalosti Egyptant svédéi i py-
ramidy, které byly v Egypté postaveny v letech 3600 — 2700 pfed n. 1. Stav-
ba takovych pyramid vyzadovala velké zruc¢nosti v pocitani s velkymi ¢isly a
v geometrickych mérenich. Podobnych znalosti bylo tfeba i pfi stavbé kanald,
prehrad a vodnich nadrzi. Velky podil na rozvoji matematiky méla samoziejmé
astronomie, ktera slouzila hlavné k vypoctu kalendare a k predvidani pravidelné
se opakujicich zaplav.

Napf. fecky matematik a historik Hérodotos (asi 484 — 430 pfed n. 1.) napsal,
ze zemské dané okolo Nilu byly vybirany podle plochy a tak, kdyz kazdorocni
zaplavy odnesly ¢ast pidy, bylo tkolem geometri zjistit, kolik ji ubylo. To sa-
moziejmeé vedlo k rozvoji elementarnich technik méfeni a pfislusnych vypocti.

Soucasné s matematikou ve starém Egypté se vyvijela matematika v Me-
zopotamii. Nalezené hlinéné tabulky s matematickymi texty svédéi o vysoké
arovni jak aritmeticko-algebraickych, tak i geometrickych znalosti. Matemati-
ka v obou zemich méla mnoho spolecného. Vznikala jako praktickd véda, aby
usnadnila vypocet kalendéare, fizeni sklizni, organizaci verejnych staveb a vybi-
rani dani. Zpocatku byla prirozené vénovana pozornost praktické aritmetice a
zemémeérictvi. AZ postupem ¢asu se uvazovani vyviji smérem k abstrakci. Nikde
v ni nenalezneme ani pokus o to, ¢emu rikdme ditkaz. Nebyla podavana zadna
argumentace, nybrz jen popis jistych pravidel typu ,udélej to tak a tak®.

2. Recko

Béhem poslednich staleti 2. tisicileti pfed n. 1. se odehraly v oblasti kolem
Stiedozemniho more nesmirné ekonomické a politické zmény. Bronzova doba
byla vystiidana dobou Zeleznou. Na scénu déjin vstoupily nové narody — Zi-
dé, Asyfané, Foini¢ané a Rekové. Nahrazeni bronzu Zelezem vedlo ke zlevnéni
vyrobnich néastroji, k rozvoji obchodu a také k zavedeni razenych penéz. Vy-
znamnou novinkou bylo také nahrazeni tézkopadného pisma starovékého Orien-
tu lehko zvladnutelnou abecedou. Mésta se stavaji obchodnimi centry a béhem
8. — 6. stol. pfed n. 1. pfertstaji v samospravné méstské staty ,,polis“. Otrokar-
stvi se méni v otrokarskou demokracii, v niz se svobodni ob¢ané mohou aktivné
podilet na politickém Zivoté, na volbach apod. Obc¢ané pohrdaji praci otroki,



pfemysli o abstraktnich otdzkach a zabyvaji se védou nikoliv k praktickym
ucelim, ale k budovani filozofického obrazu svéta.

A v této atmosféfe se zrodila i novd matematika, kterd si nekladla, tak
jako doposud v Orientu, jen otazku ,jak?“, ale téz novou védeckou otazku
,proc?“. Zprvu se fecka matematika skoro neodlisSovala od egyptské, ktera méla
prevazné raz konkrétni a prakticky. AvSak pocinaje 6. stol. pfed n. 1. se stale
vice v matematickém mysleni Rekfl posiluje teoreticka stranka, coZ nakonec
vedlo k oddéleni teoretické a praktické matematiky. Teoretickd matematika
neobsahovala pouze navody na Teseni tloh, ale také zdtvodnovala spravnost
feSeni.

Prakticky cely skutecné tvirci soubor dél, ktery dnes nazyvame ,feckou
matematikou®, vznikl v relativné kratkém obdobi od roku 350 do roku 200
pred n. 1., od Eudoxa k Apolloniovi. Nejstarsim zcela zachovanym dilem Fecké
matematiky jsou Eukleidovy Zdklady, ve kterych jsou shrnuty témér vSechny
v té dobé znamé matematické poznatky.

Historie fecké matematiky zac¢ind v 6. stoleti pfed n. 1. Tradi¢né byva po-
klddan za otce Fecké matematiky kupec Thalés z Milétu (asi 624 — 543 pred
n. 1), ktery na svych obchodnich cestdch navstivil v prvni poloviné 6. stoleti
Babylonii a Egypt, kde se seznamil s matematikou a astronomii. V matematice
jsou mu piisuzovany nasledujici vysledky:

» prumeér déli kruh na dvé poloviny,

» vrcholové uhly jsou shodné,

» vsechny obvodové tihly sestrojené nad primérem kruznice jsou pravé
(Thaletova véta),

» thly pii zdkladné rovnoramenného trojihelnika jsou shodné,

» dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se stranou a pfilehlymi thly.

Viibec vsak nevime, jaky charakter tyto vysledky mély; nevime, zda byly
jen zformulovany, ¢i dokazany a jak. Zda se, Ze Thalés dobie ovladl podobnost
trojuhelnik a vyuzival ji nejen k méfeni vysky pyramid, ale i ke zjisfovani
vzdalenosti lodi na mofi. Uzival pry kruzitko a tthlomér.

V tomto obdobi byla matematika soucasti filozofie a péstovala se tudiz ve
filozofickych skolach ve velkych pfistavnich méstech, kde se stfetavala kultu-
ra a vzdélanost egyptskd, babylonskd a feckd. Pripomenme skolu milétskou
(Thalés), eleaty (Zénén) nebo atomisty (Démokritos).

Z hlediska dalsiho vyvoje matematiky se stala vyznamnou skupina filozoft,
jejimz zakladatelem byl Pythagoras (asi 580 — 500 pfed n. 1.). Ti studovali
geometrii, aritmetiku, astronomii a hudbu. Jejich aritmetika byla zaloZené na
zkoumani ¢isel a jejich vlastnosti, coz je vedlo k filozofii ,vSechno je cislo“.
Pythagorejci byli fascinovani svétem piirozenych cisel. Snazili se v ném hledat
rad, zakonitosti a harmonii, snazili se je klasifikovat. Tak dospéli k ¢islam troj-
thelnikovym, ¢tvercovym, pfimkovym, kubickym, mnohothelnikovym a mnoha
dalsim.

Ptfed koncem 5. stoleti pfed n. 1. zformulovali a dokazali zdkladni véty
o trojuhelnicich a jinych plosnych obrazcich.

~evs
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meéfitelnosti tsecek. Pythagorejci rikali, ze dvé tsecky a, b jsou souméritelné,
jestlize existuje takova ,mérnd“ tsecka m, jejimiz celociselnymi nasobky jsou
obé tsecky, tj. a = p-m a b = ¢-m. Pivodné se domnivali, ze kazdé dvé tsecky
jsou soumétitelné. V poslednim desetileti 5. stoleti pred. n. 1. vS8ak dokéazali,
7e strana a tuhlopricka ¢tverce jsou nesoumétitelné, tj. ze jejich pomér nelze
vyjadfit ,¢islem® (tim, co nyni nazjvame kladnym raciondlnim ¢islem).

Objev nesoumeéritelnosti tsecek byl pro pythagorejce patrné velkym prekva-
penim. Ukéazalo se, Ze svét geometrickych veli¢in (reprezentovanych délkami
usecek) je bohat$i nez svét ,¢isel“ (pfirozenych a kladnych racionalnich). Zpi-
sobilo to zhrouceni ptivodni pythagorejské predstavy o vzadjemném vztahu cisel
a geometrickych veli¢in. Casto se uvadi, ze doslo k tzv. prvni krizi matematiky.

Hlavnim vychodiskem z této krize se stala feckd geometrické algebra. Zname-
nala pfechod od aritmetického pohledu na veli¢iny k pohledu geometrickému.
Veliciny pfestaly byt chapany jako piirozend ¢i raciondlni ¢isla a zacaly byt
chapany jako délky, obsahy a objemy. Za svét veli¢in byl pfijat svét velicin geo-
metrickych, pficemz nékteré z nichz nebylo mozno vyjadrit ,¢isly”. Soucasti
tohoto pfistupu byl i tzv. zdkon homogenity: séitat a od¢itat bylo mozno jen
veli¢iny stejného ,rozméru“ — délky s délkami, obsahy s obsahy, objemy s ob-
jemy. Souc¢inem délky s délkou byl obsah, sou¢inem obsahu s délkou byl objem
apod.

Objev nesoumeéritelnych veli¢in, tedy z dnesniho pohledu iracionalnich ¢isel,
vedl k prechodu od diskrétniho chapani velicin ke spojitému. Dale pfivedl
matematiky k pojmu nekonecénosti.

Problémem nekonecnosti se zabyvali nejenom matematikové, ale i filozofové.
Jednim z nejznaméjsich je Zéndn z Eleje (asi 490 — 430 pred n. 1.). Je autorem
tzv. aporii, ,slepych uli¢ek rozumu“, které se snazi poukazat na rozpory mezi
nasim smyslovym vniméanim a jeho logickym vykladem. Nejzndméjsi z nich jsou
Achilles a Zelva, Letici $ip, Dichotomie a Stadion. Ty ozivily spory o nekone¢né
veli¢iny a také diskuse o problémech tykajicich se vztahu mezi potencidlnim a
aktualnim nekone¢nem. Rekové pfitom chépali nekoneéno jen potencialng, jako
,moznost jit dal“.

V tomto obdobi se zacali studovat t¥i proslulé matematické problémy staro-
véku, kterymi jsou:

» trisekce thlu, tj. rozdéleni daného tihlu na t¥i stejné ¢asti neboli nalezeni
thlu, jehoz trojnasobkem je dany thel,

» zdvojeni krychle, tj. nalezeni hrany krychle, jejiz objem je dvojnésob-
kem objemu dané krychle,

» kvadratura kruhu, tj. nalezeni strany ¢tverce, jehoz obsah je stejny jako
obsah daného kruhu.

Casto jsou k nim pFidavany jesté tyto dva problémy:
» rektifikace kruznice, tj. nalezeni tisecky, jejiz délka je rovna obvodu dané
kruznice,
» konstrukce pravidelnych n-thelnikt, tj. nalezeni postupi, které v ko-
necné mnoha krocich vedou k sestrojeni pravidelnych n-thelniki.
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Rekové se snazili véechny tyto tilohy esit konstrukei spoéivajici v sestrojeni
konec¢ného poctu piimek a kruznic. Casto se hovoii o konstrukcich pravitkem
a kruzitkem ¢i o eukleidovskych konstrukcich. Pravé timto zptisobem je totiz
budovana geometrie v Eukleidovych Zakladech.

Zavaznost téchto problémi tkvi ve skuteénosti, ze nemohou byt feSeny (az
na posledni tlohu pro nékterd n) bez aproximace, tj. konstrukei uzivajicich ko-
necného poctu primek a kruznic. Snahy o feSeni téchto problému vedly k obje-
vovani novych oblasti matematiky, k objeveni kuzelosec¢ek, nékterych kubickych
kiivek, kiivek ¢tvrtého radu a jedné transcendentni kiivky — kvadratrix.

Teprve v 19. stoleti bylo dokdzano, ze prvni ¢tyti tilohy jsou pravitkem a
kruzitkem nefesitelné.

Reckymi matematiky tohoto obdobi, kteii se zabyvali problematikou obsahi
a objemi byli Hippokrates a Démokritos.

Hippokrates (asi 460 — 370 pfed n. 1.) je autorem mnoha praci, o nichz,
i kdyz se nam nezachovaly, se predpoklada, ze jejich obsah byl v podstaté stejny
jako obsah prvnich ¢ty Eukleidovych knih. Snazil se mj. vyfesit problém kvad-
ratury kruhu a zdvojeni krychle vyuzitim pouze pravitka a kruzitka. Dokézal,
7e pomeér obsahti dvou kruhi je roven poméru druhych mocnin jejich primeéri.
Pravdépodobné k tomuto vysledku dosel tak, ze vepsal do obou kruhti pravidel-
né mnohotuhelniky a potom ,vycerpaval“ plochy kruht postupnym zvétsovanim
poc¢tu vrcholdt mnohothelniki do nekonecéna. Vyslovil také domnénku, ze kuzel
miize byt podobné ,vycerpavan® jehlany s pravidelnou mnohotthelnikovou za-
kladnou vepsanou do kruhové zédkladny kuzele. Domnival se, ze objem kuzele
je jedna tfetina véalce s toutéz zakladnou a vyskou. K tomuto vysledku dospél
podobnymi tivahami i Démokritos. Avsak ani ten jej neopatiil ditkazem. Teprve
o padesat let pozdéji byly tyto vysledky dokazany Eudoxem.

Démokritos z Abdér (asi 460 — 370 pied n. 1.) je pfedstavitelem atomisti.
Ve svych geometrickych pracich vychézel z toho, ze body jsou prostorové ato-
my majici koneény objem. Piedstavoval si, ze v kazdé tsecce existuje konecny,
i kdyz ,,vétsi nez lze smysly poznat“ pocet bodt. Této predstavy vyuzil k ur-
¢ovani obsahtl a objemil velkého poctu utvari. Télesa si predstavuje, jako by
byla ,slozena z rovnobéznych desticek“ silnych jeden atom, a usuzuje z toho,
ze dvé télesa ,slozena ze stejnych desticek ve stejnych vyskach od zakladny
by méla mit stejné objemy. Tento princip rozpracoval Cavalieri v 17. stoleti.

Démokritos ziejmé veédél, ze trojboky jehlan mize byt doplnén na hranol
s toutéz zékladnou a vyskou. Tento hranol se pak skladé ze tii stejnych jehlani
a proto objem uvazovaného jehlanu je jedna tfetina objemu hranolu o stejné
zékladné a vysce. Pro Démokrita bylo prirozené zobecnit tuto vétu na jehlany
s mnohothelnikovou zakladnou. A protoZe pro néj byl kruh mnohotihelnikem,
jehoz kazdou stranu tvorily pouze dva atomy, byly pro néj kruhové vélce a
kuzele hranoly a jehlany o velmi velkém poctu stran zakladny. Z toho vyplyvalo
i zobecnéni jeho véty pro kuzel a vilec — objem kuzele je jedna tfetina objemu
valce o stejné zdkladné a vysce.
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FEudoxova exhaustivni metoda

Ve 4. stol. pred n. 1. dochéazi k velkému rozvoji hospodarstvi. Vzdélani lidé
se zvysenou meérou obraceji ke studiu filozofie a etiky. Tato intelektualni atmo-
sféra, kterou ztélesnuji Platén a Aristoteles, byla mimo jiné pfizniva i diskusim
o zékladech matematiky. Platén (427 — 347 pred n. 1.) stal v éele athénské fi-
lozofické skoly nazyvané Akademie, ktera kladla velky duraz na matematické
znalosti. O tom svéd¢i i napis, ktery byl pry nad vchodem do Akademie: ,,Ne-
vstupuj, kdo neovladas geometrii“. Platonska filozofie byla zalozena na tom, ze
vSechny véci jsou jen stinem ideji. Stejné tak byly chapany matematické pravdy
jen jako poucky, nebot FeSeni jakékoliv tilohy jen formuluje to, co uz existuje
zcela nezévisle na tom, zda jsme to poznali ¢i ne. Pfimo opac¢né nézory méli
stoupenci Eudoxovy matematické skoly, ktefi tvrdili, Zze nesta¢i matematické
pravdy pouze definovat, musi se ovéfit a dokazat.

Eudoxos z Knidu (asi 408 — 355 pfed n. l.) je dnes zndm predevsim diky
své teorii proporci a exhaustivni metodé.

Eudoxova teorie proporci, kterou pak Eukleides vlozil do své paté knihy
Zdkladu, prekonala aritmetickou teorii pythagorejcti, jez platila pouze pro sou-
méTitelné velic¢iny. Jeho teorie byla geometrickd a svym zptsobem nahrazovala
teorii realnych ¢isel. Dnesni teorie realnych ¢isel, jak ji vytvoril Dedekind, sle-
duje témér doslova Eudoxiv myslenkovy postup.

Teprve po rozpracovani Eudoxovy teorie proporci bylo mozno ,rozumné“
pracovat se ,spojitymi“ velicinami, vySetfovat v plné obecnosti podobnost
geometrickych utvara atd.

Tehdejsi matematikové se domnivali, ze obsah plochy, kterd je vymezena
jednoduchou kfivkou (kruznice, elipsa ... ), je roven obsahu néjakého mnoho-
thelnika a plati nasledujici vlastnosti:

1. monotonie (je-li ttvar A obsazen v B pak obsah s(A) je mensi nebo
roven obsahu s(B));

2. aditivita (je-li atvar C sjednocenim neptekryvajicich se utvartt A a B,
pak pro jejich obsahy plati s(C') = s(A4) 4+ s(B)).

Rekové se snazili plochu neznamého obrazce ziskat pomoci mnohotihelnikii
Py, Py, -, kterymi obrazec ,,vyCerpavali“. Podstatou jejich pfistupu bylo to,
7e obsah tohoto mnohothelniku snadno vypocitali tim, Ze jej rozlozili na vza-
jemné se neprekryvajici trojihelniky. Obsah mnohotuhelniku je pak dle vlast-
nosti 2 roven souc¢tu obsaht jednotlivych trojuhelnika. Tuto metodu, ktera byla
pozdéji nazvana exhaustivni, rozpracoval Eudoxos, i kdyz podobné myslenky
se objevovaly uz diive, napt. u Hippokrata.

Exhaustivni (vyderpavaci) metoda umoziiuje jiz pomérné presné vypoclty
obsahil a objemu a je povazovana za genialni predchtidkyni pozdéjsich infinite-
zimalnich tvah (termin exhaustivni se objevuje poprvé roku 1647 u Grégoira
de Saint Vincentia (1584 — 1667); vyCerpat je latinsky exhaurire). Zpocatku
se exhaustivni metody vyuzivalo jen k diukazu vét, ke kterym se doslo jinymi
metodami, napf. pomoci Démokritovych nedélitelnych desticek.
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Exhaustivni metoda je zalozena na nekonec¢ném déleni veli¢iny a jejim za-
kladem je nasledujici tvrzeni:

(x) Jestlize od dané velidiny odecteme jeji cast vétsi nez jeji polovina a od
2bytku opét jeho cdst vétsi neZ jeho polovina a budeme tak cinit stdle, zbude
néjakd velicina, jeZ bude mensi nez libovolnd kladnd velicina.

Tustrujme tuto metodu na vypoctu obsahu s(A) né&jakého dtvaru A. Mame-
li najit obsah ttvaru A, budeme do néj vepisovat jiné utvary Py, (Po, ..., (P,
jejichz obsahy jsou znamé, tvoii monotonni posloupnost s((P1) < s(P3) < -+ - <
s((P.), a pro néz plati:

(s(A) = s(®1)) _ 5(4)
2 < 4 st

s(4)

2n
Pii dostatecné velkém n je podle (x) rozdil s(A) — s(P,,) mensi nez libovolna
kladn4 veli¢ina. Dnes bychom napsali, Ze s(A) = lim, o0 $(P,). Pro Eudoxa
byl v8ak pojem limity neznamy; hledal tudiz takové B, aby rozdil B — s(P,,)
byl mensi nez libovolna kladna veli¢ina. K nalezeni obsahu s(A) zbyva dokézat,
Ze s(A) = B. Tady Eudoxos vyuZiva dikazu sporem.

Necht s(A) # B, tj. s(A) < B nebo s(A) > B. V obou pfipadech dojdeme
ke sporu. V prvnim pfipadé poloZzme B — s(A) = . Vime vsak, Ze k ¢ lze najit
takové n, ze plati B — s(P,,) < e. Odtud plyne B — s(P,,) < B — s(A), tedy
s(Py) > s(A), coz je spor. Podobné lze postupovat ve druhém piipadsé.

s(A) — s(P1) < @, s(A) — s(P2) <

-, 8(A) — s(Py) <

Timto zpisobem Eudoxos napt. dokazuje, ze obsah kruhu K lze s libovolnou
presnosti aproximovat obsahem pravidelného mnohothelnika (P vepsaného do
kruhu K, tj. je-li dan kruh K a ¢islo € > 0, pak existuje pravidelny mnohothel-
nik (P vepsany do K tak, Ze s(K) — s(P) < . Eudoxovi pfislusi kromé jiného
dikazy vét, které vyslovil, ale nedokazal Démokritos.

Koncem 4. stoleti pfed n. 1. vytvofil Alexander Makedonsky (356 — 323 pred
n. 1) na kratkou dobu ohromnou ¥i8i, kterd zahrnovala Recko, Egypt, Mezo-
potamii, Persii a fadu dalSich zemi v oblasti Stfedozemniho mote a Blizkého a
Stiedniho Vychodu. Tim doslo k vzajemnému styku rtiznych narodt, coz mé-
lo obrovsky vliv na rozvoj kultury a vzdélanosti. Toto tzv. helénistické obdobi
feckych dé&jin trvalo az do prvniho stoleti n. 1., kdy byly jiz vSechny helénistické
zemé podrobeny Ffimskym impériem.

V helénistickém obdobi dospéla matematika na nejvyssi stupen rozvoje, jaky
kdy byl ve starovéku. Z nejvyznamnéjsich matematikti jmenujme Eukleida,
Archiméda a Apollénia.

Eukleides je jeden z nejvyznamnéjsich matematiki viech dob. Zil v Alexan-
drii za panovani Ptolemaia I., které spada do let 306 — 283 pfed n. 1. Pfesna data
jeho zivota nejsou znama. Jeho nejvyznamnéjsim dilem, a soucasné nejstarsim
zcela zachovanym dilem fecké matematiky, je t¥indct knih Zdkladi (Stoicheia).
Toto dilo je pravdépodobné hned po bibli nejvice tisténou a studovanou knihou
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v déjinach zapadniho svéta. Eukleidiv vyklad je budovan prisné axiomaticky,
vychazi ze soustavy definic, postulatti a axiomi. Je zde vylozena rovinna geo-
metrie, Eudoxova teorie nesoumétitelnych veli¢in, teorie ¢isel a geometrie téles.
Exhaustivni metoda je zahrnuta ve dvanacté knize, kde jsou dokazany vztahy
mezi objemy téles, zejména jehlant, kuzeli, valcd a kouli. Je tfeba zdtraznit,
ze Eukleides nikde nevypoditava obsahy nebo objemy jednotlivych téles, ne-
bot vypocty tohoto typu byly v té dob& zahrnovany do praktické, nikoliv do
teoretické geometrie.

Mimo jiné zde Eukleides odvozuje pomoci exhaustivni metody nésledujici
tvrzeni:

» obsahy kruhti jsou v témze pomeéru jako ctverce jejich poloméri, tj.
51252:7”%27“%,

» objemy valci o stejné vysce jsou v témze pomeéru jako ¢tverce poloméria
jejich podstav, tj. V4 : Vo = 1§ : 13,

» objemy jehlant o stejné vysce jsou v témze pomeéru jako obsahy jejich
podstav, tj. V1 : Vo = Ay 1 As,

» objem kuzele je tietina objemu valce, ktery ma stejnou vysku a pod-
stavu, tj. Vi = %Vv,

» objemy kouli jsou v témze pomeéru jako tieti mocniny jejich poloméri,
tj. Vi Vo =13 :ri.

Vsimnéme si, ze vSechna tvrzeni se tykaji srovnavani obsaht nebo objemu
dvou utvari, nikoliv vypoctu téchto obsaht nebo objemii.

Mame-li napt. dokdzat, ze pro obsahy s(A) a s(B) dvou rovinnych ttvart
A a B plati s(B) = ks(A), kde k je kladna konstanta, postupujeme takto: kon-
struujeme dvé posloupnosti mnohothelniki {(P,}3° vepsanych do A a {®,,}{°
vepsanych do B tak, ze s(®,) = k - s((P,,) pro kazdé n. Dale podle tvrzeni (x)
ke kazdému e > 0 existuje n tak, ze s(A) — s(P,,) < e a s(B) — s(®,) < e.

Dnes bychom napsali

s(B) = nhﬂnéo (@) = nhﬂnéo ks(Py,) = knlgnéo s(Pr) = ks(A).

Rekové samoziejmé metodu limitniho piechodu neznali. Dikaz vedli tak,
ze predpokladali, ze s(B) > ks(A) a tudiz s(B) — ks(A) = e. Dale vepsali
mnohotihelnik (° do A a mnohotihelnik @ do B tak, ze s(®) = ks(P) a s(®) >
s(B) —e. Po dosazeni v8ak dostavame ks((P) > s(B) — e = ks(A), tedy s(P) >
s(A), coZ je spor. Obdobné dostaneme spor pfi predpokladu s(B) < ks(A);
musi tedy platit s(B) = ks(A).

Vyse uvedeny piiklad dokumentuje, Ze Rekové byli schopni provadét kom-
pletni dikazy matematickych tvrzeni bez pouziti teorie limit, i kdyz myslenka
limity je v nich obsazena. Neuzivali pfitom ,nekone¢né malé a nekonec¢né velké
veli¢iny“, ale pracovali s veli¢éinami ,,velkymi nebo malymi jak je libo“.

Vsimnéme si, ze jestlize bychom vzorec udavajici vztah mezi obsahy dvou

S1 So

kruhti a jejich poloméry prfepsali do tvaru 23 = 2% a oznacili tento pomér ,
1 2

dostali bychom znamy vztah pro vypoc¢et obsahu kruhu S = 772. Rekové viak
takovou tvahu nemohli udélat, nebot pro né byl vySe uvedeny vztah pouze
pomérem obsahtt a ne numerickou rovnosti. Proto se ¢islo 7 v této souvislosti
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v Tecké matematice neobjevuje. Podobné vztah pro objemy dvou kouli lze

prepsat na tvar % = Y—%, odkud dostaneme V = ar®. Souvislost mezi ¢&isly
1 2
o am (a = 3m) viak objevil az Archimédes.
Archimédes

Archimédes (asi 287 — 212 pfed n. 1.) byl nej-
vétsim matematikem helénistického obdobi. O je-
ho osobnosti se traduje n€kolik legend. Napft. zna-
ma je historie objeveni zdkona o vztlaku pono-
fenych téles, kdy Archimédes idajné vybéhl na-
hy pfimo z vany na ulici s kiikem , Nalezl jsem!“
(Heuréka). K dalsim patii slavné ,,Dejte mi pevny
bod a pohnu Zemi“, pronesené pry po objevu za-
kona paky, nebo jeho posledni slova ,,Neni¢te mé
kruhy“. Za svého zivota proslul pfedevsim svy-
mi technickymi vynélezy, které byly pouzity pfi
obrané Syrakus pfed Rimany.

Archimédovym nejvyznamnéj$im pfinosem v matematice jsou véty o obsahu
rovinnych utvard a o objemu téles. Archimédovy prace zabyvajici se obsahy,
objemy a délkami jsou: Mereni kruhu, Kvadratura paraboly, O kouli a wvdlci,
O spirdldch, O konoidech a sféroidech a Metoda.

Prvnich pét rozviji exhaustivni metodu, kterou Archimédes aplikoval na 8i-
rokou §kélu problémii, které jsou dnes typickymi aplikacemi integralniho poctu.
Sest4 prace, nezndmé do roku 1906, popisuje heuristickou infinitezimalni me-
todu.

Obsah uvedenych praci lze ve struc¢nosti charakterizovat takto:

ARCHIMEDES

Meéteni kruhu: Jiz z dfivéjsich dob pochéazi vztahy pro obsah kruhu S =
m1r? pro né&jakou konstantu 7, a pro obvod kruhu O = 2myr pro néjakou
konstantu mo. V knize Mérent kruhu podal Archimédes prvni dukaz skute¢nosti,
7e plocha kruhu je rovna plosSe trojihelnika se zakladnou rovnou obvodu a
vyskou rovnou poloméru uvazovaného kruhu, tj. S = %TO, coz ovSem znamena,
zZe M = Ta.

Ve svych dikazech Archimédes rozpracovavd Eudoxovu exhaustivni meto-
du. Kromé vepsanych mnohothelnikd zavadi i opsané mnohothelniky. Plocha
kruhu je tedy ,stlacovana“ mezi plochy opsanych a vepsanych mnohotihelniki.

Kvadratura paraboly: V uvodu k této knize Archimédes poznamenal, Ze
diivéjsi matematikové se Gspésné pokouseli najit obsah tise¢e kruhu nebo hy-
perboly, ale nikdo se nepokusil o kvadraturu tisece paraboly — pravé tu, ktera
muze byt vyFesena exhaustivni metodou. Puvodné, jak sam fika, dospél k vy-
sledku ,,mechanicky“ metodou paky a teprve potom jej dokézal geometrickymi
prostiedky.
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Vénujme se Archimédové kvadratuie paraboly podrobnéji.

Necht je ddna Gise¢ paraboly se zakladnou AB (tseé¢ konvexni kfivky je oblast
obrani¢end pfimkou a ¢asti dané kiivky). Oznaéme P bod nejvzdélendjsi od
AB — tzv. vrchol tsede (je to dotykovy bod teény rovnobézné s piimkou AB).
Vznikly trojuhelnik APB mé nejvétsi obsah ze vSech trojuhelniki vepsanych
do tseCe. Archimédes dokazal, Ze obsah uvazZované useCe je roven % obsahu
trojthelnika APB.

B

BI

Obr. 1. Archimédova kvadratura paraboly

Ukazme, jak Archimédes pfi tomto dikazu postupoval.
Opisme kolem parabolické tisece rovnobé&znik A’ABB’, kde A’B’ je tefna
sestrojend v bodé P a tisecky AA’, BB’ jsou rovnobézné s osou paraboly.

Archimédes nejdfive dokazuje, ze trojuhelnik APB mé obsah vétsi nez %

obsahu s(A/PE) uvazované usece, tj.
1
=s

S(AAPB) = %s(A’ABB’) > 2 s(APB).

Uvazujme nyni dvé mensi parabolické tsece se zdkladnami AP a PB a jejich
vrcholy P; a Ps. Stejné tak, jako v pfedchozi situaci vepiSme prislusnym tsecim
trojuhelniky AP, P a PP, B, které opét tvori vice nez polovinu obsahu tsedi.
Tim vycerpame plochu tsece APB vepsanym mnohothelnikem AP, PP, B.
Naznaceny postup mizeme ziejmé opakovat.

Z Eudoxova principu pfitom vyplyva (v dnesni feci), ze ke kazdému € > 0
obdrzime po kone¢ném poctu vyse uvedenych konstrukci mnohothelnik vepsa-
ny do parabolické usece ﬁ, ktery se svym obsahem lisi od obsahu tsece
0 méné nez €.

V dalsim kroku Archimédes vyuziva obecnych vlastnosti paraboly k dikazu
faktu, Ze soucet obsahii trojuhelnikit AP, P a PP, B je i obsahu trojuhelniku
APB.
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Mnohothelnik P,, ziskany po n krocich ma tedy obsah

« [0}
_+_

$(Pn) = a+ 4 42

T+t %, kde a = s(AAPB).

K vypoctu s((P,) Archimédes odvozuje vztah

1 11 11

1
T3 T3

Postupnou aplikaci tohoto vzorce na posledni dva ¢leny nésledujicitho souctu
dostaneme

L +(1+11)—
4 42 qn - 34n’ T
1 1 1 1 1 1 11 1 4
=14+ 4+ — ... . 4 I V=...=1 4+ =14Z =2,
tite Tt +(4"—1+34”_1) +(4+34) t373
Tedy
1+1+1+ +174 1 1
4 42 4n 3 3 4n’

Pro dostatecné velkd n mtzeme clen % . 4% zanedbat (dnes bychom pouzili
operace limity pro n — o).
Odtud ihned plyne tvrzeni véty, Ze s(APB) = 3s(AAPB).

Vratme se nyni k popisu dal§ich Archimédovych praci.

O kouli a valci: V této knize nalezneme vyrazy pro vypocet povrchu
koule (povrch koule je rovny ¢tyFnasobku plochy jeji hlavni kruznice) a objemu
koule (objem koule se rovna 2/3 objemu ji opsaného vélce). Tohoto vysledku si
ziejmé Archimédes velice cenil, nebot si nechal vélec opsany kouli vytesat i na
nahrobek!.

O spiralach: Kniha obsahuje ivahy o tzv. , Archimédové spirdle* vcetné
vypoctu obsahu tsece této spiraly. Zde se také objevuji zminky o charakteris-
tickém nekonecné malém trojuhelniku, které se staly v 17. stoleti vzorem pro
integralni a diferencialni metody.

O konoidech a sféroidech: Zde Archimédes odvozuje vztahy pro objemy
konoidu a sféroidu a jejich ¢asti. ,Konoid“ je to, co bychom nazvali rota¢nim
paraboloidem nebo hyperboloidem a ,sféroid“ je rota¢ni elipsoid. Archimédes
ukazuje, ze objem rotac¢niho paraboloidu P vepsaného do valce C' s polomérem
podstavy r a vyskou h je v(P) = %Tl"r’2h. Ditkazy provadi ,rozsekdnim* télesa na
tenké platky, ¢imz navazuje na myslenky Démokrita a zaroven je predchiidcem
Keplera a Cavalieriho.

Archimédovy préce stézi prezily obdobi let 500 — 1000 n. 1., kdy matematické
a technické védy stagnovaly. Pouze dvé jeho dila, Méreni kruhu a O kouli a vdlci,
byla znama v 6. stoleti. Téméi vSechny jeho soucasné preklady se opiraji o fecké
rukopisy, které byly opsany z originalu v Cafihradé v 9. stoleti, pfelozeny do
latiny ve 13. stoleti a znovu objeveny v 16. stoleti. Jedinou vyjimkou je dilo
Metoda, které bylo ndhodou objeveno na pergamenu v Cafihradé az roku 1906.

LPige o tom Cicero v knize Tuskulské hovory (nakl. Svoboda, Praha 1976).
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Metoda neboli Poselstvi Eratosthenovi o mechanické metodé na
reseni geometrickych tuloh: V tomto dile Archimédes podrobné vyli¢il me-
todu, pomoci niz objevoval nové vysledky, dfive, nez je opatril dikazem. Jedna
se o tzv. metodu paky, podle které je koneény systém bod@ o hmotnostech

mi,---,m, na jedné strané paky ve vzdalenostech di,--- ,d, od podpéry O
vyvézen jinym systémem bodii o hmotnostech mj,---,m; ve vzdilenostech
e ,dfl na druhé strané paky. Pak v souladu s pfirozenymi zadkony mecha-

niky plati rovnost
P q
i=1 j=1

Na zéakladé tohoto vztahu se na jednu stranu paky umisti rovinny atvar (resp.
t&leso), jehoz obsah (resp. objem) ur¢ujeme, a na druhou stranu paky rovinny

Vv

A
my my 0O m g

Tustrujme tuto metodu na jednoduchém prikladé urceni obsahu oblasti ohra-
nicené parabolou y = z? a piimkami x = 1, y = 0, viz obr. 2. Ozna¢me tuto
trojihelnika 7" s vrcholy (0,0), (1,3), (1,—3). Jeho obsah s(T) = 3 a t&zisté
mé v bodé (,0).

Nejprve umistéme trojuhelnik i parabolu na stejnou strany paky se stifedem
O v bodé (0,0). Nyni vyuzijeme nésledujiciho Archimédova principu:

Predpoklddejme, Ze existuje konstanta k tak, Ze pro kaZdou svislou primku
vedenou ve vzddlenosti x od stredu paky O vytinajici na plose R iusek r a na
plose T usek t plati

k-r=x-t.

Umistime-li utvar R na druhou stranu paky tak, Ze téZisté je ve vzddlenosti k

i

od stiedu O, pak ,vyvazi® utvar T, které nechdme na puvodnim misté a plati
k-s(R)=ar-s(T),

kde xr je vzddlenost tézisté utvaru T od stredu O.
Aplikujme nyni tento princip na nas konkrétni p¥ipad. ProtozZe trojihelnik
T je rovnoramenny, fez ve vzdalenosti = od stfedu O mé velikost x (t = x).
Velikost fezu v oblasti R je 22 (r = 22). Dosazenim do vyse zminéného vztahu
dostavame
k-2®=z-2 odkud k=1.

Pak pomyslné pfesuneme oblast R na druhou stranu paky tak, aby vzdalenost
tézisté této oblasti od stfedu O byla k. Pro obsahy obou oblasti pak plati:

k-s(R)=axr-s(T)
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odkud dostavame obsah oblasti R

s

Obr. 2. Archimédova metoda paky

Timto zptusobem Archimédes odvozuje nejenom obsahy ploSnych utvari,
ale i objemy téles. Napf. objem koule urcuje pomoci zndmych objemu valce a
kuzele.

Ptinos Archiméda k rozvoji matematiky je obrovsky v jeho originalité a pies-
nosti. Archimédova matematika se stéle vice orientuje k proménnym, zavadi do
geometrie pohyb. Tim se 1isi napi. od Eukleida, ktery pfijimal zménu a pohyb
velmi neochotné. Archimédes ve svych pojednanich podstatné rozvinul jak me-
todu na urceni obsahil a objemt, tak i metodu na stanoveni tecen ke kiivkam
a na urceni extrémi. Metoda ,nedélitelnych veli¢in® mu byla pouze prostred-
kem, ktery pomahal objevovat nova tvrzeni. Pokladal vSak za povinnost kazdé
takové tvrzeni dokazat exhaustivni metodou, kterou za timto ucelem oboha-
til a vylepsil. Zavedl totiz kromé vepsanych mnohothelnikti i mnohothelniky
opsané a zkoumal jejich obsahy, které omezuji hledany obsah. Jinymi slovy, za-
byval se zkoumanim dolniho a horniho sou¢tu omezujicitho danou veli¢inu. Pti
vypoctech objemi pouzival stejnym zptisobem vepsanych a opsanych mnoho-
stént. V souvislosti s tecnou k¥ivky naznacil také myslenku charakteristického
trojuhelnika.

Archimédovy prace znamenaly obrovsky krok ve vypoctech obsahi a obje-
miu. Z dnesniho pohledu vsak postradaji nékteré dilezité nastroje matematické
analyzy. Napf. pojem limity (Archimédes sdilel fecké obavy z nekone¢na, prikla-
nél se k fecké koncepci zalozené na dvojitém dikazu sporem misto jednoduché
cesty pomoci limity), obecné algoritmy pro vypocet obsahi a objemi (p¥i vypo-
¢tu vychdzel vzdy z geometrickych vlastnosti daného télesa) nebo vztah mezi
obsahy ploch uréenych kiivkami a problémem tecen k témto kiivkam (fecky
pohled na te¢nu jako dotykovou pfimku byl nedostacujici pro to, aby mohl vést
k odhaleni této souvislosti). K objasnéni téchto pojmi a souvislosti sméfoval
dalsi vyvoj infinitezimalniho poctu.
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Archimédovy prace, stejné jako prace jeho velkého nastupce Apollénia
z Pergy (asi 260 — 170 pfed n. 1.), ktery proslul svym osmidilnym pojednanim
KuZelosecky (Kdnika), mély Siroky vliv na cely dalsi rozvoj matematiky. Me-
tody a ideje obsazené v téchto pracich se prostfednictvim arabskyjch prekladi
uchovaly do novovéku a staly se vychodiskem k vytvoifeni matematické analyzy.

Starofeckd matematika dosahla vysoké tirovné; k matematice mezopotamské
a egyptské pridala logické ivahy a ditkazy. Ve 3. stol. pfed n. l. bylo v podstaté
dovrseno budovani zédkladd geometrie, teorie ¢isel, uceni o kuzeloseckach a
antické formy integralnich a diferencialnich metod. Poslednim obdobim antické
spolecnosti je obdobi fimské nadvlady, jez znamenalo stagnaci a ipadek veskeré
védy. Zajem se obratil pouze k poctarské matematice. Strediskem matematiky
zustala Alexandrie, i kdyz védecka préce se omezovala Casto jen na komentare
a kompilace. Jednim z nejdutlezitéjsich dél tohoto obdobi je Ptolemaiova Velkd
skladba (Megalé syntazis) (kolem 150 n. 1.), znaméjsi pod arabskym jménem
Almagest. Je to préace astronomické, obsahuje téz trigonometrii a formule pro
siny a kosiny souctu a rozdilu thld atd. Z dalsich matematikd jmenujme napt.
Héréna, ktery je znam pfedevsim diky tzv. ,Hérénovu vzorci“ pro vypocet
obsahu trojahelnika, jehoZ formulace se vSak pripisuje uz Archimédovi. Héron je
autorem nékolika geometrickych praci, v nichz se vénuje jak vypoctiim obsahi
a objemu geometrickych téles, tak i méfeni objemu staveb, divadel, plaveckych
bazéni, studni, lodi apod. Za posledni originalni dilo starovéké matematiky je
povazovana Diofantova Aritmetika ze 3. stoleti.

V otrokaiském Rimé byl zdjem o matematiku malj. NejenZe nevznikaly
zadné nové matematické prace, ale navic bylo zniceno velké mnozstvi feckych
pisemnych pamatek. Od 3. stoleti n. 1. zacala fimské ekonomika i politika
upadat a béhem 5. stoleti fimska fise zanikla tplné. Tim také koné¢i obdobi
staroveéké matematiky.

Po rozpadu antické otrokaiské spolec¢nosti se matematické védy béhem mno-
ha staleti rozvijely hlavné v Cing, Indii a arabsk§ch zemich. Matematika zde
méla podobny charakter jako v Mezopotamii a Egypté, nebot vychéazela z pra-
xe a feSila otazky vzniklé pfi zavodnovani, budovani hrazi, cest, palacovych
staveb, pfi vybirani dani a obchodu. Jen v né€kterych centrech byly rozvijeny
exaktni pristupy a metody fecké matematiky. Nejvyssi tirovné dosdhla mate-
matika v zemich Blizkého a Stfedniho Vychodu, kde se vyrazné projevil velky
vliv fecké védy. Ve skolach arabskych ucencti byla opisovana a pieklddana dila
feckych matematiki, diky cemuz se nam také zachovala.

Matematika staroveku se ve vztahu k integralu vy-
znacuje témito rysy:
» intuitivni pfistup a soucasné strach z pocitani
s nekonec¢né malymi veli¢inami,
» rozvoj ucinnych technik k vypoctu obsahi a ob-
jemi zalozZenych na exhaustivni metodé.
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