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CO JESTE NEVIME O PRVOCISLECH

Epuarp FucHs

Zd4 se téméf neuvéritelné, ze soutasnad matematika, pres veskery zavratny
rozvoj, neumi zodpovédét fadu na prvni pohled banélnich otazek o vlastnostech
pfirozenych éisel a prvocisel zejména. Prirozena &isla patfi mezi nejzdkladnéj-
81 matematické pojmy; jejich intuitivni pfedstavu si samostatné vytvareji jiz
déti predskolniho véku. A pfesto dodnes nezndme odpovédi na Fadu hypotéz
zformulovanych jiZ pfed staletimi.

Z sirstho okruhu problémi a vysledki o vlastnostech prvoéisel si povSim-
néme bliZe nasledujicich: kolik je vSech prvocisel, jak jsou prvoéisla rozloZena
v mnozin€ N a jak se hledaji ,,velkd“ prvoéisla. Nakonec uvedeme nékolik nej-
zndméjSich a dodnes nezodpovézenych hypotéz.

1. Kolik je v3ech prvodisel?

Kazdy stfedoskoldk by mél dnes védét a mél by také umét dokazat, ze prvoci-
sel je nekoneéné mnoho. Pripustime-l totiz, Ze vSech prvoéisel je pouze konefné
mnoho, miZeme je oznalit napiiklad pi,ps,...,pn. Cislo py.po..... Dn +
+1 pak ale neni délitelné zddnym z &isel p;, ¢ = 1,...,n (nebot pfi déleni je
zbytek 1), takZe je prvoéislem riznym od vsech p;. Pfedpoklad tedy vede ke
sporu, takZe prvocisel je nutné nekonecné mnoho.

Uvedend tvaha je natolik jednoduch4, Ze by bylo pfekvapujici, kdyby nebyla
zndma jiz davno. Skutetné, nekoneény pocet prvocisel dokazuje jiz EUKLEI-
DES v ,Zakladech® kolem r. 300 p¥. n. l. Pro ilustraci Eukleidova stylu a pro
demonstraci mnoha typickych postupt antické matematiky ocitujme pfislusnou
¢ast 9. knihy Eukleidovych Zakladd.

XX. .

Prvocisel jest vice neZ jakékoli dané mnoZstvi prvodisel.

Budte dana prvoéisla A, B, C; tvrdim, Ze jest vice prvodisel nez A, B, C.

UvaZme nejmensi &islo délitelné &isly A, B, C, necht to je DE a pfictéme k
DE jednotku DF. Cislo EF tedy budto prvoéislo je nebo neni. Necht nejprve
prvodislem jest; jsou tedy nalezena prvodisla A, B, C, EF, jejichz pocet jest vice
nez A,B,C.

Necht tedy EF neni prvoéislo; je tedy n&kterym prvocislem délitelné. Necht
ho déli prvoéislo G; tvrdim, Ze G neni rovno Zadnému z &isel A, B,C. Nuie,
pfipustme, Ze je nékterému z téchto &isel rovno. Avsak A, B, C déli ¢islo DE;tedy
&islo G rovnéi dé&li DE. Pak ale déli i &islo EF; G pak ale déli i zbyvajici
jednotku DF', ackoliv je Cislem a to jest nesmysl. G tedy neni rovno Zadnému z
¢isel A, B,C. A pfitom jest prvocislem. Jest tedy nalezeno vice prvodisel nez je
dané mnoizstvi A, B, C, totiz A, B, C, G, co% pravé bylo dokazati.

Uvedeny text je v Zakladech ilustrovidn tiseckami oznaéenymi pismeny A,
B,C,G a tseckou s koncovymi body EF, na niZ lezi bod D. Z celého textu
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je zfejmé, jak v praxi vypadal ,geometricky“ jazyk, v némz byla formulové-
na tehdejsi matematika veetné aritmetiky, coz, jak vime, byl disledek krize
vyvolané objevem ¢isel iracionalnich.

vy

Jesté zajimavéjsi je viak Eukleidova formulace tvrzeni samotného. Ctenéf si
Jisté¢ uvédomuje, pro¢ Euklides nemohl - zdanlivé jednoduseji - Fici, Ze prvoéisel
Jje nekonecné mnoho. To by totiZz znamenalo pfipusténi aktualniho nekoned-
na; jak vsak vime, bylo v Eukleidové dobé (a jesté mnohem déle - aZ do 19.
stolet{) pfipustné pouze nekone&no potencialni.

Z mnoha riznych zobecnéni uvedeného Eukleidova vysledku uvedme alespon
hypotézu, kterou nezivisle na sobé vyslovili v r. 1783 EULER a v r. 1785
LEGENDRE.

Jsou-li a,b libovolnd ptirozend nesoudélnd Cisla, obsahuje aritmetickd po-
sloupnost

a,a+b,a+2b,...,a+nb,...

nekonecné mnoho prvocisel.

Legendre tuto hypotézu dokézal v r. 1808, pozdéji se v8ak ukézalo, Ze jeho
dikaz byl chybny. Pfesny diikaz pak podal aZ v r. 1837 DIRICHLET.

Polozme si v této souvislosti opaény tikol: chceme najit tsek aritmetické po-
sloupnosti, tvofeny vyhradné prvoéisly. Prvni tfi nasledujici pfiklady lze nalézt
vcelku snadno:

3, 5, 7
5, 11, 17, 23, 29
7, 37, 67, 97, 127, 157.

Podstatné komplikovanéjsi je vSak nalezeni delSich tsekd aritmetickych po-
sloupnosti. Nejdelsi dodnes znamy priklad je tvofen 18 prvodisly:

107928278 317+ £.9922782870, k£ =0,1,2,...,17.

Uvedené piiklady nas vsak jiz uvadéji do nasledujici problematiky.

2. Jak jsou prvoéisla rozloZzena v mnoZiné N vSech pfirozenych
disel?

Prvni relativné iéinnou metodu pro vyhleddvani prvocisel popsal jiz kolem
roku 225 pf.n.l. ERATOSTHENES. Tzv. Eratostenovo sito spociva v postup-
ném vyskrtavani nasobkl pfirozenych Eisel, takze nakonec v takto vzniklém
,situ® uviznou jen prvocisla. Tomuto postupu se uéi skolaci jiz déle nez dva
tisice let. Za zminku vSak stoji skute¢nost, ze je vhodné si toto sito predstavit
napsano do 3esti sloupct. ProtoZe kazdé prvoéislo vétsi nez 5 je evidentné tvaru
6k + 1 nebo 6k + 5, ziistanou kromé prvniho fddku vSechna dalsi prvoéisla v 1.
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a 5. sloupci:

- 2 3 - 5 -
7 — — — 11 -
13 — — — 17 -
19 — — — 23 -
- - — —- 99 _
31 — — — — -
3 - — — 4 -
43 — — — 41 -
- — — — 5% -
- — =~ — 9 —
61 — — — — -
67 — — — 71 -
73 - - — - -
79 - — — 83 -
- - — - 8 =
97 — — — 101 -

Takto lze pomérné snadno sestavit tabulku ,,malych“ prvocéisel. V nasledujici
tabulce jsou uvedena vSechna prvoéisla mensi nez 1 000.

2 3 5 v o1 13 17 19 23 29 31 37
41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 8 89
97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151
157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223
227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359
367 373 379 383 389 397 401 409 419 421 431 433
439 443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503
509 521 523 541 547 557 563 596 571 577 587 593
599 601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659
661 673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743
751 757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827
829 839 853 857 859 863 877 881 883 887 907 911
919 929 937 941 947 953 967 971 977 983 991 997

Pfi podrobnéjsim zkoumaéni tabulky prvocisel si zdhy povsimneme jistych zé-
konitosti . Tak napriklad se v tabulce obcas a nepravidelné objevuji tzv. prvo-
¢iselnd dvojcatla, tj. dvojice prvoéisel lisicich se o 2, naptriklad 29, 31 nebo 881,
883 apod. ,Hustota“ prvocisel se viak postupné snizuje. Pokusme se odpovédét
na otdzku, jak miize byt v N dlouhy Gsek, v némz se nevyskytne ani jedno
prvodislo?

Kdybychom méli k dispozici dostatecné velké tabulky, snadno bychom na-
priklad ovérili, Ze ani jedno prvoéislo nelezi mezi ¢isly 1 671 800 a 1 671 900.
Existuji vSak v N delsi Gseky bez prvoéisel?



143

Odpovéd je velmi jednoducha: v N ezistuji dseky libovolné délky neobsahujici
ant jedno prvocislo. Skuteéné, zvolme libovolné prirozené &islo n. Pak v n-tici

(n+D)!+2,(n+1)!+3,...,(n+D!+n+1

neni ani jedno prvoéislo, nebot (n + 1)! + 2 je délitelné 2, (n + 1) + 3 délitelné
3 atd.

Vratme se vSak zpét k problému vyhledavani prvocisel v mnoziné N. Protoze
je prvocisel nekonecné mnoho, ozname pro dalsi text jejich rostouci posloup-
nost

P1,P2:DP3y---sPny-vr -

Pro uréovani prvocisel by jisté bylo nejpohodlnéjsi, kdyby existovala takova
funkce f(z), ze pro kazdé pfirozené &islo n by platilo

f(n) = pn.

Jak dnes vime, musely vSechny pokusy o nalezeni takového ,vzorce“ pro
vypocet prvocisel skoncit zakonité nezdarem, nebot neexistuje elementarni
funkce f, ktera by vyse uvedeny pozadavek spliiovala.

* * 3k

V této souvislosti je nutno se zminit o jednom nedorozuméni. Leckdy se lze doéist - viz
napiiklad [7], Ze rusky matematik MATIJASEVIC dokazal tvrzeni, z néhoz vyplyva existence
polynomu 5. stupné, ktery ve vySe uvedeném smyslu generuje viechna prvodéisla. Pokud by
toto tvrzeni bylo spravné, bylo by samozrejmé vyse uvedené tvrzeni o funkci f nespravné.
O¢ tedy jde?

Némecky matematik HILBERT v roce 1900 zformuloval 23 slavnych problémi, které mély,
dle jeho minéni, podstatné ovlivnit vyvoj matematiky ve 20. stoleti. V drtivé vétsiné p¥ipadu
Hilbert skuteiné odhadl velmi spravné dalsi vyvoj matematiky a jim zformulované problémy
se pro matematiku 20. stoleti ukazaly jako kli¢ové. Na Hilbertové jasnozfivosti pfitom nic
neméni ani skuteénost, Ze v fadé pripadi bylo ¥eSeni problému zcela jiné, nez Hilbert samotny
ocekaval.

Ac&koliv 8. z Hilbertovych problému je vénovan pfimo problematice prvocisel, nds nyni
zajima 10. Hilbertiv problém, byt se na prvni pohled tyka uplné jiné oblasti matematiky.
Abychom vsak mohli zformulovat jeho podstatu, pfipomenhme si, co rozumime diofantickou
rovnici.

Bud P polynom s celoéiselnymi koeficienty v proménnych z1, ..., zn. Diofantickou rovnici
nazyvame rovnici tvaru

P(‘rli"‘vzﬂ) =0,

pfi¢emz FeSenim rozumime kaZnou n-tici celych é&isel, ktera dany polynom anuluje.
Diofanticka rovnice pfitom reseni mit miZe a nemusi. Tak nap¥iklad rovnice

zsy+2:cyz-3xz+2y2 -1=0
feSeni ma (napiiklad ¢ = 1, y = 1, z = 2), diofantick4 rovnice
x4+2y2+x2y2—1=0
evidentné 24dné Feseni nema.
Pomoci diofantickych rovnic lze zformulovat fadu klasickych matematickych problému.

Tak napiiklad tzv. pytagorejské trojice &isel jsou FeSenim diofantické rovnice

o? +y? = 2%,
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tzv. velkd Fermatova véta tvrdi, Ze diofantickd rovnice
wn + yn —_ zn

nema reSeni pro n > 2.

Ackoliv byly diofantické rovnice od starovéku intenzivné studovany, nebyl jesté ani na
sklonku 19. stoleti zndm obecny algoritmus, ktery by umoznil zjistit, zda dand diofanticka
rovnice ma ¢i nema fesSeni. Proto Hilbert zformuloval nasledujici problém:

»Bud dana diofanticka rovnice s libovolnymi nezndmymi a s celo&iselnymi koeficienty. Je
t¥feba najit metodu, kterd by umoznila po koneéném poétu operaci rozhodnout,
ma-li tato rovnice FeSeni v celych é&islech.”

Z Hilbertovy formulace je zfejmé, ze i kdyZz to vyslovné neuvadi, byl presvédéen, Ze poZa-
dovany algoritmus jist& existuje a proto bude d¥ive nebo pozdéji objeven. Otazka, zda takovy
algoritmus viibec existuje, nemohla byt v roce 1900 dost dobfe ani vyslovena.

K tomu, aby mohl byt viibec 10. Hilbertliv problém fe$en a vyfesen, musela matematika
¢ekat na prevratné vysledky GODELA, CHURCHE, TURINGA a dalsich.

Definitivni vyfe$eni problému vSak podal aZ v r.1970 mlady petrohradsky matematik J.V.
MATIJASEVIC. A jeho odpovéd byla piekvapivé zdporna: hledany algoritmus neexistuje.

Nyni jiz miZeme také odpovédét na otazku, jak 10. Hilbertuv problém a Matijasevi¢ovo
feseni souvisi s nadmi studovanou problematikou prvodisel.

V r. 1960 dokazal H. PUTNAM mimofadné duvtipnou konstrukci nasledujici vysledek:

»Existuje takovy polynom Q(y1, ..., ¥k, 2) patého stupné s celo¢iselnymi koeficienty, Ze kaz-
dou tzv. rekurzivné spocfetnou mnozinu M pfirozenych &isel 1ze ziskat jako mnoZinu nezapor-
nych hodnot polynomu Q(v1,...,yk,an), kde aps je konstanta, kterou lze pomoci mnoZiny

M vypoéitat.“

Matijasevi¢ pak pri feSeni 10. Hilbertova problému dokazal, Ze mnozina P v$ech prvocisel
je takovou rekurzivné spocéetnou mnozinou, takZe lze pomoci polynomu Q 5. stupné a ze
znalosti konstanty ap vypoditat.

Uvedena moZnost je viak pfitom pouze hypotetickad a viibec ndm neumoziiuje mnozinu
P takto ziskat, nebotf k uréeni konstanty a p je nutno sestavit vhodnou diofantickou rovnici,
coz vibec neumime a i kdyby se ndm to podafilo, neuméli bychom ani zjistit, zda ma néjaké
fesSeni. Matijsevi¢uv vysledek proto neni v zddném rozporu s nasim tvrzenim, Ze neexistuje

elementarni funkce f takova, Ze f(n) = pn.
* % kK

Kdyz tedy neexistuje elementarni funkce f, jejiz hodnoty f(n) jsou postup-
né v8echna prvoéisla, spokojme se alespon se slabsim pozadavkem: hledejme
takovou funkci f, ze vSechny hodnoty f(n), n € N, jsou prvodiselné. V této
souvislosti si vS§imnéme tzv. Fermatovych a Mersennovych prvocisel.

Fermatova prvodisla

P. FERMAT v r. 1640 vyslovil domnénku, Ze pro kazdé celé ¢islo n > 0 je
Fo=2"+1

prvocislo, neumél vsak tuto hypotézu dokazat.
Ovéfit spravnost Fermatovy hypotézy pro n = 0,1, 2,3 je trivialni, nebot

Fo = 3, F1 = 5, Fg = 17, F3 = 257.
Obtizné neni ani ovérit, ze prvocislem je i &islo

Fy =216 4+1 =65 537.
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Vzhledem k tomu, jak nesmirné rychle roste posloupnost (F,)5%,, je vsak dalsi
ovéfovani Fermatovy hypotézy velmi obtizné.

Jakkoliv byl Fermat v mnoha pfipadech a7 neuvéfitelné jasnozfivy, v tomto
pripadé se spletl. (Dokonce, jak za chvili ukdzeme, zmylil se téméf totalné.)
V roce 1732 EULER dokézal, Ze

Fs =237 4+ 1 =4 294 967 297 = 641 x 6 700 417,

¢imz tedy Fermatovu hypotézu vyvratil.
Provéfeni dalsiho ¢isla Fg se podafilo az téméf o 150 let pozdéji. V roce 1880
dokazal F. LANDRY, ze Fs je souéinem dvou prvoéisel:

Fg = 2% 4+ 1 = 274 147 x 67 280 421 310 721

V roce 1909 dokazali MOORHEAD a WESTERN, Ze i éisla F7 a Fg jsou
sloZend, nenalezli v8ak Zadného délitele téchto &isel. U &isla Fy, které ma 39
cislic, se to podafilo az v r. 1970 MORRISONOVI a BRILHARTOVI, kteri
dokazali, ze F7 je soué¢inem dvou prvoéisel

F7 = (2°.116503103764643 + 1)(2°.11141971095088142685 + 1).
Délitele ¢isla Fg nalezli az v r. 1981 BRENT a POLLARD; je jim ¢islo
1 238 926 361 552 897.

SIERPINSKI v roce 1962 shrnul dosavadni vysledky a odvodil, Ze F,, neni
prvoéislem pron = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 23, 36,
38, 39, 55, 58, 63, 73, 77, 81, 117, 125, 144, 150, 207, 226, 228, 260, 267, 284,
316, 452, 1945.

Abychom docenili silu téchto vysledki, staci si uvédomit, ze naptiklad éislo
Fi945 pravdépodobné nikdy nikdo nenapise v dekadickém zapisu. Pocet ¢islic
tohoto &isla je totiz vétsi nez 10582 zatim co poéet vSech atomii v nasem vesmiru
je odhadovan zhruba ¢islem 1010 a st4Ff naSeho vesmiru od velkého tiesku je
mensi nez 102 sekund.

Dovede si nyni nékdo z nés alespoti pfedstavit, jak velké je Cislo Fgsss? PYesto
byl v r. 1980 nalezen jeho délitel

19.294%0 4 1.

Dnes se tedy zda, 7ze Fermat se v tomto pfipadé spletl zcela z4dsadné: je vice
nei pravdépodobné, ze z4dné Cislo F, pro n > 4 neni prvocislem. Zkoumani
¢isel Fy, vsak piesto pfineslo Fadu pozoruhodnych metod a vysledki, takze
Fermatova hypotéza, byt nespravné, pfispéla k rozvoji teorie ¢isel podstatnym
zpusobem.

Zminme se v této souvislosti o jedné zajimavé souvislosti Cisel F,, a ele-
mentarni geometrie. 30. bfezna 1796 nalezl GAUSS konstrukei pravidelného
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17-Ghelniku pomoci kruzitka a pravitka. Posléze pak odvodil nésledujici tvrze-
ni:

Necht n je prvocislo. Pravidelny n-ihelnik lze sestrojit pomoci kruZitka a
pravitka prdvé tehdy, kdyZ je n Fermatovo prvoéislo.

Jak tedy vidime, Fermatovi (ani nikomu dal§imu pozdéji), se nepodafilo najit
takovou funkci f, aby vSechny hodnoty f(n) byla rizna prvotisla. Zeslabme
tedy tento poZzadavek jesté vice. Chceme najit takovou funkei f, Ze co nejvice
hodnot f(n) bude prvoéiselnych. Pozoruhodnych vysledk v této souvislosti
doséhl jiz zminovany EULER. Nasel napfiklad néasledujici kvadratické funkce:

?+24+17, z2+z+41, 2% —79z+ 1601,

které nabyvaji prvociselnych hodnot proz = 0,1,...,15 resp. 0,1,..., 39, resp.
0,1,...,78.

V jistém smyslu ,nejlepsi“ z uvedenych tif polynomi je 22 +z+41, ktery pro
hodnoty # = 0,1,2,...,2377 nabyva prvoéiselnych hodnot v poloviné pfipadi.

Poznamenejme v této souvislosti, ze poétarskd zruénost Eulera, Fermata a
dalsich byla obdivuhodnd. Napftiklad o ¢isle 1 000 009 se dlouho myslelo, Ze je
prvoéislem. Slepy Euler vSak odvodil, ze je souéinem cisel 293 a 3413. Podobné
Fermat na dotaz, zda ¢islo 100 895 598 169 je prvoéislem, odpovédél takika
obratem, zZe nikoliv, nebot

100 895 598 169 = 898 423 x 112 303.

Jak jsme jiz uvedli, podobnou roli jako Fermatova prvocisla sehrala pfi stu-
diu prvoéisel tzv. Mersennova prvocisla. O téch se vSak zminime podrobnéji
v odstavci o hledani velkych prvocisel.

Studium vlastnosti funkce 7(x)

Oznalme pro kazdé kladné &islo ¢ symbolem w(z) polet vSech prvodisel
p < z. ProtoZe je prvocisel nekoneéné mnoho, je m(x) neomezend neklesajici
funkce.

Protoze dodnes neni zndmo, jak jsou prvoéisla v N rozloZena, je pfirozenad
otézka, ,jak rychle“ funkce m(z) vlastné roste. Jakou odpovéd mizeme na tuto
otazku oéekdvat? Hleddme né&jakou ,jednoduchou“ funkei f(z), kterd poroste
»stejné rychle” jako funkce m(z). Vyznam slov ,stejné rychle mize byt ovéem
rizny. MazZeme chtit, aby existovala kladné &isla a < b takova, ze pro vsechna
z > 2 plati @ < }'(; < b. Silngjsi pozadavek na funkei f(z) zni, aby si f(z)
a m(z) byly tzv. ,asymptoticky rovny“, tj. aby limg_ %%% = 1. MiZeme
dokonce chtit, aby samotny rozdil =(z) — f(z) byl ,podstatné mensi“ nez f(x).

Prvni hypotézu v tomto sméru v r. 1798 naznadéil a v r. 1808 pfesné zformu-
loval A. M. LEGENDRE; uvedl, Ze za funkci f(z) lze volit funkci =, nebot

lim m(z).Inz
T —00 T

=1. (*)
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Naznaéme stru¢né, jak mohl Legendre pfijit na to, Ze funkci, kterd roste
»stejné rychle“ jako m(z) je pravé funkce L

Jiz jsme uvedli, Ze i pfi zb&zném pohledu do tabulky prvoéisel uvidime, ze
Jjejich hustota se postupné snizuje. Vyjadieme nyni tuto tézi presnéji. V na-
sledujici tabulce jsou v prvnim sloupci mocniny 10, ve druhém sloupci jsou
odpovidajici hodnoty funkce w(n), tj. poet prvolisel p < n a v poslednim
sloupci jsou hodnoty podilu ;r—("n—) zaokrouhlené na jedno desetinné ¢&islo. Tento
podil tedy udéva, na kolik pfirozenych &isel v intervalu (1, n) pfipad4 v priméru
jedno prvodislo.

n m(n) n/m(n)

10 4 2.5

100 25 4.0

1 000 168 6.0

10 000 1229 8.1

100 000 9 592 10.4

1 000 000 78 498 12.7

10 000 000 664 579 15.0

100 000 000 5 761 455 17.4

1 000 000 000 50 847 534 19.7
10 000 000 000 455 052 512 22.0

Vsimnéme si nyni v tabulce pozornéji tfetiho sloupce. Vidime, ze pfi skoku
o mocninu 10 na néasledujici fadek, se hodnota pfislusného podilu zvétsi zhruba
0 2,3 (napfiklad z 12.7 na 15.0, z 19.7 na 22.0 atd.). Uvédomime-li si, Ze pro
hodnotu pfirozeného logaritmu 10 plati In 10 = 2.30258 ..., je domnénka, ze
hodnota (n) je pfiblizné rovna zlomku -, zcela prirozena.

Samotny Legendre vSak vztah (x) nikdy nedokézal. Prvni krok k dikazu
uvedené rovnosti udélal v letech 1851-52 P.L. CEBYSEV. Ten pfedevsim od-
vodil, Ze tzv. integral-logaritmus, tj. funkce f; %ﬁ se hodi k aproximaci funkce
m(x) lépe nez funkce £ Z vlastnosti integral-logaritmu pak odvodil, Ze pokud
limita limg_, o "—@—);lﬂf existuje, je rovna jedné. Existenci této limity se vsak
ani CebySevovi nepodafilo dokdzat. Velkym pokrokem vsak v té dobé byla jim
odvozen4 skutenost, Ze funkce = ,dobfe“ aproximuje funkei 7(z) pro velka

z. Odvodil totiz, ze plati

m(z).Inz m(z).Inz

a < lim inf < lim sup

r—00 xr r—00
kde a = In(v/2.9/3.9/5) —In ¥/30 =0,9129..., tj. £a =1,10555....
Navic z pravé uvedenych nerovnosti Cebysev odvodil tzv. BERTRANDUV
postuldt: Pro kazdé piirozené Cislo n lei mezi Cisly n a 2n — 2 alespoit jedno
prvocislo.

A
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Z metodického hlediska spociva CebySeviiv pfinos ve dvou hlavnich skuteé-
nostech .

Vime, Ze tzv. harmonickd rada

Lop i Ly
n_ 2 3 n

e

diverguje, avsak pro kazdé redlné s > 1 fada

i L il Loyl

“— N 3s ns

konverguje. Vztah funkece ((s) = Y oo, nL k prvoéislim byl znim jiz EULE-
ROVI: plati totiz (pro s > 1)

— 1 1
=2 m=Il—=
n=1 P P°

kde v nekoneéném soucinu p probiha vSechna prvoéisla. (PovSimnéme si, jak
odtud z divergence harmonické fady okamzité vyplyva, ze prvocisel je nekoneé-
né mnoho. Protoze harmonicka fada diverguje, plati lim,_,;+ {(s) = oo. Kdyby
prvodisel bylo jen koneéné mnoho, byl by na pravé strané uvedené rovnosti
souéin koneéné mnoha ¢lent, takZze jeho limita pro s — 1% by byla koneénd.)

Prvnim CebySevovym vyznamnym piinosem bylo, ze pii svych vySetfovanich
podstatné vyuzil vlastnosti funkce {(s). Dok4zal napiiklad, Ze existuje konetna
limita lim,_,;+[((s) — +35]

Druhym Cebysevovym pfinosem bylo zavedeni funkce J(z) = Zpsxlnp
(p je prvoéislo). D4 se totiz ukazat, Ze asymptotické vlastnosti funkei m(z)
a ¥(z) jsou obdobné. Zejména plati, ze formule (%) je ekvivalentni se vztahem

limg 00 ﬂrﬂ' = 1, pFicemz s funkci J(z) se pracuje podstatné lépe nez s funkei
n(z).

Vztah (*) pfedpovidany Legendrem dokézali nezivisle na sobé az v roce 1896
francouzsti matematikové HADAMARD a VALLEE POUSSIN. Jejich ditkazy
byly velmi obtizné a podstatné vyuzivaly Riemannovych metod, o nichz se
zminime pozdéji.

Vztah (%) samotny je pro svou dileZitost ¢asto nazyvan zakladni vétou o
prvodislech.

3. Hledani velkych prvoéisel

Vime, Ze prvocisel je sice nekoneéné mnoho, nemame vSak k dispozici zad-
nou formuli, kterd by ndm je umoziiovala postupné vypoéitat. Hled4ni stéle
vétsich a vétSich prvocisel pFitom bylo pro matematiky od ddvnovéku inte-
lektuélni vyzvou, ktera v souéasné dobé mé, i vyznamné aplikaéni aspekty O

vvvvv

pocetni technika, se mizZeme jen dohadovat. Jiz Jsme se zminili napfiklad o
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nékterych podivuhodnych vysledcich Fermata a Eulera. Fermat vyslovil, vétsi-
nou bez diikazu, fadu hypotéz, které pozdéji Euler dokazal. Mezi takové pii-
pady patii napiiklad hypotéza, e kaidé prvocislo tvaru 4n + 1 (n € N), lze
Jednoznacné vyjddrit jako soucel ctverci dvou prirozenich Cisel. Euler dokéazal,
Ze uvedend podminka je dokonce nutna a postagujici k tomu, aby &islo tvaru
4n + 1 bylo prvoéislem. Je velmi pravdépodobné, e pravé na zakladé tohoto
poznatku Euler odvodil, Ze 1 000 009 neni prvoéislo; snadno lze ovéfit, ze

1 000 009 = 10002 + 3% = 2352 4 9722,

Mezi ,velkd“ prvoéisla, kterd umoznila odhalit aZ moderni vypoéetni tech-
nika, patfi takové kuriozn{ pripady, jako nap¥iklad cyklické &islo

1234567891234567891234567891234567891

nebo ¢éislo

31415926535897932384626433832795028841,

které kopiruje zacatek dekadického zdpisu &isla .

Zajimava jsou v této souvislosti tzv. ,jednickovd“ &isla R,. (Oznafeni je
odvozeno od anglického ndzvu téchto Cisel - repunit.) Jsou to &isla, jejichz
dekadicky zapis je tvofen samymi jednickami, tj.

R] = ], RQ: 11, R3: 111 atd.

Cislo Ry je prvoéislem a naskyta se tedy otazka, zda jsou prvoéisly i néktera
dalsi jednickova &isla.

V roku 1918 dokéazal étenaf jednoho zdbavného ¢asopisu, Ze prvocislem je
¢islo Ry9. Dodnes jsou znama jen tfi dalsi jednickova prvodisla: Ras, R317 a
Ryo31.

Cislo Rs;7 nalezl H.C. WILLIAMS v r. 1978, dtikaz toho, Ze Riga; je prvo-
islem provedli Williams a DUNBAR po velkém sili az v r. 1985.

Jedni¢kova é&isla maji Fadu zajimavych vlastnosti, az pfekvapivé mnoho tida-
jt vdak o nich dodnes nezndme. Tak napfiklad &islo Ry je sloZené, nezname
viak jeho Fadného netrividlnfho délitele. Nékteré rozklady &isel R, jsou pozo-
ruhodné; naptiklad

Rag = 11 x 909090909090909091 x 1111111111111111111,

priéemz
11 x 909090909090909091 = 10000000000000000001.
Zajimavé jsou druhé mocniny jednickovych &isel; napfiklad
R? = 1234321
R2, =12345678900987654321.
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Z3dné jednickové &islo neni druhou mocninou pfirozeného &isla, nevime vsak,
zda nékteré z nich je tfeti mocninou. Nevime ani, kolik je mezi éisly R, prvo-
Cisel.

Mersennova prvocisla

v

V dnesni dobé se jako nejvyhodnéjsi jevi hledat velkd prvodisla mezi tzv.
Mersennoviymi &isly. ‘
Pro kazdé pfirozené Cislo n definujeme n-té Mersennovo ¢islo vztahem

M, =2"-1.

MERSENNE, pfitel Descarta, Fermata, Pascala a fady dalsich vyznamnych
predstaviteli francouzské védy 17. stoleti, védél, ze kdyZz n meni prvocislo,
nemiize byt prvoéislem ani ¢islo M,,. S obrdcenym tvrzenim je to vSak podstatné
komplikovanéjsi. Pro prvodislo n muze byt Cislo M,, prvocislem, avsak - jak
lze snadno ovérit - prvoéislem byt nemusi.

Néktera z téchto Mersennovych prvoéisel znali jiz staii Rekové:

My =3, M3 =17, Ms =31, M7; =127, M3 =8191.

V r. 1603 dokazal P.A. CATALDI, ze prvoéisly jsou ¢isla M7 a M,.
V r. 1644 vyslovil Mersenne hypotézu, ze pro n < 257 jsou prvocisly pravé
M, s indexy
1,2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257.

(Mersenne, na rozdil od dnesni terminologie, povazoval za prvoéislo i ¢islo 1.)

Prvociselnost cisla M3, dokéazal v roce 1750 EULER. V roce 1883 odvodil
PERVUSIN, Ze Mersenne zapomnél na index 61; ¢islo Mg, je rovnéz prvocis-
lem. Prvni chybu v Mersennové seznamu objevil v roce 1903 americky matema-
tik F.N. COLE, ktery na fijnovém zasedani Americké matematické spolecnosti
v New Yorku predvedl, 7e

Me7 = 257 — 1 =193 707 721 x 761 838 257 287.

Jak sam uvedl, hledal tuto faktorizaci celé vikendy po tFi roky.
Jiz predtim, v r. 1876, potvrdil E. LUCAS, Ze &islo

Mis7 = 2127 — 1 = 170 141 183460469 231 731 687 303 715 884 105 727

je opravdu prvocéislem.

Pozdéji se jesté ukazalo, ze v Mersennové seznamu chybi prvocisla Mgy a
M7, na druhé strané tam nepatii ¢islo Ms57, které je slozené.

Jakkoliv se Mersenn ve svém seznamu v nékterych pfipadech spletl, byla
jeho vyzva podnétnd a jak se ukdzalo, jsou éisla M, mimofadné vhodna pii
snahédch o nalezeni velkych prvocisel. Dodnes je Mersennovych prvocisel zna-
mo 32. Jejich prehled je uveden v tabulce, kterou uvedeme v nasledujici ¢asti
vénované tzv. dokonalym déislim.
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Dokonala é&isla

S Mersennovymi prvoéisly tzce souvisi tzv. dokonald ¢isla, jejichz vlastnosti
fascinovaly jiZ staré Reky. Pfipomeifime si, Ze pFirozené &fslo n se nazyva do-
konalé, jestlize je rovno souétu vSech svych délitelt, které jsou mensi nez n.
Prvni ¢tyfi dokonala ¢isla jsou 6, 28, 496 a 8 128. Skutelné,

6=123=142+3, 28=14+2+4+ 7+ 14 atd.

Dilezitou vlastnost dokonalych &isel popsal jiz EUKLEIDES v Zakladech;
v 1X. knize, ¢asti XXXVI dokazuje:

Kdyz jest dino po Fadé od jednotky nékolik ¢isel v poméru jedné ku dvéma, a?
soucet vsech stane se prvocislem, a kdyZ se ten soucet zndsobi cislem poslednim
a vzntkne jiné, vzniklé ¢islo bude dokonalé.

Jinak feceno, je-li 14+2+448+- - -+2" prvodislo, pak je ¢islo 2™ (1424 - -+2")
dokonalé. Protoze vsak

142420 =2+

Jje souvislost dokonalych ¢&isel a Mersennovych prvodisel ziejma: je-li M, Mer-
sennovo prvocislo, je ¢islo 2"~1. M, dokonalé.

Eukleides samotny tedy dokazal dostateénost uvedené podminky. Az Euler
o dva tisice let pozdéji dokazal, Zze suda dokonald ¢isla jsou pravé uvedeného
tvaru 2"~!'.M,, kde M, je Mersennovo prvoéislo. (Lich4 dokonald &isla jsou
zcela jinym pFipadem, o némz se zminime pozdéji.)

Prvni ¢tyfi vyse uvedena dokonala &isla znali jiz staii Rekové. Uvadi je na-
piiklad NIKOMACHOS z Gerasy, fecky filosof z prvni poloviny 2. stoleti n.l.
ve své uéebnici , Arithmétiké eisagbégé® (Uvod do matematiky), ktera byla pie-
lozena 1 do latiny a arabstiny. Asi o 150 let pozdéji komentoval Nikomachovu
knihu IAMBLICHOS z Chalkidy (asi 275-330), ktery ¢islim pripisoval rizné
mytické vlastnosti. Protoze ¢isla 6, 28,496 a 8 128 maji postupné 1,2,3 a 4 cifry,
vyslovil hypotézu, Ze pro kazdé pfirozené n existuje pravé jedno dokonalé éislo
o n cifrach; ddle pak Tamblichos pfedpoklada, ze kazdé dokonalé &islo konéi
cifrou 6 nebo 8, pfi¢emz se tyto cifry pravidelné stridaji.

Prvni éast lamblichovy hypotézy je nesprivna, coz koneckonci neni viibec
pfekvapujici, nebot pfi této Gvaze lamblichos vychazi z vyhradné preference
dekadického zapisu &isel, ackoliv z Cisté matematického hlediska neni zadny
dtvod, pro¢ desitkovou soustavu nadfazovat ostatnim. Druha ¢ést lamblichovy
hypotézy je alespon zcdsti spravnd; kazdé dokonalé &islo skutecné konéi cifrou
6 nebo 8. Vime dokonce jesté vice: kazdé dokonalé €islo konéi budto dvojéislim
28 nebo cifrou 6, pred kterou stoji liché &islo. Cislice 6 a 8 se vsak pravidelng
nestfidaji. Skuteéna posloupnost koncovych cifer je 6, 8, 6, 8, 6, 6, 8, 8, 6, 6, 8,
8,6,8,8, ...

Dokonala ¢&isla maji fadu zajimavych vlastnosti. Tak napfiklad z jejich defi-
nice okamZité plyne, Ze soudet pfevracenych hodnot vsech délitelti dokonalého
¢isla je roven 2. Skutecné, jsou-lidy < dy < - -+ < dj, vSichni délitelé dokonalého
&isla n, je nutné dy = 1, dx = n a podle definice

d1+d2+-~-+dk—1'—“n-
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Pak ale
n+n=d;+do+---+dp_q1+dj,
takze
2= ! + ! + -+ !
T dy dy dy,

Méné zfejmé je, ze kazdé dokonalé Cislo vétsi nez 6 je nékterym Castenym
souétem nekoneéné fady Y oo (2n + 1)*; naptiklad

28=1343% 496=12+3>+5%+7%

Paté dokonalé ¢islo 33 550 336 se vyskytuje jiz ve stfedovékych rukopisech,
neni vSak znamo, kdo je objevil. Sesté a sedmé dokonalé ¢islo nasel v r. 1603
P. CATALDI; jejich hodnoty jsou 8 589 869 056 a 137 438 691 328.

Jak jsme jiz uvedli, je hledani dokonalych ¢isel bezprostiedné spojeno s hle-
danim Mersennovych prvocisel. Vime jiz tedy, Ze paté, Sesté a sedmé dokonalé
¢islo je spojeno s objevem ¢isel My3, M7 a Myg. Vime také, ze dalsi Mersennovo
prvocislo

M3y, = 2 147 483 647

objevil Euler. Pfislusné dokonalé &islo 23° M3; bylo dlouho povazované za nej-
vétsi dokonalé Cislo, které bylo mozno odhalit. Jesté napfiklad v roce 1814
napsal P. BARLOW ve své knize A New Mathematical and Philosophical Dic-
lionary, ze ,toto posledni dokonal€ ¢islo je nejvétsim dokonalijym Cislem zndmym
v soucasnostt a pravdépodobné nejvétsim, které kdy bude objeveno.”

Zejména nastup vypocetni techniky ve 20. stoleti umoznil odhalit podstatné
vétsi dokonald éisla. Prehled dosud zndmych dvaatficeti dokonalych éisel (a
tedy i dosud znamych Mersennovych prvoéisel) je uveden v nasledujici tabulce:

1 2M, 6 znali jiz stafi Rekové

2 22 M3 28 znali jiz stafi Rekové

3 24 My 496 znali jiz stafi Rekové

4 26 M~ 8128 znali jiz stafi Rekové

5 212M15 33550336 uvedeno ve stfedovékém rukopisu

6 216 M7 8589869056 Cataldi, 1588, M7 = 131 071

7 218 Mg 137438691328 Cataldi, 1588, M9 = 524 387

8 230M31 Euler, 1772, M31 = 2 147 483 647

9 250 Mg, Pervusin, 1883

10 288 Mg Powers, 1911

11 2196 0107 Powers, 1914

12 2126 A L1 07 Lucas, 1876; E.Fauquembergue, 1914

13 2520 M5 o, pocitat SWAC, 30. ledna 1952
National Standards Bureau

14 2596 0fg07 nalezeno sou¢asné s 2520 Msqq

15 21278 M 979 rovnéz SWAC, tataz skupina

16 222027f,.04 rovnéz SWAC, tataz skupina

17 222801500, rovnéz SWAC, tataz skupina

18 232160594
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19 29252 M4055
20 244221\/[4423
21 29688 Mo ceg
29 29940]\/[9941

23 PARERES.Y SR University of Illinois at Urbana, 1963
929 219936 V1 0oar Bryant Tuckerman, 1971

25 921700 Ary o Laura Nickel a Curt Noll, 1978

2 223203]\423209 Curt NOH, 1979

27 244496M44497 Harry Nelson, David SIOWiHSki, 1979
28 986242 N[ cous Harry Nelson, David Slowinski, 1982
29 213208 N1 30049 1983

30 9216090 A1, 001 Chevron Geosciences, 1985

31 QTSE83B N, e David Slowinski, 1992

32 2859820 gr0433

V této tabulce jsou vSechna dokonal4 ¢isla suda. Vratme se tedy nyni k ot4z-
ce lichych dokonalych ¢isel. Jejich existence je jednim z dosud nevyresenych
problémi a o dikazu jejich existence ¢i neexistence panuje velka skepse. Vi se
pouze, ze pokud by existovala, musela by byt nesmirné velkd, patrné vétsi nez
102°° musi mit nejméné 8 prvoéiselnych délitelii, z nichZ nejvétsi musi byt vétsi
nez 300 000; kazdé liché dokonalé &islo mensf nez 10°118 - pokud viibec existuje
- musi byt délitelné Sestou mocninou nékterého prvoéisla apod.

S dokonalymi ¢isly souvisi tématika tzv. sprdatelengch éisel, proto se o nich
struéné zminime.

Pfirozena ¢isla a, b se nazyvaji sprdtelend, jestlize soucet vlastnich déliteld
kazdého z nich je roven druhému ¢éislu. Prvni a nejmensi dvojici spfatelenych
Cisel tvori Cisla 220 a 284. Skutecné,

220=22x5x 11, 284=22x71.

Vlastni délitelé éisla 220 jsou tedy 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110, vlastni
délitelé ¢isla 284 jsou 1, 2, 4, 71 a 142 a plati

14+24+44+54+104+114204+224444-55+110 = 284, 1+2+4+ 714142 = 220. |

Podle jiz zminéného lamblicha znal tuto dvojici spfatelenych &isel jiz Pythago-
ras. Ani lamblichovi v§ak nebylo jasné, zda existuje néjaka jind spratelena cisla
a pokud ano, jak by je bylo mozno najit. Zasadni krok v tomto sméru ucinil
a7 arabsky matematik, fyzik a astronom THABIT ibn Qurra, ktery podrobné
studoval a popsal Eukleidovy vysledky o dokonalych éislech a v této souvislosti
odhalil néasledujici pozoruhodny vysledek:

jsou-li a,b,c prvocisla a pro vhodné n > 1 plati

a=3x2"—1, b=3x2""1-1, ¢c=9x2"1 1,

pak jsou cisla
" xaxb a 2"xc
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sprdtelend.

Nalezeni dalsich spratelenych ¢isel vsak podle uvedené Thabitovy formule
neni jednoduché, nebot vyzaduje sou¢asné nalezeni tii prvoéisel piedepsaného
tvaru. Thabit sam také zadnou dalsi dvojici spfatelenych éisel nenalezl.

Druhou dvojici spratelenych ¢isel nalezl az jiny arabsky matematik ibn al-
BANNA; jsou to ¢isla 17 296 a 18 416. Tato ¢isla odpovidaji Thabitové formuli
pro n = 4.

Thabitovy vysledky 1 uvedena druhd dvojice spfatelenych ¢isel vsak upadly
v zapomenuti. Jejich znovuobjeveni ¢ekalo témér 800 let na FERMATA, ktery
uvedenou dvojici sdélil v roce 1636 pisemné Mersennovi. O pouhé dva roky
pozdéji nalezl DESCARTES tfeti dvojici: 9 363 584 a 9 437 056. Z Thabitovy
formule ji obdrzime pro n = 7.

Thabitova formule neplati pro vSechny spratelené dvojice. Dodnes neni
znamo, kolik spratelenych dvojic ji spliiuje, vime vsak, Ze pro n < 20 000 jsou
to pravé jen uvedené dvojice pron =2,4a 7.

Problematice spratelenych cisel se intenzivné vénoval EULER. Nalezl vice
nez 60 dvojic téchto ¢éisel a jeho teoretické vysledky tvori dodnes zdklad dalsich
zkoumani. V priubéhu 17. a 18. stoleti bylo postupné nalezeno mnoho dvo-
jic spratelenych ¢isel. Vesmés v3ak tato Cisla byla velkd - fddové v milionech
nebo miliardach. Proto bylo pro matematickou vefejnost znatnym prekvape-
nim, kdyz Sestnactilety skolak Niccolo PAGANINI v roce 1866 nalezl dvojici
prekvapivé ,malych® spratelenych Cisel: 1 184 a 1 210.

V soudasnosti je znamo vice nez tisic dvojic spfatelenych éisel véetné vsech
téch, jejichz mensi clen nepfesahuje jeden milion. Nejvétsi znamou dvojici spra-
telenych cisel jsou

31 x5 x 11 x5 281" x 29 x 89(2 x 1 291 x 5 281'7 — 1)

31 x5 x 11 x5 28119(2% x 3% x 52 x 1 291 x 5 281'% — 1);

kazdé z téchto cisel ma 152 cislic.

Vime, Ze dvojic spratelenych éisel je nekoneéné mnoho. Viechny dosud zna-
mé dvojice jsou tvoreny soudélnymi &isly, neni vsak zndmo, zda existuje dvojice
nesoudélnych spratelenych cisel. Vime pouze, Zze v kladném pripadé by musel
byt jejich soucin vétsi nez 1057,

Ve vSech dosud zndmych dvojicich jsou obé &isla sudd nebo obé &isla licha.
Nevi se v3ak, zda existuje sudo-licha dvojice spratelenych éisel. U dvojic sudych
Cisel nemiize byt zadny ¢len délitelny 3, znamé dvojice lichych éisel jsou naopak
zdsadné ndsobky 3, neni vsak dokazano, zda tak tomu musi byt vidy.

4. Hypotézy

V predchazejicich odstavcich jsme se zminili o fadé dodnes nedokazanych
tvrzeni a o mnoha nejasnostech, které problematiku prvoéisel provazeji. Riiz-
nych hypotéz v této oblasti je nepfeberné a jejich vyéet by byl velmi pestry.
Jakkoliv je teorie v této oblasti velmi rozsdhla, je stale mozné a pravdépodobné,
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Ze o mnoha zdkonitostech zatim neméme ani tuseni. Jen na okraj uvedme v této
souvislosti zajimavé odhaleni, které uéinil americky matematik ULAM pfi fese-
ni Gloh na Sachovnici. Kdyz zaneme do poli (nekoneiné) sachovnice zapisovat
postupné do spiraly prirozena &isla, zaénou se prvoéisla zajimavym zptsobem
skladat do rizné dlouhych ,GhlopFicek” vytvareného schematu. Prohlédneme-
li si nize uvedeny zacatek této Ulamovy ,spirdly“ (prvocisla jsou v ramecku),
Jje zfejmé, ze prvocisla zde nejsou rozlozena nahodile. Néjaka zakonitost vsak
zatim popsana neni.

256 255 254 253 252 [251] 250 249 248 247 246 245 244 243 242 [241
197] 196 195 194 192 190 189 188 187 186 185 184 183 240
198 145 144 143 142 141 140 [13e] 138 [137] 136 135 134 133 182
146 100 99 98 96 95 94 93 92 91 132 238
200 147 102 65 64 63 62 60 58 57 90 [1a1] 180 237
201 148 [103] 66 3 35 3¢ 33 32 [31] 56 130 236
202 104 [e7] 38 16 15 14 30 55 88 129 178 235
203 150 105 68 39 18 [5] 4 [3] 12 54 87 118 177 234
204 106 69 40 6 1 3] 28 86 [127] 176
205 152 70 20 8 9 10 27 52 85 126 175 232
206 153 108 42 21 22 [23] 24 25 26 51 84 125 174 231
207 154 72 44 45 46 48 49 50 124 [173] 230
108 155 110 74 75 76 77T 78 80 81 82 123 172
209 156 111 112 114 115 116 117 118 119 120 121 122 171 228
210 [157] 158 159 160 161 162 164 165 166 [1e7] 168 169 170 [z27
[211] 212 213 214 215 216 217 218 219 220 221 222 224 225 226

Nyni si v8ak blize povsimnéme nékterych dnes jiz klasickych hypotéz ¢i pro-
blémi o prvoéislech.

Prvodiselni dvojéata

Jiz jsme se zminili, Ze prvociselngmi dvojéaly rozumime prvodisla a,b, je-
jichZ rozdil je 2. Tato dvojcata se vyskytuji v celém dodnes probaddaném tseku
pFirozenych &isel; dobfe zapamatovatelnd prvodiselnd dvojcata jsou napriklad

1 000 000 000 061 a 1000 000 000 063.
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Nejvétsimi dodnes znAmymi prvoéiselnymi dvojcaty jsou éisla
11 591 142 985 x 2734 £ 1.

Dodnes vsak neni zndmo, zda je prvociselnych dvojcat koneéné nebo ne-
koneéné mnoho. Jistou ndpovédou by snad mohla byt nasledujici skutecnost.

Jiz jsme se zminili, Ze tzv. harmonickd fada y ., L diverguje, t]. ke kazdé-
mu kladnému ¢islu A > 0 existuje takové pFirozené Cislo ng, ze

No
1 11 1
Bl T T R R )
Zn +tytgt +n0>A

n=1
* k%

Dovolme si nyni kratkou odbocku. Skutecnost, ze harmonickd rada divergu-
je je vSeobecné znama a sdéleni tohoto faktu napfiklad studenty p¥i pfednasce
z matematické analyzy ponechd zcela chladnymi. Uvédomme si vsak, Ze tato
skutecnost napfiklad znamend, ze kdyZz zacneme pokryvat tsecku o délce rovné
vzdélenosti nasi Zemé od nejblizséi hvézdy mimo nasi sluneéni soustavu - coz,
jak zndmo, je vice nez 4 svételné roky - iseckami, z nichz prvni bude mit délku
1 mm, druhd % mm, t¥eti % mm atd., pak koneénym poctem téchto Gseéek
celou vzdalenost pokryjeme. I kdyz samoziejmé nehrozi, Ze by nékdy nékdo
nas vesmir takto koneCnym poétem prvki zahltil - staci si totiz jen predstavit,
jak obrovské musi potfebné &islo byt, pfece jen ndm navozuje pfedstavu real-
nych problémi, které hrozi pfijetim aktualniho nekoneéna, kdy bez rozpaki
pracujeme se souéty celych nekoneénych fad, kdy zkoumame nekonecné sy-
stémy jako celky, které mame fakticky vytvoreny a studujeme jejich vlastnosti
atd.

Harmonicka fada je rovnéz dobrym ptikladem toho, jak mylna je domnénka,
ze by poéitace mohly v dohledné dobé ,vytlacit“ matematiku z jejich pozic.
Ani sebelepsi pocitade napiiklad dodnes ,nepoznaji“, ze tato Fada diverguje.
Jeji Casteéné soulty totiz rostou tak pomalu, Ze ani nejvykonnéjsi soucasné
pocitace nedosdhnou hodnoty 20.

* % ¥

Jak jsme tedy uvedli, harmonickd fada diverguje. Vybereme-li z této fady
nékteré Cleny, miize tato vybrana fada obecné rovnéz divergovat nebo konver-
govat. Napriklad fada

= 2n 6
diverguje, zatimco fada

Ll L1 1
om T2 4 8 16

n=1



jak zndmo konverguje, nebot je to geometricka fada s kvocientem 1/2.

Nyn{ jiz mizeme zformulovat jeden vyznamny rozdil mezi posloupnosti
(pn)S%, vSech prvoiisel a posloupnosti téch prvoéisel, ktera tvor{ prvoéiselna
dvojéata Rada

_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Z—— —+ +5 t Ottt ettt tat
divergme, zatim co fada
I 1 1 1 1 1 1 1 1
§+5+5+7+_+13+_+E+§§+3_1+

odpovidajici prvociselnym dvojéatiim, konverguje. Soucet této fady je nesmirné
obtizné uréit; nejlepsi aproximace je 1.90195 % 1075,

Tato skuteénost naznaluje, ze pokud prvoéiselnych dvojcat neni pouze ko-
ne¢né mnoho, je nicméné prechod od vSech prvoéisel k prvoéiselnym dvojéatim
vyraznéj§im kvalitativnim zlomem nez pfechod od pFirozenych éisel k prvodis-
ldm.

O prvociselnych dvojcatech vsak existuje fada hypotéz. Jak jsme jiz uvedli,
ze zdkladni vély o prvocislech plyne, ze kdyz n je ,velké” pfirozené Cislo, pak
pravdépodobnost toho, ze pFirozené ¢islo 1 < z < n je prvoéislem, je priblizné
,—r};. Cim vétsi je ¢islo n, tim lepsi aproximaci pFitom pFitom tento vztah udava.

Na rozdil od tohoto tvrzeni, které - jak jiz vime - je dokdzano, jsou nésledu-
jici iivahy o prvoéiselnych dvojéatech pouhymi hypotézami, i kdyz podpofeny
kvantitativnimi vysledky ovéfenymi na pocitaéich.

Zvolime-li ptirozené z tak, ze 1 < z < n,je pravdépodobnost toho, ze 1 z+2
jsou prvoéisla, priblizné (ﬁyj Jinak FeCeno, v intervalu (1,n) lezi pfiblizné
(ﬁF dvojic tvoficich prvoéiselnd dvojlata. Jestlize éislo z z intervalu (1, n)
je prvodislo, stoupne pravdépodobnost toho, ze 1 £ + 2 je prvocislo, z hodnoty

(lnnn)7 na

Pritom plati, ze lim, _, oo ﬁ; = 00, coz by zase naznadovalo, Ze prvocisel-
nych dvojcat je asi nekonetné mnoho. Jakkoliv jsou tyto Givahy nedokazané,
panuje znaéna shoda z nich odvozenych predpovédi se skutecnosti. V nésle-
dujici tabulce uvadime pro zajimavost vztah mezi poctem predpovézenych a

nalezenych dvojcat v nékolika intervalech o délce 150 000.

Prvociselnych dvojcat

Interval predpovézeno nalezeno

< 100 000 000, 100 150 000 > 584 601

< 1 000 000 000, 1 000 150 000 > 461 466

< 10 000 000 000, 10 000 150 000 > 374 389

< 100 000 000 000, 100 000 150 000 > 309 276

< 1 000 000 000 000, 1 000 000 150 000 > 259 276

< 10 000 000 000 000, 10 000 000 150 000 > 221 208

< 100 000 000 000 000, 100 000 000 156 000 > 191 186
< 1 000 000 000 000 000, 1 000 000 000 150 000 > 166 161
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Goldbachova hypotéza

Némecky matematik GOLDBACH, ktery se zabyval predevsim teorif ¢isel,
zformuloval 7.7. 1742 v dopise Eulerovi hypotézu, ze kaZdé sud€ ¢islo vétsi nez
2 je souctem dvou prvocisel. (Jejim disledkem je pak tzv. terndrni Goldbachiv
problém: kazdé liché ¢islo n > 7 je souctem t¥i prvocisel.)

Uvedend Goldbachova hypotéza nebyla dodnes, pfes nesmirné tsili mnoha
generaci matematiki, ani dokazana ani vyvracena. Mimoradné obtiznymi me-
todami bylo dokazano jen nékolik diléich vysledki.

V r. 1937 dokéazal .M. VINOGRADOV jediny ,definitivni“ vysledek. Od-
vodil, ze ezistuje ¢islo ng takové, Ze kaZdé liché ¢islo n > ng je souctem tii
prvoéisel. Z jeho mimoradné obtizného dikazu vsak neplyne jak velké je ono
Cislo ng, vi se pouze, ze je nepredstavitelné velké. Tim je tedy, alespon od jistého
- 1 kdyZ nevime kterého - éisla vyresen ternarni Goldbachtv problém.

Jiz predtim, v r. 1930, dok4zal L.G.SNIRELMAN, 7e existuje takové priro-
zené k, Ze kaidé ,dostatecné velké“ ¢islo je souclem nejvyse k prvocisel. Jeho
metodami vSak nelze uréit, jaka je hodnota onoho é&isla k. Prestoze od Snirel-
manova vysledku je k diikazu Goldbachovy hypotézy nesmirné daleko, jeden
vyznamny ptinos tu pfece jen je: vime alespon, ze vsechna dostateéné velka su-
d4 &isla jsou souctem takového poétu prvodisel, ktery nepfesahne jistou hranici
k.

Jiné zeslabeni Goldbachovy hypotézy dokéazal v roce 1957 jiz zminény VI-
NOGRADOV: kazdé dostatecné velké sudé ¢islo je souctem dvou ,skoro prvo-
Cisel“ (tj. ¢isel, kterd lze rozlozit na nejvyse tFi prvoéinitele).

Hypotéz o ,souctovych® vlastnostech pfirozenych cisel byla vyslovena ce-
14 fada. Z téch, které byly dokdzdny, uvedme napiiklad Fermatovu hypotézu
z roku 1636: kaZdé prirozené cislo je souctem nejvyse t7i trojuhelnikovych cisel.
Spravnost této domnénky potvrdil v roce 1801 GAUSS.

Z nevyfesenych problémi tohoto typu uvedme alespon tzv. Waringuv pro-
blém, ktery patii spolu s Goldbachovou hypotézou k nejzndméjsim.

V roce 1770 zformuloval E. WARING ve své praci Meditationes algebraicae
bez ditkazu nasledujici tvrzeni: kaZdé prirozené ¢islo je souctem nejvyse devil
tfetich mocnin, nejvyse devatendctr ctvrtych mocnin ,a tak ddale“. Pritom ne-
specifikoval smysl Gslovi ,a tak dile“, ani nenaznacil, jak na svou Gvahu pfisel.
Lze se jen dohadovat, ze uvedeny tsudek zformuloval na zdkladé empiricky
ziskanych vysledkd pro relativné mala éisla.

Pro tfeti mocniny je Waringovo tvrzeni pravdépodobné spravné, pficemz
jsou znama pouze dvé pfirozena éisla, k jejichz vyjddreni je opravdu nutno
vyuzit 9 tfetich mocnin:

2=224+24+ P4+ P+ +P+ 1P+ 17+ 17,
20=4+ 834+ + P+ +3P+ 1P+ 1P+ 17
(Kdybychom ovsem pfipustili i tfeti mocniny zapornych ¢isel, platilo by
napiiklad 23 = 3% +4(—1)3, takze bychom vystacili s péti tfetimi mocninami.)

Obecné se pak ukazalo, Ze je Waringtv problém svou obtiZnosti témér srov-
natelny s Goldbachovou hypotézou a dodnes nebyl obecné rozresen. Az HIL-
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BERT dokazal, ze pro kaZdou mocninu k existuje takové cislo g(k), Ze kazdé
dostatecné velké prirozené ¢islo je souctem nejvyse g(k) k-tgch mocnin. Ne
v8echna cisla jsou vsak ,dostatetné velkd“ a otevien zilistal 1 problém uréeni
Lisla g(k).

Az v roce 1986 dokéazali spravnost Waringovy hypotézy pro k = 4 Ra-
machandran BALASUBRAMANIAN, Jean-Marc DESHOULLIERS a Francois
DRESS. Nejmensim ¢&islem, k jehoZ vyjadfeni opravdu potfebujeme 19 Etvrtych
mocnin je 79, nebot

79 =15 x 1* +4 x 2%,

Dalsi zndma ¢isla s touto vlastnosti jsou 159, 239, 319, 399 a 559.

Pro ostatni mocniny k neni dodnes feSeni Waringova problému znamo. Pred-
poklada se pouze, ze kazdé pFirozené ¢islo je souétem nejvyse 37 patych mocnin,
nejvyse 73 Sestych mocnin a kazdé dostateéné velké &islo je souctem nejvyse
137 sedmych mocnin.

Riemannova hypotéza

V souvislosti s vlastnostmi funkce 7(z) jsme se jiz zminili o souvislosti funkce

s posloupnosti vSech prvocisel.

Zasadnim meznikem v rozvoji moderni teorie prvocisel byl rok 1859, kdy
svou praci o vlastnostech funkce ¢ publikoval B. RIEMANN. Zakladni Rie-
mannova myslenka byla velmi jednoducha: navrhl studovat funkei ((s) jako
funkci komplexni proménné, pricemz tato dnes bézné nazyvana Riemanno-
va funkce ((z) je analytickym prodlouzenim ,klasické“ funkce ((s), definované
pro realna s > 1.

O takto definované funkci {(z) vyslovil Riemann pét hypotéz, z nichz po-
sledni, hypotéza o rozdéleni kofent této funkce, neni dodnes ptes nesmirné asili
a pres nasazeni vypocetni techniky ani dokazana ani vyvracena.

Pomoci Riemannovych metod, jak jsme jiz uvedli, byla v roce 1896 dokdzana
zakladni véta o prvoéislech.

Podrobnéjsi popis vlastnosti Riemannovy funkce se vymyka moznostem to-
hoto textu. Jen pro ilustraci si proto ukazme, jak lze pomoci funkce { odvodit
jednoduchou a vyrazné lepsi aproximaci funkce 7(z) nez je jiz mnohokrat zmi-
novana funkce . Touto ,lepsi“ funkei je napfiklad funkce

= 1 (Inn)*
R(n) = 1+;k-<(k+l) o
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V nésledujici tabulce je porovnavéna funkéni hodnota funkei . a R(n) se
skuteénymi hodnotami funkce 7(n).

n Ty R(n) m(n)
100 000 000 5 428 681 5 761 552 5 761 455
200 000 000 10 463 629 11 079 090 11 078 937
300 000 000 15 369 409 16 252 355 16 252 325
400 000 000 20 194 906 21 336 185 21 336 326
500 000 000 24 962 408 26 355 517 26 355 867
600 000 000 29 684 688 31 324 622 31 324 703
700 000 000 34 370 013 36 252 719 36 252 931
800 000 000 39 024 157 41 146 248 41 146 179
900 000 000 43 651 379 46 009 949 46 009 215

1 000 000 000 48 254 942 50 847 455 50 847 534

* * %

al-BANNA Ibn (1256-1321), arabsky matematik

BARLOW Peter (1776-1868), anglicky {yzik a matematik

BERTRAND Joseph Louis Francois (1822-1900), francouzsky matema-
tik

CATALDI Pietro Antonio (1552-1626), italsky matematik

CAUCHY Augustin Louis (1789-1857), francouzsky matematik, jeden
z tvirci moderni matematické analyzy

COLE Frank Nelson (1861-1926), americky matematik

CEBYSEV Pafnutij Lvovi¢ (1821-1894), rusky matematik, zakladatel pe-
trohradské matematické skoly

DIRICHLET Peter Gustav Lejeune (1805-1859), némecky matematik

ERATOSTHENES z Kyrény (asi 276 - asi 194 p¥.n.l.), starofecky ma-
tematik a astronom, pf¥itel Archimédiv

EUKLEIDES z Alexandrie (asi 340- asi 278 pi.n.l.), starofecky mate-
matik, autor “Zaklada”

EULER Leonhard (1707-1783), Svycarsky matematik, jeden z nejvyznam-
néjsich matematika vsech dob

FERMAT Pierre de (1601-1665), francouzsky matematik, povolanim prav-
nik

GAUSS Carl Friedrich (1777-1855), némecky matematik, fyzik a astronom
GODEL Kurt F. (1906-1978), americko-rakousky matematik a logik
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GOLDBACH Christian (1690-1764), némecky pravnik, v matematice sa-
mouk
CHURCH Alonzo (1903), americky matematik a logik
HADAMARD Jacques (1865-1963), francouzsky matematik
HILBERT DAVID (1862-1943), némecky matematik
TAMBLICHOS z Chalkidy (asi 275-330), fecky filosof
LEGENDRE Adrian-Marie (1752-1833), francouzsky matematik
LUCAS Francois Eduard Anatole (1842-1891), francouzsky matematik
MATIJASEVIC Jurij Vladimirovié¢ (1947), rusky matematik
MERSENNE Marin (1588-1648), francouzsky védec a organizitor védec-
kého zivota v Pafizi
NIKOMACHOS z Gerasy (1. pol. 2. stol. n.L.), fecky filosof
PERVUSIN Ivan Michejevi¢ (1827-1900), rusky matemaik

PYTHAGORAS ze Samu (asi 560 - asi 480 pi.n.l.), starofecky mate-
matik a filozof

RIEMANN Bernhard Georg Friedrich (1822-1866), némecky matema-
tik

SIERPINSKI Waclaw Franciszek (1882-1969), polsky matematik
SNIRELMAN Lev Genrichovi¢ (1905-1938), rusky matematik
THABIT ibn Qurra (836-901), syrsky matematik, fyzik a filosof

ULAM Stanislaw Marcin (1909-1984), americky matematik

de la VALLEE-POUSSIN Charles Jean (1866-1962), belgicky matema-
tik
VINOGRADOYV Ivan Matvéjevi¢ (1891-1983), rusky matematik

LITERATURA

[1] Davis P.J. - Hersh R., The Mathematical Experience, Birkhduser, Boston 1981.

[2] Dickson L.E., A History of the Theory of Numbers, 3vols., Chelsea Publ. Co., New York
1952.

[3] Eukleidés, Zdklady, Jednota Eeskych matematiki a fyzikd, Praha 1907.

[4] Fuchs E. a kolektiv, Svétondzorové problémy matematiky IV, SPN, Praha 1987.

[5] Guy R.K., Unsolved Problems in Number Theory, Springer Verlag, New York 1981.

[6] Hellemans A. - Bunch B., The Timetables of Science, Simon and Schuster, New York
1988.

[7] Kopanev O., Z histérie vel’kych prvocisel, Matematika a fyzika ve Skole 16, (1985/86),
289-297.

[8] Slovnik antické kultury, Svoboda, Praha 1974.

[9] Wells D., Curious and Interesting Numbers, Penguin Books, London 1987.



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T13:03:00+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




