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VZNIK A VYVOJ TEORIE GRAFU

PAVEL S15Ma

1. Uvod

Teorie grafi patii mezi mladé a v tomto stoleti se bouflivé rozvijejici ¢asti
matematiky. Zatimco vznik a vyvoj vétSiny matematickych odvétvi byl na po-
catku ovlivnén potfebami praxe, vznikala teorie grafi v 18. a 19. stoleti jako
nastroj k feSeni riznych 1loh, které fadime k tzv. rekreacni matematice. Pojem
graf v naSem smyslu slova uZzil poprvé az v roce 1878 J. J. Sylvester. Mize-
me Fici, Ze toto obdobi ,prehistorie* teorie grafi konéi az v roce 1936, kdy
madarsky matematik Dénes Kénig napsal prvni knihu vénujici se zcela teorii
graft [11]. Rozvoj teorie grafi nastava zejména po roce 1945, kdy prudce roste
pocet matematikd vénujicich se tomuto oboru. Dochazi k aplikacim vysledki
teorie grafii v mnoha oborech lidské éinnosti (fizeni provozi, sociologie, lingvis-
tika, chemie apod.). Rozvoj a aplikace samoziejmé souvisi s vyuZitim vypoéetni
techniky 20. stoleti.

Historie teorie grafi neni dlouhd. Za prvni préci teorie grafi je povaZovan
¢lanek L. Eulera z roku 1736, ve kterém f'esi tzv. problém mosti mésta Konigs-
bergu. Se jménem Eulera jsou spojeny také problémy tykajici se ,,ilohy jezdce“,
kterd v grafové interpretaci vede k nalezeni hamiltonovské kruznice v grafu.

Dalsi zdroje na8i teorie nalezneme aZz v poloviné 19. stoleti. V roce 1847
G. Kirchhoff rozpracoval nékteré otazky teorie stromit v souvislosti s FeSenim
soustav linedrnich algebraickych rovnic, které obdrzel p¥i vypoétu nezndmych
proudud v elektrickych sitich. Problematika stromi se pak rozvijela zejména
v souvislosti s praktickymi alohami chemie. A. Cayley studoval v roce 1857 pro-
blém isomer? uhlovodikl C,, Hapn 2, ktery formuloval obecné. Otazkami stromi
se zabyvali dale J. J. Sylvester a C. Jordan.

V roce 1859 vymyslel W. R. Hamilton hru, kterou nazval ,Icosian game“.
Slo v ni vlastn& o hledani hamiltonovskych kruZnic v grafu, ktery odpovida
pravidelnému dvanéactisténu.

Nejznaméjsi tlohou, kterd od poloviny minulého stoleti vzruovala mnoho
matematikid i nematematikd, byl ,,problém ¢ty¥ barev“. Jde o ditkaz vSeobecné
znamého faktu, Ze k obarveni libovolné mapy (v roviné ¢ na kulové ploge) stadi
pouhé étyfi barvy. Problém byl vyfeSen v roce 1976 s vyuZitim pocitaci a do
té doby podnitil k praci v teorii grafi fadu matematiki 19. a 20. stoleti.

Jak jiz bylo Feeno, rozvoj teorie grafi nastava v druhé poloviné 20. stoleti.
Kénigova kniha z roku 1936 (znovu vydana v roce 1950) slouZila dlouhou dobu
jako jedind ucebnice. V roce 1958 vydava svoji knihu francouzsky matematik
C. Berge [1] a &tyfi roky po ném norsky matematik O. Ore [14]. Klasickou
a u nas dobie znamou knihou je i dilo amerického matematika F. Hararyho [8]
z roku 1969. V dalsim obdobi je to uZ cela fada knih rtznych autora.
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Prvni prici s grafovou tematikou v Ceskoslovensku napsal brnénsky mate-
matik O. Bortivka v roce 1926. Resil tilohu ekonomické elektrifikace moravskych
vesnic a vytvofil pro ni prvni algoritmus nalezeni miniméalni kostry ohodnoce-
ného grafu. Touto problematikou se dale zabyvali V. Jarnik a M. Kossler.

Prvni knihou z teorie grafii u nas byla kniha J. Sedlacka z roku 1964, ktera
byla preloZena do bulharstiny a dvakrat do némdéiny. Jeji dalsi vydani v eStiné
jsou z let 1977 a 1981 [16]. Zatimco do roku 1961, kdy se v Liblicich u Mél-
nika konal prvni celostatni semin4¥ z teorie grafti v Ceskoslovensku, se touto
problematikou zabyvali jen jednotlivci, nastava v dalsim obdobi prudky rozvoj
i u nés. O tom svédéi mimo jiné i mezindrodni konference vénované teorii grafti
poradané v Ceskoslovensku (prvni ji% roku 1963 ve Smolenicich na Slovensku).

V této kratké praci se budeme zabyvat ¢tyimi oblastmi teorie grafi. V prv-
ni ¢4sti se seznamime s vyvojem pojmu eulerovsky graf, ktery patii k viibec
prvnim studovanym pojmim teorie grafi. V druhé ¢asti se budeme vénovat
problémim, které souvisi s hamiltonovskymi grafy. T¥eti ¢4st je vénovana pro-
blému ¢étyF barev. V posledni ¢asti ukdZeme prinos ¢eskych matematiki k otazce
nalezeni minimalni kostry ohodnoceného grafu.

2. Eulerovské grafy

Na pocatku 18. stoleti se objevil nasledujici problém: Ve mésté Konigsbergu
ve Vychodnim Prusku byly v centru mésta na fece Pregel dva ostrovy, které
s ob&éma biehy spojovalo sedm mostii. Ukolem bylo najit cestu, ktera by spojo-
vala v8echny €4sti mésta, zatinala a konéila ve stejné ¢asti a pfi které by kazdy
most byl pouZit pravé jedenkrat.

S timto problémem seznamil L. Eulera, ktery v té dobé pisobil na Petro-
hradské akademii, jeho pfitel Carl Leonhard Gottlieb Ehler v dopise z 9. bfezna
1736. Euler bez potiZi problém vyfesil. Uz 13. bfezna piSe do Vidné italskému
matematiku Marinonimu o nesplnitelnosti tohoto tkolu. Podrobné reSeni je
pak znadmé z dopisu Ehlerovi, ktery je psany 3. dubna. Euler piSe, Ze tento
kol nema mnoho spoletného s matematikou, ale Ze bude rad, kdyZ dostane
néjaké podobné [7]. Nakonec se Euler rozhodl své feSeni publikovat. Ve své praci
fesi problém obecné. V dnesni grafové terminologii bychom fekli, Ze hledame
eulerovsky tah v grafu, jehoZ uzly predstavuji jednotlivé ¢asti mésta a hrany
odpovidaji sedmi mostiim pres feku Pregel. Euler si je védom, Ze v daném
pfipadé je moZno prozkoumat v3echny moZnosti, ale u sloZitych p¥ipadi by
tato metoda byla obtiZna. Prvni véta teorie grafli, kterd je dokdzdna v této
praci, zni v dne$ni terminologii takto:

Necht G = (V,E) je kone¢ny graf, pfitemz V = {v;,v2,...,v,} je mnoZina
uzld grafu G a E = {hy, hs,...,h;n} je mnoZina hran grafu G. Pak plati:

i st(v;) = 2m.
i=1

Odtud ihned vyplyva, %e graf miZe obsahovat jen sudy po&et uzl lichého
stupné.
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Své dalsi ivahy v zavéru shrnuje do nasledujicich pravidel (jsou opét vyjad-
fena dne$nim jazykem), kterd ndm umoziuji v podobnych problémech rozhod-
nout, zda hledana cesta existuje:

1. Jsou-li v grafu vice jak dva uzly lichého stupné, pak eulerovsky tah
neexistuje.

2. Jsou-li v grafu pravé dva uzly lichého stupné, pak existuje otevieny
eulerovsky tah zaéinajici v jednom z téchto uzli a konéici v druhém.

3. Jestlize jsou v grafu vSechny uzly sudého stupné, pak eulertiv tah exis-
tuje. )

Euler samozfejmé uvaZzuje jen souvislé grafy, jak vyplyva z formulace tlohy.

Musime konstatovat, Zze Euler dokazal jen prvni dvé tvrzeni. Dikaz tfetiho
podal aZ v roce 1873 mlady némecky matematik C. Hierholzer. Ten s velkou
pravdépodobnosti Eulerovu praci neznal. Cituje pouze praci J. B. Listinga z ro-
ku 1847, ktery se zabyva zndmym tikolem nakreslit obrazek slozeny z uzla a ¢ar
jednim tahem. Listing zjistil, Ze pokud obrazek obsahuje 2p (p > 0) uzld lichého
stupné, pak k jeho nakresleni je zapotfebi minimalné p otevienych tahii. Toto
tvrzeni dokazal pozdéji E. Lucas. '

vvvvvvv

stenci eulerovského tahu v Gplnych grafech K,,. Metodou podobnou jako byla
Eulerova dokazuje, Ze pro n = 4,6,8,... eulerovsky tah neexistuje. Zajimava
interpretace pro K7 se objevila v roce 1849 v Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, kdyZz byl tento problém vyjadfen v terminech hry domino. Obecny
pripad ,,domina“ s ¢isly n = 0,1, 2, ... ,a0—1 studoval v roce 1849 O. Terquem.
Polozil otazku, kolik riznych taht v Gplném grafu existuje. Pro domino tento
problém vyftesil v roce 1871 M. Reiss. Obecné FeSeni podava G. Tarry v roce
1886.

Eulerova prikopnickd prace nebyla zapomenuta tplné. V roce 1851 pouzil
E. Coupy Euleriiv postup k feSeni problémii mostt v Pa¥izi. Také v Konigs-
bergu si problém pamatovali, protoZe kdyZ byl v roce 1875 postaven dal3i most,
tak L. Saalschiitz piSe, Ze loha uZ m4 Feeni [2]. Tato tloha je souédsti vétsiny
knih rekrea¢ni matematiky, ale také teorie grafa.

3. Hamiltonovské kruZnice

Jak jsme se jiZz zminili, s hleddnim hamiltonovskych kruznic souvisi tzv. ,alo-
ha jezdce“. V této loze ma jezdec projit prazdnou Sachovnici tak, aby kazdym
polem proSel pravé jednou a vratil se pfi poslednim tahu na vychozi pole (tato
podminka se nékdy vynechava). Také této iloze se jako prvni vénoval L. Euler.
PiSe o ni v roce 1757 Ch. Goldbachovi [17] a v roce 1759 tlohu zobeciiuje pro
Sachovnici n X n. Dal§im vyznamnym pfispévkem je prace A. T. Vandermonda
z roku 1771. Ten se zabyva klasickou Sachovnici 8 x 8 a nachazi algebraické rese-
ni. Vyuziva pfitom symetrie Sachovnice. Praci obou matematikl ocenil v roce
1833 Gauss, kdyz napsal, Ze jde o jediné vyznamné vysledky v ,Geometriam si-
tus“. V roce 1884 interpretoval tuto lohu grafové P. G. Tait. Pfirozena otazka
kolik je cest jezdce na Sachovnici nebyla dodnes vyfeSena.
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V roce 1855 zaslal Royal Society svoji prvni praci T. P. Kirkman, ktery
pisobil po 50 let jako knéz v anglickém hrabstvi Lancashire. Pfes svoji izolaci
a zaneprazdnéni duchovni praci je autorem fady matematickych clanku. Je
znadm zejména svym problémem ,patnicti Skolacek“. V roce 1857 byl zvolen
¢lenem Royal Society. V praci z roku 1855 si klade otazku, zda kazdy graf, ktery
dostaneme promitnutim néjakého mnohosténu do roviny, obsahuje kruZnici,
ktera prochéazi vSemi uzly tohoto grafu. Ve svych tivahach se dopousti chyby.
Je ale prvni, kdo se takovou tdlohou zabyvé. Jeho pfinos spo€ivd v tom, Ze
ukazuje tiidu grafl, které nemohou obsahovat takovou kruznici.

Ve stejny cas se podobnymi Gvahami zadal zabyvat W. R. Hamilton. Pro
svou nekomutativni algebru, kterd patii k jeho nejvyznamnéj$im objevim, na-
Sel model, ktery predstavoval graf pravidelného dvanictisténu a ktery nazval
»The Icosian Calculus“. Na jeho zakladé vznikla hra, kterd se od roku 1859
prodévala a nesla nazev ,, The Icosian Game“. Pozdéji vznikly dalsi verze této
hry, napf. ,,Cesta kolem svéta“. V této hie uzly dvanictisténu predstavovaly
svétova mésta a kazdy uzel byl oznacen kolikem. Cilem této hry bylo natdhnout
vldkno, které by prochézelo kolem vSech kolikt a tvofilo kruZnici.

V pozdéjsi dobé vznikly spory o to, kdo byl autorem myslenky zkoumat kruz-
nice dvanactisténu. Je tieba Fici, Ze zatimco Vandermonde a Hamilton zkoumali
konkrétni pfipady grafi, Kirkman byl prvni, kdo se pokusil o zobecnéni.

Nutna a postacujici podminka pro existenci hamiltonovské kruznice v grafu
nebyla dosud nalezena. Po roce 1936 byly nalezeny nékteré postacujici podmin-
ky pro existenci hamiltonovskych kruZnic:

(1) 1952 Dirac Je-li G obyéejny graf s n (n > 3) uzly a jestlize stupen
kazdého uzlu je nejméné %n , pak G obsahuje hamiltonovskou kruznici.

(2) 1960 Ore K tomu, aby graf G s n (n > 3) uzly obsahoval hamiltonov-
skou kruZnici, staéi, aby pro kaZdé dva nesousedni uzly u, v platilo

stu+stv>n.

(3) 1963 Pésa Necht G je graf s n (n > 3) uzly takovy, Ze pro kazdé celé
¢islo j spliujici nerovnost

ot

1<j< >

N

pocet uzli, jejichZz stupen nepievysi j, je mensi nez j. Potom G obsahuje
hamiltonovskou kruZnici [16].

K této casti jeSté nékolik poznidmek. Z predpokladii Diracovy véty se da
pri dostatecné velkém poctu uzli odvodit vic nez pouhd existence jediné ha-
miltonovské kruznice. Je dale vidét, Ze Diracova véta je diisledkem Oreho véty.
Casové oviem predchézela. Zajimavé dale je, Ze Pésa byl v roce 1963 sotva, stie-
doskolského v&ku. Z Ceskych matematik se problematikou hamiltonovskych
graf (grafii, které obsahuji hamiltonovskou kruZnici) vénoval nap¥. brnénsky
matematik M. Sekanina.
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4. Problém ¢étyf barev

Jednim z problémi, které po desetileti podnécovaly rozvoj teorie grafii, byla
nasledujici zdanlivé jednoduché otizka. Méjme v roviné nebo na kouli zemé&pis-
nou mapu s nékolika staty. Kazdy stat mame obarvit jednou barvou a chceme,
aby Zadné dva sousedni staty nebyly obarveny stejné. Sousednimi pfitom rozu-
mime ta dvé iizemi, jeZ maji spolenou hrani¢ni ¢aru. Maji-li dva staty spole¢né
jen izolované body, nepokladame je tedy za sousedni. RovnéZ neuvazujeme pri-
pad, kdy je stat rozdélen na nékolik navzajem oddélenych &asti. Ptame se, kolik
potiebujeme na obarveni takové mapy barev. Praxe ukazuje, Ze ¢tyfi barvy sta-
¢i. Dokazat toto tvrzeni se vSak podarilo az v roce 1976. Barveni mapy se da
prevést na barveni uzli grafu, ktery ziskame takto: uvnitf kazdého statu zvoli-
me libovolny bod a prohlasime ho za uzel grafu, jehoZ hrany dostaneme tak, ze
spojime dva uzly pravé tehdy, kdyz jsou odpovidajici staty sousedni. Barveni
stat je pak mozZno pievést na barveni pfisluSnych uzld. Z nazoru je zfejmé, Ze
graf odpovidajici zemépisné mapé je rovinny.

Prvni zminku o tomto problému nalézdme v dopise A. De Morgana adre-
sovaném W. R. Hamiltonovi. Je psan 23. fijna 1852 a De Morgan seznamuje
Hamiltona s otazkou, kterou mu polozil jeden ze studentd University College
v Londyné. Tento student se jmenoval Frederick Guthrie a problém nevymyslel
on, ale jeho bratr Francis, ktery byl pozdéji profesorem matematiky v Kapském
Mésté. Oba si v8imli, Ze nékdy jsou potfeba k obarveni mapy skutefné Ctyri
barvy. Nena$li pfipad, kdy &tyri barvy nestali, ale dokazat Zze skutedné Ctyii
barvy stadi, se jim nepodafilo. Frederick tedy polozil tuto otdzku De Morga-
novi. Ten dikaz také neznal a proto se obratil na Hamiltona. Odpovéd dostal
uz 26. fijna, kdy Hamilton odpovédél, ze se touto otazkou nebude v nejblizsi
dobé zabyvat.

Problém, ktery zac¢al De Morgan §ifit, se stal brzy soucasti matematického
folkléru. Uz v roce 1860 o diikazu prednéasel C. S. Peirce v Harvardu. Je ziejmé,
ze dikaz nebyl spravny, i kdyZ jeho znéni neznidme. S problémem se seznamil
A. Cayley. V roce 1879 publikuje ¢lanek o této otdzce. Z jeho tvah je zfejmé,
ze se nedomnival, Ze je dliikaz tohoto tvrzeni mozny.

Ditikaz poddva v roce 1879 Alfred Bray Kempe (student Cayleyho v Cambrid-
ge) v American Journal of Mathematics. Kempe pouZiva metody zvané , Kempe
chains“ a dopousti se pfi ni chyby. Diikaz vyvolal velké nadSeni a Cayley na-
vrhl autora za ¢lena Royal Society. Brzy se objevily dalsi ,,dikazy* odvozené
z Kempeho diikazu a problém se zdal byt jasny.

Na chybu, které se Kempe dopustil, upozornil v roce 1890 P. J. Heawood.
Ve své praci dokazal, Ze pét barev k obarveni libovolné rovinné mapy staci
[2]. Dlouhou dobu $lo o jediny vysledek s definitivni platnosti. KdyZ se nedafil
dikaz, snazili se néktei'i matematici sestrojit protiptiklad, ktery by domnénku
vyvratil. Ukazovalo se, Ze mapa, pro kterou by ¢tyfi barvy nestadily, by musela,
byt hodné slozit4. Uvedme pro zajimavost nékteré autory, ktefi se touto otazkou
zabyvali. Cisla udavaji, pro jak velkou mapu (co se ty&e po&tu statd) se jim
podafrilo dokazat, Ze ¢tyfi barvy stadi k jejimu obarveni. 25 — P. Franklin v roce
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1922, 27 — C. N. Reynolds v letech 1926-27, 31 — P. Franklin v roce 1938, 35 -
C. E. Winn v roce 1940, 44 — G. A. Donéc, W. Stromquist v roce 1970. Posledni
hodnotou bylo 95, které dosahl profesor francouzské literatury v Montpellier
J. Mayer kolem roku 1974.

Konecné v roce 1976 K. Appel a W. Haken z univerzity v Illinois oznamili,
Ze problém ¢ty barev kladné vyftesili. O feSeni problému napsal u nés ¢lanek
J. Bosék [5]. Dtikaz si vyzadal asi 1200 hodin strojového ¢asu na poéitalich
a muselo se pfi ném rozliSovat témér 2000 riznych pripadi. Je jisté zajimavé si
uvédomit, Ze problém barveni mapy se podafilo pomérné brzy vyfesit na riz-
nych ,slozitych* plochach. Jiz P. J. Heawood napfiklad dokazal, Ze k obarveni
libovolné mapy na anuloidu stali 7 barev [16].

5. Minimalni kostra grafu

Jak jsme jiz vzpomenuli, jednou z prvnich praci v oblasti teorie stromi,
byla prace G. Kirchhoffa z roku 1847. Autor v ni formuluje své dva zakony
pro toky proudu v elektrické siti, které umoziuji sestavit soustavu linedrnich
algebraickych rovnic pro tyto neznamé proudy. Tato soustava vSak vétSinou
obsahuje rovnice, které jsou linedrné zavislé na ostatnich. Druhy zdkon totiZz
nefikd, pro které obvody mame psit rovnice, a tak je piSeme pro vSechny.
Kirchhoff ukéazal, Ze sta¢i uvaZovat jen tzv. nezavislé obvody a uvedl metodu
pro jejich nalezeni. Elektrickeé siti pfifadil graf, ktery ignoruje fyzikalni podstatu
prvki obvodu. Déle nasel néjakou kostru tohoto grafu a k této kostie vidy
pfidal jednu ze zbyvajicich hran. Tak dostal postupné vSechny tyto nezavislé
obvody. Pro né napsané rovnice budou linearné nezavislé. Kirchhoff dokézal, ze
pocet t&chto nezavislych rovnic je roven &islu ¥(G) = |E| — |V| + 1, coz je tzv.
cyklomatické ¢islo grafu.

MiZeme na tomto misté pfipomenout, Ze uZitim teorie grafi pfi zkoumani
elektrickych siti se v 60. letech zabyvali K. Culik, M. Fiedler a V. Dolezal [6].

Uvazujme nyni graf, ktery ma hrany ohodnoceny reilnymi ¢isly. Objevuje
se otazka, jak najit kostru tohoto grafu, kterd ma souéet ohodnoceni na svych
hranich minimalni. Této kostfe fikdime minimé&lni kostra. Jeji nalezeni ma prak-
ticky vyznam nap¥. pfi budovani rozvodu elektrické energie, plynu ap. Pokud
uzly grafu predstavuji odbératele a ohodnoceni hrany odpovidé nékladim na-
vybudovéni elektrického vedeni mezi témito odbérateli, pak nalezeni miniméalni
kostry tohoto grafu odpovida nalezeni optimalni elektrické sité. Problém mini-
malni kostry patii mezi starsi grafové tlohy. Jako prvni se touto ilohou zabyval
brnénsky matematik O. Bortivka v roce 1926, pravé inspirovany tkolem nalézt
optimalni elektrickou sit. Borivka dava také prvni algoritmus nalezeni mini-
malni kostry grafu. Vzhledem k praktické aplikaci uvazuje aplny graf, ktery
je ohodnocen tak, Ze Zddné dvé hrany nemaji stejné ohodnoceni. Takovému
ohodnoceni fikdme ostré ohodnoceni. V ¢€lanku [4] formuluje tkol v pojmech
teorie matic :

»,BudiZ ddna matice M ¢&isel rog(a,B = 1,2,...,n;n > 2) , a% na podminku
Taa = 0,Tap = rga , kladnych a vzdjemné riznych.
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Jest vybrati z ni skupinu &isel vzdjemné a od nuly riznych takovou, aby:
19 bylo mo#no, jsou-li p;, p2 libovolna od sebe riizna pfirozena &sla < n, vybrati
z ni skupinu ¢asteénou tvaru

r(picz),r(cacs), m(cscs), . .. ,7(cq—2¢q-1),7(Cq—1P2)

29 soudet jejich ¢lent byl mensi ne# soucet €leni kterékoliv jiné skupiny &isel
vzajemné a od nuly ridznych, hovici podmince 1°.“

Jak je pak prakticky mozno nalézt minimalni kostru uvadi v ¢lanku [3], ktery
¢asové tésné piedchazi vydani prace [4].

»V roving (v prostoru ) jest dano n bodd, jejichz vzdjemné vzdalenosti jsou
vesmés ruzné. Jest je spojiti siti tak, aby:

1. kaZdé dva body byly spojeny bud pfimo a nebo prostfednictvim jinych,
2. celkova délka sité byla co nejmensi.

Reseni je nasledujici:

KaZdy z danych bodd spojim s bodem nejbliz§im. Obdrzim fadu polygonélnich
tahii. KaZzdy z nich spojim s tahem nejbliZ§im. ObdrZim ¥adu polygonélnich
tahti. Takto postupuji stile dél, aZ obdrzim kone¢né jediny polygonalni tah,
jenz fesi danou tlohu.“

Na Bortuvkovu praci reaguje 12. Gnora 1929 V. Jarnik, ktery mu v dopi-
se (jeho &ast byla pozd&ji publikovana [9]) piSe své jednodussi feSeni. Ani on
neuvazuje v pojmech teorie grafli, coz nepfekvapuje. Oba autofi se touto pro-
blematikou nezabyvali a literatura prakticky neexistovala. Jarnik v podstaté
dokazal existenci minimalni kostry a naSel algoritmus, ktery ji nalezne. Opé&t
uvazuje graf, ktery ma ostré ohodnoceni. Jeho postup miZeme dne$nim jazy-
kem popsat takto:

»Necht je dan aplny graf K, jehoZ hrany jsou ohodnoceny vesmés riiznymi
kladnymi €isly. Za a; zvolme libovolny uzel grafu K,,. Budiz a; definovino
vztahem

r(a1, az) = minr(a;,!)

l=1,2,...,n
1 75 ai.
V k-tém kroku méame definovinu posloupnost
41,02, ... ,02k-3,G2k—2 (2<k<n) (*)
a definujeme(azk—1,az2x) vztahem
r(agk—1,a2x) = minr(i, j),

kde 7 probihd vSechny uzly ai,as,...,as_2 ; j v8echny ostatni uzly. Pfitom
budiz agk—1 jedno z Cisel posloupnosti (x) , takZe ag; neni obsaZen mezi uz-
ly (%).“
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Jarnik dale podava nazornou interpretaci problému:
»Je dano n kulicek, jez jsou o€islovany disly 1,2,...,n, a jez jsou po dvou
spojeny tydemi v poétu in(n — 1). Hmota tyce, jez spojuje kulicku a s kuli¢-
kou b, budiz r(a,b). Ty tyCe budte eventuelné tak prohnuty, aby se navzdjem
nestykaly. Jest odstraniti z tohoto systému tyci nékteré tak, aby téch n kulicek

drzelo pohromadé a aby hmota zbylych ty¢i byla co nejmensi.“

Jiny podobny postup vytvoril J. Lukasziewicz. Jeho postup je zalozen na
tom, Ze ke kazdému uzlu se vybere minimélné ohodnocend hrana, jejimz je
koncovym uzlem. Tato konstrukce je opravnéna jen za predpokladu, Ze jde
o ostfe ohodnoceny graf [6].

Zakladnimi pracemi v této oblasti jsou prace J. P. Kruskala z roku 1956
a prace R. C. Prima z roku 1957. Kruskal znal Bortivkovu préci, ktera se opsana
na psacim stroji objevila v USA. Kruskal ve své préci [13] studuje také ostie
ohodnocené grafy, ale pozadavek Gplnosti grafu nepovazuje za nutny. Chybé&jici
hrany by se daly nahradit hranami s dostatecné velkym ohodnocenim.

Kruskal sestrojil tii konstrukce minimalni kostry, které v dalsi ¢asti dokazuje.

»A. Providéjme nésledujici krok tolikrat, kolikrat je mozné. Mezi hranami
grafu G, které jesté nejsou vybrany, vybereme nejkratsi, ktera netvofi kruznici
s témi, které uz byly vybrany.

B. Bud V libovoln4, ale pevné neprézdnd podmnozina uzlt z G. Pak pro-
vadéjme nasledujici krok tolikrat, kolikrat je mozné. Mezi hranami grafu G,
které doposud nebyly vybrany a které jsou incidentni s nékterym z uzld V ne-
bo s hranou, kterd jiz byla vybrina, vybereme nejkratsi z téch, které s jiz
vybranymi hranami netvori kruznici. MnoZzina vybranych hran tvofi minimalni
kostru grafu G. V pfipadé, Ze mnozina V je rovna mnoziné viech uzla grafu G,
pak konstrukce B je vlastné konstrukce A.

A’. (V jistém smyslu dudlni k A). Provadéjme nasledujici krok tolikrat, ko-
likrat je moZné. Mezi hranami, které dosud nebyly vybrany, vybereme nejdelsi
z téch, jejichz odstranéni neporusi souvislost. Pak mnoZina hran, které po pro-
vedeni posledniho kroku zistanou, tvori miniméalni kostru grafu G.“

Kruskal piSe, Ze mu neni zndmo, zda konstrukce B ma také duélni formu.

Stejnou konstrukei jako je A pouzil A. Kotzig v [12]. Kotzig znal Kruskalovu
praci a jeho zobecnéni spo¢iva v tom, Ze tato konstrukce je moZnd i pro grafy,
které nejsou ohodnoceny ostre. ‘

H. Loberman a A. Weinberger upravili konstrukei A tak, aby byla pouZitelna
pro pocitac [6].

Stejny postup jako vymyslel V. Jarnik, objevil v roce 1957 R. C. Prim a ne-
zdvisle na ném E. W. Dijkstra v roce 1959. V dneSni dobé existuje celd fada
modifikaci ilohy o miniméalni kostfe. Napf. v roce 1975 navrhli a fesili F. Glo-
ver a D. Klingman nésledujici tlohu: Pro dany graf G s redlnym ohodnocenim
hran, ¢islo k a dany uzel v grafu G mame najit minimalni kostru, v které ma
uzel v stupen k [15].

Je tfeba se zminit o jednom starém problému, ktery s minimalni kostrou
tzce souvisi. Na pocéatku 19. stoleti J. Steiner vyfesil nasledujici tlohu: Pro
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dané tfi body A, B, C v roviné mame najit spojovaci sit nejkratdi mozné délky.
Zobecnéni této ulohy pro vice bodi studovali V. Jarnik a M. Kossler v ro-
ce 1934 [10] a nyni je zndm jako Steinertv problém v roviné (resp. obecnéji
v n-rozmérném euklidovském prostoru). Kazda optimaélni sit ma tvar stromu
a proto hovorime o steinerovském stromu. Dalsi podrobnosti 1ze nalézt v Ples-
nikové knize [15].

6. Zavér

Historie matematiky zatim nechavé teorii grafi témeér bez poviimnuti. Do-
sud existuji vétsinou jen podobné pfehledy, jako je tato nase kratka prace. Da
se Fici, Ze jedinou (zato v8ak velmi dobrou) praci v této oblasti je kniha [2]. Au-
tofi se v ni vénuji eulerovskym grafiim, hamiltonovskym kruznicim, stromim,
mnohosténtm, rovinnym grafim, rozkladu grafi a problému &tyf barev. V této
praci je uvedeno 37 ptvodnich praci (pfeloZenych do anglic¢tiny), které jsou déle
doplnény mnoha historickymi tdaji. V literatufe ovSem chybi dalsi obsahle;jsi
préce, které by zpracovaly fadu dalsich oblasti a problémt teorie grafd.

Cesky &tenaf se miZe s mnoha historickymi pozndmkami setkat v Sedlackové
knize [16], kde je napfiklad podrobnéji vyloZena historie problému étyf barev.

7. Biografické udaje

Arthur CAYLEY — 16. 8. 1821 — 26. 1. 1895

V mléadi studoval prava v Cambridge a poté se vénoval pravnické praxi. Do
roku 1863 napsal 300 matematickych praci. V tomto roce své profese zanechal
a pfijal nové zfizenou Sadlerianovu katedru matematiky v Cambridge. Cayley
je autorem asi 1000 matematickych praci. Polozil zaklady soucasné algebraic-
ké geometrie a stanovil vztah mezi teorii invariantd a projektivni geometrii.
Vytvoftil déle algebru matic.

Augustus De MORGAN — 27. 6. 1806 — 18. 3. 1871

Absolvent Cambridge z roku 1827 ptisobil v letech 1828-31 a 1836-66 na Uni-
versity College v Londyné jako profesor matematiky. Je zndm svymi pracemi
v algebfe, matematické analyze a zejména v matematické logice. Pozornost
vénoval i historii matematiky a napsal fadu knih z aritmetiky.

Leonhard EULER — 15. 4. 1707 - 18. 9. 1783

Byl Zakem Johanna Bernoulliho a pfitelem jeho synt. Nejprve na piani otce
studoval teologii a orientalni jazyky, ale pak se vénoval matematice. KdyZz byla
v roce 1725 zaloZena Petrohradskad akademie, odesel tam i Euler a pisobil zde
v letech 1727-41. Na pozvani Friedricha II. odeSel na Berlinskou akademii a zde
pracoval az do roku 1766. Poté se vratil zpét do Petrohradu, kde ptsobil az
do své smrti. Je autorem vice jak 800 praci. V&noval se véem oblastem tehdejsi
matematiky a také aplikacim.

William Rowan HAMILTON — 3. 8. 1805 — 2. 9. 1865

JiZz v mladi se projevil jeho talent, kdyZ ovladl nékolik jazykd a studoval New-
tona. V 17 letech objevil podstatnou chybu v Laplaceové Mécanique céleste.
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JiZ b&hem svého studia na Trinity College v Dublinu se stal ,kralovskym astro-
nomem Irska“ a v této funkci setrval az do své smrti. Jako prakticky astronom
zadnych velkych vysledki nedosahl, ale proslavil se svymi pracemi v geomet-
rické optice, dynamice a algebfe. Je objevitelem kvaterniona.

Percy John HEAWOOD — 8. 9. 1861 — 24. 1. 1955

Absolvent Oxfordu, ktery od roku 1887 pfednéasel matematiku na Durham Uni-
versity a stravil zde zbytek svého Zivota. Proslavil se jednak svoji praci na
problému ¢éty¥ barev a jednak pii zdchrané Durham Castle.

Alfred Bray KEMPE — 6. 7. 1849 - 21. 4. 1922

Advokat, ktery studoval matematiku v Cambridge a ¢as od ¢asu se ji vénoval.
Do historie matematiky vstoupil svym ,dikazem*, Ze ¢tyfi barvy stac¢i k obar-
veni libovolné rovinné mapy. Mnoho let byl pokladnikem Royal Society. Napsal
nékolik praci z algebry a matematické logiky.

Gustav Robert KIRCHHOFF — 12. 3. 1824 - 17. 10. 1887

V 21 letech jako student univerzity v Konigsbergu formuloval své slavné zako-
ny pro toky elektrického proudu v sitich. Pisobil jako fyzik v Berliné, Breslau
a Heidelbergu, kde v roce 1854 vyslovil sviij zdkladni zdkon o elektromagnetic-
kém zéreni.

Thomas Penyngton KIRKMAN — 31. 3. 1806 — 3. 2. 1895

Vice jak 50 let pisobil jako knéz v anglickém hrabstvi Lancashire. Publikoval
kromsé teologickych praci fadu matematickych élankt (zejména v algebte, geo-
metrii a kombinatorice). K jeho prvnim pracim patii tzv. ,problém patnacti
gkolacek“. Od roku 1853 se zabyval problémy mnohosténii, kterym se véno-
val po zbytek Zivota. Jako prvni pfichazi s myslenkou hledat hamiltonovské
kruZnice.

Dénes KONIG — 21. 9. 1884 - 19. 10. 1944

Studoval matematiku v Budapesti a v Géttingenu. Zbytek Zivota uéil v Buda-
pesti, kde od roku 1927 prednésel o grafech a vychoval fadu Zaki. Jeho Zaky
byli P. Erdds, T. Gallai a G. Haj6s. V roce 1936 napsal svoji knihu o grafech
[11]. V roce 1944 dobrovolné ukonéil svij Zivot, aby tak zabranil perzekuci své
osoby pro sviij zidovsky ptivod.

James Joseph SYLVESTER — 3. 9. 1814 - 15. 3. 1897

Matematik, ktery spole¢né s Leibnizem patfil k nejvyznamnéj$im tvircim nové
symboliky (zavedl pojmy graf, invariant, jakobidn a mnoho dalsich). Dvakrat
ptisobil v Americe (1841-42 ve Virginii a v letech 1876-1883 na Johns Hop-
kins University v Baltimoru). Je autorem systému zkouSek z matematiky na
americkych univerzitich. Zalozil American Journal of Mathematics. Je autorem
velkého mnoZstvi praci z algebry, teorie ¢isel, mechaniky a matematické fyziky.

Alexandre-Theophile VANDERMONDE — 28. 2. 1735 - 1. 1.1796
Clen Académie des Sciences Paris od roku 1731. Zabyval se otdzkami feSitel-
nosti algebraickych rovnic, determinanty a faktorialy.
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