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EDUARD WEYR, LINEARNI ALGEBRA

A TEORIE HYPERKOMPLEXNICH CISEL

Jindrich Beévar

Eduard Weyr publikoval nékolik praci, které dnes fadime do linearni algebry,
a nékolik praci z teorie hyperkomplexnich ¢isel (teorie algeber). Této problema-
tice se vénoval hlavné v 1étech 1883-1889 (prace [W47], [W48], [W49], [W50],
[W52], [W53], [W56], [W5HT], [W5H8], [W63], [W64]); dale sem patii jesté prace
[W36] z roku 1880 a prace [W90] z roku 1901. V nasledujicim textu se budeme
zabyvat pravé témito Weyrovymi pracemi. Zrekapitulujeme je a pokusime se
Je zafadit do kontextu ceské 1 svétové matematiky.

Dne 5. brezna 1880 prednesl Eduard Weyr na zasedani Kralovské ceské spo-
leCnosti nauk svij dikaz véty o nédsobeni determinanti. Jeho prednaska je
otisténa ve Zprdvdch o zaseddni (viz [W36]).

Teorie determinanti byla v druhé poloviné minulého stoleti velmi médni
disciplinon. Byla podrobné rozpracovavana do sirky 1 hloubky, byly studovany
riazné typy specialnich determinant, podavany nové diikazy jiz znamych vét,
vydavany zakladni u¢ebnice 1 podrobné a obsidhlé monografie. Weyriiv prispeé-
vek je vice méné poplatny duchu doby. Poznamenejme, ze obecny ditkaz véty
o néasobeni determinanti podali Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856) a
Angustin Louis Cauchy (1789-1857) roku 1812 (jejich vysiedky byly publiko-
vany roku 1813 resp. 1815); pro determinanty tretiho fadu znal tento vysledek
31z roku 1801 Karl Friedrich Gauss (1777-1855).

Roku 1881 byl Eduard Weyr jmenovan profesorem ceské techniky a vzdal se
docentury na univerzité. Soukromym docentem na univerzité se v tomto roce
stal Ludvik Kraus (1857-1885); po absolvovani prazské univerzity (doktorat
r. 1878) studoval v Mnichové u Felixe Kleina (1849-1925) a ¢tyfi semestry
v Berling, kde pusobili zejména Karl Weierstrass (1815-1897) a Leopold Kro-
necker (1823-1891). Po své habilitaci pfednasel Kraus ctyfi semestry na ceské
univerzité a zanicené $ifil Welerstrassovy myslenky a jeho pojeti vykladu ma-
tematiky (viz [40], [41]). Spratelil se s Eduardem Weyrem a patrné v ném
vzbudil zajem jak o Weierstrassiiv exaktni pristup k matematice, tak i o teoria
matic.

Dne 25. dubna 1884 vystoupil Eduard Weyr na zasedani Kralovské ceské
spolecnosti nauk s prednaskou O zdkladni vété v theorii malric. Jeho prednas-
ka se tykala Cayleyovy—Hamiltonovy véty. Je opét otisténa — podobné jako
prace [W36] — ve Zprivdich o zaseddni (viz [WA4T]). Posiluje domnénku, ze
zajem o teorii matic vzbudil ve Weyrovi pravé Ludvik Kraus. Ve své prednasce
sezndmil Eduard Weyr nejprve posluchace s tématem a pak rekl:
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Hledél jsem tuto vétu obecné dokdzati, vSak se mi to nepodatilo, nebot cesta,
kterd v jednoduchych pomérné pt¥ipadech n = 2,3 vedla k cili, se v obecném
pripadu stdvala neschidnou. Obrdtil jsem se k svému pFiteli p. Dr. L. Krausowvs,
priv. doceniu na zdejsi Ceské université, s prosbou, aby se pokusil o dikaz; byl
jsem nemdlo poiésen, obdrZev ithned, éeho jsem si prdl. Dovolim si reprodukovat:
doslovné pékné dvahy p. dra Krause. ( [W4T], str. 150)

Déale Weyr uvedl nejprve Krausiv dikaz Cayleyovy—Hamiltonovy véty a
potom svoji modifikaci tohoto diikazu.

Cayleyova-Hamiltonova véta byla zformulovéna v Cayleové praci [9] nazvané
A Memoir on the Theory of Matrices z roku 1858. Arthur Cayley (1821-1895)
zde napsal, Ze toto tvrzeni provéril pro matice druhého a tfetiho fadu, predve-
dl ditkkaz pro n = 2 a poznamenal, Ze neciti potfebu podat obecny dikaz. !)
William Rowan Hamilton (1805-1865) dokazal obdobné tvrzeni pro kvaternio-
ny ( [26], str. 566-567); tento vysledek vsak znal jiz roku 1846.

Bartel Leenert van der Waerden (nar. 1903) uvadi v knize History of Algebra,
ze obecné dikazy Cayleyovy—Hamiltonovy véty podali Laguerre (1867), Frobe-
nius (1878), Buchheim (1885), Weyr (1890), Taber (1890), Pasch (1891), Molien
(1893) a Frobenius (1896) (viz [83], str. 190). Eduard Weyr je zde jmenovén
diky své pozdéjsi praci [W64]; vzhledem k vysledkim uvedenym v praci [W47]
je vsak tfeba v uvedeném prehledu zafadit yména Krause a Weyra jiz k roku
1884. Pfipomeiime jesté, ze Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) pouze pro-
véfil tvrzeni véty podobné jako Cayley (viz [45] ). Autorem prvniho obecného
dikazu je tedy Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) ( [17], str. 353-354).

Je zajimavé, ze o Weyrové dikazu Cayleovy—Hamiltonovy véty védél jiz
roku 1884 Sylvester, jak o tom svédéi jeho pozndmka v praci [76] uvefejnéné
v Easopise Comptes Rendus (viz poznadmka ') ).

Cayleyovou praci [9] byl pozd&ji datovan zrod teorie matic a Cayley byl
oznaden za jejiho zakladatele. ?) Cayley vSak ve své praci zavedl pouze formal-
ni aparat teorie matic (operace s maticemi), vytvofil z matic fadu n linedrni
asociativni algebru dimenze n? a reprezentoval Hamiltonovy kvaterniony jisty-
mi komplexnimi maticemi druhého fadu. Jedinym hlubsim vysledkem prace [9]
je pravé Cayleyova—Hamiltonova véta, podané vsak bez obecného ditkazu. Pro-
matic, se Cayley nevénoval. Pfitom se problémy souvisejici s vlastnimi &isly ob-
jevovaly v matematice a nebeské mechanice uz v 18. stoleti. 3) Rada vysledki
teorie matic byla pak v 19. stoleti zformulovidna a dokizdna v ekvivalentnim
vyjadfeni v feéi bilinedrnich a kvadratickych forem.

Cayleyova préce [9] vesla ve zndmost v Evropé a7 po¢dtkem osmdesatych let,
predtim ji znali prakticky pouze britsti matematici. Teprve koncem minulého
stoleti doSlo k propojeni teorie forem a teorie matic. Pravé Eduard Weyr je jed-
nim z prvnich matematiki, ktefi ke sjednocovani téchto dvou teorii podstatné
pfispéli (viz Weyrovy prace [W63] a [W64] ).

Weyrova pfednaska [W47] svéd& o tom, Ze Kraus i Weyr ovladali roku 1884
zékladni maticovy aparat vcetné obecného diikazu Cayleyovy—Hamiltonovy vé-
ty a ze jejich znalost teorie matic byla na svétové tirovni.
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Svou prednaskou chtl ast Weyr obratit na teorii matic pozornost ceskych
matematikii a snad chtel i upozornit na schopnosti svého mladsiho kolegy a
pritele.

V praci [W48] z roku 1884 podal Eduard Weyr metodu, jak prevést feseni
tzv. bilateralni rovnice tvaru

apx"bo + aix" Ty 4y ab, g =

kde ag,bo, -+ ,a, 1, by, 7 jsou dané kvaterniony a z hledany kvaternion, na
feseni obycejnych éiseluyeh rovnic. Zobeenil tak vysledky, ke kterym dospé
v témze roce James Joseph Sylvester (1814-1897); ten hledal feseni tzv. uni-
laterdarnich rovnic. kdy mocniny neznamého kvaternionu z jsou vynasobeny
koeficienty pouze z jedné a téze strany (viz [T7]-[79] ). Poznamenejime, ze Ha-
milton fesil pouze unilaterdini rovnice druhého stupné, tj. rovnice

P pr4q=0, P hrp+g=0

(viz [26], str. 631--632). Sylvester reagoval na rozpracovavani svych myslenek
koncem roku 1884 v fasopise Nature takto:

Predmét nemize bytr v lepsich rukou. Mi¢ jest vrien a nejzkusenéjsi a nej-
obratn€jsi hrice — Cayleyove, Lipschilzové, Poincardové. Weyrove, Buchher-
move (a kdo wi, kolik jich jesté?) —- stojice kolem a pripraveni lapiti jej, sleduji
let jeho ve vaduchu. *)

V praci [W49] sestrojil Eduard Weyr pro matici M druhého fadu matici e
Jsou-li yuy, yi2 charakteristické kofeny matice M, je

Hy __ ph2 3 Fe2 oM

€ € fy - € — jto - €
M= .M+ - E

fy = po M = po

kde F je jednotkova matice. Zjistil, ze exponencialni funkce ma skalarni periodu
27, tj. rovnost eMTL = eM plati pro libovolnou matici M pouze v pifpadé, ze
L je skalarni matice uréena hodnotou 2k7i. Pokud se vsak omezime na matice
tvaru aM + BE (tzv. matice komplanarni s M), ma exponencialni funkce jeste
neskalarni periodu

B (M = )
1 — M2

Prirozeny logaritmus definoval Weyr rovnosti ¢'*M = M a odvodil odtud
jeho explicitni vyjadieni. Déle opravil jednu Hamiltonovu vétu o periodach
exponencidlni funkce definované na mnoziné komplanéarnich kvaternioni ( [27],
art. 241, 242).

Eduard Weyr byl patrné prvanim nebo jednimn z prvnich, kdo studoval mati-
ce eM alog M. Pozdgji se k této problematice vratil v pracich [W56], [W63] a
[W64]. Cyrus Colton MacDuffee (1895-1961) uvadi ve své knizce The theory of
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malrices, ze se exponencialni funkci s maticovym argumentem zabyvali Giu-
seppe Peano (1858-1932) roku 1888 v praci [58] a Emmanuel Carvallo (1856—
1945) roku 1891 v préci [7]; Weyrovu praci [W49] z roku 1884 opomiji (viz [46],
str. 99). Poznamenejme, Ze v knizce Calcolo geomelrico ( [59], str. 150) zavadi
Peano k danému endomorfismu R vektorového prostoru endomorfismus

2
eR=1+R+%-+---.

Morris Kline ve své knize Mathematical Thought from Ancient to Modern Ti-
mes ( [38], str. 811) piSe, Ze transcendentni funkce s maticovym argumentem za-
vedl jako mocninné fady William Henry Metzler (1863-1943) roku 1892 v praci
[47]. Funkce e? alog ¢, kde ¢ je kvaternion, byly vSak studovany jiz Hamiltonem
(viz [26] a [27] ) a Gzky vztah kvaterniond a matic byl od Cayleyho prace [9]
znam alespon britskym matematikim.

Weyrovy prace [W48] a [W49] stejné jako pozdé&jsi [W52] a [W53] byly pub-
likovany v ¢asopise Comples Rendus; francouzské akademii je pfedlozil Charles
Hermite (1822-1901).

Roku 1885 byl ve ¢trnactém roéniku Casopisu pro péstovini mathematiky a
fysiky publikovan Weyrtv ¢lanek [W50], O feSeni linedrnijch rovnic. Jeho cilem
bylo seznamit ¢eskou matematickou vefejnost s problematikou feseni soustav
linearnich rovnic. Pfipomenime vSak nejprve néco z historie.

V poloviné 18. stoleti bylo objeveno Cramerovo pravidlo (roku 1750 je pub-
likoval Gabriel Cramer (1704-1752), o dva roky dfive Colin MacLaurin (1698
1746), viz [5] ); tento objev vedl ke vzniku a rozvoji teorie determinanti. Jesté
zhruba o sto let pozdéji se vSak matematika v podstaté omezovala na pfipady
soustav n rovnic o n neznamych s regularni matici, kdy je pravé mozno Crame-
rova pravidla uzit. Obecné vyfeSeni této problematiky, tj. nalezeni nutné a po-
staCujici podminky pro fesitelnost soustavy n linearnich rovnic o m neznadmych
s libovolnou matici a nalezeni metod pro stanoveni vsech FeSeni, je zaloZeno
na pojmu hodnosti matice. Tento pojem definoval explicite az Frobenius roku
1879; Sylvester razil nezavisie ekvivalentni pojem nulity matice (hodnost + nu-
lita = ¥4d). Implicite se vSak pojem hodnosti &i nulity objevoval uz drive. Prvni
publikované vyjadieni véty o feSitelnosti soustavy linedrnich rovnic je v knizce
An elementary treatise on determinants, kterou vydal roku 1867 v Londyné
anglicky matematik Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898), znamy pod pseu-
donymem Lewis Carroll.’) K obdobnym vysledkiim dospéli v posledni tfetiné
19. stoleti Kronecker, Alfredo Capelli (1858-1916), Frobenius a dalsi (odtud
véta Kroneckerova~Capelliova, véta Frobeniova atd.).

Weyr vysel ze zndmé monografie [1] némeckého matematika Heinricha Ri-
charda Baltzera (1818-1887), ve které je poddna Kroneckerova teorie soustav
linedrnich rovnic. Kroneckertiv pfistup pfepracoval, priblizil za¢atecnikiim a
podal odpovéd k dan€ otdzce zpisobem do jisté miry novym ( [W50], str. 101).
Nejprve pomoci subdeterminantii definoval linedrni nezéavislost n-tic ¢isel (re-
alnych ¢i komplexnich — jejich povaha se zde nespecifikuje), vySetioval jejich
linearni kombinace a kromé jiného dokazal, Ze m danych n-tic méze generovat
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nejvyse m lineArné nezavislych n-tic ( [W50], str. 105-106). ) Déle studoval
homogenni a nehomogenni sonstavy, uvedl podminky pro existenci fedeni, zjistil
dimenzi mnoziny vsech FeSeni a podal metodu vyhledani viech feseni. Neuzi-
val zde pojmu hodnosti ¢i nulity, ale vybudoval celou teorili na nulovosti ¢i
nenulovosti prislusnych subdeierminanti.

Dnes, kdy se tato problematika v linedrni algebfe vyklada elegantné pomoci
homomorfismi (lincarnich zobrazeni) nebo linedrnich forem ¢i skalarniho sou-
¢inu a podstatné se vyuziva pojmu hodnosti matice, ptsobi jiz Weyruv pristup
velmi nemoderné a rozvlacné. Domnividme se viak, ze Weyrtuv clanck [W50)]
byl ve své dobé dilezitym prinosein k informovanosti ceskych matematickych
kruhi.

Roku 1885 vyg&ly ve francouzském: casopise Comptes Rendus Weyrovy pra-
ce [W5H2] a [W5H3]: Sur Li theéorie des matrices a Répartition des malrices en
espéces el formalion de toules espéces; jejich resumé bylo otisténo v casopi-
se Bulletin des Scienrces Mathématiques. Oba ¢lanky maji charakter dnesniho
predbéznélio oznameni vysledki. Weyr zde struéné prezentoval svoji teorii cha-
rakteristickych ¢isel a ,tyjickych® matic, kterou pozdéji rozpracoval a podrob-
né vylozil ve spisu [W63], resp. [W64]. Tuto teorii vybudoval na pojmu nulita
matice. Uvedme ve struénosti prehled nejdilezitéjsich vysledki praci [W52] a
[W53].

Prvnim vysledkem prace [W52] je nalezenf jistého anulujiciho polynomu ma-
tice A, ktery — pokud to je mozné — ma mensi stupein nez rad matice A.
Disledkem tohoto Weyrova vysledku je nasledujici tvrzeni:

(1) Necht A je matice fadu n. Anulujici polynom matice A stupné mensiho
nez n existuje pravé tehdy, kdyz existuje charakteristicky kofen A matice
A, pro ktery je nulita matice A — AF vétsi nez jedna.

Weyr dale charakterizoval diagonalizovatelné matice, tj. matice podobné dia-
gonalnim maticim:

(i1) Matice A je diagonalizovatelna pravé tehdy, kdyz pro kazdy charakteris-
ticky kofen A matice A je nulita matice A — AE rovna nasobnosti tohoto
kofene.

Tretim dilezitym vysledkem je odhad nulity soudinu dvou matic:

(ii1) Pro nulitu soué¢inu matic Ay, A, plati nerovnosti

n(A;) < n(A1A2) < n(Ay) +n(Ag), 1=1,2.

V praci [WhH3] zavedl Eduard Weyr tzv. charakteristicka ¢isla. Jestlize A je
komplexni matice fadu n a A jeji s-ndsobny charakteristicky kofen, pak existuje
prirozené Cislo r takové, ze

(A= AE)<n(A—AE)’ < -~ <n(A=AE) =n(A=AE)* =...
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Oznaime
n(A - AE) = a,
n(A—AE)? = a; + ay,

nA—AE)Y =a1+az+--+ar.
Pfirozend &isla g, s, -+, nazval Weyr charakteristickd Cisla matice A
pfislusna k charakteristickému kofenu A ; ukdzal, Ze pro né plati nasledujici
vztahy:
(iv) a1 > a2 > - > ar,

(V) ar+az+---+ar=s.

Pomoci téchto pojmi vyjadFil minimalni polynom matice A a tak zpfesnil vyse
uvedeny vysledek (i) prace [W52]:
(vi) JestliZze Ay,---,Ar jsou charakteristické kofeny matice A a ry,--- 7%

pocty pfislusnych charakteristickych ¢isel, potom

A=2A)" (A= A2)77 - (A= W)™
je minimalni polynom matice A.

Weyr dale ukdzal, Ze charakteristické kofeny a charakteristicka ¢isla tvori aplny

systém invarianti podobnosti matic a Ze kazdé pfipustné volbé téchto invarian-

ti odpovida tfida podobnych matic:

(vil) Matice A a B jsou podobné pravé tehdy, kdyz maji stejné charakteristické
kofeny a stejnd charakteristicka Cisla pfislusna k jednotlivym kofeniim.

(viii) Pro kaZdou p¥fipustnou volbu &isel

ol 1
Alyalf")arly
w2 2
’\2; 1 SRR & )
R k
A’C)al) 7arka

(viz napf. vySe uvedené podminky (iv) a (v) ), existuje matice fadu n
s charakteristickym kofeny A; a k nim pfislusnymi charakteristickymi
&isly of, - - ,a{j G=1,---,k).

PFi dikazu tvrzeni (viil) sestrojil Eduard Weyr konkrétni matici M fadu
n, kterd ma predepsané charakteristické kofeny a predepsané charakteristicka
¢isla, a tak v dané tfidé podobnych matic nalezl reprezentanta M, z kterého
se pomoci vztahu X = Q1M Q ziskaji vsechny matice X této tiidy. Weyrova
matice M ma velmi jednoduchy tvar. Obsahuje pouze nuly, jedni¢ky a charak-
teristické kofeny A;; od Jordanovy matice reprezentujici danou t¥idu podobnych
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matic se li§i pouze trochu jinym uspofddanim prvki. Pro tuto matici M zavedl
Weyr pozdéji termin ,typicky tvar® (viz [W56] a hlavné [W63] a [W64] ).

Pokusme se nyni zafadit vysledky Weyrovych praci [W52] a [W53] do ramce
svétové matematiky.

Pojem hodnosti matice zavedl roku 1879 Frobenius v pracich [18] a [19], 7)
implicite se vSak tento pojem objevoval i diive, jak jsme se uz vyse zminili
(napf. Dodgson). Sylvester uzival nezavisle pojmu nulita; jeho ndznaky je snad
mozno nalézt jiz v praci [70] z roku 1850. Roku 1882 publikoval v praci [73]
odhad nulity soucinu matic: nulita souéinu matic (téhoz Fadu) je vétsi nebo
rovna nulité kazdého €initele a mensi nebo rovna souétu nulit viech é&initeld. ®)
Vyjadiime-li tento vysledek pro dvé matice fadu n symbolicky pomoci dnes
uzivaného pojmu hodnost, dostaneme nerovnosti

r(AB) < r(A), r(AB) < r(B), r(A)+r(B) —n < r(AB),

které jsou Casto spojovany se Sylvesterovym jménem (viz napf. [39], str. 61).
Eduard Weyr publikoval tento vysledek roku 1885 (patrné nezdvisle na Syl-
vesterovi). Poznamenal, ze znd Sylvesterovu préci [75], Ze vSak nevidél praci
[74]); praci [73], kterd je uvefejnéna ve stejném Casopise jako prace [74], neznal
patrné rovnéz (viz [W52], str. 788, a [W63], str. 25).

Otazky kanonickych tvari matic se poprvé objevily pfi transformaci bilinear-
nich a kvadratickych forem, kdy se vhodnymi substitucemi linearnich kombi-
naci novych proménnych prechazelo k jednodu$sim vyjaddrenim uvazovanych
forem. Uvahami o podobnosti matic se zabyvali jiz Cauchy, Sylvester a Hen-
ry John Stanley Smith (1826-1883). Roku 1868 publikoval Weierstrass svoji
teorii elementarnich déliteli [86], kde mimo jiné podal nutné a postacujici pod-
minky pro podobnost matic a pro diagonalizovatelnost matice a v podstaté
dospél k tzv. Jordanovu kanonickému tvaru. O dva roky pozdéji vydal Camille
Jordan (1838-1922) svoje obsahlé dilo [37], Traite des substitutions; v druhé
knize této prace (str. 114-126) nachézime rovnéz pfevod matice na kanonicky
tvar. Frobenius se problematikou charakteristické rovnice, minimalniho poly-
nomu, podobnosti, invariantnich faktorli a elementarnich déliteld zabyval roku
1878 v praci [17]; roku 1894 se k tomuto tématu vratil a dal svym vysledkiim
exaktnéjsi podobu (viz [20] ). VSechny tyto vysledky byly zformulovany v feéi
bilinedrnich a kvadratickych forem a s vyuzitim determinanti; jejich souhrn
— podany vice méné v duchu pivodnich praci, ale v maticové feéi — je dnes
soucasti zakladnich kurst linearni algebry.

Eduard Weyr pfistoupil k problematice podobnosti matic a k nalezeni Gpl-
ného systému invarianti podobnosti jinym zptsobem. Jeho pFistup je blizsi po-
hledu algebry éi funkcionalni analyzy. Pozdéji svou metodu charakteristickych
Cisel podrobnéji rozpracoval a doplnil zavedenim dileZitého pojmu normalni
soustava (viz [W63], resp. [W64] ).

Weyrovy prace [W52] a [W53] byly uvedeny v prehledu praci z teorie matic za
obdobi 1857-1893, ktery pod ndzvem List of wrilings on the theory of matrices
uvefejnil roku 1898 Thomas Muir (1844-1934) v ¢asopise American Journal of
Mathematics. Seznam za&ind Cayleyovou praci [9] a obsahuje padesat tituld.
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Vyklad Weyrovy teorie podali v 1étech 1892, 1904 a 1930 Metzler, Kurt
Hensel (1861-1941) a Julius Wellstein (1888- ?) °) v pracich [47], [33] a [88].
Weyrovu teorii uvadéji i MacDuffee ve své knize The theory of matrices z roku
1933 a Rudolf Zurmiihl (1904- ?) v knize Matrizen z roku 1950 ( [46], str. 73~
74; [89], str. 211-226, 371). Wolfgang Krull (1899-1971) ji roku 1921 rozsiril
pro matice nad libovolnym télesem (viz [44] ). VySe uvedeny soubor ¢isel

1 2 2., .k . k)

1 .
(aly... 7(]7‘1‘(’1"“ ,

byva nazyvan Weyrova charakteristika (viz [46], str. 73-74; [89], str. 212-214,
371; [61], str. 57; [4], str. 124, 167; [81], str. 80, 187-188).

Roku 1911 zobecnil Frobenius [21] Weyrovy vysledky z prace [W52] tyka-
Jici se hodnosti matic a ocenil Weyrovu teorii charakteristickych ¢isel; Frobe-
nius ovéem cituje pozd&jsi Weyrovu praci [W63]. %) Max Koecher uvad{ roku
1983 ve své knize Lineare Algebra und analytische Geometrie (viz [39], str. 88)
Weyrovy-Frobeniovy nerovnosti a cituje Frobeniovu praci [21].

Jesté padesat let od Weyrovy smrti nalézame v Ceské matematické literatu-
fe odezvu na jeho teorii charakteristickych ¢isel a typickych tvari matic. Prof.
Otakar Bortivka (naroz. 1899) propagoval Weyrovu teorii nejen ve svych pred-
naskach, ale i ve svych pracich (napf. [3] ), a upozoriioval na moznosti jejiho
pouziti:

K integraci systémi diferencidinich linedrnich rovnic s konstaninimi koefici-
enty se obvykle pouzivd klasické melody Weierstrassovy, spocivajici na redukct
malice koeficienti na kanonicky tvar. ... Ve svijch predndskdch o diferencidl-
nich rovnicich, kieré jsem konal ve stud. roce 1948/49 na prirodovédecké fakul-
té M. U. v Brné, vylozil jsem integracni metodu zaloZenou na Weyrové theoru
matic. Tato metoda se vyznacuje tim, Ze vede k prehlednym explicitnim vzor-
cum pro inlegrdly, vyjadiujicim algebraickou povahu problému. Neddvno uverej-
nil M. Kumorovilz prdct o integraci systémi diferencidlnich linedrnich rovnic
s konstantnimi koeficienty, kterd je s Weyrovou theorii matic v izké souvislosti.

([3], str. 151)

Na spoleném 3. sjezdu Ceskoslovenskych a 7. sjezdu polskych matematiki,
ktery se konal v Praze 28. 8. — 4. 9. 1949, pfednesl Miroslav Novotny (naroz.
1922) prispévek o zobecnéni Weyrovy teorie charakteristickych &isel. Vytah
z tohoto pfispévku byl publikovan ve zpravach ze sjezdu (viz [56] ).

Jiri Cermak se zabyval problematikou soustav diferencidlnich a diferenénich
rovnic v pracich [11], [12] a [13] z let 1953 aZ 1956. Nepouzival Weierstrassovu
teorii elementarnich déliteld, ale Weyrovu teorii charakteristickych éisel, typic-
kych tvari matic a normalnich soustav ... k vySetfovdni integrdlii homogenniho
systému linedrnich diferencidlnich rovnic s periodickymi koeficienty ... a k ...
resent homogenniho systému linedrnich diferenénich rovnic s konstantnimi ko-
eficienty ( [11], str. 337, 338).

V Ceské matematické literature je Weyrova teorie podrobné vylozena v Bo-
rivkové knizce Zdklady teorie matic z roku 1971. Knizka vznikla z vysokoskol-
ského textu, ktery mel tfi vydani. Prof. Borivka zde piSe:
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Weyrova teorie je obsahové rovnocennd s dilezitou teorii elementdrnich dé-
litelii ... a svoji prihlednou algebraickou strukturou ji predéi. ( [4], str. 116) 1)

Na jiném misté Bortvka piSe:

Nicméné se mné zdd, e Weyrova price nenalezla ve svélové lilerature ono
misto, kleré ji prindleZi. Na pr. v obsdhlé Wedderburnové knize o maticich
z r. 1934 jsou sice v seznamu literalury obé Weyrovy prdice uvedeny, avSak
v texiu neni o jejich obsahu zminky. ( [3], str. 152)

V létech 1962-63 publikoval Richard W. Feldman sérii kratkych ¢lankd vé-
novanych historii teorie matic [15]; Weyrovy vysledky praci [W52] a [W53] vsak
hodnoti chybné. 12)

Weyrové teorii charakteristickych ¢isel prelozené do moderni feé¢i endomorfis-
mi vektorovych prostori je vénovan v této publikaci zvlastni ¢lanek. Jeho prace
[W52] a [W5H3] jsou v piilohdch. Vzhledem ke $patné kvalité predloh nemohly
byt okopirovany; pti pfesdzeni vSak byla v maximalni mozné mire zachovana
jejich Gprava.

Dne 1. ledna 1885 zemiel Ludvik Kraus v necelych osmadvaceti letech. 3)
Eduard Weyr o ném napsal ¢lanky [W5h3a] a [W54]. Zd4 se, ze po Krausové
smrti Weyriiv zdjem o matice postupné pohasl. Prace [W52] a [W53] byly
psdny bud jesté za Krausova Zivota nebo tésné po jeho smrti; tyto prace byly
piedlozeny francouzské akademii 16. bfezna a 13. dubna 1885. Prace [W56],
[W57] a [W58] byly publikovany do tfi let po Krausové smrti. V pozdgjsich
pracich [W63], [W64], [W90] uz jde z vétsi ¢asti jen o propracovani a doplnéni
drivejsich vysledki a o jejich podrobnéjsi vyklad.

V Gvodu étyficetistrankové prace O binarngch matricich, kterd byla pred-
lozena dne 11. bfezna 1887 Kralovské ceské spoletnosti nauk, Eduard Weyr
pise:

V jedné ze svyjch dvah o matricich ... vytknul Sylvester vyslovné totoznost
theorie binarnych mairic s theorit kvaternionu; ale jiZ Cayley ... byl k souvis-
losti obou theorit poukdzal.

Theorie kvaternionid zaloZena Hamiltonem vzhledem k zamyslenym applika-
cim na dvahdch geomelrickych; avsak nebude zajisté nezajimavo prihlédnouts
k ni se stanoviska ryze poctdrského, zaujatého v theorii matric.

Ndsledugici, arci velice elementarné dvahy obsahuji zdklady theorie binarnych
malric a lim 1 zdklady theorie kvaternioni. ( [W56], str. 358)

,Binarnymi matricemi“ mini Eduard Weyr matice druhého fadu. V prvnich
osmi paragrafech své prace (Addice a sublrakce, Multiplikace, Divise, Reciprokd
matrice, Skalarné matrice, Celistvd a lomend funkce matrice, Zdkladni rovnice
dané matrice a redukce racionalngch funkci, O kotenech matrice) uvadi za-
kladni fakta o maticich druhého fadu a o operacich s nimi. Matice a maticové
operace pritom davd do souvislosti s transformacemi, které matice reprezen-
tuji. Ukazuje, ze na zdkladé Cayleyovy—Hamiltonovy véty je mozno redukovat
celistvou i racionéalni funkci ¢ matice M na linedrni funkci tvaru aM + SE,

kde se skalary «, # snadno vyjadii pomoci charakteristickych kofent matice
M. 14)
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V devatém paragrafu (Obecnd funkce matrice) se zabyva podobnou proble-
matikou jako v ¢lanku [W58] z téhoz roku (viz déle). Dokazuje, Ze jestlize jsou
oba charakteristické kofeny g, o matice M v absolutni hodnoté mensi nez
polomér konvergence fady

’P(Z) = Zaizi’

1=0

pak je definovana matice

p(M) =) a;M’
i=0

a je to opét linearni funkce matice M, tj. (M) = aM +BE, kde skalary o, § se
urc¢i pomoci Fady ¢(z). Plati pro né stejné vztahy, jaké jsou uvedené v poznam-
e 14). V desatém paragrafu Typicky tvar matrice prevadi Weyr elementarnim
zpusobem matici M na néktery z tvaru

(5 n) (@) (13)
0 H2 ’ 0 1 ’ 1 1
a v jedendctém paragrafu ukazuje, ze pomoci tohoto pfevedeni na typicky tvar
Jje mozno jinym zpusobem dospét k vysledktim paragrafu devatého.
V dalsim paragrafu (O rovnici nejniisiho stupné) studuje Weyr minimalni

polynom, ve tfindctém (Reseni algebraické rovnice o skalarnych koefficientech)
uvadi zplsob nalezeni viech matic M, které vyhovuji rovnici

MY +a M4 .. . 4a,E=0;

specidlné nachézi matice M, pro které je M™ — E = 0. V dalsim paragrafu
(O komplanarngjch malricich) ukazuje, Ze vSechny matice komplanarni s M
(tj. matice tvaru oM + BE) jsou téz komplanirni navzdjem a tvoii mnozi-
nu uzavienou na s¢itani, od¢itani a nasobeni (které je zde komutativni) a na
tvoreni celistvé i racionalni funkce; jestlize je déle

X"+ X" 4. ta,E=M,
pak je X komplanarni s M atd. Pro matici

0 1
=4 )
je M? = —E, procez systém komplanarnijch matric aM + B podléhd témze
pocetnim zdkondm, jako systém obycejnych kompleznich kvantit an/—1 + 8

(str. 387).

Pro matici
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je M? = E a uvaZovana mnozina odpovida tzv. dvojnym &isliim (tento termin
se viak ve Weyrové praci neobjevuje). Skalary uvazuje Weyr komplexni.
Dalsi dva paragrafy (Periody ezponentialné funkce, Logarithmus matrice)

vvvvvv

Weyrovy prace [W49]. V sedmnactém paragrafu (Zavedeni étyr zdkladnich mat-
ric) Weyr ukazuje, Ze po zvoleni étyF linedrné nezavislych matic Jy, Jo, J3, Ja
mizZeme kazdou matici M vyjadfit ve tvaru

M = p1J1 + 02J2 + 03J3 + 04J4

a matice druhého tadu pokladat za systém hyperkomplexnich ¢isel se ¢tyfmi
zakladnimi jednotkami. Weyr zavadi i tzv. strukturni konstanty, pomoci nichz
se v tomto systému nasobi (str. 393-394):

Polozme tedy

k,h .
Jedw =Y "M (7=1,2,3,9)
(4)
t obdrZime pak soucin kaZdych dvou Cisel naseho systemu opétl ve tvaru cisla
tohoto systemu

doode Y ede= Y ety e

(k) (k) (k,h) (9

Jako priklad uvadi Weyr volbu zdkladnich matic

1 0 0 1 00 00

i=(on) #=(00) »=(00) #=( )
V poslednich dvou paragrafech ( Hamiltoniv system kvaternioni, Pokracovdnt)
Weyr klade

10
hi=l= (o 1)

a nachazi matice

. (0 1 L 0 -1 . -1 0
i (1) e e (1)

pro které je JoJo = JaJz = —J; a JoJz = —J3Js = J4 (viz str. 395) .

Nyni jest patrné, Ze theorie matric jest lotoind s theorii kvaternioni,; staci

libovolnou matrict
a b
u={: 4}



102

uvést do tvaru w + zi + yj + zk, kde w,z,y,z jsou skalary, 1. j. do tvaru
kvaternionu, aby ona shoda byla patrna. (str. 397)

Weyr ovSem pracuje s kvaterniony s komplexnimi koeficienty (tzv. bikvater-
niony); redlnymi kvaterniony potom rozumi kvaterniony s redlnymi koeficienty.
Ukazuje, ze mezi redlnymi kvaterniony nejsou délitelé nuly a ze kazdym ne-
nulovym redlnym kvaternionem je mozno délit (na rozdil od bikvaterniont).
V zavéru uvadi, kdy pro dany kvaternion ¢ reprezentuje fada

i -
2. o

i=—00
opét urdity kvaternion, a pise (str. 400):

Timlo spisobem bychom mohli vSecky predchdzejict vysledky, jichZ jsme se
o matricich dodélali, prenésti do theorie kvalerniond.

Weyrova prace [W56] nové vysledky nepfindsi. Byla zfejmé napsina pro
popularizaci teorie matic a jejtho vztahu k hyperkomplexnim ¢islim. Ceskému
ctenari jisté dala fadu novych informaci a pohledd.

V praci [W57] z roku 1887 sestrojil Eduard Weyr reprezentaci line4rni aso-
ciativni algebry v algebfe matic. Necht A je linearni asociativni algebra s bazi
{e1, -+ ,en} a necht nasobeni prvki baze je ddno vzorcem

n

§ : h .
€Ener = Qi - €5, hvk :1)"')")

j=1

ai‘j jsou tzv. strukturni konstanty algebry. Vzhledem k asociativnosti je pro
kazdé k,h,7,s =1,---,n

n n

E__h _ h j
E :aij'ajs = E :akj’ais'
j=1 j=1

Definujeme-li matice Ej rovnostmi

h
an Qn1
En=1|............. , h=1, ,n,
h h
A1 Apn

pak pro kazdé h,k=1,--- ,n je

n
EhEk = Za;c'j . Ej .
i=1

Vzhledem k tomu, Ze nésobeni jednotek ej,---,e, a matic Ey,---,E, je
»stejné“; je zobrazeni

n

n
E a,-e,w———fg a,'E,'
i=1

i=1
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reprezentaci algebry A v algebfe ¢tvercovych matic fadu n.

Poznamenejme, ze k obdobnému vysledku jako Weyr dosli jiz dfive Charles
Sanders Peirce (1839-1914) a Henri Poincaré (1854-1912) (viz [63]; déle viz
(28], str. 248, [46], str. 2, [68] str. 170, [69] str. 416).

V préci [W58] z roku 1887 studoval Eduard Weyr linearni asociativni algebru
A dimenze n nad télesem redlnych & komplexnich ¢&isel a dosel k tomuto velmi
vyznamnému vysledku (str. 207):

Pro dany prvek zeA definuje nekoneény soudet

[e ]

S

=1
zcela uréity prvek y algebry A pravé tehdy, kdyZ kofeny minimalniho polynomu
prvku z lezi uvnitf kruhu konvergence mocninné fady Y ;o a;z*.

Za uvedenych pfedpokladi vyjadiil Weyr prvek

(o]
E a;z*
=1

y

jako linearni kombinaci prvki z,z% ---, 2™~ !, kde m je stupeh minimalniho
polynomu prvku z. K tomuto minimélnimu polynomu lze dospét postupnou
eliminaci zdkladnich jednotek e;,- - , e, algebry A z rovnic

z =ajne; + - -+ anen,
2
" = aze; + -+ aznen,

Za predpokladu, ze algebra A ma jednotkovy prvek a k prvku z existuje prvek
inverzni, nalezl Weyr nutnou a postadujici podminku pro konvergenci fady
E?o:—oo a;zt. Vzhledem k tomu, Ze matice fddu n tvofi linearni asociativni
algebru dimenze n?, je mozno vysledky prace [W58] pfepsat v maticové fedi,
jak to ostatné Weyr udélal v pracich [W56] a [W63].

Prace [W58] je patrné nejvyznamnéjsim Weyrovym vysledkem. Jeho véta
o konvergenci, dokazan4 v obecné formulaci v praci [W58], pro matice druhého
fddu v praci [W56] a pro matice faddu n v &esky psaném spise [W63], byla az
roku 1926, tj. po 39 letech znovu dokazana némeckym matematikem Kurtem
Henselem. K tomuto faktu se jesté vratime pfi hodnoceni prace [W63].

Uvedme nyni jen velmi stru¢né néco z historie teorie algeber. Predstavy
o komplexnich &islech jako bodech roviny & dvojicich redlnych cisel inspirovaly
ve &tyFicatych letech 19. stoleti britské matematiky k hledani vétSich ciselnych
oborii, tzv. hyperkomplexnich &isel. Zprvu slo o studium riznych operaci na-
sobeni na mnoZiné n-tic redlnych & komplexnich &sel. Hamilton objevil roku
1843 kvaterniony, John T. Graves (1806-1870) a Cayley nalezli roku 1843 a
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1845 algebru oktav, Augustus de Morgan (1806-1871) studoval riizné algebry
dimenze 3, Charles Graves (1810-1860) tzv. triplety atd. Tato problematika
byla studovana v tizkém vztahu k teorii matic; v Cayleyové praci [9] byla to-
tiZ zavedena algebra Etvercovych matic. Benjamin Peirce (1809-1880) vytvoril
obecny pojem linearni asociativni algebry koneiné dimenze roku 1870 ve své
praci Linear associative algebras a vysetfoval mnoho riznych algeber malych
dimenzi. Obecnou teorii algeber se zabyval téZ Weierstrass ve svych pfednas-
kach na berlinské univerzité (viz napf. [87]; tuto praci cituje Eduard Weyr ve
svém ¢lanku [W58] ). Dvé Hamiltonovy knihy o kvaternionech [26] a [27] a dal-
§i publikace vedly v posledni tfetiné minulého stoleti k velkému rozvoji teorie
hyperkomplexnich éisel. Rovnéz Sylvesterovy ¢lanky tykajici se matic a hyper-
komplexnich &isel, které byly publikoviny ve francouzském Casopise Comptes
Rendus, ptispély k rozsifeni novych myslenek po Evropé a inspirovaly jisté i
Eduarda Weyra.

Kralovska Ceskd spolecnost nauk vydala roku 1889 Weyriv spis O theoru
forem bilinearniych. Rukopis této prace byl spolecnosti nauk zaslan anonym-
né pod heslem ,Plzefi“; vzhledem ke zkoumané problematice a citacim (viz
napf. [W63], str. 61) muselo vSak byt jasné, ze autorem je Eduard Weyr. Na
schiizi spole¢nosti dne 8. kvétna 1889, po vyslechnuti posudki Frantiska Josefa
Studnitky (1836-1903) a Josefa Solina (1841-1912), bylo rozhodnuto

... pritomny spis ... poctiti honordfem z jubilejniho fondu pro védeckou li-
teraturu Ceskou, a vydati jej ndkladem téhoZ fondu. ( [W63], str. 3-4)

Profesor Studnicka ve svém posudku uvedl:

Obsahem svym ftadi se spis lento k nejmodernéjsim vymoZenostem védy
mathematické a jest hoden vsim prdvem plného uzndni, jakéhoz se mu zajisté
dostane, a# bude uverejnén. ( [W63], str. 3)

V Gvodu svého spisu Eduard Weyr pise:

Prednim icelem tohoto spisu jest uvedeni nové pomicky do theorie bilinear-
nych forem, t. theorie soustav, hlavné normalnych soustav p¥islusnijch dané
matici.

O plodnosti téchto dvah necht ctendt sdm rozhodne,; zde jen tolik podolyjkdm,
Ze novd methoda stacila m. j. na 1iplné reseni zdkladniho problemu soucas-
né transformace dvou bilinearngch forem pro pFipad Weiersirassem reSeny.

([W63], str. 5)
V poznamce pod ¢arou k tomu dodava:
V ptipadé, ktery v této prdci nebyl vzat v tdvahu, podal FeSeni Kronecker ...

V prvnich osmi kapitolich (O poéitdni s maticemi, O skliddni soustav,
O nullité matic, O kotenech matice a jich charakteristickyjch éislech, O zdkladni
rovnict matice, O normalnych soustavich pFislusnijch dané matici, O podob-
nyjch maticich, O stanoveni vSech matic o dangjch kovenech a charakteristickych
cislech; typicky tvar) Eduard Weyr vylozil zakladn{ fakta o maticich, operacich
s maticemi, linearni zavislosti n-tic, soustavach linedrnich rovnic atd. a po-
drobné zpracoval svoji teorii charakteristickych Cisel a typickych tvari matic,
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kterou nacrtnul v ¢lancich [W52] a [W53] z roku 1885. Oboustranny odhad nuli-
ty soucinu dvou matic publikovany v praci [W52] doplinil nasledujicim tvrzenim
( [W863], str. 26-27):

Jsou-li ¢ a 9 nesoudélné polynomy, potom nulita souéinu matic (M) a
(M) je rovna souétu nulit téchto matic, tj.

n( (M) -Yp(M))=n((M))+n(Y(M)).
Poznamenal téz, ze pti nasobeni regularnimi maticemi se nulita zachovava.

V obsahlé sesté kapitole (str. 37-53, zejména ¢lanek 27) zavedl Weyr pojem
normalni soustavy piislusné k dané matici. Ukéazal zde rovnéz, jak je mozno
k dané matici najit vSechny jeji normalni soustavy. Weyrova normalni soustava
prislusna k matici N slouzi k nalezeni transformacni matice @@ prevadéjici N
na jeji typicky tvar M:

Kazdd matice N md svou typickou matici M ; je-li M typickou malici o tyjch?
kotenech a cislech charakteristickych jako N, lze dle ¢l. 27 stanoviti matici Q
tak, Ze plati N = Q= 'MQ, a tu zoveme M typickou malici ndlezejici ku N.
( [W63], str. 61)

Weyrovou metodou je mozno prevést kazdou (komplexni) matici na typicky
tvar (Jordaniiv kanonicky tvar) a soucasné najit prislusnou transformaéni ma-
tici &1 dokonce vSechny takovéto transformaéni matice. Vyznam této metody
zdtraznil Weyr jiz v ivodu svého spisu.

V devaté a desaté kapitole (Reseni rovnic o skalarngch koefficientech; perio-
dické matice, Slanoveni vsech matic zaménnych s danou matici) se Weyr za-
byval nékterymi dalsimi problémy teorie matic. K danému polynomu f nalezl
vSechny matice daného tadu, pro které je f(M) = 0. Ve specidlnim pfipadé
f(z) = z¥ — 1 tak popsal tzv. periodické matice (tj. matice M, pro které je
M* = E). Uréil dale viechny matice, které komutuji s danou matici.

V jedenécté kapitole (Problem soucasné transformace dvou bilinearnych fo-
rem a jind upotiebeni) Weyr ukazal, ze pomoci své teorie charakteristickych ¢i-
sel miize podat i FeSenf klasického problému teorie forem, ktery vyresili Weierst-
rass v praci [86] z roku 1868 a Kronecker v pracich [42] a [43] z let 1868 a 1874.
Weyr pise, ze Kronecker tento problém zformuloval takto:

Necht se stanovi nutné a postacujici vyminky, za kterymi dva pdry bilinear-
nijch forem jsou aequivalentni, a v pripadu aequivalence necht se vyvine metho-
da ku stanoveni transformace. ( [W63], str. 76)

V maticové feci je mozno tento problém vyslovit nasledujicim zptsobem:

Necht P, Q. P’, Q' jsou matice Fadu n. Najdéte nutnou a postaéujici pod-
minku pro existenci regularnich matic H, K, pro které je

P'=HPK , Q = HQK ,
a metodu k nalezeni transformacnich matic 11, K.

S timto problémem se matematici setkdvali napf. v analytické geometrii a
analyze. Ve specialnich piipadech ho tesili Cauchy roku 1829, Carl Gustav
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Jacob Jacobi (1804-1851) roku 1834, Sylvester roku 1851 a Weierstrass roku
1858 (viz [8], [36], [71], [85] ). O deset let pozdé&ji pak Weierstrass (viz [86])
podal feSeni v piipadé existence éisel p,q, pro kterd je det(pP + qQ) # 0 ;
hledanou ekvivalentni podminkou je v tomto pfipadé podobnost matic

QPP +4Q)"', QPP +4¢Q") "

Leopold Kronecker pak vytesil v pracich [42] a [43] zbyvajici pFipad, kdy pro
kazdou dvojici &isel p,q je det(pP +qQ) =0 .1%)

Ve zbytku jedenéacté kapitoly podal Weyr nové ditkazy nasledujicich zndmych
vét:

(1) Kvadratickou formu n proménnych hodnosti r lze linearni transformaci
prevést na kvadratickou formu r (ale ne méné) proménnych.

(i1) Jestlize pro Etvercovou matici M a vektory y,y’,z,z’ plati My=19y a
MTz =2 potom je yz' = zv/.

(iii) Redlnd symetrickd matice ma redlné charakteristické kofeny. (Obecny di-
kaz tohoto faktu podal roku 1829 Cauchy v préci [8], roku 1855 pak Her-
mite dokdzal obdobné tvrzeni pro hermitovské matice — viz [35].)

(iv) Je-li A s-ndsobnym charakteristickym kofenem redlné symetrické matice
A, pak ma matice A — AE nulitu s. (Weierstrass [85] )

(v) Je-li A charakteristicky kofen redlné ortogondalni matice, je |A] = 1. (Fran-
cesco Brioschi (1824-1897) — [6] )

(vi) Je-li A s-ndsobnym charakteristickym kofenem redlné ortogonalni matice,
pak ma matice A — AE nulitu s. (Frobenius [17] )

(vil) Sylvesterv zakon setrvaénosti pro redlné regularni kvadratické formy.
(Sylvester [72]; diive vsak dokazali tento vysledek Jacobi a Gauss)

Myslenky ditkazi téchto vét jsou zcela moderni. Tvrzeni (iv) a (vi) fikaji,
ze redlné symetrické a ortogondlni matice jsou diagonalizovateiné. Tvrzeni (ii)
Je blizké tzv. Fredholmové alternativé; polozime-li z/ = 0, mlzZeme tvrzeni
(ii) preformulovat takto: Jestlize je soustava My = 3y feSitelnd, pak sloupec
pravych stran y’ je kolmy na vSechna Feseni z soustavy MTz =0 .

Ve dvanécté kapitole (O skalarngch funkcich matice) stanovil Weyr nutné a
postacujici podminky, aby pro danou étvercovou matici M konvergovala moc-
ninné fada

[e o)

Zﬂ.iMi .

1=0

Tato kapitola vznikla pfenesenim obecnéjsich vysledki prace [W58] do teorie
matic. O konvergenci maticové mocninné fady pise MacDuffee ve své knizce
The theory of matrices z roku 1933 toto:

Theorem 49. The power series P(A) converges if and only if every charac-
leristic root of A lies inside or on the circle of convergence of P()), and for
every v-fold characteristic root A; which lies on the circle of convergence, the
(v — 1)-th derivative P"=1)();) converges.
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This theorem and proof are due to K. Hensel. E. Weyr had previously pro-
ved the theorem for the case where no characteristic root lies on the circle of
convergence. ( [46], str. 98) 1°)

MacDuffee cituje Henselovu préci [34] z roku 1926 a Weyrovu praci [W58].
Cely vysledek vsak patfi Weyrovi, jak se pfesvédéime z nésledujiciho citdtu
(viz [W63], str. 90; fadou (1) je minéna fada Y oo, a,M¥ a ¢ je minimalni
polynom matice M).

PoloZme

f(C) = Z a,(’,
v=0

znacice literou ¢ obycejnou komplezni hodnotu, kierd se nalézd uvnil¥ kon-
vergenéntho kruhu napsané mocninové fady. Budle ddle py, pa,- -+ , ptm kofeny
matice M, t. 3. kofeny rovnice

e(p) =0.

Aby Tada (1) definovala urcéitou maltici, jest nulné a slaci, aby kofeny malice
M se nalezaly vesmés uvnili konvergenéni kruznice fady f({).

Vlastné bychom méli fici, Ze nutno a staci, aby koveny matice M se nalezaly
wonil’ oné kruinice aneb na jejim obvodu, v poslednim pripadé vsak s tou vy-
hradou, Ze pro ony kofeny fada f(() a jeji derivace dole uvazované konverguji,
jakoZ z ndsledujici ivahy primo vychdzi.

Poznamenejme, Ze pro k-nisobny kofen tu jde o derivace az do (k — 1)-niho
fadu. 17)

Weyr dale ukdzal, jak je mozno vyjadfit Fadu Y ;o a; M* jako linearni kom-
binaci matic £, M, M? ...  M™"1 kde m je stupeh minimalnfho polynomu
matice M. Uvedené vysledky dale zobecnil pro mocninnou Fadu

[a ¢}
Z a; M,
1=—00
kde M je reguldrni matice, a aplikoval je na exponencidlni a logaritmickou
funkei matice druhého Fadu; s témito funkcemi jiz pracoval v ¢élancich [W49] a
[W56]. V zavéru kapitoly se zabyval exponencidlni a logaritmickou funkei pro
matice fadu n.

V posledni kapitole (Upotrebeni v theorii linearnych differencialngch rov-
nic) uzil Weyr své metody pievodu matice na typicky tvar (a soucasné znalosti
transformaéni matice) k odvozeni a doplnéni vysledki, které publikoval némec-
ky matematik Immanuel Lazarus Fuchs (1833-1902) roku 1859 v praci [22] a
které se tykaly fundamentdlnich systému linearni diferencialni rovnice

Y™ = pry™D Loy oy py

kde py, -+, pm jsou funkce komplexni proménné.
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Weyrova prace [W63] byla uréena ¢eskym Ctendfim; Eduard Weyr zde vy-
loZil zakladni partie teorie matic a uvedl je do souvislosti s teorii linedrnich a
kvadratickych forem. Jak uz jsme se zminili, Weyr byl jednim z prvnich mate-
matikil, ktefi pFispéli ke sjednoceni téchto dvou teorii. ') V praci [W63] podal
obecngjsi vyklad nez v praci [W56] a popularizoval zde i vysledky svych praci
[W49], [W52], [W53] a [W58].

Zajimavé je, ze roku 1889 v praci [W63] uzivd Weyr jiz dnesniho terminu
matice, zatimco dfive (roku 1884 v praci [W47] a roku 1887 v préci [W56])
terminéi matriz nebo matrice. 1°)

Prace [W64] publikovand v prvnim roéniku videfiského ¢asopisu Monalshefte
fir Mathematik und Phystk, ktery zaloZili roku 1890 Gustav von Escherich
(1849-1935) a Emil Weyr, je prakticky pfekladem spisu [W63]. Nejde vsak
o preklad doslovny. Nékteré partie jsou mirné redukovany, nékteré opét rozve-
deny, takze ¢islovani odstavcil se v obou pracich misty 1isi. Podstatnou odchyl-
kou je to, Ze celd dvanacta kapitola spisu [W63] nazvana O skalarnijch funkcich
matice do prace [W64] prelozena nebyla. A bohuzel pravé v této kapitole je vy-
znamny Weyrtv vysledek tykajici se konvergence mocninné fady s maticovym
argumentem. Kapitola byla pfi prekladu vynechdna patrné z toho diivodu, ze
jeji vysledky byly (v obecnéjsi formulaci) publikovany jiz ve francouzsky psané
praci [W58].

Zajimavym dokladem o néplni i charakteru Weyrovych pfednasek pro prvni
a druhy roénik na technice jsou jeho dvoudilné Vyklady o mathematice [W68]
a [W72], které v 1étech 1891-92 vydal jeho asistent (pozdéji stredoskolsky pro-
fesor) Antonin Vanourek (1866— 7 ). Predstavuji zdznam Weyrovych prednasek
z let 1890-92. V prvnim dile Vikladd najdeme i partii vénovanou determinan-
tim a soustavam linedrnich rovnic ( [W68], 3. vyd., str. 90-102). K zavedeni
determinanti uzil Weyr permutaéni definici, znaménko permutace definoval po-
moci poétu inverzi. Kromé zakladnich vlastnosti determinanti dokazal zobec-
nény vzorec pro rozvoj determinantu ( ) ajxAjx = 6;detA ) a vétu o nasobeni
determinanti. Cramerovo pravidlo z metodickych divodi uvedl pro soustavu
tfi rovnic, ale zddraznil jeho obecnou platnost. Ukazal, Ze tohoto pravidla je
mozno uzit 1 v pripadé, kdy determinant matice soustavy je roven nule; staci
vyjit od néjakého nenulového subdeterminantu matice soustavy. V prednaskach
se struéné zabyval i homogennimi a nehomogennimi soustavami linedrnich rov-
nic; na str. 100 nachazime odkaz na jeho ¢élanek [W50]. Velmi zajimavé je, ze ve
Vikladech nenarazime na pojem matice. Rovnéz je prekvapivé, ze je zde uve-
deno Cramerovo pravidlo, Sarrusovo pravidlo, objevi se 1 Kroneckerovo delta,
ale yjména téchto tfi matematikl zde nenajdeme.

Determinanty uzival Weyr i v ¢asti vénované analytické geometrii (str. 160-
206), napf. ve vzorcich pro obsah trojihelniku a pro objem ¢tyfsténu (str. 164,
198). Z literatury o determinantech jsou na str. 102 uvedeny knizky Martina
Pokorného (1836-1900), Frantiska Josefa Studnicky, Karla Zahradnika (1848
1916) 2°) a slavna monografie [1] némeckého matematika Baltzera.

Dne 26. kvétna 1901 prednesl Eduard Weyr na 3. sjezdu ceskych piirodo-
zpytcl a lékard v Praze prispévek s nazvem O theorii forem bilinedrnych, ktery



109

byl potom otistén ve sjezdovém véstniku. Jeho obsah mizeme charakterizovat
primo Weyrovymi slovy:

Ve spise téhoi titulu, vydaném kr. ceskou spolecnosti nauk r. 1889, zavedl
jsem do této theorie novou pomicku, l. zv. normdlné systemy, prislusné dané
malict ¢. bilinedrné formé; pomoci téchlo systemi jsem pak Fesil zdkladni pro-
blem soucasné transformace dvou bilinedrniyjch forem P,Q pro pFipad Weierst-
rassem wvaZovany. V pripadé zbyvajicim, kdy toti? determinant kaidé formy
pP+qQ vymizi, podal Feseni Kronecker; v ndsledujici struéné tivaze chei ukdza-
lr, Ze 1 v lomlo pFipadé moino s ispéchem uZili pomicky vzpomenuté. ( [W90],

str. 164-165)

Poznamenejme, ze Eduard Weyr ve své knize Pocet differenciding z roku
1902 vénoval jeden paragraf Jacobiho determinantim a jeden paragraf pozi-
tivné definitnim kvadratickym formam (paragrafy 111 a 116). Maticovy pocet
uzival od konce osmdesatych let 1 ve svych pracich geometrickych (viz napf.

[W62] a [W83]).

Weyrovy prace tykajici se linearni algebry a teorte hyperkomplexnich éisel
byly jesté spolu s jinymi pracemi hodnoceny v ¢lanku Karla Petra ( [60], viz
téz [16] ). Zivotu i dilu Eduarda Weyra byla vénovana diplomova prace Karla
Bartdka O teorut bilinedrnich forem Eduarda Weyra z roku 1976, kterou vedl
Lubos Novy. Prehled nékterych reakci na Weyrovy préace tykajici se linedrni
algebry a teorie hyperkomplexnich ¢isel je v poznamce 2').

Poznamky

) Citujme pFimo z Cayleyovy prace:

... but I have not thought it necessary to undertake the labour of a formal

proof of the theorem in the general case of a matriz of any degree. ([9],
str. 24)

Pro zajimavost uvedme ptvodni znéni Cayleyovy—Hamiltonovy véty:

... the determinant, having for its malriz a given matriz less the same matriz
considered as a single quantity involving the matriz unity, 1s equal to zero.
(9], str. 24)

Sylvester pise:

C’est dans les Lectures, publies en 1844, que pour la premiére fois a paru
la belle conception de l’équation identique appliquée aur matrices du iroi-
siéme ordre, enveloppées dans un langage propre @ Hamilton aprés lui mise
d nu par M. Cayley dans un trés important Mémoire sur les matrices dans
les Philosophical Transactions pour 1857 ou 1858, et étendue par lui aux
malrices d’un ordre quelconque, mais sans démostralion; celte démonstra-
tion a élé donnée plus tard per feu M. Clifford ..., par M. Buchheim ...,
par M. Ed. Weyr, par nousméme, el probablement par d’antres; mais les
quatre méthodes citées plus haut paraissent étre tout a fail distinctes l'une
de Uautre. ( [76], str. 202)
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Zminky o Weyrové dikazu Cayleyovy-Hamiltonovy véty najdeme i jinde
( [68], str. 71; [69], str. 418-419; [49], str. 448).

Roku 1884 oznaéil Sylvester (viz [80] ) za jediného objevitele matic Cayley-
ho; jeho préaci [9] prohlasil za nové zrozeni algebry: This paper conslitutes
a second birth of Algebra, its avatar in a new and glorified form. Henry
Taber (1860-1936) za zakladatele teorie matic oznacil roku 1890 Hamil-
tona. O rok pozdéji se vyslovil Josiah Willard Gibbs (1839-1903) v tom
smyslu, Ze kli¢ k teorii matic je jiz v knize Die lineale Ausdehnungslehre
z roku 1844 od Hermanna Grassmanna (1809-1877). Peter Guthrie Tait
(1831-1901) prisoudil objev matic Hamiltonovi a Cayleyovu praci [9] na-
zval modifikaci Hamiltonovych myslenek. K otdzce zakladatele teorie matic
se vyslovili téz William Kingdon Clifford (1859-1879), Alfred Nors White-
head (1861-1947), Arthur Buchheim (1859-1888) a T. J. J‘Anson Bromwich
(1875-1929). Roku 1974 pfednesl Thomas Hawkins na mezinarodnim mate-
matickém kongresu ve Vancouveru prispévek The theory of matrices in the
19th century, ve kterém na jedné strané ukazuje, ze Cayleyuv pfinos teorii
matic nebyl tak veliky, a na druhé strané vyzveda Weierstrassovy vysledky
tykajici se spektralni teorie matic (teorie elementarnich déliteltt). Snad byl
Cayleyliv pfinos precenén i proto, Ze pravé Cayley dal teorii yméno, které se
ujalo. Podrobné se s historii teorie matic mizeme seznadmit hlavné v pracich
T. Hawkinse [29] — [32]. Viz téz [10], [15], [24], [38], [39], [46], [61], [62], [82],
[84].

Zkoumani sekularnich poruch pohybu planet vedlo k vysetfovani urcitych
soustav diferencidlnich rovnic. Pfi tomto studiu se Jean Le Rond d’Alem-
bert (1717-1783), Joseph Louis Lagrange (1736-1813) a Pierre Simon Lapla-
ce (1749-1827) potykali s problémem reélnosti vlastnich ¢isel redlné symet-
rické matice. Teprve roku 1829 podal Cauchy Gplny diikaz tohoto tvrzeni.
Hermite zobecnil roku 1855 Cauchytiv vysledek pro tzv. hermitovské matice
a o tfi roky pozdéji ukdzal Weierstrass [85], pro¢ méli Lagrange a Laplace
problémy v pfipadé vicenasobnych vlastnich ¢isel. Tyto vysledky vSak nebyly
zformulovany v maticové feéi; k tomu doslo az koncem 19. stoleti.

Tento citat je prevzat z clanku Josefa Benese Drobné zprdvy, ktery byl otistén
v CPMF 19(1890), str. 300-305. Uvedme pro zajimavost piivodni citat ze
Sylvesterova ¢lanku; jde o pozndmku pod ¢arou, kterd byla dne 8. listopadu
pfipsana k textu ze dne 26. fijna 1884:

A letter just received from M. Hermile informs me that M. Poincarré, in a
paper presented by him to the Institute on Monday last, takes up the won-
drous lale of multiple quantity so largely trealed of by me in recent articles
in the Comptes Rendus. The subject could not be in better hands. The ball
s served, and the most skilful and practised players — the Cayleys, the
Lipschitzes, the Poincarrés, the Weyrs, the Buckheims (and who knows how
many more?) — stand round ready lo receive il, and keep it flying in the
air. ( [80], str. 36)

Citat zde uvadime 1 s chybami: Poincarré, Buckheim.
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Sylvester jmenuje Weyra 1 ve dvou svych pracich uvetejnénych v Casopise
Comptes Rendus 99(1884) — viz Coll. Math. Papers, Vol. IV, str. 174, 202.

Dodgson zformuloval nutnou a postaéujici podminku pro fesitelnost sousta-
vy linedrnich rovnic zhruba takto: Soustava n nehomogennich rovnic s m
nezndmymi je feSitelnd pravé tehdy, kdyz rdd nejvétsiho nenulového subde-
terminantu je stejny v matici soustavy jako v matici rozsifené.

Obecna formulace tohoto tvrzeni je ekvivalentem tzv. Steinitzovy véty o vy-
méné; teprve na zikladé téchto vysledki se vétsinou definuje dimenze vekto-
rového prostoru. Steinitzovu vétu (Ernst Steinitz (1871-1928), Algebraische
Theorte der Kirper, 1910) je véak mozno najit uz v Grassmannové knize
Die Ausdehnungslehre z roku 1862. Zajimavé je, ze u Peana, ktery roku 1888
zvefejnil ve své knize Calcolo geometrico [59] axiomatickou definici vektoro-
vého prostoru a polozil zdklady moderni teorie vektorovych prostori a jejich
homomorfismi, nenajdeme obdobu Steinitzovy véty. Peano ovsem vychéazi
z Grassmannovy Die lineale Ausdehnungslehre z roku 1844. Viz J. Bedvar:
Peanovo Calcolo geometrico z roku 1888, Filozofické a vyvojové problémy
matematiky, JCSMF, Praha 1988, 149-172 (publikovano téz ve sborniku
Matematyka przelomu XIX i XX wieku, Katowice 1992).

Wenn in einer Determinante alle Unlerdeterminanten (m + 1)ten Grades
verschwinden, die mien Grades aber nicht simmilich Null sind, so nenne
ich m den Rang der Determinante. ( [18], str. 435)

Gegeben sei ein endliches System A von Grossen aqp (a=1,---,m;f =
1,---,n), die nach Zeilen und Colonnen geordnet sind. Wenn in demselben
alle Determinanten (I + 1)ten Grades verschwinden, die lten Grades aber
nicht simmilich Null sind, so heisst | der Rang des Systems. ( [19], str. 484)

If any number of malrices of the same order be multiplied logether, the
nullity of their product is not less than the nullity of any single factor and
not greater than the sum of the nullities of all the several factors. ( [73],
str. 646)

... the nullity of the product of two (and therefore of any number of ) matrices
cannot be less than the nullity of any factor nor grealer than the sum of the
nullities of the several factors which make up the product. ( [74], str. 134)

O nulité souéinu matic se Sylvester zminuje i v praci [75], kde vsak odkazuje
étenafe na praci [74].

V Gvodu své prace pise Hensel o krasnych vysledcich Eduarda Weyra:

Bei dem hier gewdhlten Eingange ergeben sich die schomen Resullate, wel-
che Eduard Weyr in seiner grofilen Abhandlung ,Zur Theorie der bilinea-
ren Formen“ (Monatshefte ...) hergeleitel, aber nicht ohne belrdchtliche
Schwierigkeiten bewiesen hat, als selbstverstindliche Folgerungen, ... ( [33],
str. 116-117)

Tato Henselova poznamka se tyka pozdgjsiho zpracovani Weyrovy teorie
charakteristickych &isel, tj. prace [W64].
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10)

11)

12)

13)

14)

Wellstein se odvolava na Weyra na str. 171, Metzler cituje Weyrovy prace
[W52] a [W53] na str. 357.

Die Reduktion einer Schar von bilinearen Formen auf die Normalform von
Weierstrass hat Eduard Weyr in seiner Abhandlung ... mit Hilfe der Malri-
zenrechnung ausgefihrt. Die invarianten Zahlen, von denen die Normalform
abhingt, hat er, ebenso wie Weierstrass, aber auf einem ganz anderen Wege,
direkt definiert, nicht, wie Camille Jordan oder Stickelberger, ihre Bedeutung
aus der Normalform nachtriglich abgelesen.

Die Grundlage seiner Arbeit bildet aufler der Formel von Sylvester

(1) 0aB < 0a, 0aB < ¢B
die Beziehung

(2) 0a+eB <n+oas,

worin o4 den Rang der Malriz nten Grades A bezeichnet. Beide Formeln
sind enthalten in der Ungleichheat

(3) 0aB +¢Bc < 0B +0aBcC,

die sich, ebenso wie (2), ohne weileres aus dem Salze von Weyr ... ergibt.
([21], str. 479)

Der Beweis wird aber durchsichliger, wenn man die Normalform auf dem
Wege von Weyr entwickelt. ( [21], str. 481)

Viz téz [4], str. 5. Otakar Bortvka podal roku 1936 v praci [2] novy dikaz
jedné Weyrovy véty o nulitach, ktera byla publikovana v praci [W53]; uvadi
to i Giinter Pickert (viz [61], str. 47).

Feldman pise:

. a pair of articles ... by Edouard Weyr discussed the problems encountered
in trying to find a minimal polynomial. However, the author was unable to
shed any light on a method of finding the polynomial. ( [15], str. 658)

Jako rok Gmrti Ludvika Krause byva ¢asto chybné udavan rok 1886 (napf. i
Jubilejni almanach JCSMF 1862-1987, str. 48). Omyl vznikl patrné tim, ze
Eduard Weyr napsal:

Netdprosny osud vyrval v novorocni den t. r. z Fad Ceskych pracovniki na
poli védeckém ... (viz [W5H4], str. 49)

Tento nekrolog, ktery byl napsan roku 1885, vysel v CPMF az roku 1886.
Jiz Studnicka chybné uvadi v Easopise Jahrbuch iber die Fortschritle der
Mathematik 18(1886), Berlin 1889, Ze Kraus zemfel 1. ledna 1886. Jasnym
dokladem je v8ak Weyriv clanek [W53a], ktery vysSel jiz 15. tnora 1885.

Jsou-li charakteristické kofeny p1, g2 matice M rizné, je

o = 1) = e(pe) gt cp(p2) = p2 - (1)
p1—pe B — p2 ’

Jeli py = po = p, Je
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a=¢' (),  B=ep)—pn-¢'(n).

Eduard Weyr uvadi, ze tyto vztahy jsou specidlnim pripadem Sylvesterova
vzorce (tzv. seconde loi de mouvement algébrique podle Sylvestera). Viz
[W56], str. 373.

15) S touto problematikou se mizeme seznamit nap¥. v Bortivkové knizce [4].
Podrobnéji viz napt. [53].

MacDuffee tuto informaci prevzal z Henselovy prace [34]; Kurt Hensel zde
pise:

Diese Frage hat nun eine sehr schone und einfache, jedoch nicht vollstindige
Beantwortung durch einen Salz von E. Weyr gefunden ...; sein Beweis ist
aber ztemlich kompliziert und gibt, wie mir scheint, nicht die volle Einsicht
in die Natur dieser einfachen Frage.

Ihned po uvedeni své véty Hensel znovu zdiraziuje:

Nur den ersten Teil dieses allgemeinen Salzes hat E. Weyr in der oben
erwihnten Abhandlung aufgestelll und bewiesen. ( [34], str. 107 a 110)

Podobné jako MacDuffee hodnoti Weyrtiv a Henscliiv vysledek Nelson Dun-
ford a Jacob T. Schwartz ve své monografii Linear operators ( [14], 1. dil, str.
607) a Herbert Westren Turnbull a Alexander C. Aitken ( [81], str. 81). V né-
kterych starsich prehlednych ¢lancich je viak Weyr uvadén. Napt. Eduard
Study (1862-1930) v némecké encyklopedii matematickych véd o praci [W58]
pise:

Ed. Weyr hat die Bedingung dafir angegeben, dass eine Potenzrethe Y a,z”
convergiert, in der die Coefficienten a, Gewohnliche compleze Grissen sind,
x aber eine Grosse eines beliebigen Systems bedeuletl. Er findet, dass die
Wurzeln v der charakteristischen Gleichung (46) dem Convergenzgebicte
der gewdhnlichen Potenzrethe Y a,x” angehiren missen. ( [68], str. 182)

') Podobna poznamka -~ snad méné srozumitelnd — je jiz v praci [W58]:

A la verilé, ces racines pewvent méme élre sur la circonférence de ce cercle,
s1 toulefors la série o(C) el ses dérivées considérées plus bas convergent pour
=y, 2, - s ftm, comme cela découle immédiatement de la démonstration

qu’on va lire. ( [W58], str. 207)

') Thomas Muir, autor rozsahlé bibliografie teorie determinanti, pise o Wey-
rové praci [W63]:
The title of the paper might thus well have been The theory of malrices
with an application to bilinecar forms and an application to linear differential
equations. ( [52], str. 3-4)

19) 'V recenzi prace [W63] v CPMF 19(1890), str. 318-328, je uvedeno:

. opird se o jisty druh operacniho kalkulu, o {. zv. theorii matric, ¢ili jak
se nyni s uprilisnénym purismem 7ikd, matic; ... (str. 318)
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20)

21)

Pokorného kniha Determinanty a vyssi rovnice z roku 1865 je prvni ceskou
uéebnici, kterd pojednava o determinantech. Byla urfena zejména studentiim
prvniho roéniku polytechniky. Studni¢ka vydal roku 1870 knizku O determi-
nanltech uréenou zalateénikiim; o rok pozdéji vysla tato knizka v némciné.
Zahradnikova kniha Prvé pocdtky nauky o determinatech byla vydana roku
1879 a uréena pro vyssi stfedni Skoly; chorvatskad verze této knizky vysla
o rok difve v Zahiebu. Studnicka i Zahradnik vydali pozdéji dalsi knizky
o determinantech.

Prehled nékterych reakci na prace Eduarda Weyra, které jsou tématem to-
hoto ¢lanku:

1884: Sylvester [76], [80] atd. (tyka se [W47], [W48] )

1892: Metzler [47] ( [W52], [W53])

1895: Schlesinger [64] ( [W64] )

1898: Muir [50] ( [W52], [W53] )

1899: Muth [53] ( [W64])

1898-1904: Study [68] ( [W57], [W58], [W64] )

1898-1904: Meyer [48] ( [W63], [W64] )

1904: Hensel [33] ( [W64] )

1907: Netto, Vogt [55] ( [W52], [W53] )

1907: Study, Cartan [69] ( [WA47], [W49], [W57), [W58], [W64])
1907: Netto, Vavasseur [54] ( [W50] )

1907: Meyer, Drach [49] ( [W64] )

1908: Schlesinger [66] ( [W64] )

1909: Schlesinger [67] ( [W63], [W64] )

1910: Pascal [57] ( [W57], [W64] )

1911: Frobenius [21] ( [W64])

1922: Schlesinger [65] ( [W58] )

1923: Muir [51] ( [W36], [W50] )

1926: Hensel [34] ( [W58] )

1930: Muir [52] ( [W63], [W64] )

1930: Wellstein [88] (uvadi jméno)

1932: Turnbull, Aitken [81] ( [W58])

1933: MacDuffee [46] ( [W53], [W57], [W58], [W64] )

1934: Wedderburn [84] ( [W47], [W52], [W53], [W56], [W57], [W63], [W64] )
1936: Borivka [2] ( [W53], [W64] )

1949: Novotny [56] (uvadi jméno)

1950: Zurmiihl [89] ( [W64] )

1951: Hamburger, Grimshaw [25] ( [W53], [W63], [W64] )
1953: Pickert [61] (tyka se [W52], [W5H3], [W64] )

1953: Gantmacher [23] ( [W64] )

1954: Boriivka (3] (tyka se [W52], [W53], resp. [W63], [W64] )
1953-56: Cermak [11], [12], [13] (tyka se [W52], [W53], resp. [W63], [W64] )
1958: Dunford, Schwartz [14] ( [W58] )

1962-63: Feldman [15] ( [W52], [W53] )

1963: Dunford, Schwartz [14] ( [W58] )



1966: Gantmacher [23] ( [W64] )
1970-71: Tvrda [82] ( [W63])

1971: Borivka [4] ( [W63] )

1972: Hawkins [28] ( [WA48], [W49], [W52], [W53], [W57] )
1977: Hawkins [31] ( [W52], [W53], [W64] )

1977: Hawkins [32] ( [W52], [W53], [W63], [W64] )

1983: Koecher [39] (tyka se [W64] )

1985: Waerden [83] (tyka se [W64] )
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O THEORII / Y

FOREM BILINEARNYCH

SEPSAL

EDUARD WEYR

spPIsUV POCTENYCHI JUBILEJNi CENOU KRAL. CESKE SPOLECNOSTI NAUK V PRAZE

¢isLo 11

V PRAZE
Nékladem jubilejniho fondu krél. Ceské spoleénosti nauk
1889
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