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WEYROVA TEORIE CHARAKTERISTICKYCH CISEL
JindFich Beévar

Cim déle prednasim linearni algebru, tim vice ocefiuji vystiznost jeji strucné
charakterizace z ivodu dnes jiz klasické uéebnice Osnovy linejnoj algebry od
A. 1. Malceva (1909-1967):

V linedrni algebre se studuji objekly t7i typi: matice, prostory a algebraické
formy. Teorie téchlo objekit jsou navzdjem t€sné spjaty. Vétsina iloh linedrni
algebry pripousti piirozenou formulaci v kterékoli z téchto tFi teorii. Maticovd
formulace je obyceyné nejvhodnéjsi pro vypocetni strdnku véci. V geomelrii a
mechanice vznikd vétsina iloh linedrni algebry jako ilohy zkoumaygici algebraic-
ké formy. Nejhlubsiho pochopent vnit¥nich souvislosti mezi riznymi dlohami
linedrni algebry se dosdhne pouze vysetfovanim odpovidajicich linedrnich pro-
stori, kieré jsou proto hlavnim predmétem studia linedrni algebry. 1)

V nasledujicich odstavcich vylozime Weyrovu teorii charakteristickych éisel
naértnutou v ¢lancich [W52], [W53] a podrobné vylozenou v pracich [W63],
[W64] a to v duchu Malcevova citatu, tj. v feci prostorii a homomorfismi. Uk4-
zeme, ze pomoci Weyrovych charakteristickych ¢isel je mozno pomérné snadno
vylozit celou teorii podobnosti komplexnich matic.

Misto Weyrova terminu charakteristicky kofen budeme uzivat dnes uziva-
néjsitho terminu wlastni ¢islo. Weyrv termin charakteristické ¢islo odpovida
pojmu, ktery neni v soucasné dobé bézné uzivan; pro srozumitelnost budeme
hovofit o Weyrovych charakteristickijch ¢islech. Pfipomenme, Ze nulilou ¢tver-
cové matice budeme rozumét doplnék jeji hodnosti do jejiho fadu. Tento pojem
byl koncem minulého stoleti bézné uzivan.

Necht A je komplexni matice fadu n a f je odpovidajici endomorfismus
vektorového prostoru C" (tj. A je matici endomorfismu f vzhledem ke kano-
nické bazi). Pro dané komplexni ¢islo A je matice A — AE matici endomorfismu
¢ = f — A-id prostoru C*. Cislo A je vlastnim &islem matice A pravé kdyz
je matice A — AE singuldrni; to nastane pravé kdyz ¢ neni izomorfismus, tj.
C* D Ime.

Predpokladejme, ze A je vlastnim &islem matice A. Existuje tedy pfirozené
cislo » > 1 takové, ze

C*"O>Ime DIme?D---DImyg" =Ime™' = ...

(r je nejmensi prirozené éislo, pro které Im ™ N Ker ¢ = 0). Vzhledem k tomu,
e pro kazdé i = 1,2,... je podle véty o hodnosti a defektu

(1) dimKer ¢' o+ dimIm ¢’ = n |

1) Tento citat neni ani v prvnim ani v druhém vydani knizky z let 1948 a 1956, je aZ
v tfetim vydani z roku 1970 a té7 ve &tvrtém vydani z roku 1975 (str. 9).
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je dale
0CKerp CKerp?C---CKergp" =Kerp™! = ....
PiSme
dimKerp =ay,
dimKer ¢? = a; + as,

dimKerp" =a; + -+ a,.

Proi=1,...,7 je tedy

(2) a; = dimKer ¢ — dim Ker ¢'~! |
tj. ¢isla aq,...,a, jsou pFiristky dimenzi jader Kerp, Ker?, ..., Kerp"
neboli pfirGstky nulit matic A — AE, (A — AE)?, ..., (A — AE)". Jsou to

tedy Weyrova charakteristickd ¢isla matice A prislusna k vlastnimu &islu A (viz
[W63], str. 34). Vzhledem k rovnostem (1) a (2) je

o; = dimIm¢*~! — dimIm ¢’ .

(Weyrova charakteristicka &isla jsou tedy rovna rozdilim dimenzi prostorid

C*,Ime,---,Ime", tj. rozdilim hodnosti matic E,A — AE,--- ,(A = AE)".

Tato definice &isel aq, -, a, by byla asi dnes pfirozenéjsi. PridrZeli jsme se

vdak pivodniho Weyrova pojeti. Viz pfedchozi prispévek této publikace.)
Podle véty o hodnosti a defektu uZité pro zizeni endomorfismu ¢, které

zobrazuje Im =1 na Im ¢’ je

1

b

dim(Im ¢*~! N Ker ¢) 4+ dimIm ¢’ = dimIm '~
nebot jadro tohoto ztZeni je pravé Im '~ N Ker . Tedy
a; = dim(Im ¢~} NKery), i=1,...,r,

tj. Weyrova charakteristicka ¢isla jsou rovna dimenzim jistych podprostort pro-
storu C”. Zfejmé je

(3) KerpdDImpnKerpDd---DImp ™ " 2NKerp DImp ™ ' NKerp D0

takze
ap>ar>--->a,>0.

V tomto odstavci sestrojime uspofddanou bazi B podprostoru Ker ¢”. Nej-
prve zvolime bazi {uy, ..., uqs,} prostoru Imp™! N Ker ¢, roziifime ji na bazi
{ui,..., uq,_, } prostoru Imp"=2NKer g, tu roziifime na bazi {uy, ..., uq,_,}
prostoru Im¢"~3 N Ker ¢ atd., nakonec dostaneme bazi {u,,...,uq,} pro-
storu Ker ¢ (viz inkluze (3) a obrdzek na nésledujici strang). K vektordm
{u1,...,uq, } potom pfidame (rizné dlouhé) fetizky jejich vzori p¥i postupném
provadéni endomorfismu ¢ (viz obrizek).
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Vi Vo,
e ... o o
) a, vektort

oo le

v Vo o Vo, _ o
w(.x)”.w(.,) Yoot o ! a,_1 vektora
3
r—1
®
r—2
@
Vaz+1l Vag, o
° . . . ° as vektoru
l‘p J"p Jv‘p l‘p Jv‘p Jr‘p
o ... e o ... o7 e ¢’ "4 ay vektori
uy Uay, Uar+1 Ua . _y Uaz+1 Uay Uag+l Ua,
N——————
Im pm=1n Ker ¢
Im ¢7=2n Ker ¢
Im ¢ N Ker ¢
Ker ¢
Protoze vektory uj, ..., uqa, lezi v Imp"!, existuji vektory vi,...,v,, ta-
kové, ze " 1(v1) = ui, ..., 9" N (va,) = Uq,. Podobné existuji vektory
5 3 r—2 — r—2 —
Vart1s - -+ Va,_, takové, Ze @ ?(va,+1) = Uartls - @ *(Vor_y) = Ua,_,
atd. Nakonec existuji vektory ves+1, ..., Ve, takové, Ze ©(Vas+1) = Uast1, - -« »
©(Va,) = Uq,. Pro Gplnost polozme vo,41 = Uayt1, - - - » Vay; = Ua,. Mnozina

B ={v1,0(v1), *(v1), -, " (01); . i var, - 07T (Van);

(4) r—2
Vaydls- @ (Vart1)i- -3 Vogy P(Vas) Vag41; -« -5 val}
je zfejmé obsazena v Ker 9" a ma a; + as + -+ - + «, prvki (viz obrazek —
poéitano po vrstvach), tj. tolik, kolik je dim Ker ¢".
Linedrni nezavislost mnoziny B dokdZeme standardnim zptisobem. Pfedpo-
kladejme, ze

(5) a1z + aszy + -+ arzr =0,
kde z1,...,z; jsou navzdjem rizné prvky mnoziny B a vSechny koeficien-
ty ai,...,ar jsou nenulové. Necht m je nejmensi pfirozené &islo, pro které

¢™(z;) = Oprokazdéi =1,...,k (tedy m < r,nebot B C Ker ¢"). Provedeme-
li endomorfismus ¢™~! na rovnost (5), ziskame vyjadreni nulového vektoru jako
netrivialn{ linedrni kombinace lineadrné nezavislych vektort uy,...,uq, a to je
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spor. Mnozina B je tedy linedrné nezavisla a je proto bazi podprostoru Ker ¢”;
uspofadani této baze je uvedeno v (4). Bize B je Weyrova normdlni soustava
pfislusné k vlastnimu &islu A (viz [W63], str. 37-53).

Rozsifme bazi B podprostoru Ker ¢" na bazi B’ prostoru C*; bazi B’ uspo-
fadejme tak, Ze nejprve jdou vektory bdze B ve vySe uvedeném poradi (4) a
teprve potom pfidané vektory. Matice endomorfismu ¢ vzhledem k bazi B’ ma

tvar
I X
u=( v).
kde vzhledem ke konstrukci baze B je I Jordanova matice fadu a; +as+- - -+,
s nulami na diagondle, kterd ma
o, bunék rddu r
®r_1— ap bunék Fadu r — 1

oy —ag bunék Fadu 1,

tj. celkem a; bunék. Kazda buifika odpovida jednomu Ffetizku vektord z baze
B, ktery kon¢i nékterym z vektord uj,...,uq,. Pivodni endomorfismus f =
¢+ A -id ma tedy vzhledem k bazi B’ matici

_(I4)E X
M“E"( 0 Y+/\E>’

kde J = I+ AFE je Jordanova matice stejné struktury jako matice I, ale s ¢islem
A na diagondle. Nasobnost s vlastniho &isla A matice A je tedy alespon oy +
-+ ay, takze

(6) r<ay+--+a,<s.

Pfedchozi Givahy miiZeme provést pro kazdé vlastni ¢islo matice A. Necht A
je komplexni matice fddu n a

M A=A (A= A2)2 (A = Ag)**
jejf charakteristicky polynom (vlastni éisla Aj,..., Ax jsou navzdjem rdznd).
Pro kazdé i = 1,..., k necht

i i
ay, ..., 0,

jsou Weyrova charakteristickd Cisla matice A pfislusnd k vlastnimu é&islu A;,
necht ¢; = f — A; -id. Podle (6) je pro kazdé i = 1,...,k

(®) ri<al+otal <si,
a tedy podle pfedchoziho

9) Ker ¢}* = Ker ¢}* .
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Pro kazdé ¢ = 1,...,k oznaéme symbolem B; uspofadanou bazi podprostoru
Ker ¢}* sestrojenou vyse uvedenym zpiisobem a symbolem J; Jordanovu matici
fadu af + ---+ o s prvkem A; na diagondle, jejiz strukturu uréuji Weyrova

charakteristicka ¢isla af, ..., a;. .

Abychom mohli dokazat, ze sjednoceni bazi B; tvori bazi prostoru C" a ze
slozenim Jordanovych matic J; dostaneme Jordaniiv kanonicky tvar matice A,
musime vyuzit nasledujici teoretické lemma.

Lemma. Necht p je anulujici polynom endomorfismu f prostoru V. Jestli-

Ze p = p1p2 ... px Je rozklad polynomu p na navzdjem nesoudélné polynomy,
potom je

(10) V =Kerpi(f)® - ® Ker pr(f)

direktni rozklad prostoru V na podprostory invariantni vii¢i f.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme pro k = 2. Protoze jsou polynomy p; a ps nesoudél-
né, existuji polynomy q; a qo takové, ze

qp1 + q2p2 = 1.

Dosadime-li do této rovnosti endomorfismus f, dostaneme rovnost

a(Hpr(f) +q2(HHp2(f) =id .

Pro kazdy vektor v € V je tedy

(11) [ (NPr(NI(v) + [g2(Hp2(N(v) = v.

ProtoZe je p = pyp2 anulujici polynom endomorfismu f, je

P2 Ha (Hpr1(HY(v) = 0,

takze [q1(f)p1(f)](v) € Ker pa(F).
Obdobné zjistime, ze [q2(f)p2()](v) € Ker p1(f). Tedy

V = Kerpi(f) + Kerpa(f).

Jestlize je v € Ker py(f) N Ker pa(f), je podle (11) v = o a rovnost (10) je pro
k = 2 dokazéana.

Jestlize v € Ker py(f), potom

[P (NIS () = flp(H)] = fo) =0,

takie f(v) € Kerp;(f). Jde tedy o direktni rozklad na podprostory invariantni
vud f. :

Indukci rozéifime platnost tvrzeni pro libovolné pfirozené ¢islo k (provedeni
indukce umozuje invariantnost podprostori). O
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Aplikujme nyni pfedchozi lemma na charakteristicky polynom endomorfismu
f prostoru C™ (tj. charakteristicky polynom matice A), jehoz rozklad na navza-
jem nesoudélné polynomy je uveden v (7). Vzhledem k definici endomorfismi
¢; a rovnostem (9) ma direktni rozklad (10) tvar

(12) C" =Kerp]' ®--- @ Ker p}* .

Z ptedchozich Gvah vyplyva fada dilezitych vysledki:
(i) Sjednoceni bdzi B; podprostori Ker ¢;* je bdze prostoru C".

Tvrzeni (1) je pfimym disledkem rozkladu (12).

Béazi B = |J B; prostoru C" uspofdddme pfirozenym zpisobem. Nejprve
vezmeme vektory baze B;, potom vektory baze Bs atd., nakonec vektory ba-

ze By ; pFitom zachovame vySe konstruované usporadani jednotlivych bazi B;.
Béze B odpovidd Weyrové normalni soustavé.

(i1) Ndsobnost kaZdého vlastniho ¢isla matice A je rovna souctu vSech prislus-
nych Weyrovijch charakieristickyjch cisel, 4.

si=ajtay+---+op .

Podle (7), (8) a (12) je totiz

k
n=Y 52 (ai+ab+ - +ai) =) dimKerg] =n.

i=1 i=1 i=1

(iii) Matice endomorfismu f vzhledem k bdzi B je Jordenova.

Prvni ¢asti baze B (vektorim z B;) odpovidd Jordanova matice J; fadu sy,
kterd ma na diagonale vlastni &islo Aq, ..., posledni &asti baze B (vektorim
z Bi) odpovidd Jordanova matice Ji fadu si, kterd ma na diagondle vlastni
islo A\p. Matice endomorfismu f vzhledem k bazi B je Jordanova matice J
sestavend z blokt Jy, . .., Ji; sloZeni téchto bloki z jednotlivych bunék je uréeno
pfislusnymi Weyrovymi charakteristickymi &isly (viz vyse).

ProtozZe je A matici endomorfismu f vzhledem ke kanonické bazi a J matici
f vzhledem k bazi B, je
J=W1l-A-W,

kde W je matice pfechodu mezi ptivodni kanonickou bazi a novou bazi B; ve
sloupcich matice W jsou tedy vektory baze B (Weyrovy normélni soustavy).
Nasli jsme tedy nejen Jordantv kanonicky tvar J matice A, ale i transformaéni
matici W, pomoci které se realizuje podobnost matic A a J. Uréeni této mati-
ce je fasto potfebné, napf. pfi feSeni soustav linearnich diferenciilnich rovnic
s konstantnimi koeficienty. K nalezeni Jordanova kanonického tvaru J matice
A v8ak nemusime konstruovat bazi B, nebot matici J umime napsat ihned, jak-
mile zname vlastni ¢isla matice A a k nim pfislusnd Weyrova charakteristickd
Cisla:
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(iv) Jordaniv kanonicky tvar matice A je urcen jejimi vlasinimi ¢isly a Wey-
rovymi charakieristickyma cisly.

Vzhledem k direktnimu rozkladu (12) prostoru C* a k definici endomorfismii
i je minimalni polynom matice A (resp. endomorfismu f) uréen vlastnimi ¢isly
matice A a pocty k nim pfislusnych Weyrovych charakteristickych ¢isel:

(v) Minimdlni polynom matice A je

A=A (A= A)™ . (A= Ap)™ .

Z Weyrovy teorie také vyplyvd, ze vlastni cisla a Weyrova charakteristickd
¢isla tvori Gplnou soustavu invariantd podobnosti matic:

(vi) Dvé matice jsou podobné prdvé kdy? maji stejnd vlastni ¢isla a steynd Wey-
rova charakteristickd ¢isla.

Jestlize jsou matice A; a Ay podobné, maji stejnd vlastni ¢isla a k nim
prislusnd Weyrova charakteristickd ¢isla. To se velmi snadno odvodi ze vztahu
Ay = X 1A X. Jestlize maji naopak stejna vlastni éisla a stejnd Weyrova
charakteristicka cisla, jsou podle predeslého podobné téze Jordanové matici a
tedy 1 podobné navzijem.

Weyrovu teorii charakteristickych éisel je tedy mozno prezentovat v moderni
feci prostori a homomorfismi. Pomoci této teorie lze jednoduse a efektivné
vylozit partie o podobnosti komplexnich matic a Jordanové kanonickém tvaru,
které jsou dilezitou soucasti linearni algebry.

Poznamenejme na zavér, ze ¢lanky, které se zabyvaji jednoduchymi zpisoby
pfevedeni matice na Jordaniv kanonicky tvar, se objevuji i v soucasné dobé

(viz nap¥. [1]-[6]).
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