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yeP, x <y necht f(y)— f,(x) < fnr1(y) — f,,_'_l.(m). Pro ka._idé x_e P
necht existuje lim f,(x) = f(z) ¢ E;. Necht M je mnoZina téch z e P, v nichZ

existuji a jsou kone&né derivace (%) & f(x) a jest f,(z)— f(x). Pak
P— M ¢ N(E,).

Dodatek.

O derivovanych &islech funkci jedné proménné.
Napsal Vojtéch Jarnik.

D I. V celém tomto dodatku bude slovo ,funkce* znaditi t. zv.
konetnou funkei jedné rediné proménné, to jest funkei, jejiz obor
(viz 2'3) je podmnoZinou mnoZiny E, (opatfené metrikou p(z, y) =
= | z — y |, viz 6°1) a jejiZ hodnoty jsou vesmés riizné od + co. Je-i 4
obor funkce f a je-li M C A, budeme fikati, Ze funkce f je definovina
v mno#iné M. Je-li aecE;, be E;, a < b, budeme psiti ,

(@, b) = E(a < & << b)*) (ndzev: otevieny interval),

z.

[a,b] = E(@ < < b) (ndzev: uzavieny interval).

V tomto dvodnim odstavei budu se zabyvati pojmy ,limes superior¢
a ,,limes inferior<. Cten4¥, ktery tyto pojmy ovlidd4 z elementi, muZe
tento odstavec D | vynechati.

D I*l. Nech? f je funkce; necht xy e E, a necht existuje é&tslo 6 >0
tak, 2e funkce f je definovina v intervalu (z,, x, 1+ 6). Potom ewistuje
jedno_a jen jedno &islo a € R**) jeZ md tyto dvé viastnosti:

1. Je-li o' < a, potom ke kaZdému & > 0 existuje Cislo x tak, Ze

o< < xy+ & f(x) >a.

2. Je-li a' > a, potom existuje é_’islo e >0 tak, %e
, < < Zy+ &= flx) < a.

Obdobné existuje jedno a jen jedno &islo b e R, jeZ md tyto dvé vlastnosti:

1. Jelt b > b, potom ke katdému & >0 existuje &islo x tak, Ze

2y < & < %o+ & f(x) <. .

*) Zamény s oznadenim prvka cartézského soulinu (viz 2'1) neni
tfeba se obévati. P¥ipoustime tedy zde jen t. zv. ,,koneéné* (v nasi termi-
.nologii: omezené) intervaly, a¢ mnohé z nésledujicich vysledkh by platily

Pro @ = — oo nebo b = oo.
**) R je definovéno v 2:3. MiZe tedy byti té% @ = o nebo a = — co.



246

2. Je-li b’ < b, potom existuje ¢islo & > 0 tak, %e
T << << %o+ & = f(z) >b.
Cislo (resp b) nazyva se limes superior (resp. mfenor) funkce f v bodé z,
zprava a piSeme
lim sup f(z) = a, lim inf f(x) =

2 =T+ =T+
Dikaz. DokaZme tieba tvrzeni, tykajici se &fsla a (pro éfslo b je
dukaz obdobny*). Pro n = 1,2, 3, ... necht M, znaé{ mnoZinu viech
hodnot, kterych nabyvé funkee f(x), kdyZ 2 probilis interval (zo,wo + g),
budiz ¢, =sup M, (viz 410). Pro n>m je M,C M,, tedy

¢n < ¢py; posloupnost ¢, ¢y, . .. je tedy nerostouci a mé tedy — jak -
vime z elementi — limitu

lim ¢, = a.¥*) (1)
n=0o

DokaZme, %e é&islo @ m4 vlastnosti 1, 2.

1. Je-li @’ < a, ¢ > 0, existuje n tak, Ze g< &; jeZto sup M, =
= ¢y, = a > a’, existuje v mnoziné M, ¢islo vétif ne o', t. j. existuje =
tak, Ze

0 '
xo<x<xo+;<xo+8: f(x) >a'.

2. Je-li a’ > a, existuje podle (1) éfslo » tak, %e sup M,, = ¢, < a';
tedy

é '
o< x<< zo‘*‘;n = flz) < a'.”

Zbyvéa dokdzati, %e existuje jediné &islo a, majici vlastnosti 1, 2.

Kdyby existovala dvé takovd d&isla ay, a, (2, < @), existovalo by

¢slo o' tak, Ze a; < @’ < ay. Podle vlastnosti 2 ¢isla a; by existovalo
¢islo g, > 0 tak, Ze

#y < & < %o+ &g = f(z) < a’;
podle vlastnosti 1 &isla a, by viak existovalo ¢islo x; tak, Ze

2y < % < Ty + &, f(z) >d,
coZ je spor.

*) Ostatnd lze tvrzeni, tykajici se &isla b, odvoditi z tvrzeni, tyl\ajlclho
se Usla a, tim, %e misto funkce f vySetfujeme funkci g, definovanou rovniei
glw) = - f(=).

**) Tato limita mt¥e byti oviem té% oo (kdy% c, = © pro ka#dé n)
nebho - 0.
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D 2. Za piedpoklads véty D Il je
lim inf f(2) < lim sup f(z). (2)
- &ot =14+
Dikaz. Kdyby bylo
= lim inf f(x) > lim sup f(z) = a,

ar=—To+ B PR
existovalo by &islo @' tak, Ze b > a’ > a. Podle vlastnosti 2 existovalo
by cislo & > 0 tak, Ze
Ty < < Ty + & = flz) < a’:
podle vlastnosti 2’ existovalo by viak ¢fslo &, > 0 tak, Ze
- Ty < < Ty + & = f(x) >a';

Pro x, < x < x, + min (g, &) bylo by tedy f(z) < a' < f(x), coi je
spor.

Obdobné, jako jsme zavedli limes superior a inferior zprava,
zavadi se limes superior a inferior zleva; znacky:

lim sup f(z), lim inf f(z).
T=Ty— & =ae—

Pouze je nutno ve vété D I'| pséti (z,— d, z,) misto (x4 %o+ 6)
a zg—e<< z <<z, misto g << x << x5+ &. Plati oviem opét

lim inf f(z) < lim sup f(z). 3)
& == Lo— T =Tg—
Je-li hm mf f(z) = lim sup f(z), nazyvéme jejich spole¢nou hod-
= =%t
notu hmltou funkce f(x) v bodé x, zprava, znadka lim f(x); obdobné

L=+
se definuje limita zleva lim f(x).
2 =2—
Existuje-i 6 >0 tak, Ze funkce f je definovdna v mnoZiné

(o — 9, 2y) + (g, o + 6), jsou definovédna viechna &tyii éisla

lim sup f(z), lim inf f(z), lim sup f(z), lim inf f(x). (4)

T =2+ T =%+ T=2g— T=Tg—
V tomto pifpadé definujeme limes superior a inferior funkece f(z)
v bodé 2, rovnicemi

lim sup f(z) = max (lim sup f(z), lim sup f(z)),

=07y T =20+ T =0y—
lim inf f() = min (lim inf f(z), lim inf f(x)).
XT=T, =2+ & ==2g—
Ctend¥ okamzité zjisti, %e &fslo lim sup f(z) je charakterisovéno témito
=10,

vlastnostmi:
1. Jeli @' < hm sup f(z), potom ke kaZdému & >0 existuje z
tak, Ze
O< le— x| <&, f(x) >a.
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. Je-li @’ > lim sup f(x), potom existuje ¢islo £ > 0 tak, Ze

=3,
I<|z—zy | <e= flzx)<a.
Obdobné lze charakterisovati &islo lim inf f(z). Jest oviem vidy

T=2,
lim inf f(z) < lim sup f(x).
T =1, T =1, -
Plati-li v této nerovnosti znameni =, t. j. jsou-li v8echna &tyii

¢isla (4) sobé rovna,*) nazyvéme ]epch spolecnou hodnotu limitou
funkce f(x) v bodé z,; znatka:
Lim f(x).**)

T=2,
D 2. Necht f je funkee, defmovana v intervalu (a, b). Je-li ¢ <
<y < b, je vyraz
f(@ + h) -f(2o) _

@(2o, ) (1)

funkei proménné h, definovanou v intervalu (@ — :vo; 0) i v intervalu
(0, b — =z,); existuji tedy Styfi &fsla

f+(xq) = lim sup @(xy, b), f.+(2,) = lim inf (o, h),
h=0+ B=0--

(2)
(%) = lim sup @(zq, k), f—(x,) = lim inf p(z,, &),
B=0— h=0—

kterym po fadé Fikdme: horni a dolni derivované &islo funkce f(x)
zprava, horni a dolnf derivované é&islo funkce f(z) zleva (v bodé z,).t)
Jest oviem (podle D | (2), (3))

(o) 2 f+(2o), f—(w0) = f—(%o);

je-li f+(2g) = f+(2o) (po pipadsé f—(zs) = f—(%,)), nazyvéme spolesnou
hodnotu téchto dvou éfsel derivaci funkce f(x) zprava (po piip. zleva)
v bodé z, Jsou-li viechna étyi'i éisla (4) sobé rovna (¢ili: existuji-li

v bodé =z, derivace zprava i zleva a jsou si rovmny; &ili: existuje-li
hmtp(:vo, h)), nazyvdme jejich spoleénou hodnotu derivaci funkce f(z)

v bode Z, a znacime ji znakem f'(%0)-11)
D 3. V tomto odstavei dokéZeme tuto vétu:

*) Jestd jinymi slovy: exmtu;i -li limity lim f(z), lim f(z) a jsou-li .

si rovny. =%+ =T
**) To je pojem b&¥ny &tend¥i z elementli; oviem pFipoustime pro
limitu té% hodnoty o a — oo.

1) Ctend¥i bude smysl t8chto &isel nézorn&jsi, uvddomi-li si, %e
¢islo (1) je sm&rnici ptimky, spojujici bod o soufadnicich x,, f(z,) s bodem
o soufadnicich z, + h, f(z, + k).

1) To je definice, b&%né &tena¥i z elementt; p¥ipoustime ovSem pro
derivaci také hodnoty o a — oo. )
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D 3-l. Existuje spojitd funkce v oboru [0, 1], kierd memd derivaci
v Zddném bod¢ intervalu (0, 1).

Tuto vétu dokdzal Weierstrass tim, Ze takovou funkei vskutku
sestrojil.*) Teorie uplnych metrickych prostord, vyloZend v kapi-
tole ITI, dovoluje ném vSak dokézati tuto vétu téZ jinak (bez explicitni
konstrukce takové funkce), pfi CemZ zjistime jesté jinou dileZitou
okolnost.

Polozme P = E,, K =[0, 1]. Podle 15°1'3 je P tiplny prostor;
podle 1723 je K kompaktni prostor. Sestrojme metricky prostor
C = PXK gtejné jako v odst. I7'7; C je tedy mnoZina viech spojitych
zobrazeni prostoru [0, 1] do prostoru E,, t. j. C je mno¥ina viech
koneénych spojitych funkei v oboru [0, 1]. Metrika o+ (f, g) prostoru C
je v souhlasu s odst. |7°7 definovéna takto: je-li feC, geC, je

o*(f, 9) =05za§1| f(x) —g(=) |.

Podle véty 17°7'5 je C tiplny prostor; oviem je C == @. DokdZeme pak
tuto vétu:

D 3:2. BudiZ M mnoZina onéch feC, je£ maji tuto vlastnost: pro
ka#dé z e (0, 1) je

i oup [ETR I gl W )
h= 0 h=0 h
Potom mnofina N = C — M je mnofina proni kategorie v C.**)

Z véty D 32 plyne véta D 3°1; nebot podle 1582 je M = C —
— N = 0; existuje tedy f, e M a podle definice mnoZiny M je jasno,
%e funkce f, nemd derivaci v %4dném bodé intervalu (0, 1).

K dikazu véty D 3'2 budeme potiebovati tuto pomocnou vétu:

D 3'3. Necht je feC, 6 > 0. Potom existuje funkce geC a &islo
g (05 g < ) lak, Ze

et 9) <9, 1)

x —xz

Diikaz. Zvolme celé n >0 tak, Ze
1
0< 7 <z<1, ”z—%g— — = | f(z) — f(2) | < §6;

to lze udiniti podle 17-4°5. Defmu]me pak funkei g € C' takto:

*) R. 1861, publikovéno poprvér. 187% jiZ d¥ive sestrojil vSak takovou
funkei Bolzano (T 1848); viz Spisy B. Bolzana, sv. 1. (Functionen-
‘lehre), 1930, str. 66—70 a 98—99. lzano viak dokazuje méné ne%
Weierstrass (aé jeho funkce m4 téi lastnost vytSenou ve vé&té D 3°1);
mimo to v Bolzanové dikazu je a podstatné mezera.

*¥) Definici a zékladni vlastnosti m.noﬁm prvni ka,tegome viz v odst. 12:3.
E. Sech: Bodové mnoZiny. 17
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k k
g(.;;)z'f(;) pro k=0,1,2,..., n

k+1
n
Je-li 0< 2 < 1, existuje celé k tak, Ze

g je linedrni v kaZdém intervalu [n ] (k=0,1,...,n—1).

0<k<n—1, E<ac B
- - n — - n

oo (¢} o (52)—o )| = o2

1@ —s@ 1< 1@ —r (¢)|+ |1(E) o (4)

<36 + 0+ 30=20;
tedy plati (1). PoloZfme-li déle
K- )

n ﬁ

je podle definice funkce g (linedrnost!) ziejmé, %e plati téZ (2).
Diikaz véty D 3-2. Budiz N’ (resp. N”) mnoZina onéch fe C, je%

maji tuto vlastnost: existuje aspofi jeden bod ze (0, 1) takovy, Ze

]i'[n sup w < w (resp llm ln_f LM > R w).
h=0 h h=0 h

Ziejmé je N = N’ N”, tak¥e staél dokdzati, Ze¢ mnoZiny N’', N”

jsou prvé kategorie. Dikaz provedeme napfed pro mnoZinu N’. Pro

n=2,3,... oznaCme znakem F, mnoZinu onéch fe C, jez maji tuto

pofom je

) t) <2

g S) -—g(x)|<

q = max
k=0,1,...,n—1

vlastnost: existuje aspon jedno &fslo z e [:—L, 1 —%] tak, Ze

0<]h]§£=>f_(f+_h’)&_—_—ﬁén

Ztejmé N' = Z F,,, takZe stadi dokdzati, Ze mnoZiny F,, jsou ¥idké v C.

Budiz tedy n celé, n >1, G =9, G oteviené v C; mé.me do-
kézati, Ze existuje H oteviené v C tak, Ze

H =9, HCG, HF,= ¢ (viz 122'3).
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Jeito G =+ @, G oteviené, existuje feC a & > 0 tak, Ze
fe@; Qc¢(f; 8) CG.

(definici Q¢ (f; 8) viz v 8'6). Podle D 33 zvolme ge C a ¢ (0 < ¢ < o0)
tak, Ze
ot(f,9) <6 (tedy ge @),

0< 7 <2<1=> g_(xl)__g_(zi)gq, (3)
= = T —z, |
Jeito G je oteviené, existuje ¢ > 0 tak, Ze
Q¢ (g; &) CG. (4)
Definujme nynf funkci w e C takto: zvolme celé &islo s tak, %e
e>n+gq, 8 >n; (5)
budiZz pak
|
w(g—lf)=0 pro k=0,1,...,s;
28
_ (6)
wzk—l =Zprok=1,2 8
28 - 2 P — 4y 45 ... 0,
. Y . I 141 .
w-linedrni v kaZdém intervalu % o (2=0,1,2,..., 25 —1).

Pro 0< 2< 1 je |w(z)| < fe, tedy podle (4)

90(9 ~+ w; ;) CG.

Polozme
ne sl )
takze je H oteviené, H = @, H C @; méme jedté dokdzati, %e HF,=90.

Budiz tedy ¢ € H, t. j.
p=g+w-+2 2¢C, ma.x]z(x)|<1—ge (7

<z<

BudiZ déle z e [% 1-———1-] podle (6) (5) existujf c¢isla Ay, h, tak, Ze

0< hl__< _’ wz+ k) =53 0 <‘-h2§_% < “,1;, w(2+hy)=0.
(8)
Je-li w(z) < e, je podle (3), (8), (7), (5)
9z + by) —@lz) _ g(z + k) —g(2)
b by

+

17+
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4 w(@ + by) —w() + 2(x + by) —2(x)
hy -

24 2 o

& 2e

>—q+ (Z—E

je-li viak w(x) > e, je podle (8), (8), (7), (5)

P&+ h) — @) _ 9=+ h) —g(@)
h. o - h
2 2
4 @t ) — w(e) : e+ hy) —2(z)
2
S gy V@ et ) f o) —a@ )
= —_— h2
. 2
>—q+ (}——%) (—h)y 2 —g+ T

Tedy ke kazdému xe[%, 1 -———%] existuje % tak,%e 0 < |h|< L

n
et ’.‘}1—_‘1”—(”9 >n, takie peC—F, Tedy pcH = peC—F,
t. j. HF, = @, jak bylo dokézati. Tedy N’ je vskutku prvé kategorie.

Pro N" lze vésti dikaz obdobny; krat&i je viak tento dukaz:
nahradim-li ka?dou funkci feC funkei —f, dostanu homeomorfni
zobrazeni prostoru C na prostor (; pfi tom obrazem mnoZiny N’ je
mnozina N”; je¥to N' je prvé kategorie, je i N" prvé kategorie. Tim
je véta D 32 tplné dokdzina.

D4. V tomto a v ndsledujicich odstaveich budeme potiebovati
nékteré pojmy a véty z kapitoly IV. Budeme mluviti o Lebesgueové
mffe podmnoZin prostoru E;, t. j. o A;-mife ve smyslu odst. 20"4 a bu-
deme uZfvati oznadeni tam zavedeného (ptred vétou 20°4'5) — s jednou
tchylkou. Vnéj§i miru mno%iny L C E, budeme znaditi znakem {L}
(mfsto znaku |L|, abychom se vyhnuli kolisi se znakem pro abso-
lutnf hodnotu redlného é&isla). Ostatni oznadeni zachovime: £( E,)
bude znaditi systém viech méfitelnych mnozin; Q(E;) bude znaditi
systém vSech nulovych mno%in, t. j. systém vsech mnoZin L C E;,
pro né%z {L} = 0. Vime (viz 204'5), %e {L} je definovdno pro kaZdé .
L C E;; vime ddle, %e £(E;), MN(E,;) jsou mnoinové o-télesa, déle e
mnoZina prézdnd, mnoZiny jednobodové a oteviené intervaly patii
do systému £(E;); koneéné vime, %e pro A =@ nebo 4 = (a) je
{4} = 4,(4) = 0a e {(a, b)} = A((a, b)) = b — a (viz podstek odst. 204
a vétu 20°1°10). Déle je

M'CMCE, = {M'}< {M} (20'1'5),
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i M,CE, = { ZJM,,}g 21 {M,} (20°1'6),

n=1

M,CM,CM;C...CE = {Z Mﬂ} = lim {Mn} (20°1°20).
n=1 n ==
Piipomeiime jeité, #e mira {L} je o-aditivni funkce v oboru £(E,)
(20°1°17).

Z odstavce 23'4 znime tuto vétu (234'2): Necht f je spojitd
funkce s variaci koneénou v intervalu [a, b]. Pak existuje nulovéd
mno%ina N takovd, e funkce f m4 koneénou derivaci f'(z) v kazdém
bodé ze[a,b] —N. V tomto odstavei ukidZzeme (ve vété D 4'4), Ze
tato véta zistdvé spravnd i tehdy, vynechdme-li v ni slovo ,,spojitd .
Napied vi8ak dokéd%eme tii pomocné véty.

D 4'l. Necht =z, 2y, x5,... je posloupnost realnijch ¢&isel. Necht
ZA.- je konmvergenini fada, A; >0 pro 1=1,2,... Potom existuje
i=1
mnoéina M C El, magici tyto dvé vlastnosti:

1. {M}_-2ZA
. Jeli stl—-—M h >0, je
D A4; < 2h.¥)

r—h=z;=zx+h )

(Indexy v poslednim soudtu znamenaji oviem: ,,séitd se pies ony
hodnoty 4, pro néZ platf x — h < 2; < « + h*; dalif podobné oznaden{
pro soudty, jeZ se vyskytnou, neni snad jiZ tfeba vysvétlovati.)

Dikaz. DokédZeme napied toto tvrzeni: Existuje posloupnost
mnozin M,, M,, ... (M, C E,;), majici pro ka%dé celé n > 0 tyto vlast-
nosti:

U Mnoiina, M, je souttem koneéného poétu uzavienych inter-

valii, {M, }_22A

B, Je-li n > 1, je My C M,
(‘:n Je-h X e EI—M”’ h>0 ]e
DA My . [5—h, o+ K]} (1)
z—h=z;=z+h
i=n
Dukaz provedeme indukei. Volme M; =[x, — 4,, =, + 4,]; potom
plati Q;, B, (nebot pozadavek B, nic nepozaduje). Je-li z € E; —
h > 0, mohou nastati tyto tfi pfipady:
*) Zékladni mySlenka této véty i jejfho dikazu je pfevzata z &lénku

B. Jurka, Sur la dérivabilité des fonctions & variation bornée, Casopis pro
pést. mat. a fys. 65 (1936), str. 8—27; viz hlavng Lemme 2.
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a) Bud je |x— x,| > h; potom je
DA;i=0Z (M, . [x—h x+ R}

s—h=z;=x+h
is1
b) Nebo je |z—uz, |< h, 2z < 2y;
c) nebo je |x—uz, | b, x> 2.

V piipadé b) je z <z, —A, tZ%—h x+h=x, tedy
h>A,, [z, z+ h] D [x, — A4, z,], tedy
O, [z —h 2+ K} = (M, . [7, 5+ B} 2 4y = Y ’
r—h=xi=x+h
i=1
V ptipadé c) je obdobné z > z, + Ay, 2 o+ by 2 —h <y,
tedy h > 4;, [#—h, ] D [z, o, + 4;], tedy
' {Ml.[x—h,x+h]};{Ml.[z/h,x]}gA1=’——ZA.e.”
r—h=%;=z-th
i=1
Ve viech moZnych pifpadech plati tedy (‘:1_-
Budi% nynf » celé, n >1 a pi-edpokléde]me, Ze jsou jiZ definovény
mno¥iny M,, M,, . . ., M, tak, %e plat{ s B, Ciprol i< n—1.
Je ziejmo, %e existuje &fslo 4, > 0 tak, Ze

{[@n, 2n + 8] — Mp—1} = An*); 2
obdobné existuje d, > 0 tak, Ze
{[2n — Oy, 2] — Mp—1} = An; (3)
zvolme M, = M, | + [x, — 0, x, + &;], takie plati B,; dile je
n—1

(M} = Mz} + {lon — 0y 7 + &) — Yn1} =22 4; + 24,

tak¥e platf . BudiZ koneéné x ¢ E; — My, b > 0; tedy ze E,— M,
(podle By,); podle §n—; je pak '

>4 S {Myy[x—h x4+ b} {My.[x—h, z+ h]}. (4)
t—h=2;<z+h
t=n—1 .
Rozezndvejme nyni t¥i piipady: a) z,e E; — [z —h, 24 A]; b) 2z —
—hl oSt h, x2<my tedy 2<2p—0dy; ©) 2—h< 2, <

< x+ b, x > 2y, tedy > z, + 6. V piipads a) se &len 4, v souttu
> A; nevyskytuje, takze podle (4) plati (1). V pifpadé b)
s—h=z;=x+h '
i=n
je [x—h, x+ ] D[z, x + h] D [y — 83 xs] a tedy podle (3), (4)

*S—Etzr-léi necht si to pFedstavi asi takto: zvétsuji 6 —od nuly podi-
naje — tak dlouho, a% soudet délek oné&ch &asteénych intervall intervalu
[z,, 2, + 4], jeZ mepatit k M, ., je pravé roven &islu 4,.
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{My.[x—h, 2+ b} = {Mp—.[x—h, x4+ K]} +
+ {Mn . [x_h’ z + h] —'Mu—l} g {Mﬂ—l . [.’E—h, x+h]} +
+ {[#n—0y, 2,] —M, 1} 2 z y:H + 4y,
z—h=zxi=z+h
i=n—1
takZe platf (1). V piipadé ¢) je [x—bh, x4+ A]D[x—h, x]D
[%n, 2n + 6] a2z (2), (4) plyne opét (1) obdobné jako v piipadé b). Ve
viech moZnych pfipadech plati tedy (1), tedy plati €, a existence
posloupnosti My, M,, ... je dokdzéna.

Polozme nynf M = Z My; jeito M\C M,C..., je

n=1

(M} = hm {M,} = Lim 2ZA —=2> A4,
n=0 {G=1 i=1
Je-li dile z e El-——M, h>0, je ze E;— M, pro kazdé celé n >0,
takZe
24 < {M,.[x—hz+h]}< 2
r—h=z;=z+h
i=n

pro kaZdé celé n > 0, takZe vskutku
> 4; <2

s—h=x;=x+h

D 4-2. Necht Z u; je konvergenini fada s kladnymi &leny; potom
existuje neklesaywz posloupnost kladngjch &isel oy, o, ... takovd, Ze

@

Oy —> 00 Pro m— o0 a Ze tada Z osu; konverguge.

i=1

Ditkaz. Existuji celd kladnd éisla 1 =n, < n, < n, < ... tak, Ze
pro p=1,2,... plati > wu;<<4—?; zvolme a; =27 pro n, < i<

i=ny
<mp41 (p=0,1,...); potom pro p=1,2,... plati z oy <

Np=i<myiq

o0
< 27, takZe viechny Gdsteéné soucty fady Z o;u; jsou mensi neZ
i=1

—1 ©
Z Ui + + - o2 + T + , tak¥e Fada z ou; konverguje.
i=1 i=1

D4 3 Budi# [a, b] uzav'reny interval; budiZ D nekoneénd spoletnd
mnoZina, a € D, b € D; srovnejme body mnoiny D v prostou posloupnost
%y, Ty, . . . Budte ddle ddny dvé absolutné konvergenini fady 8 redlnymi

dleny Zc,-, Zd, Definujme funkci yp v oboru [a,b] vztahem
i=1  i=1
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w(a) = Do + Ddi:

C=T=T a=%<T

budiZ N mnofina onéch x e[a,b], pro néf neplah’ rovnice y'(z) = 0.
Tvrdim: N je nulovi mnoZina.
Dikaz. BudiZ ¢ > 0; poloZme u; = | ¢; | + | d; | + 2%, takie u; >

> 0 a fada Zm konverguje. Podle D 42 zvolme neklesajici posloup-

i=1
. o0
nost kladnych éfsel o, x,, . . . tak, %e &, — c0 a Ze 20&% konverguje;
i=1
zvolme celé kladné k tak, Ze z ou; < Je; poloime A; = &p+iUk-+is
i=k+1 '
Yi= s pro t =1,2,3,... Podle D 4| existuje mno%ina M, majici

tyto vlastnosti:
0
LA{M}=2> 4;<e.
i=1
2. Je-i ze E;,— M, h >0, je

Doui=>A; < %h (5)
r—h=zj=z+h s—hsy;sc+h
>k

Polozme je§té P = M + D, tak¥e {P} < {M} + {D} == {M} < ¢ (nebot
{D} = 0 podle 20°4'6). Je-li a < <2< b, je zfejmé

|9 —p(@) | =] Do 4+ Ddil < Dwm (6)

;=T =<2 TET|=Z
BudiZ nyni z € [a, b]] — P (tedy a < z < b], A > 0. Zvolme celé m- tak
velké, e m >k, Aoy > 2. Jeito z = xz; pro kaidé 4, existuje éislo
0>0 tak, Ze a<z—od<zx+d<baie |z—a;| >0 pro it =
=1,2,...,m. Jeli 0<h<<4, je podle (6) (pfi obojim znameni)

lp@th)—p@) < Su = 2wm = (7)
To—h =ri=2+h o—h=rvi=z+h s—h=zm;=2+h
>k >m

Ale podle (5) je

2h > Z(xeub = zo‘tut = O&m Zuw __>= 7: Zut';
z—h<x,<:v+h s—h=z;=x+h s—h=z;=x+h s—h=z;=x+h
>k i>m i>m i>m
tedy podle -(7) jest
YEth)—y@) |,

+h
pro viechna h, pro né% plati 0 < h < §; jeito A bylo libovolné éislo
kladné, je 9'(x)=0; t. j. zefa,b]—P = ¢'(x)=0, ¢&li NCP,
. tedy {N} < {P} <¢; jeito ¢ bylo libovolné é&islo kladné, je {N} = 0.
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D 44. Necht | je funkce s variact koneénou v intervalu [a, b]. Pak
existuje nulovd mnoZina N takovd, Ze funkce f md komeénou derivaci f'(x)
v kaZdém bodé xe[a,b]— N

Ditkaz. Podle 23°1'8 tvoii body intervalu [a, b], v nich% f je ne-
spojitd, spofetnou mnoZinu. Lze tedy zvoliti nekoneénou spoéetnou
mnozinu D tak, Ze ae D, be D a %e f je spojitd v kaZdém bodé ze -
e[a, b] — D; srovnejme body mnoZiny D v prostou posloupnost
Xy, Toy e - -

Podle toho, co bylo fedeno na poéitku odst. 233, lze psati f =
= @ + vy, kde ¢ je spojita funkce s variaci koneénou v intervalu [a, b]
a kde p je definovéno takto: pro a < z< b je p(z) = Z (f(2s +

01 =gzi<z

+ 0) — f(xz; — 0)) + f(x) — f(x — 0). Oznacéme d, = f(x,, + 0) — f(=i),

¢i = f(z;) — f(x —0); podle 231*7 jsou fady Zc,, _Zd absolutné

konvergentni. UvéZime-li jesté, %e f(x) — f(x — 0) =¢; pPro = =c¢;,
f(x) — f(x — 0) = 0 pro z e [a, b] — D, je patrno, Ze

v@)=Da + ik
C=Ti=2z a=%i<z
Podle véty D 4'4 existuje nulovd mnoZina N, tak, Ze y'(z) = 0 pro
kazdé z € [a, b] — N;; podle véty 23'4'2 existuje nulovd mnoZina N,
tak, %e konetnd derivace ¢'(x) existuje v kazdém bodé z € [a, b] — N,.
Tim je véta D 4'4 dokdzéna; staléi totiZ poloziti N = N; + N,.
Ke konci tohoto odstavce uvedu je§té dvé drobnosti, jeZ budu
pottebovati v odst. D 6.

D 4'5. Necht | je funkce neklesajici v otevieném intervalu (a, b)*);
potom existuje nulovd mnoZina N takovd, Ze funkce f md koneénou deri-
vact f'(x) pro ka#dé x € (a, b) — N

Pozndmka. Kdybychom ve vété D 4'b nahradili otevieny interval
(@, b) uzavienym intervalem [a, b], plynula by véta D 4'5 z véty D 44,
jeito funkce neklesajici v intervalu [a, b] md podle 23°1*3 koneénou
variaci v [a, b].

Ditkaz. Poloime § =b—a a pro n=3,4,5,... kladme J, =

= [a + %, b—-——%] Parcidln{ funkce f; je neklesajic{ v uzavieném

intervalu J, a tedy podle pozndmky prévé uéinéné existuje mnoZina
N, e R(E;) tak, Ze v kaidém bodé xeJ,— N, existuje konetns

derivace f';, (). Polozme N = 2 N, tak¥e {N}=0. Je-li z ¢ (a,d) —

n=3
*) O fu.nkci f Fikdme, %e je neklesajici v mmno#iné M, jestliZe

xeM, ye M, x < y = f(x) < f(y).
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— N, existuje n tak, Ze xe(a+— b-———g— — N,, a tedy existuje
koneéné derivace f'y, (x), ziejmé viak je f(x) = f7,(x), ¢imz dikaz
proveden.

D 4'6. Necht M C E, je neprdzdnd omezend mnoZina; nechf f je
funkce neklesajici v M. Potom existuje interval (a,b) D M a funkce g,
neklesajict v intervalu (a, b) takovd, Ze x e M = g(z) = [(x).

Diikaz. Existuje-li min M (t. j. je-li inf M ¢ M), poloZme @ =
=minM —1=inf M —1; neexistuje- -li min M, poloime a = inf M.
Obdobné: existuje-li max M (t. j. je-li sup M e M), polozme b=
= max M -+ 1 = sup M + 1; neexistuje-li max M, polozme b = sup M.
Necht A4, =0 pro a=infM, A, = (a,a + 1) pro a=inf M —1;
Ay =0 pro b =sup M, 4,= (b —1,b) pro b= sup M + 1; poloZme
M, = A, + M+ A, a definujme funkei A v oboru M, takto:

zeM = h(z) = f(x), xed; = h(z) = f(a + 1);

xed, = h(x)=fb—1)*) . (8)
Funkece kb je zfejmé neklesajici v M, a je
infM,=aecE, — M, supM,=0beE,— M,. (9)

Pro a <z <<b bud N, mnoZina v8ech hodnot A(y) pro vSechna y
ta.kova, te yeM,, a <y< x; jest N, = @, jeZto podle (9) existuje
aspon jedno y tak, Ze y e M;, a < y < «. PoloZzme tedy g(x) = sup N,.
Jezto podle (9) ke kazdému z e (a, 'b) exthJe z tak, Ze ze M, z <
<z<b, je

a<y< x yeM; = hy) < h(z),

tedy g(z) < h(z) < . Funkce g je tedy konednd v (a,b) a zfejmé
neklesajici v (a, b), jefto a <2<y <b=>N,CNy,=>supN, < sup N,.
Koneéné pro ze M je podle (8) g(x) = h(z) = f(z), jak bylo dokazati.

D 5. V prostoru E, pojem ,étverec o strané s (viz potitek
odst. 22-3) znamend toté% jako ,,uzavieny interval délky s« (t.j.interval
[@, @ + 8]). Definice bodi metrické horni hustoty, podand pred vétou
22'3-9, d4 se tedy v prostoru E; vysloviti takto: necht M C E,, = ¢ E;,.
Pravime, Ze bod z je bodem metrické horni hustoty mnoZiny M, kdy%
ke ka¥dému y < 1 exmtu]e kladné 6, majici tuto vlastnost: je-li a <
< x<b 0<b—a<, je

{M .[a,b]} >y(b—a).
(Specielné je tedy potom

{M .[x—h, z+ h]} > 2ph pro 0<h<3—.)

*) Uvagme: je-li 4, +0,jea=inf M —1,inf M ¢ M, tedy a+.1eM,
tak¥e vyraz f(a + 1) mé smysl; podobné pro A,, f(b —1).
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D 5'l. Necht M C E,; necht =z, je bodem metrické horni hustoty
mno#iny M ; necht 0 << ¢ < 1. Potom existuje 6 > 0 tak, Ze ke katdému z,
hovicimu nerovnostem 0 < | x — z, | < 8, existuje z takové, Ze

2 —

zeM, 2>z, ———-—<s (1)
= lez—m|= '
. y . s 1 e, 2+ ¢
Diikaz. Jezto x, je bod metrické horni hustoty a jezto 1T s< 2,
existuje ¢ >0 tak, Ze
0<h<28= {M.[zg—h, 2 K]} > ish @)

Necht existuje z takové, %e 0 << | z — zy | << J a %e neexistuje %4dné z,
hovicf vztahim (1), takZe

M. [z, z+¢e|z—x|]=0; 3)
z toho mime odvoditi spor.

Jeli x>, polotme h= (z— o) (1 +¢); tedy 0<h<< 20
a podle (3) je

{M.[%g—h, 2o+ b} ={M .[2g—h, 2} < x— 27+ h =

— (@ —mp). (2 +s)—2i‘gh

coz davd spor s (2). Je-li viak z << =, poloime h=|z—2z,| =
=gy —#; tedy 0 < h << < 24 a podle (3) je
M . [2g—h, 2+ b} = {M . [z, 2y + h]} =
M.[z4c|lz—|, 2o+ B} 29+ h—2—e|2— 20| =
. 2+ e—¢g 2+¢
=@—eh="—h<y_ h

coz ddva opét spor s (2).

Poznamene]me, Ze bod 2, hovici vztahim (1), mé tyto vlastnosti:
je-li x>y, je y <2< @y + 2| 2 — @, |; je-li 2 < @y, jo Ty— | z— 20| =
=2 < 2< %, Z toho okamZité plyne

D52. Jeli z, bodem metrické horni hustoty mmnofiny M C E,,
potom ke kaZdému A >0 existuji dva body z,, z, tak, %e

Tyg— A<y <zg<2,<xy+ A 2,eM, 2,e M.
Vétu D 52 je oviem mo#no dokdzati velmi snadno té% piimo z definice °
bodi horni metrické hustoty. Pfipomerime jekté vétu 22-3°12, spe-
"cialisovanou pro m = 1: Je-li M C E; a je-li 4 mnoZina viech bodu
metrické horni hustoty mnoZiny M, je M — A e N(E,).

D 6. Z elementi vime, %e existuji funkce spojité v oboru [0, 1],
. které maji koneénou derivaci pro ZaZdé ze(0,1); z D 3*| vime, Ze



260

existuji také funkce spojité v oboru [0, 1], které nemaji derivaci
(konednou ani nekoneénou) pro #ddné x e (0, 1). Tato okolnost vzbudi
snad v c¢tendfi pochybnost, zda vibec existuji néjaké jednoduché
zdkony, kterymi se F©idi derivovand ¢&isla wdech funkei spojitych.
Uvidime viak, Ze vskutku existuji velmi jednoduché a vyrazné zdkony,
jimiz se Fdf nejen derivovand éisla viech funkei spojitych, nybrz do-
konce derivovand ¢&isla vdech fumkci komeéniych, at jsou tyto funkce
jakkoliv sloZité. Jeden z téchto zdkonu si v tomto odstavei odvodime,
pii éemZ pro jednoduchost se omezime na funkce, jejichz oborem je
otevieny interval. Zikon, jejZ mém na mysli, je din touto vétou:

D 6°1. Budiff funkce v oboru (a, b). Potom existuje nulovd mno#ina N,
majict tuto viastnost: v katdém bodé x € (a, b) — N nastdvd jeden z téchto
&yt pFipadi: budto je

‘ — 0 < (@) = () = fH(2) = f+(2) < 0y
(t. . existuje komeind derivace f'(x)); mebo je
f~(2) = o, f(x) = — o0, f+(z) = 00, f4+(x) = — o0; (2)
nebo je
fH(@)= o0, f(2) =— 00, —0 < fi(x)=[(2) < o0; (3)
nebo je
f~(®@) = o0, f4(x) =— 00, — 0 < fH(z) =f(2) < ©0.¥) (4)

Poznamenejme je§té, %e vysledek, uvedeny ve vété D 61, je defini-
tivni v tomto smyslu: jak vztaby (1), tak vztahy (2), tak vztahy (3),
tak vztahy (4) mohou byti splnény na mno#iné kladné miry, takZe neni
ve vété D 6°] dovoleno vynechati Zddny z uvedenych &tyt piipadi.
O tom nds pouluje tato véta:

D 6-2. Existuji étyFi funkcee fy, f5, fs, fo v oboru (0, 1) a t# nulové
mno#iny Ny, Ng, N, 8 témito vlastnostmi:

- 2e(0, 1) => — o0 < fi=(x) = f—(2) = f,H(x) = fL+(2) < o0;
ze(0, 1)—N, =

‘= f (%) = ©, fp(2) = — 0, fot(x) = 00, fo+(x) = — o0;
ze(0, 1) — N, =
= f3*(x) = 0, f3(2) = — 00, — 0 < f3+(2) = f3(x) < o0;
ze(0, 1) — N, =
= fi—(x) = 00, fy4(2) = — ©, — 0 < f+(2) = fi—(x) < .

k
Diitkaz. Budiz Ny mno#ina viech &fsel tvaru on (k, n celé, n >0,

*) Vysledek je velmi ndzorny; doporuduji étené¥i, aby si naskizoval,
jak se v ka¥dém ze &ty¥ uvedenych pripadt chové spojnice bodu o sou-
fadnicich z, f(z) s bodem o soufadnicich = + h, f(z + k), kdy% h se bliZi
nule jednak kladnymi, jednak zépornymi hodnotami.
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0 < k< 2"); budiZz N, mnoZina vSech &isel tvaru 3% (k, » celé,

n >0, 0< k< 3"; budiZz N, = N3 + N,. MnoZiny N,, N,, N, jsou
husté v (0, 1) a spocetné, tedy nulové; déle je N3N, = @ (na pf. z tohoto
divodu: je-li € N4, neni %4dné &islo 2%z (n celé kladné) ¢islem celym
a tedy nemuZe byti z € Nj). PoloZme: :

h(x) = 0 pro z ¢ (0, 1);
fo(x) =0 pro z€ (0, 1) — (N3 + Ny), fo(x) =1 pro zeNj,

folx) = —1 pro z e N;
fa(x) =0 pro ze (0, 1) — N, fs(x) =1 pro z e Ng;
fa(z) =0 pro ze (0, 1) —N,, fo(x) =—1 pro ze N,

Je jasno, Ze funkce f,, f, f5, f, @ mnoziny N,, N3 N, maji po-
%adované vlastnosti.*)

Kliéem k dikazu véty D 6l je tato véta:

D 6:3. Necht f je funkce koneénd v oboru (a,b). PoloZme

P=E@<z<b, f_(z) >— o).

Potom ezistuje nulovda mnofina N tak, Ze
zeP—N => — o0 < f_(x) = f*(x) < oo.
(Jinymi slovy: pro ka?dé z e (@, b) — N je budto f_(xz) = — oo nebo
— o < f(2) = f*+(z) < ©.)
Dikaz. Je-li xe P, existuje celé kladné » tak, Ze f_(z) >—n;
‘podle D | existuje tedy raciondlni r takové, Ze a < r < z a Ze

r<é<az= __f(z)—_—];:(f) = — n.k*) (5)

Pro ka#dé raciondlni 7 (¢ < r < b) a pro kaidé celé n > 0 budiz P,,
mnoZina onéch z e (r, b), pro néz plati (5). Potom je tedy

[} @
P=73 2 Py
k=1 n=1
kde# posloupnost 7y, 75, . . . je tak zvolena, Ze vylerpavd pravé vSechna
raciondlni &sla 7, pro néz je a < r < b. '

Zvolme pevné raciondlni &islo 7 (@ < r < b) a celé é&fslo n > 0;
definujme jedté funkci g v oboru (a,b) vztahem g(z) = f(z)+ nx
(9 zévisi ovem na z); podle (5) je P, mnoZina onéch e (r,b), pro
nék r<é<x=g(x)=>9g(&); tedy specielnd EePyn ZePpy,
&< z = g(x) = g(&), takZe g je funkce neklesajici v P,,. Podle D 4°6

*) S podstatnd v&tsi ndmahou mohli bychom funkece fi, fa, fs /o
konstruovati dokonce tak, aby hovdly poZadavkim vé&ty D62 a byly
pfi tom spojité.

**) Posledni nerovnost lze -té% psati f(z) + nz = f(§) + né.
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existuje tedy interval (c, d) D Prpn a funkce ¢ (zdvisld oviem na 7, n)
neklesajici v (c, d) tak, Ze

z € Pry = @(x) = g(x).%) (6)

Podle D 45 existuje mnoZina Ay, € N(E,) tak, Ze pro z e (¢, d) — 4,,
existuje koneén4 derivace ¢'(x); podle véty 22:3"12 (citované na konci
odst. D5) existuje mnoZina B, , € N(E,) tak, e kaZdy bod z € P,, —
— B, , je bodem metrické hornf hustoty mno%iny P, ,. Poloime C,, =
= Ayn+ Brns takZe Cppe N(E,).

BudiZ #, € Pry— C, ., takZe existuje ¢'(z,) =1 (— 0 << o)
a bod z, je bodem metrické horni hustoty mnoZiny P,,. DokiZeme
nyni (to bude hlavni bod dikazu), Ze

— 00 < f(%g) = fF () =t —mn < c0.
Budi% £ > 0; potom existuje §; > 0 tak, Ze

_ P(2) — @(2o) &
0<|z—z0| < =>1t— 2< pey—y <t+2,
takZe podle (6) ’
z o)
ZePpa 0< |5— 2| < b = t— 5 < y(;_x(o <iti

JeZto z, je bodem metrické horni hustoty mnoZiny Py, platf podle

D 52 tento
Vyrok A. Ke ka¥dému A >0 existujf dvé disla x;, z, tak, Ze

g9(2,) — g(,) _E

Ty < 2, < %o+ 4, ——xl“—xo >1 3
Ty — A < 2, < @, ———‘( 2 (a’;O)<t‘i‘i
P— 2

Za druhé: pbdle D 5"l existuje ¢&islo d, > 0 tak, %e ke kazdému z,
hovicimu nerovnostem 0 < | x — z, | < J,, existuje ¢fslo 2z tak, Ze

€
z2e P,y xézgx—{—m:——e—)[z——xﬂ. (8)
Pi¥me 6 = min ($d;, 8y, o —7) a budiZz predné
zy < < 29+ 0.
Potom existuje ¢fslo z tak, Ze plati (8); déle je zy<<z<< %o+ 2 (x— ) <
< o+ &,, takZe podle (7) je

e 9(z) —g(z,)
t—2< 2 — 1, <t+'2—.

*) P¥i pouZiti vty D 4'6 jest ovSem piredpokladati P, =+ @; ale pro

P,, =10 je vSe trividlni.
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Jezto viak ze Py, r < £ X %, je podle definice mnoZiny P,, splnéna
nerovnost g(z) > g(x), takZe

9(2) — g(zo) _ 9(z) — 9(20) _ 9(2) —g(xo)(l + z—x) -

r—xy, T T—Z 2—

€

£ £
— t = —<t .
<t g (104 5) 5 rmstte
Budiz za druhé
: To— 0 < << %5
potom existuje z tak, Ze plati (8); déle je r < 2 < 2z << %, a tedy 0 <
< |z—zy| < b,; tedy je podle (7)

t— < 9(2) g(xo)

i
2 2 — 1, < +

Jezto viak ze Py, r< 22X 2, je opét- 9(2) = g(z) a tedy (uvaZme,
Ze x— x4 << 0)

mw—wwogﬂ@—m%pzma—m%wl+z—z)>

x— x, x— x, z—x, x — xyf

&

Plati tedy tento
Vyrok B. Existuje é > 0 tak, Ze

< x<< Zy+ 0 = M<t+s,
xo—6<x<xoz>w>t—-s
T — x4

Jezto kladné ¢islo ¢ bylo libovolné, plyne z vyroki A, B a z D I'l, Ze
g(x) — g(,)

t = lim su =g+ (x
m=z.+P prm— g+ ()
a obdobné
t — lim int 9@ — 9% _ g—(,)
T =2— T — Xy o

Ztejmé viak f+(zg) = gt (o) — n, f—(@) = g—(2,) — n, take vskutku
— 00 < f(zg) = [+(2) = t —n < .
Jezto z, byl libovolny bod mnoziny P,,— C,y,, je
ZePyy—Crp=> — 0 < f_(2)= f+(x) < 0. 9)
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@ -]

Poloime . Cron=DN; je NeR(E,) a pro ze P—N, t. |.
E=la=l

] «w o0
Ppro ze z z Py n— z Z Cr,,n plati pfi vhodné zvoleném k, n
E=1n=1 1

k=1n=
xEPrk,ﬂ"_‘N CPrk,n—"Ork,m

takie podle (9) je — oo < f_(x) = f+(2) < oo, jak bylo dokdzati.

Pozndmka. Vezmu-li misto funkce f(x) funkei — f(z), vyméni se
horni derivovand ¢isla s dolnimi a zméni svéd znameni; vezmu-li misto
funkce f(z) funkei f(— %), vyméni se horni derivovand éisla s dolnimi,
mimo to jeSté derivovand ¢fsla zprava s derivovanymi éisly zleva
a zméni svd znameni; vezmu-li misto funkce f(x) funkei — f(— z),
vyméni se derivované ¢isla zprava s derivovanymi ¢isly zleva. Mohu tedy
ziejmé k vété D 63 najiti jesté t¥i véty obdobné (podrobnosti mohu
zajisté prenechati Gtendii); spojenim téchto &tyf vét (pfi ¢emZ se
opirdm o znéni véty D 63, uvedené v zdvorce) dostanu okamzité tuto
vétu:

D 6'4. BudiZ | funkce v oboru (a,b). Potom existuje mnoZina
N e RUE,) tak, Ze pro kaZdé x e (a,b) — N plati pFedné

budto f—(x) = — o0 mebo — 0 < () = f+(x) < o0; (10)

za druhé
budto f—(x) = o0 nebo — oo < fo(x) = f—(x) < o0; (11)
20 tFett
budito f+(x) = — o0 nebo — oo < fi(z) = f—(x) << 00;  (12)
za Clorté

budio f+(x) = oo nebo — 00 < f—(x) = f+(z) < 0. (13)

Diikaz véty D 6°l plyne jiz okamZité z véty D 6'4. BudiZ totiZ
x € (@, b)) — N (XN je mnoZina z véty D 6'4). Rozezndvejme dva pifpady:
&) f—(x) = — o, p) f(x) > — 0.

V pifpadé &) neni f_(z) > — oo a tedy podle (13) je f+(x) = oo;
je-li f—(x) < oo, je podle (11) — oo < fy(x) = f—(2) a tedy celkem

f+(z) = ©, f—(x) = — 00, — 0 < f4(x) = [~(x) < oo,
t. j. platf (3). Je-li v8ak f—(x) = o, je podle (12) f+(%) =— o0 & tedy
celkem :
| f+(@) = , f+(z) = — 0, f~(2) = o0, [—(®) = — o,

t. j. plati (2).
V pipadé B) neni f_(2) = — oo a tedy podle (10) je — o < f—(z)=
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= f+(x) < o0; je-li f—(x)= oo, je podle (12) f,(x) = — oo, tedy
celkem
f~(x) = o0, f+(x) = — 0, — 00 < f_(2) = f+(z) < o,

t. j. plati (4). Je-li vak f—(x) << oo, je podle (11) — o0 < fo(%) =
= () < co. Podle D 2 je viak f+(x) > f (), takZe f_(z) = f+(z) > -
= f+(®) = f—(x); jeito podle D2 je také f_(z) < f—(x), plat{ nutné
znamen{i rovnosti, takZe

— 00 < f(2) = [+ (2) = f+(2) = f~(x) < oo,

t. j. platf (1). Pro kaZdé z € (a, b)) — N plati tedy jeden z pifpada (1),
(2), (3), (4), ¢im% véta D6l dokdzéna.

E. Cech: Bodové mnoZiny. : 18
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