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ŠBotbt$ťtfie+ 
STOgemetne <$ayt ber $ol)eren 2lrttí)mettf, welc^e tn ber <£í)ro; 

noíogte Díeífac^e 2Cm»enbung fftiben. 

I. 
2 ínnafcmen. 

n ber &oríiegenben aritfcmetifd^en Sarfteííung ber (££ronoíogie roerben 
fcauftgCefcrenber£o&eren2írit&mett! ober ber ttoriugSroeifěfogenannten » S t e o ­
rie ber Safyítn* angeroenbet, beren bie Se&rbůcfjer ber 2íígebra nxfyt ge-
benfen; beároegen follen (íe £ieř in ^ůr^e iufammengeftellt unb begrunbet 
roerben. 

2)ie in biefer Sufammenjtellung ju betrac$tenben allgemeinen, burdfr 
33u$|tabenDorgefiellten, %a1)Unwerbeno£ne 2íu$na$me g a n j e 3<*&íen, mít 
Sinfc&fufi ber SHuíle, ober bfoč 3 í n j a £ í e n anbeuten, bafcer ifjr 33einame 
»ganje> > entbe&rííc£ tjř. 2>abei čonnen fte eníweber a b f o t u t e , ober a í g e -
b r a i f $ r e í a t i & e , unb im íejteren Saíle entroeber p o f i t i s e ober nega* 
ti&e S^í^n fein. 

@e$r offc roirb eine allgemeine 3^^I a nur gewiffe befonbere 3<*&fen, 
\>on einer beftimmten fifeinften a an ununterbrodjjen bič ju einer angegebenen 
grofíten j3 sorfiellen bůrfen; bann gibt man biefe Sťnfc^ranřung geroofcnlic^ 
burcfj foígenben 2ínfaj 

a = a, a-h 1 , aHH2, * • • • /3, 
ober juroeilen tn umgeíefcrter Orbnung 

a = /3,j3 — 1 , | 3 - 2 , . • • • < * 
ju erčennen. gůr a í g e b r a í f $ g r o ^ e r aíé eíneanbere gilt fciebei eine3a$í, 
roenn jene, &on biefer abgejogen, einen pofťtiven 9íe(l gibt. 

Sttancfjmaí muffen jebocfr alle juíaffťgen SĚBerttye ber allgemeinen £><i% 
bur# a3ei(lric^e getrennt, na# eínanber ^ingeftellt werben; insbefonbere bann 
immer, wenn fte ní$t in ber natůrítd&en gofge ber Sáfcíen fortíaufjn* 

<2o j . 33* jeigt a =s o, 1, 2 , * • . • 18 an, baf* a je eine ber BafyUn Don 
O bič 18 &or(tellt, unb a = 2 , 5, 1, 4, baj5 a ber šKeifce na$ ben Qafym 
2, 5, 1, 4 gfet$ werbe* 
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II. 
S o n g r u e n j ber gafylen. 

3j i ber Unterfcf;ieb jroeier %cň)Uxit a unb a, burefj eine britte S^^í/ ™, 
tfteiífcar; fo nennt man jene jwei 3<*&fen einanber c o n g r u e n t nad; biefer 
britten,m, biefe fcíbft ben 9D?obuí ber ( E o u g r u e n j , unb fc^reibt nad) 
© a u f í , ber biefen foígereicfjen SSegriff unb baé S ^ i ^ e n ber S o n g r u e n j , 
O , in bie Safcíenle&re einfůí;rte, a = a , mod ni. 

3 n cinerSongrucnjfemmt bemna$ blo$ bei ben jwei congruenten 3a^íenf 

nic^t aber bet if;rem Unterf$tebe unb 93?obuí, ju beac^ten, ob fťe pojitto ober 
negativ feien. 3 m SSeríaufe ber Dorítegenben ííbíjanbíung rotrb ber SDíobití 
fogar immer.abfoíut genommen roerbetu 

©o ijt J. 33. 17 = 3, mod 7, roeií 17 — 3 = 14 = 7 . 2 , 
8 = — 1 4 , mod 11, weil 8 — ( — 1 4 ) = 2 2 = 11 .2 . 

3(1 eine 3<*f)í inSbefonbere ber STJ ufí c o n g r u e n t , fo ^eífet bieá eigent* 
f i # , fťe feíbft ift burdjj ben 93íobul tfceiíbar; j . 85. 9 6 = 0 , mod 4 fagt, 96 
ifl burdj> 4 tfceiíbar. Sftitfcin fa$t fť$ bie S^eilbarfeit einer £aí)l buref; eine 
anbere mitteíá be$ (Eongruen$jci$en$ anbeuten. 

III. 

2ef ;rfá$e uber bie S o n g r u e n j ber gafylen. 
1. ©íeicfje S á d l e n finb nac^ jebem 9)?obuí c o n g r u e n t , 

roeif i&r Unterfcfjieb STíutl, bafcer bur$ jebe 3<>!H íí;eiíbar ift. 
£>ie ©feicf^eít jweier 3a^fen fann bemnacfr aíá ein befonberer gatl tyrer 

Songruenj x\aá) beíiebigem 9D?obut angefe&en roerben. 
2. <£inb jn>et 3<*fcíen e iner b r i t t e n nacf) e i n e r í e i 9)?obuí 

c o n g r u e n t , fo finb f ie aucf) unter \\á) c o n g r u e n t . , Sft nemlicfj 
a = c , mod m unb b = c , mod m; fo ijí au$ a = b , mod m. 

Senn nadjj ber 2ínna£me ftnb bie Unterfc^iebe a—c unb c—b bur$ ben 
SDíobuI m tfyeiíbar, ba£er aucfy tyre Šumme'a— c + c—b, bie ft$ auf ben 
Unterfcfjteb a—b jufammenjte&t. 

3. 9Son j w e i c o n g r u e n t e n 3<*fjíen rcirb jebe eř&aíten, 
roenn man bie anbere um ein 9 3 í e í f a $ e $ be$ SEttobulé ent­
it) eber \>ermefyrt o»ber s e r m i n b e r t . SBenn nemíicfj a = b , modm iff, 
laját fťcfj a = b ± h m fejen unb barin h beíiebig grop anne&mem 

Senn son ben congruenten %a1)h\\ a unb b mup ber Unterfc^ieb a — b 
ein poftttoeé ober negatioeS 93ieífa$e$, aílgemein bas h fa#e, beč SDíobuíé m, 
nemlic^ a—b = ± h m fein; mit^in ifl a = b ± h m. 

4. SMe Songruenj a = b , mod m brúcřt ba^er, in fo fern auů if;r 
a = b ± h m foígt, atte^ auá, bap bie^aí;! a jebeé (Síieb berjenigen nac^ beiben 
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9ti$tungen in'S Unenbfidjje auéíaufenben aritftmetifcfyen ^rogrefííon uorfřetíe, 
beren ein ©íieb b unb beffanbiger Unterfcfjieb ber 9D?obuí m i ji. 

5. 3 íbbirt m a n , 6ei e i n e r í e i 9Jřobuí, c o n g r u e n t e 3 ^ M e n 

jti c o n g r u e n t e n , fo f inb b íe © u m m e n c o n g r u e n t ; unb 
6. 3 í ^ ^ t man c o n g r u e n t e 3a1)tett Don c o n g r u e n t e n ah, 

fo f i n b b i e t ln ter fc^iebe c o n g r u e n t . 
3(1 nemlicfc a = a, niod m unb b ~ j 3 , mod m, fo ijt eben fowo^í 

a + b == a 4- |3, mod ni aíá a—b = a— j3, mod m. 
2)ennnac{> ben2ínna£men ftnb bieUnterfd;tebea — a unb b —13 bur# ben 

93?obuí m tfteííbar, fona# au$ ií;re Šumme a — a + b — j 3 fowo^í, aíé tyr 
Unterfd&ieba—a—b+j3, ober bort ber ttnterfd&ieb a + b — ( a + | 3 ) unb fcier 
a—b— (a—j3). 

7. 2>a fammtíicfce 93ieífacfcen be$ 9)?.obuíé ber 9?uíl mb untér fřd̂  con* 
gruent ftnb, fo b í e i b t e$ immer g e f t a t t e t , jeber a\xé j m e i con­
g r u e n t e n 3 a & í e n roaá immer fur 93ieífadj)en tfcreé 9D?obuí$ 
j u j u g e b e n ober ju e n t j i e f t e n , inbem man biefe 93ieffadS)en gíeicfrfam 
aíé 9íuHen anfteftt. SOían benujt biefeč 93erfaí>ren Dorjugíicf) bann, roenn bie 
congruenten ga^ícn jufammengefejte Jíuébrůďe ftnb; um fomoftí bie einjeínen 
©íieber berfeíben,. aU aac^ fte fetbfí auf bie mogfi# einfacfjfte ©eftalt jurůcř 
ju fityren.. 

, @Q ift j . 93. 3 + 7 6 — 5 = 154- 4 — 2 2 , mod 7 , 
aífo au$ 3 + 7 6 — 7 0 — 5 = 1 5 — 1 4 + 4—224-21 , mod 7, 
ober 3 + 6 — 5= 1 + 4 — 1 , mod 7. 

8. SO?uít ipl ic irt m a n , bet e i n e r í e i 59?obuíf c o n g r u e n t e 
3 a í) í e n m i t c o n g r u e n t e n — ober iriábefonbere mít gfei$en — B<x1)Un, 
fo f i n ' b a u $ - b t e g^robucte c o n g r u e n t . Sfl a = a , mod m unb 
b = | 3 , mod m, fo ift tíná) ab=Ea/3, mod m. 

2)enn Dermoge ber 93orau$fe$ung ftnb bie Ityterfcfjicbe a—aunbb—13 
bttrcfj! ben SDřobuí m t&eifbar, bafceř audfy, wenn man ben erfteren Unter* 
f$ieb mit b , unb ben anberen mit a muftipíicirt, bie $>robucte ab—ab unb 
ab—a|3; foíglicfj ift aucjj tyre ©umrne ab—ab+ab—a]3, b, f>. ber Unter* 
fd̂ ieb ab—a/3, bur# m tfceiíbar. 

9. Sr&ebt man c o n g r u e n t e Ba1)Un ju e iner í e i g > o t e n j 
n a # e inem g a n j e n a b f o í u t e n ( í j rponentcn , fo f inb auty bie 
$>otenjen nadj) bemfe íben 9D?obuí c o n g r u e n t . 3 f t a = a , modm, 
fo ijt auá) an EEan , mod nu 

2)enn foIcí;e g>otenjen ftnb girobucte gíeicf) tnefer, bur#gangig gfeic&er 
gacioren, baí;er (nac^ 8) congruent. . 
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10. @ t n b jroei congruente 3 a M e n / a unl> b? burc£ jroei 
anbere , nac f jbemfe í&en^obuf , m, c o n g r u e n t e 3 A £ f e n / a u n b | 3 , 
o o ti benen jebe g e g e n ben 99?obuí r e í a t i o prim ift, e i n j e í n 
t&ei lbar; fo f inb au $ i t y r e & u o t i e n t e n , a: a unb b : ]3, n a $ 
e t e n b ie fem SDíobuí congruent . 

5Ďenn fei a = b , mod m unb a = | 3 , mod ni, ferner a : a = af unb 
b: j3 = b% foígíid[> a = a'a unb b=b'/3. Šann finb burcf) ben 9)?obul m tfceiífcar 

* bie Unterfc îebe a—b unb a—13, aífo aucf> a'a—b'j3 unb foroofcí af (a—j3) =. 
afa—a'/3, afób' (a—-/3) = b'a—b'/3; foígíidSJ roenn man oon jenem biefebeiben 
abfrkfyt, bie Unterfcjjiebe af/3—bf|3 unba'a—bfa, ober bte i&nen gíeic^en ^ro-
bucte (a'—b')]3 unb (af—b')a. J^at a6er, nadj) ber íínnafcme, in biefen 
$>robucten roebér a noc£ /3 mit bem Sftobuí m einen Sfceifer gemeinfc^aft-
íicfj, fo fonnen bte ^robucte nur ba^vimaí bur$ m tfyeitbav fein f wenn ií)v 
anberer gactor a' — b' bur$ m tfteií&ar, aífo a' = b ř , mod m, ober 
a : a = b : / 3 , mod m ifi* 

11: Spát eine au$ j w e t c o n g r u e n t e n S á d l e n mí tbem9)?o-
btxl e ínen S & e i l e r g e m e i n f $ a f t í i $ , fo mu<5 biefeř a u $ ber 
a n b e r e n 3a&I ju fo temen. 

2)enn fei a = b, mod m, unbt ein gemeinfcfwftíidfjer £fceiíer oon b unb 
nu £>a bie anbere gafcí a = b -*- (a—b) , unb fowo&í bte 3aí)l b aí$ auc£ 
ber SDíobuí ra, bafter auc£ ber burc£ biefen SKobuí tfceiíĎare ilnterfcfneb a—b 
bur<# t tfceií&ar ifí; fo mup bie ©umme b-f-(a—b), ober bie 3a£l a, gíeiĉ --
fatlá burc£ ben gemeinfdSJaftíicfcen £fceiíer t t^eiíbar fein. 

12* (£inč S o n g r u e n j 6 íe i6 t 6efte£en, roenn man bie con* 
g r u e n t e n %aí)\tn unb ben 99?obuí burcfj e i n e r í e i 3 A & I mníš 
t i p í i c i r t ober burcfj etnen gemeinfd^aftí ic^en £ £ e i í e r tfceiít. 
Sfl nemíid^ aEEa, mod m, fo ífi auc£ a p = a p , mod mp unb roofern a, a, ta 
burc£ p tfceií6ar fťnb, au# a: p = a: p , mod (ni : p). 3* 23* SBeií 
21 = 9, mod 12, i(i aucp 42 = 18, mod 24 unb 7 = 3 , mod 4* 

S)enn nac£ ber 93orauéfejung ijl ber Ouotient (a—a): m eine ganje 

3afy, ba^er aucfc, roenn man Sfoibenb unb S^eiíer beáfeí&en mit eineríei 

3afcf p muítipíicirt ober bur# ben gemeinfcfjaftlicfjen Sfcetfer p bhríbirt, jeber 

ber i£m gíeicfjen Cuotienten (ap—ap) : mp unb (— j : —. 

13. @inb frwei 3^^í^n nad^ e inem SWobuí .congruent , fo 
f inb fie auc^ nad^ jebem SKobuí c o n g r u e n t , ber ein S&ei íer 
jieneá 90?obu íé ift. SGBenn nemíicf) a = b , m o d m, unb jxein &£eiíer uonm 
{(lf fo mujj auc^ a = b , mod p fein. 

Senn ber 2fnna^me ju goíge i(í ber Unterfd îeb a—b burc£ bie %af)l m 
ttyWbax, ba^er aud̂  burĉ  jeben î rer S^eiíer jx. 
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14. S ^ e i 3<*f)ícnf weíd^e nac£ mef ; reren 9}?obuín con* 
g r u e n t f inb , můffen aucfj nad) bem l í e in f t en gemeinfcfjaft--
ííd^en 53ieífad;en b i e fe r 90?obuín c o n g r u e n t fein. Sft nemíicl) 
a —b, mod (m, m'5 m"9 . . .) unb [x bie fíeinfle burcfj m} mf

? m",- • . tí)úU 
bare %aí)l, fo ijt aud[j a = b5 mod [x. 

35enn ba ber Unterfcftieb a—b burcf) bíe '3^íen m? m', m", • . . einjeln 
tf)eilbar ift, fo muf5 er aucfj burc^ íí)v číeínjteč gemeinfd^aftítd^e^ 93ieífa$e$ p 
tí)e'úbav fein. 

IV. 

23etrad[) tungen uber baů S í j e t í en ber 3<*l)řett* 
23ei bem S^eífen einer 3<*í)í — 3 5 t o í b e n b — burely eine anbere — 

%í)ciíev ober S i tu for — seríangt man etgentíícjj biejeníge, gan^e ober 
gebrod^ene, %afyt — D - t t o t i e n t — , roeídje, mít beríe^teren, bem S^eifer, 
muítípíicírt, bie erftere, ben £>imbenb, jum $>robucte íiefert. @e^r oft, unb 
tn ben Stedjjnungen ber Seitíunbe fajl tmmer, wo man mít íauter ganjen 
3af)íen recbnet, forbert man, bet bem £f)eiíen eineč Sfoibenbé buref) einen 
££eiíer, biejeníge g a n j e gafy—jur Unterfc^eibung $u nennen ber ©uotn^ 
— tt>eíd)e, mít bem S^eífer muítípíicirt, ein g>robuct gibt, baš ft$ t>on bem 
íDfoibenb um eíne poftttoe ober negative 3(*í>í — Steji — unterfdjeibet, bíe 
abfoíut genommen říeiner, ober ^oc^flen^ auéna^máweife fo grojl, aíá ber 
abfoíut genommene S^eiíer ift. 

@oíl nemííd^ d bur$ t getfjeiít $um Cuotuá ď unb jum Síefte d" geben, 
fo tnuf? ber 9íeft 

(1) d — t ď = d " ^ t 

fein, wofern man Don ben 3ei$en be$ S^etíerS unb Síejteá aifie^t. SarauS 
foígt ber beřannte ©aj 

(2) d = t ď - h d " , 
b. í). 90?an er&áít ben £>it>ibenb, w e n n m a n j u m $>robucte atiš 
Zfyeiíev unb O.uotu$ ben 3íe(l a b b i r t . 

£>iefeíbe gorm (2) merben mv aucfj benújen, um řurj an^ubeuten, ba|] 
eine3af)f d, burd) eine anbere tgetf)eiít, ďjum Cuotušunb d"$um Stefíe gebe. 

gorbert man, bafí ber 9íe(í, bem 3<*!)íwert£e nacfj, fo tíein afó mogíid;, 
mttí>tn íjodíjjtenč fo grofí atí ber >̂aí6e S^eiíer genommen rcerbe; bann íjeiftf er 
ber f le ínf íe (mogíic^e) 9íe( l , unb ift balbpofUto, baíb negativ 

23emer ! t mag ^ier noc^ n?erben, bafí n îr im goígenben nie t^eraníapt 
fein merben, anbere aU abfoíute X^eiíer in SWecfwung ju bringen. 
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V. 
33ejeicf>n ung bev Cnoti unb pof i t i s en SWefře. 

©ewofcníid; nrirb Derfangt, .'bafí bet ber £f>eiíung einer^a^í d burc£ eine 
anbere t W Dícft.d" nur pofitit> genommen werbe. 

1. @oll ber 9íe(í d" babet auá) noc£ (létá ř íe iner aíé ber 
$$e*iíer t, aífo ber číetnffe pofittt>e 9íe|t feín: fo bejetd^net marr 
ben &uotu$ gercoí;nítcf> burcfj -q-^ ober juweiíen burc£ d:t , 

íefenb: »D.uotu$ t>on d (getf;etft) bur# ť>9 
ober: »Duottré ber Sl̂ etfung son d bur$ ť>; 

unb ben 9íe|t.gen>o&níi$ b\xvá) * y ober juweííen burc£ d:t, 

íefenb: »9íeft t>on d (getfceiít) burc£ ť\ 
ober: »9íeíí ber S^eiíung t>on d bur# ť \ 
£>ann íft ím 93erglet# mít ber obígen 93e$eic|jnung ín IV 

ď = ^ Í = d : t 3 

d"=T— = d:t = 0, 1, 2 , . . . .t—1 

unb nac£ ben ©fet$ungen (1) unb (2) 

(3) d — t f 4 = í T = = 0 ^ 1 ? 2 ^ • • " • t—*' 
(4) d = 1^4-4-*-f-

3 . 56. ©o tfí 23 = 7.3 4 - 2 , b. &• 23 burd& 7 get&etít gtbt 3 junt 
Cluotuč unb 4- 2 jum žKefte (IV); aífo ifl 

23 23 
^ y = 2 3 : 7 = 3, unb ^ = 2 3 : 7 = 2 , 

bagegen t(i — 23 = 7. — 4 4- 5 , b. ^ — 23 bur$ 7 get&eiít Qxbt — 4 jum 
&uotu$ unb 4- 5 jum Síefie; ba&er tfl 

^ - = ^ = — 2 3 : 7 = — 4 , unb * ^ = = — 2 3 : 7 ==5. 

2. @oí í aber ber 9íe(í d" nie Sftuíf, fonbern bamaíč bemS^ei* 
íer t feíbfí gíeicfj genommen werben , fo oft ber Sfoibenb d burc£ ben S^et-
íer t tfceiíbar, foígíid^ ber ííetnjie 9te(i STřutl ifl; fo folíen bergíetcften Ouoti 
unb Dtefie aufíerorbentítc^e ober. auénaljméroetfe genannt, unb $u 
tyrer SBéjeíc&nung, anfiatt ber Eíeinen (££araftere -f unb -ř, bie gropen -{% unb 
ffi t>erwenbet.tt)erben* 

' 3n einem foícfjen galle ift, nac£ ber obigen 83ejeic£nung ín IV, 
ď = -%-Í=d: t , 

1 Q 
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d" = -Br̂ - = d : t = l , 2 , 3 , t, 

unb eermoge ber ©Md)ungen (1) unb (2) 
(5) d — t-%-f = * T = 1> 2 , 3, t , 

(6) d = t - Q ; 4 + * T ' 
©o j . 25. ifl 21 = 7. 3 -f O = 7. 2 + 7, aífo 

21 21 21 21 

• f — = 3 unb ř - ^ = o , bagegen -Q-— =s 2unb-B:-^ = 7. 
?ít(ein — 21 = 7. — 3 4 - 0 = 7. — 4 + 7 , bafcer 

o>[ - 21 2j 21 

•f-^ = — 3 unb*—^- = 0, fjingegen -%—7 == — 4unb-ft—^ = 7 . 
2 í n m e r č u n g . CVsd ^ Cres/ geřrauc^t bíe tetelit $u mif^beutenben 

aSejeidjnungen Q.— unbR.—; de Ciccolini 6ejei$net ben Ouottré mít ( - A 
Delambre burdj fi-A , řeibe ben 9íefl burá) (-1) ; idf> fefóft fofqte frů--

V t Je v t /r *" 
f>er*) bem Sejteren, wcíí td) jur 23ejeícf;nung beé au£íerorbentíicř)en Caotui 
ben unbeutííd^en 33ud)fíaben I ober J ni$t braucf;en čonnfce. 33et ben kveten 
35ejetcí)nungen čommt jebocfj, gegen bíe matfyematífcíje ©runbregef, baé Jpaupt-
redjjnungéjetcfjen erjt ganj am Snbe, unb bíe fťcí; f;aufenben Síammern 
(^arentí;efen) tterunbeutítdf)en bíe Síedjnungčaučbrůcře; bíeé bercog míd), obige 
Seic^en ín 33orfcf)fag ju bringen. 

VI. 
S u f a m m e n f t a n g ber gen^ó í ) t i í t $en u n b aufSerorben t f id jen 

iQuot t u n b 9íe(le. 
Smífcften ben gercoftníídjjen unb auj5erorbentííef)en Ouoííž unb 9?e(íen 

6eftef;en etnfad^eSBejtc^ungé* unb &erwanbíungé~"©íet$ungen, bie fť$ íeícfjt 
au$ foígenben 93etrac^tungen ergefcen. 

!• S í ^ t m a n *>on fieíben Sljetíen ber ©íeicfjung 
(6) d = t%f+*-f 

bíe 3af;í 1 ař>, fo erf)aít man 

d — 1 = 1 ^ - 4 - ^ - 1 — ř . 

STíun ift it± = i, 2 , / ' • . v v t , 

aífo -Br-f — 1 = 0 , 1 , 2 , . ,..• t— 1; 
baí;er fínbetman, nací; bem 23egriffe unb ber 23eieícl^nun^ beé gen>of)níí$eu 
D.uotuS unb 9íefíe3 (IV-unb V , 1 ) , auá ber íe^en ©íeí^ung 

*) Stelle Souroal fur 9Kat$ematíF, 3, fflb., @. 337. 
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bafyer 
(8)' * 4 = í J f - 1

+ l . 
2. tříbbirt man ju feeiben S^ciíen ber ©íeic^ung 

(4) d = t<j-

bie 3 ^ í 1, f° crí>aít man 
(4) d«t f4+*4 

d 4 - l = t ^ - Í + í - Í + 1* 
d <£« tjl aber í ^ = 0 , 1, 2 , . . . . t—1, 

baf>er í ~ 4-1 = 1, 2 , 3 , . . • • t ; 
mitfjin Q\U bie íe t̂e ©íetdntng , nacf) ben 53egriffen t)on ben augerorbentíU 
c£en ££eiíung$erge&mffen, (IV unb V , 2) bíe 23ejief)ungen 

O) • f T r = - % - r , 

aífo 
CIO) *4 = * ± t i - i . 

2ínmerčung 1. 3íu$ ben ©íeicfmngen (7) unb (8) fonnen (9) unb 
(10) gewonnen roerben, wenn man d in d-Hi *>em>anbeít; umgečefnt au$ 
biefen jene, rcenn man d in d—1 úbergefyen fagt. 

li n m e r t u n g 2* @ott>oř)l au$ ber Srříarung ber augerorbentíid[)en %í)eU 
íungéergebniffe (V, 2), aíé au$ berf ©íeic&ungen (7) &ié (10) ift erfidjjtíicf), 
bag beibe 2frtett ber £í>eilungeíerge{>ntffe ganj eineríet ftnb, fo 
íange ber 2)toíbenb bur$ ben Sl̂ etíer untf>etí&ar ifl, unb bag fťe ftcf) 6íoí 
ba, wo ber Shnbenb buref) ben S^eiíer tíjeil&ar ijt, \>on einanber in ber 
SBeife u n t e r f $ e i b e n , bag ber augerorbentíícfje jQuotué numerifcf) um 1 
číeiner ober groger ift, je naĉ bem man eé mít einem pofittoen ober negati­
ven £>foibenbe ju tfjun f>at, unb bag ber augerorbentíic^e SKefl ber Zfyeikv, 
ber gen>of)ttíid)e bagegen 9íufl t|i. *@o §at man j . 33* 

- ^ = • ^ = 2 , * y = * ^ = 2 , i t ^ = * ^ = 5; í)ingegen tjl 
14 14 _«4 .14 4-14 4-14 

2ínmerřung 3. 9?a$ ben f)ter aufgeffetíten 33em>anbíung3gíetd[)ungen 
řonnte man allerbíngS bíoe mít etner 3írt t>on S^eiítmg ftcf) fceíjeífen; allein 
wer bíe Stnfacf)̂ eit unb %kx\\á)íút ber 9tec£nung$formen nic t̂ fiber&aupt 
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gering fc^ajtf roirb e$ uná im goígenben gewif* billigen, rcenn roir ftetó bie* 
jenige S^eííungčroeife.wa&íen, bei weícfyer bie Sted&nungčformen am einfac^ 
(len unb am jieríic^ften ftc£ ergeben. 

VIL 
93ertaufcfjung ber pofi t i&en unb n e g a t i v e n £) i inbenbe« 

9?egatfoe £>foibenbe íafíen f t$ , roofern, wte fcier immer bebungen wirb, 
bie Steffe pofťtio genommen werben, burdfr pofttfoe unb umgečefcrt erfejen, 
wcnn man fť$ an folgenbe 93erroanbíungégíeic£ungen fcaft. 

1. 2fenbert man in ber ©íeic^ung 

(4) d=ttf+4 
aíle Setřen, fo ergt6t ft# 

J d „d 

— d = — t ^ - — Í-J-, 

unb tuenn man trn jroeiten S êiíe t abjietyt unb abbirt, 
— d = —t (^ - f+ l )+ t—*^- -

9?un ift *-~==0, 1 ,2 , . . . . t—1> 
bafcer l — * T —^ t — í > t — 2 * • • • • * > 
unb fomit ergeben fíc£ na$ ben SSegriffen t>on ben aufjerbrbentíic^en S^ei-
lungSergebmffen ( V , 2 ) , jur S S e r w a n b í u n g ber n e g a t i v e n X)\vi* 
benbe tn pofittt>e ; bie ©íeidjjungert 

OD ^ = ! « a i _ ( ^ i + 1 ) l — ^ - ^ . 

(12) i ť ^ s s t - í J . . 
—19 19 

3-». • % - r = - í T - l = - 2 - l = - 3 , 

2. 23efcanbeít man auf gíeic^e SSBeife bie ©feicfwng 
(6) . d « t ^ f + * i , 

ober Dertaufcfct man in ben gefunbenen ©íei$ungen (11) unb (12) bíeříeinen 
(Sfoarařtere -f unb* mít ben grofíen -% unb -ft, fo ftnbet man bie f erneren 
9 3 e r r o a n b l u n g é g í e i # u n g e n : 

(13) ^ = - - ^ - 1 - 1 , 

(14) *^-d==t —ft4* 
3. fJBiíX man bet biefen QSerwanbíungen ber negativen ©foibenbe bie 

nemíicfje S^eifungáweife beibe^aíten, fo barf man Moč mit ben eben gefunbenen 
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oier ©íeid^utifjeti jenc be$ w&ergeftenben lívtihU tterbinbert. íDatrn finbeí 
man n o # b i e © í e t c & u n g e n : 

(15) ^ = - ^ - 1 , 

(16) *=2-t—l—*±=i , 

(17) ^ - ^ - ^ í ^ - , , 

as) -a^^t+i-^-ti. 
4. Sum Ue&ergange »on pofitíeen Sioíbettben. attf nega* 

tive erfyáít man auě ben gcfunbenen atyt ©íeicfjutigen bie fofgenben viev bop* 
peften: 

(20) * | ^ t ~ * ^ = t - l - * — = = í - > 

(22) * ± ^ t - ^ ^ ^ t + i - f t ^ 1 -

vin. 
T f u f r o a r t i g e * S f c e i f e n . S J e g a t i u e Steffe. 

£>až kiá&er 6efpro$ene, gercofjníic&e únb auj5erorbentíid[je &í)eifen, wefc 
á)tů au# in ber §oíge immer wrftanben rcerben miij?, wofern tridSJt etne?íué-
naí;me bejtimmt auégefpro$en rotrb, fejt &oraué, baj5 ber £>imftonéreft jeber^ 
$eit pofítfo fei, foígíicf> bap berChiotué anbeutet, baé $CBiemeífa$e beé 3:&ei* 
leré, trn aíge&raifcfcen <2inne, na#ft ífeiner ober £od(jften$ fo grofí aíé ber 
Simbenb ift, nemíicfj, uom Sfoibenbe abgejopen, einen pofitit>etiy ben 
S^eiíer ntd&t ů6erfteigenbčn, 9te|l gi&t. Suweííen fteftt man fí$ jebocfr seran* 
ía$t, bergejtaft ju tfcetíen , baf5 ber Ouotué cingt&t, ba$ $£Bie&ieífa$e beč 
3:&eiíeré, im aíge6ráif$en ©inne, na$ft grofler ober minbefíenč fo grog afó 
berSimbenb tjt, nemíid^/t)om2)i\)ibenbea6gepgen, einen n e g a t i v e n , mime* 
rif$ ben S^eiíer ni$t Ů6erfteigenben, 9ře(l íiefert Sin foícfjeá S&eifen mit 
negatioen Steflen Ěann;man ein a u f r o a r t i g e é , mit&in baé S£#eiíen mit poju* 
tfoen 9íe(len. bóé abroar t ige nennen; unb aná) 6ei jenem, nrie 6ei biefem, 
ein gercityníi^eé unb auf*erorbentíi#eé unterf<f;cíben. 

2>ie 93ergfeid&ung ber (Srge&nifíe &eiber žfceilungérceifen íiefern bie ©íet-
(fjungen: 

(4) d = t ^ - + * i - , 

(6) d ^ t ^ - H f c i , 
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wenn man in tyren $n>eiten Sfceiíen t abbirt unb oí>jíe^t, »»oburc^ jfc in 

d=t(^4-+i)~(t-í4-), 
*=«(-%T + 0-(«-*f) 

ficf) t)erroanbeín, unb foígenbe @a$e le&ren. 
1. S^eiít man eine 3<*&í d &ur# cíne anbere t aufrofirtí, fo bap ber 

Síeft, mic Tíuáfc^fufj ber Oíulle, negatit) unb numerifdjj $ 0 $ j ien£ fo grof; 
cíů ber S&etíer aušfállt, unb benů^t man bie SSerwanbfungégíeicfmngen (11) 
unb ( 1 2 ) , fo ift 
berauf$erorbentíi$e aufro<ktige0.uotu3t)ondbur<# t = ^ + 1 = — Q ~ ? 

» » » EHefi =— (l — *7")=—it^J 
—• 1 , — 2 9 3 , • • • • t . 

2. S^eiít man bagegcn eine Saftí d burcf? eine anbere t bergeftaít auf--
wfirW, baf; berSíeft, mit Sinfc&íuf* ber(9?u0e, negatit) unb numerifcfr íUlner 
clů ber Sfteiíer auéfallt, unb uerroenbet man bie SSerníanbíungégíeid^ungen 
(13 ) unb ( 1 4 ) ; fo ift 
ber geroo&nf i$e aufmartigc &uotu$ t)on d burc^ t = -(£-j- -+- 1 = — -f ^ - , 

» » » Sttft = - (i^Sr±^ = — ^±j 

= 0, — 1, — 2, . • . — ( t - - l ) . 
S i e 3afcfa>ert$e ber negatiwn Síefíe fťnb bemnacf) bie Srganjungen ber pofť--
tioen Síefte jum Sl^eiler. Unb ber f fetujte negat ive Síeft oon d burcf> t 

ift = — ( t — * Y ) = — F ^ Í - , weií er ftetá říeiner atí ber Sfceiler fein mufí. 

3m Sufammenfcange fafTw ft^ M* Srgebnifie ber mereríei £&eiíungen 
mitteíé folgenber 33etracf)tung auffteííen* @et d etne pofťtioe ober negatfoe 
Sa^í; burc^ bte abfoíute 3^í)t t get^eift gebe fťe ď $um Ouotué unb d" jum 
Síefte, roeíc^e mit bem 2)it)ibenbe d gíeid^eitfg entroeber pofítio* ober negatit) 
fein foílen. @ejt man ifcnen bemnadjj tyr gemeinfcjjaftlicfje$ Ctualitatéjeicfyen 
Dor, fo fťnb ± d , ± ď , ± d''entfcfjieben pofitio. 90?an £at aber allgemein 

(2) d = t ď + d", 
ba^er au# 

± d = + t ď ± d ^ \ 
unb babei immer ± d" ^ t 

©omit ftnbet man bet ber gewo^níid^en & £ e i í u n g , roo 

± d " = 0 , 1 , . • • t — 1 ifl, 

' ±ď=^±í, ±d"=*4d
9 

aífonrte in V , l unbVIH, 2 , 
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(23) i' = ±<tŘr\ A" = + ¥^; 

unb 6et ber aufíerorbentíidjen &íjetřung, roo 
± d " = l , 2, • . . t ijt, 
i d ' ^ - ^ , ±d" = * ^ 

alfo nrie in V 2, unb Vílí, I , 
(24) ď = ± - % ± - d , d»=±Jk^. 

IX. 
SBefonbere 2 3 e t r a $ t u n g beá %1)eiUn$ buref) 2. 

(Sin fe^r oft in 2fnwenbung fommenbeé S^eiíen ífi jeneé burc£ 2, nemíicfj 
baů QevfixUen einer 3<*f)í, n> in iwei S^eiíe, x unb y, bie ft$ um nid^t me&r 
afó 2 Don einanber unterfc^etben. @ei ber SJ)eit x minbejfená fo grofí, wenn 
ni$t grofíer, ató ber anbere y , unb if?r Unterfc^ieb d5 fo i jí 

(25) x -i- y = n , 
x — y = d, 

foígíi$f wenn man abbirt unb abfriefyt, 
2 x — n -H d, 
2y = n — d. 

JpierauS foígt etnerfeitS 
s~ ^v n d ' 

(26) x = r + T , 
_ ii d 

y g 2 , 
anbrerfeitó 

(27) n = 2x — d = 2y 4-d, 
2á§t ft$ nun bie ga$l n in $wei gíeic^e S^etíe jerfáíien, fo baf5 ií;r 

Unterfc^ieb d řeiner ober S ûU ijt; fo nennt man bíefe S ^ í » g e r a b e , 
unb jeben i^rer fceiben gíeicf)en Sl^eiíe x unb y if)re Jpa í f t e , fo bafj 

x = y = | - i | h 

$ann man bagegen bie %a\)l n ni$t in $wei gíeicfje, fonbern fjmtenč in 
jwei mogíidjjjt wenig, nur um 1, t>on einanber t>erf$iebene, ungíeicfje S^eííe 
jerfalíen; fo nennt man biefe 3<*f)í n un ger a b , unb ben grójwen &í>eií x 
bie g r o ^ e r e Jpa f f t e , ben říeineren S^eií y bie f í e i n e r e J p a l f t e ; fo 
t>a$ man fyat: 

gro^ere^aífte *=r+T=ir> 

řteinere Jpaífte y = l " ~ 7 = ! y - ' 
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1. SSBtíl man bemnacft eíne Qáfytn injwei, entn>eber gíeicfje, ober 
fcod^ftené hur um 1 t>erf$iebene, Žfceiíe x unb y jerfegen, mtt&in 
fceibe 3«faílung$roeifen bur$ o6íge ©íeicjjungen (27) auf einmal auábrůcřen, 
fo gi6t man biefen bíe ©efialt 

n -j- i = 2 x + 1 —d, 
n = 2 y + i 

3e na#bem nun n gerabe ober ungerabe t|if 

fcat man d = 0 ober 1, 
aífo 1 — d = 1 ober 0; 

ba&er, na$ ber (Srfíarung ber gewô nfiĉ en S^eiíung (ín IV), 
114.1 II 

IDarauS fofgt nun,- nac£ ben ©íetd&ungen (25) unb roenn man bieiroei teleti 
©leid̂ ungen abbirt, 

(28) ^ + ^ - = l l 5 

unb 
# - * * = * 

(29) * í ± i - n 4 = l . 
3e nad̂ bem aífo / 

bie %af)t n entweber gerabe, ober ungerabe iff, 
mujjí berSíefi * y = O ober ' 1 unb 

berJHe| t*^=l ober O, 
alfo bie ©umme fceiber Stefie jeben gallč 1 fein; ferner ftnb bie jwei, ent* 
weber gfeid̂ en ober &odj>fíen$ um 1 &erfc£iebenen S^eiíe i>on n bie Ctnoti -f y 

unb -f^; unb jwar ifl 

a)berCtuotuá-cfy entweber genau bie #aífte, 
ober nur bie Heinere £aífte, unb 

13) ber&uotuS -q~£ entweber genau bk £aífte, 
ober fd̂ on bie grofíere #aífte* 

2. SBiC man bagegen eine 3<x1)t n *n jwei ungíetd^e, mogficjjfí 
wenig t>on einanber t>erfd^iebenef &£eiíe x unb y jerfaílen; fo rou& 
je nadfjbem n gerabe ober ungerabe ift, ber Unterfcfneb d = 2 ober 1, foígíí# 
nad̂  ©íeid&ung (26) 
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bergrp^ere^etí x = y 4-1 ober = ~ 4-^~ —T' 

berfíeínere » y = | — 1 ober=|—-%^=="mmT^ 
unb na$ ben ©feicj>ungen (27) 

n = 2(x—1) -H 2 —d^ 
n = 2y + d 

feim 
3 nacfjbem nun n gerabe ober ungerabe ijl , 

£at man d = 2 ober 1, 
aífo 2—d = 0 ober 1; 

bafcer na# ber Srfíarung be$ gewo&níicfjen unb aajjerorbentliĉ en Ŝ eiíenS 
(in IV unb V), 

x—l=*tj>m x = ^ - h i , y=-%i"' 

2 — d = * y , d=-firf-* 
3)aťau$ foígt mm, na# ben ©teícfjungen (25), unb wenn man bie 6eU 

ben íejten ©íeíd̂ ungen abbtrt, 
(30) (<Hf + l ) + % f ==», 

unb 
(31) *J-+*J-=2. 

Se na$bem aífo 
bie 3&&1 n entroeber gerabe ober ungerabe i(t, 

mujjberSíejl í ~ = o ober l , 

unb beržKeft ífc|- = 2 ober 1, 
aífo bie ©umme 6eiber Diejte jeben gatIS 2 fein; ferner ftnb bie jwei, mog* 
li#(í wemg t)on einanber wrfcfuebenen, Sfreiíe t>on n ber aufíerorbentíicfye 
ChiotuS -%|- unb ber aufroartige CuotuS <f | - + 1; unb jwar ijl 
a)ber&uotu3 -%~- = * ř ~ - entweber um 1 líeiner afó bie ipaífte, 

ober.bie říeinere Jpaífte fel&jt, unb 
|3) ber&uotu$ -q^--M entweber um 1 grojšer alč bie ipaífte, 

ober bie grofíere £aífte fel&ft* 
2lnmerfung* 3)ie ©íeid̂ ungen (30) unb (31) fltefien auĉ  auč ben 

frfi&eren (28) unb (29), roenn man bartn n mít n — i t>ertauf$t, unb bie 
©íetcfmngen (7), (8) berfcfp̂ tfflet 
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X. 
£feinfte SKefte. 

černit man ben gen>of?níi$ert pofťttoen EKeft ber ^eiíung einer %a1)t i 
burcfr eine anbere t, nemíidjj *-^, fo íajjt fť# feicfct ber tym angefjorige nega­
tive í)íeft — (}—*T) = ~ * ~ r ' wrmoge©íeicfjung (12), ftnben, roenn 
man jenen oon bem S^eifer t ab$ieí>t, unb ben entfalíenben Unterftyieb negatto 
anfejt. ©obaíb aber beibe 9íefte, ber číeinfte pojítiue *~ unb ber ií)t\ jum 

S^eiíer erganjenbe negative — (t— *-^-)=—ifc^, beřannt fmb, fo ift ber 
fícinere au$ ifrnen, ober, faUě fťe gíeidj) grof5 roaren, jeber \>on t&nen ber 
Heinfte SHeft ber S êtfung i>on d burdj t. 

1* S e r číeinfte žHeft ift bemna$ pofitit), fofgnd̂  = r— , wemt 

* ^ " = t _ ^ T , aífo 2*j-=l> uní) * T ~ Tt? b* &• ^enn-F^- nidfjt grô er 

aí$ ber âf6e S^eiíer ift; nemfi# roenn, ttermogelX, •ř-^-='fT5 b" &• 
nicfct > «f-̂ -5 foígltcf; < <j-|- + 1 , unb fomit 

d t t 
^ - — 0 , 1, 2 , . . . . - % Y ? ^2 

ift. Sann rcirb auc|> 
ber Číeinfte 9?efl = O, 1, 2 , . . . • - Q ^ , <fy-

2. S e r číeinfte 3?cft ift bagegen negatit), foígíicf) 

= _ ( t _ í i ) , n>enn*-f > t — * i , aífo 2 * 4 > t , 1 ^ * 4 = 4 * ' 

b. fc. wenn r-»- nicfct čfetner afó ber fcaí&e £í>eiíer ift; nemíicfj n>enn, 

wrmiSge IX, *^->-f*£-, b. $. nic£t < ^ 5 foígíicfc > - Q - , unb fomít 

^r=<iir> <řr + i , • t — i 
ift. Sann rcirb 
ber číeinfte Step = - <f±>~^±9 — 1 . 

3. S e r číeinfte SKeft ift enbíidj) eben fowo&í p o f i t i t > = * — 

aU negatiD = — ( t - * { - ) , roenn * T = t _ * r , aífo 2*4" = t5 u n b 

^ T - ^ t j &• &• wwn ^4" bie £aífte beá £f>eiíer$ ift; wa* sorauáfejt, 

ba£ ber £{jeiíer t etne gerabe 3>*fy feú Sann ift 
ber číeinfte JKeft eben forcô í = ± - $ - | * , a» ± <f^. 

2 
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2 í n m e r ř u n g . 90?an čann aud[j ben Keinften pofítísen 9te(l*—mít bem 

ffeinften nega t iven—Í 1 ^- Dergíeídfjen, unb au$ í&nen ben fíetnften mogít--
á)m befíimmen. 

XI. 
3 u f a m menf tang ber 3 a f j í e n m'^ ifcfcn Síeften. 

1* S e b e r 3<*í>í f i n b a í í e i í ; r e Síef te , baí)ev auc^ b te fe 
e i n a n b e r , con g r u e n t , roenn m a n ben & l ) e t í e r , o b e r e t n e n 
g a c t o r b e é f e í b e n , j u m SOíobuí n t m m t . 

3)enn gibt d burcf) t getf)etít ď jum Ouottié unb d" jum Stefte, mag 
bíefer ttue immer befd;affen fein, fo íft, oermoge I V , ©íeic^ung ( 2 ) , 

d = t ď + d". 
9íimmt man bemnacíj ben Sfjeiíer t5 ober einen gactor © bečfeíben, jum 

30?obuí; ííberge[;t nafy I I I , l oon ber ©íeid)f)eit auf bíe Songruenj; unb 
tvivft nad) I I I , 7 baš burd) ben SJJíobuí tf)eííbare ^>robuct t ď weg: fo erf)aft 
man t>ermoge I I I , 13. 

d = d", mod ( t , 0 ) . 
@o ifl inčbefonbere 

(32) d = *f=_(t-*f ) = -«=? 
= - ^ = — ( t — - B r f ) = — í ^ , mod(t, 0 ) . 

3.58. 2Benn man 147 burcí; 30 tf;ei!t, i(l 
147 = 2 7 = — 3, mod (30, 15, 10, 6, 5, 3 , 2). 

' 2. @oíí bemnad) eine 2>aí)l x irgenb einer ber Síefte eíner anberen 3af)í 
d5 nad) einem-Ž&eiíer ober 2)?obuí t , fein; fo fann man bíeé am einfacfjften 
aílgemeín burd; bíe Songruenj 

(33) x = d, mod t 
anbeuten. Obfd)on bíefe 23ejeic^nung unbeftímmt ift, meíí fíe x nur aíů irgenb 
eine nacf) bem SDíobut t mít d congruente Sáty, foígíid; uermogelll , 4 aíě 
iebeé CSíieb ber aritfymetifcfyen ^rogreffíon angíbt, berenetn ©ííebd unbtínter-
fcfyieb t ift; fo faun man fíe bod), wegen ií;rer befonberen $3e<juemíícf)řeít, ůberaíí ser* 
wenben, wo man au6 bem 3ufammení)angeber9íebeober auéberíBebeutung ber 
3aí)í x bereitó u>eif̂ , ob feíbe 9ÍUÍÍ, mirpofťtfo ober aná) negativ, bfoéííeinerober 
auá) fo grop aU ber 9)?obuí, ober mof)í gar nod) grojjer ali berfeřbe fein barf; 
foígíid; ob man fíe -bem pofttfoen ober negattoen, gewof)nííd)en ober aufíer-
orbentíic^en, ober—tvaš meijienč ber gaíí feín roirb — bem čfetaften mog-
íic^en Sftefte ber gafcí d burd; t5 ober fonft etnem ©íiebe obiger arítljmetu 
fd;er Sprogreffton gíeícfj ju fleííen f>at. Um meftr 83e|iimmt&eít in ben 2íušbrucř 
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ju Ďringen, fann man.ne&enbei ben Umfang ber SBerttye ber gefud t̂en 3<*&f 
anfejen, foígíicft ben gerooftníicfjen 9íe(l 

x = * — burc£ x = d , m o d t = 0 , 1 , . . . t — 1 , 

ben aufjerorbentíic^en 9Je(t 

x=-ft-—burdjj x = d, mod t = l , 2 , . . . t , 

unb ben mogíidjj řfeinften 9íeft burc£ 

x = d , modt = — ^ - ^ , . . . . ^ — 

anbettten. 
3. SBirb bemnacfj ©on einem jufammengefejten Tfuébrucře, b. t. Don ber 

©umme ober bem Unterfcfriebe me^rerer tfyeiU ju abbirenber, tí)e'úů abjujieben* 
ber 3>a1)hr\f weíd̂ e feíbjt roieber jum S^eií^robucte ober $>otenjcn fein fcnnenf 

cín 9íe(l nacb einem angegebenen S,£eiíer ober SRobuf gefucftt; fo barf man, 
jur 93ereinfac£ung ber Siec^nung, ju goíge III, 5 unb 6, anfíatt jebeč ©íiebeč, 
mag eé jtt abbiren ober abjujieben fein, ober wrmoge III, 8 flatt jebeá gactorč 
eineé ©íiebeé, ober enblicf>, vermoge III, 9, ftatt ber in etnem ©íiebe ju poten-
jirenben %af)l, einen 9íe(l na$ bemfeíben Sttobuí, am \)ort^eií^afte(ten ben 
říein|ten, in žHecfjnung bringen; foígíicf) t>on jebem ©íiebe, ober oon einem 
gactor ober einer ju potenjirenben 3<*&f to bemfeíben, ben &beiíer ober S3í)?obuíf 
fo oft e$ angefct, roegroerfen. Srftaft man enbíi# fůr ben SDfoibenb elne nega* 
tixtc ben S&eiíer nicfjt erreiĉ enbe %<xty, unb foli ber 9íefl pofttfo auéfallen, fo 
wirb man bíoé no$ ben 3^^í^ert^ beč negativen Síejteá iumS^eiíer ergan^en. 

4. S o n g r u e n t e 3<*&í*n geben , burcfj ben 9)?obul ober 
b u r # einen S^e i í er beá SDíobuíá getfceilfc, gleidjje 9te|te ber- • 
fefben 2írt , weíc£e nemíi# beibe geroofcníicf) ober auj5erorbentlic[>, pofítto 
ober negatto (ínb. 

£>enn i(l d = 5, mod m, unb geben bíe BafyUn d unb 5 burc£ einen 
í^ctíer [x beč 9Dřobuíé m, bem er auc£ gíeicf) fein fann, auf einerfei SBeife 
get^eiít bie SRefte r unb p; fo i(l, Dermoge III, 13, d = 5 , mod p , wrmoge 
XI, I, d = r , unb 5 = p, mod jx; bafcer audj), ju goíge III, ž, 

r = p, mod p , 
b.b* bie Síeflc r unb p ber congruenten 3a&íen d unb í finb n a $ 
jebem Zfyeitev p be$ 9)?obuíé m c o n g r u e n t , nemíi$ ber tlnter* 
fcfjieb jener Síefte i(l bur# bíefen St&eiíer p t^eilbar. fSBetí nun bie 3a$fwertbe 
ber 3te|te r unb p nie grofjier aU ber S^eiíer p , unb 6eibe 9íe(le gíei^eitig 
entweber pofťtio ober negatit), gewo^níic^ ober augerorbentíicfc jtnb ; fo mu(5 î r 
Unterfd îeb r — p ober p — r, ffeinfcr aí$ ber S^eiíer \x. auéfallen, mit^in 
ffl\x% unb fofort ber žKefl r = p fein; ba bur$ eine Ba1)l feine fíeinere auper 
9?u« t^etttar ift. 

2 * 
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©o ift $.23.131 = — 9 3 mod 28,beibe Safyíen ge6en bur$ ben SDíobuí 
28 unb fcine Sfjeiíer 14, 7, 4, 2 get&eiít bie pofttfoen SKejte 19, 5, 5, 3, 1 
unb bie negativen SKefíe — 9, — 9, — 2, — 1, — l. 

5. SnSbefonbere muj5, weií wrmoge XI, 1, 
d = Ť - Y = - f t - Y , mod t 

ift, auty 
* d Ti d 

(34) ^ - = * J X = Ť _ I , 
d d 

,, d * T * t 

fein* 
XII. 

S S e w a n b í u n g ber Cluoti unb Síefte* 
1. (Sin CluotuS fcíeifct ungeanbert , wenn man ben Sioibenb unb 

S^etícr mit eineríei 3a$t muítipíicirt ober burcfj einen gemeinf$aftíi$en Zf)ť\= 
íer btoibirt 

2. SinSJteftbíetfctberfeí&e, wenn man entroeberben SDtoíbenb unb 
&$eiler mit eineríei %af)t muítipíicirt unb ben neuen 9íe(l burcf) biefen SDíuítipíi-
catort^eiít, ober wenn man ben 2)it)ibenb unb &fteiíer burc£ einen gemeinfcfjaft-
fic&en £&eiíer btoibirt unb ben neuen 3teft mit biefem Sfoifor muítipíicirt 

Senn wenn man d burcfj t t&eiít, ift 

(4) d = t - f - — h Ť"Y unb 

* 4 - = 0 , l , 2 , . . . ť — 1; 
foígíicfj, wenn man mit berSafcí n fceibe S^eife biefer ©feid^ungen muítipíicirt, 

d d 

nd = nt *f — H- n *— 
unb n * - y = 0 , n , 2 n , . . . . i i t — n. 

SJřit̂ in ift, nac£ ber SrEíarung ber gewityníicfjen S^eiíung in IV, 
yiwN nd d 

( 3 5 ) ^r=^-T, 
y«k^v nd d « d nd 

( 8 6 ) f 7 = n f T unb ^ - =¥-^: n. 

2(uá benfeí&en ©rflnben ifl • 

C37) -%£=-%4, 
•«~v __ nd d t ~* d _ nd 

(38) -ft-^ = n-fir— unb "&-? = -ft-^-: n-
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xH — Q _ - 1 0 2 . a — IQ. a X-y — 3 — *—: 6 — 18. 6, 

^ — 2 í — — 2 9 —18 

XIII. 
£)aé &£etíen bur$ ein $>robuct. 9 ía$ einanber folgenbeS 

S&etíen* 
©et bie 3a$i d juerfí bur$ m ju tfceifen, unb ber entfallenbe i&uotuS 

roieber bur# p5 fo fínbet man 
A d d 

* ni m 7 

^ d d 
d -f-^r "f^T 

ba&er, roenn man fubftituirt, 
d d 

•f *f 
d x m •*• m . _ a = m p ^ . h m J ? +ř—• 

p p <n> 
3tun í(l 

* - ^ - = 0 , 1, m — l , 
^ - p - ^ 0 , 1, p—1, 

alfo 
d 

m * - ^ - + * V = 0 , l , mp — 1; 
mit^in fieferť bie geroitynlic^e S^eitung 

d 
d ^~m~ 

^mp 1 p 
d 

d___ ^ m d 
mp n . m 

93erwe$fett man in bíefen ©íeic^ungen m unb p, fo fínbet man 
d -i — tx 

Apm " m ' 
d 

d "íp d 
pm r m P 

bafccr, wegen mp = pm, aud) 
d _£_ 

ron\ ~ d ' m "í p C39) ^ J L - . ^ 5 = ^ 
niP u p ^ m 

* _ d . d "* m , , . d * p _ d 
mp p m ť m p 
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£)ie erfte biefer ©íeidf;ungen ent&áft foigenbe ® 4 j e: ^ 
1. 3(1 eine 3a&I kurd; ba* $>robuct iroeierSafylen $u t&eiíen, fo er&ciít 

man ben Cluotuá, wenn man bie 3<>&f jn^ff buvd) ben einen Ž^eiler unb ben 
enífallenben ChiotuS bur$ ben jroetten S^eiíer bimbirt. 

2. línftatt eine 3 ^ 1 bur<í> jwei anbere ber Síetye na# ju tfceiíen, fann 
man fíe auc£ fogíeicf) bur$ baž $>robuct berfeí6en tfceifen. 

3. £>te Orbnung beá nad; einanber foígenben S^eiíené ifi fceíie&ig. 
3* 83* 3ft d = 87 bur$ m = 4 unb p = 5 nacfj einanber ober bur# 

ba$ $>robuct mp = 20 auf einmaí ju tfteifen, fo í)<xt man 
8 7 = 2 0 . 4 4 - 7 = 4. 21 + 3 = 5 . 1 7 + 2 , 
2 1 = 5 , 4 + 1 , 17 = 4 . 4 + 1 , 7 = 4 . 1 + 3 = 5 . 1 + 2 . 

<Solí bie S^eiíung burcf) ba$ ^robuct eine auperorbentlicfce fein, fo muj? 
man juerft burdj) ben einen gactor <mf?erorbentIt$ unb nacf>£cr bur$ ben 
anberen geroityníicf) tfceilen. £>enn auá 

^ d d 

d ^- m _ T- m 
" 4 - í 

.fblflt 
^ 7 = P t 

d 

*» m d 
m * + - f i r ^ = m ( 0 , l , . . . p — 1 ) + (1 , 2 , . . . m ) 

= l , 2 , . . . . m p ; 
ba^er ftnbet man 

C4D -%i-lfe mp - p 

(42) ^ « ^ + * V ' 

2íu$ fcier iji bie SSerwec^élung ber gactoren ober ber Sifceiíer geftattet, 

XIV. 

dnetl tfon ® u m m e n unb Unterfc^teben. 

Selen a, b, c, d , . . . . afcfofute £aí)Un, tfyiU ju einer £afcí n ju abbtren, 
t^eiíí a&jujiefcen, ober tfceifó pofttto, t&eiíé negatto jufammenjufafíen, ber 
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baburd; ertyaítene jufammengefejte 2íuébrutf burĉ  bíe %abt t $u fyeiUn unb 
ber CuotuS $u fuĉ en̂  

1. SSermoge ©leícf)ung (4) tft 
a _ a 

*> . b 

b z r t t r + í t , 

baf)er, wenn man noc£ eíne fceíte&ige 3a£)í u in ber 9íe$nung unseranbert 
mitfítyren roíll, 

«±a±b±c.... = ť(±^±^±^...)+u±*^±^-±*^... 
línů bemfeí&en ©runbe íft 

b 
b 

«±*-r±*-r±*T . . . . = t<f 

U± í - = - ± Ť j - + í ^ 
t 

unb wrmoge XI, 3 
u+*-r - + * f-*-r-... u ± a ± b ± c . 

*_Z_J LZL_J : = ř 
t t 

foíglicfj, roenn man biefe-Jíuébrůcfe fu&fiítuirt, 
/ u+*—+*—+ *—...A 

u+a + b ± c • •• 
+ í 

t 
£>te gewofcníicjje Sfjeífung gi6t bemnadjj 
u+a+b+c... 

(48)-* -: . x . x ^ . ^ ^ 
i t — * t — -1 t —- i t " • * t 

2. SBííí man aucíj negative £>únbenbe in ber Síecfjnung fce^aíten, fo fyat 
man nad) ©leicfmng (4) 

# ±b , „ifcb 

. * + b . ±c 
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ttífo 

n ± a ± b ± c . . . . « t ( ^ + ̂  + ^ . . . . ) + a + ^ + ^ . + í ± í - . . 

SSBeil ferner au* gíetc&em ©rutibe 
-l_a +b + c 

x j-i x u + * £ - + * = - + * = - . . . . 
4 - a + b + c . t t t 

u-H?^ + *=- + * í - = t-f -

+B . +b +c 

+ í 
t 

unb eermoge XI, 3 

Ť ! 1 í — Í 
t 

tft, fo ftnbet man 

«±«±b±c.... = t l f±5+^-H^Í.. . .+^ —Ý —) 
u + a + b ± c . . . 

+ * -t 

Sarnac^ gi6t bie gerooftníiĉ e S^eiíung 
( 4 4 ) u ± a ± b ± c . . . + + + c , + ^4 -^+4 ' , . , , 
^ *f j =ifr+*=r+*íi-----+^ í 

3. 3(1 eín ©íieb beš jufammengefejten 2fuěbrucřeá bur# ben Ž^eiíer 
tfceií6ar, ober eín 23ielfacf)eé beč S&etleri, j . 58* asiat, fo ifl 

a a _ —a —a 
•f- r = a, ř— = 0, • f7"= — a, *— = 0, 

bafcer na$ ©íeiĉ una. (43) unb (44) 
( 4 5 ) u ± a t ± b ± c . . . - " ± f r ± ^ f . . . . 
^ . =±a± f - r ±-f T . . . .+f -

, . +b , ± c a t t 

=±a+^+4----+"f r 
2ínmerfttng, 3n biefen ©feicfjungen fann ů&eraíl (laít ber geroofcn* 

H$en Ž^eilung au$ bie <nif,erorbentfi$e gefê t rcerben. 
4. aScfoit&ere ftáfte. ®inb bie S^fen a, b, c,. . . fammtlicf) ju 

abbíren, ober jleflt man fť$ uníer ben 23u$ftaben a, b, c , . . . eben foroô t 
negattoe aíů poftttoe ga&Ien t>orf fo geben bie ©leiĉ ungen (43) unb (44) 
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@6en fo finbet man nac(j ©íetcfcung (43) 

u+a±b n b u+*-p±*-£-
(47) •$ — = ^ - r ± t ř - r + < f -

unb roenn man erft a = 0 unb bann a fiattu fegt. 

(48) i ř - ^ = ±^ i -+1 ř— i 
Cofjt man t̂crin b in b — 1 unb a ín a ±. i ů6ergefcen, fo er^áít man 

a ± ( n - r — ) 
(49) ^LT-b=±if íŤ í+^— — , ober na# ©íeicfc. (8) 

= ± f - ; - + - f — — ; 
ober eů i(l 

(50) •f^=-=* - =±-%—+ <f j 
5. &ommen unter ben t&eilá iu abbtrenben, ttyeiíé afcjujieftenben SJafcíen 

(ben ©íícbern beé ju tfceiíenben jufammengefejten ífuébrucřeé), felfcjt roteber 
3>toijion$refte »or j fo geben bafůr bie ©íeic&ungen (43) fcB (49) foígenbe 
Stecjjnungéroetfen an bie «£anb. 

u±»7-±*7-db*T-... u ± a ± b ± c . . . a „ c 
C5»<ř ! = f ; =F*f=F*f=F*r-.-

(53)? 
u+r-f ±r— u + a±b 

(54) * í =?—i *r+*r* 

(N> /-íiL^T^T^-*^^-,, 

XV. 
3íbbiíton unb ©u&traction bér Cluoti unb Síefte. 

1. gflr baů Jfbbiren unb 2í6jiefcen b e r & u o t t íiefern bie 
©íeiebungen (43), (44) unb (19) foígenbe 93crf#riften: 
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(57) ± a ± * f ± < f - r " = <f <f L _ í , 

(58) a + ^ f = : ^ Í Í ± - b , 
(a + | ) t - (b+l ) 

( 5 9 ) a _ ^ . = . + ^ 5 + 1 = ^ Í S ± ! 3 ± ± : 

©ejt man in ben ©íeicf)ungen (48) unb (55) a + b fůr a, fo uber* 
gê en fťe in 

. i — b 

(60) • $ T - ± f v = ^ -
ober roenn man bíe ©íei#ung (10) 6eac t̂eí, in 

• , " a ± ( b + ' ) T ^ 
(61) < f - r ± * r = -? 1 

Sben fo ftnbet man, wenn man auf bíe ©íeicfjung (19)9íúcřft$t nimmt, 
a 

aífo!nac& ber ©íeicfjung (58) 

b — b — i 

t—b—1 a 

bafyer na$ ben ©íeic^ungen (60) unb (61) 
a — b + t — 1 — *-f-

(62) ^ - f _ = ^ 

a — b-f-t — * - j - a —b-f-# i 
:<f i = * ; 

S5et jebem foíĉ en Unterfdjtebe oon Ouotiá řann man au$ beibe 2)tm-
benbe um eín beíiebigeč 93ielfa$eé beč gemeínfamen £í)eiíerč wrme^ren ober 
^erminbern; benn eá ift 

a b a , / b . \ a 4 - n t b 4 - n t 

f i — ^ - r = * T ± 1 | - ( , * T ± l i ; = ^ í — ^ Ť -
2* ©ollten bte Cluoti t>erfd)iebene Sí;eííer fceftyen, fo brtngt 

man.fte, na$ (35) ober (37), tt>ie Cuotienten ober 33růcf)e oorerft auf eíner-
[eí S^eiíer unb í)ált fťcf) bann an bíe eben ertf?eiíten QSorfĉ ríften. 

@o ift j . 93. 
b c bp 

- = a — -f— 
b c bp cm f , „ ^ 

•<ř -qp—=a — -f— — -f—; nac6(59) 
* m x p x mp * mp 7 / ^ • 

mp x m p 

np 
mpa—pb — mc-fmp—i+^i l i . enbíicfj nací) (36) 

—-f— * • - p 

* mp 
b c mpa—pb —mc-j-mp— 1 + m í j 
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3. @ucf)t man bte*<25umme ober ben Unterfcf>ieb ber šHeM 
* - p unb -F-p, fo finbet man 

a , b a . . b 

*-j-±*— = a — t^-p ± b + Hf-y-

= a±b —t(^±^-f), 
foígficf) sermBge ©íeî ung (60) 

b a i k í ^ - f -
(63) í ± - ± * _ z z = a ± b - t ^ j . 
3n gíeicfjer SĚBetfe ergi6t fí4> 

(64) * T ± i t - f = a ± b — 1 - § - . 

XVI. 
5Dífferenjen ber g u n c t t o n e n . 

Sebe alígemeine 3<*&í/ weíc^e in eineríei Unterfuc^ung t̂ erfĉ iebene 
řefonbere 3<>$íen t>orjuftelten wrmag, nnrb tteránberlicfj, unb fallč fte in 
einer Unterfuc^ung* (tetó biefefóe S ^ í sorftellen follte# be f ianbig genannt 

@e$r oft ftê en alígemeine &a1)Ui\ mit einanber in einem foíd̂ en Sufant* 
menfcange, bafí, wctyrehb einige Boílig 6eliebige SGBert̂ e anne&men, bie ů&rigen 
nur gewiffe SBert&e erftaíten čonnen; fte &eij5en bann gfetrfjjeit ig ser* 
anberíid[je, unb iné&efonbere bie erfteren fret , bíe legteren a6f)angt9 
Beranberlidjje &af)ten, ober erftere bíe ©rúnb&eranberlidjjen unb 
legtere tyre g u n c t i o n e n . @oift jeber alígemeine JHec^nungáauébrurf eine 
gunction aller in i&m sorřommenben allgemeinen 3a1)Ur\. 

83on ben manc&eríet (Šigenfc^aften ber 93eránberlic£en unb i&rer gunctio-
nen tntereffťren am meiftěn bie £ > i f f e r e n j e n (Unterfcfjiebe) ober 2íen* 
b e r u n g e n berfelben, nemíi$ bie Unterfc îebe tyrer SSBert̂ e, roenn man eine, 
einige ober alle 83eránberíic^en um ©ege&eneé ánbert, unb t>on jebem folcften 
fpateren SGBert̂ e ben frfl^eren ober urfprfingíic&en a6$ieí)t. Sine foíc^e 
SKfferenj einer 93eránberíidpen ober gunction £eifU eine 3 u n a v m e ober ein 
2Ba$é t&um (incrementum), roenn fťe pofťtto, bagegen eine ?í6nahrne 
(decrementum), roenn fie negatto auéfallt. Hutí) nennt man fte im afgeĎrai-
fcfcen ©inne burĉ gefcenbé eine £una£me, roofern man negatróe 3una£men 
fítr etgentíic&e 2í6na$men anfťe t̂. 

£>ie Jfenberung einer allgemeinen 3<*&í 6ejeid^net man, inbem man t&rem 
Seic^en ben S&ud&fíaben A Dorfc£rei6t; $. 83, bur# Ax bie 2íenberung ober, 
£>ifferenj ber 3a£í x. 
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2ícnbert ft$ ober wad&ft bemnacf) eine 3aí>í x um tyre Stfferenj Ax, fo 
ift tyr nacbfoígenber ober fpaterer SBert̂  x 4- Ax. 

2íu$ ben Sedřen uber bie 2fenberungen ber veranberliĉ en S^fen, 9te#r 
*nungéauébrůtfe ober gunctionen fteben roir nur bie foígenben beraué. 

1. SBÍetten fic£ jwet i>eranberlic£e "3a£fen (leltj gíeid[), 
fo finb aucfj ifcre 2íenberungen gletd^. 

£>enn fťnb bie &cranberfi$en ^aí)Un u unb v, nne jie fťc£ au# immer 
anbern mogen, ftetů gleicfj; fo můffen fte awá) nodj) einanber gfeicj) fein, menn 
fíe fť$ um Au unb Av in bie SBertfce u 4- Au unb v 4- Av abanbern. 9D?an 
$at bemna# ni$t nur u = v, fonbern aucfj u 4- Au = v 4- Av, foígíi$ auc£ 
Au = Av. 

2. 83íei6en $n>et t>er3nberíid^e Safcfen einanber jiet$ 
congruent nacfj einem Sttobuí, fo ftnb auá) t£re Jfenberun* 
gen nac£ biefem 9)?obuí congruent. 

ÍĎenn fťnb bie seranberííĉ en %af)hn u unb v, nne fte ftcfj auá) anbern 
mogen, immer na$ bemfeí6en 9)íobut m congruent, fo rnuffen fte au$ nocf>, 
wenn fte fť$ um Au unb Av in u 4- Au unb v 4- Av seranbern, congruent 
fein. Sttan í)at bemnacfc nid&t nur u zz= v , mod m , fonbern audp 

u 4 - A u = v 4 - A v , mod m; bafcer aucfjnocf) Au = Av, mod m. 
3. 2)ie Jíenberung eíner aígebraifcjjen ©umme tft bte 

aígebraifdjje ©umme ber 2(enberungen t^rer einjeínen 
©ummanben. 

@eien nemíi$ u, v, w , . . . . t£etfó pofttfoe, tfceifé negative wranberíic$e 
Sa^fen, unb tyre aígebraifd&e ©umme u + V4- w 4 - . . , . SSad̂ fen jene um 
bie, t&eiíé pofttfoen, tbeiíé negativen íDtfferetijen Au, Av, A w , . . . ju ben 
SBert̂ en u 4- Au, v + Av, w 4- Aw; . . . an; fo ůbergefct jene ©umme in 
u + Au + v + A v + w + Aw + . . . ; mit̂ in betrágt bie 2íenberung biefer 
©umme 

A (a 4- v 4- w 4- . . . ) = (u 4- Au H- v 4- Av 4- w 4- Aw 4- . . . ) 
(U + V + W + . . . ) 

= Au 4- Av 4- Aw 4-. . . 
4. 3)ie Tícnberung etner beftanbigen Safcf íft Síulf. 
£>enn ift a eine bejtanbtge, u eine tteranberíic^e S^í/ bie ©umme 

beiber u 4- a, unb anbert fť# u um Au in u 4- Au, aífo bie ©umme tn ' 
u + Au + a ab; fo i(l bie.Jíenberung berfeíben ©umrne • • • 
A (u 4* a) = u 4- Au 4- a— (u 4- a) = Au. 

£)ie nemíid&e 2íenberung betrúge aber nacfj bem sor£erge£enben ®aje 
A (u 4- a) = Au 4- Aa; 

mttfcin mufí man Aa = 0 era t̂en* 
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5. £>íe 2íenberung beé g>robucte$ etner 6e(Hnbigen 
Sa^í in eine t)cranbcrííd^e ift baů $>robuct beá 6e|ianbigen 
gactoré in bie 2íenberung beé Dcranberíic^cn. 

Setin uníer ben efcen gemaĉ ten 33orauéfeiungen anbert ft$ baš $>ro» 
buct au in a(u + Au) a6, bafyer Ďetragt feine 2íenberung 

A (au) = a (u -f-Au) — au = aAu. 
6, 2íenbert ftdjj in einem gewp̂ níiĉ en OuotuS -f-jj- 6fo$ ber Stoibenb 

u in u + A u , alfo ber CuotuS fel&fi in ^ ^ a b , fo&etragtbie2fenberung 
beč gewo^níid^en Cuotué 

A u u+Au _ u 
-1 m x m m 

fofgíiĉ  nadjj ©teid̂ ung (48) ober (60) 
Au-i-*— 

(65) A f ^ - = - f - =• 
ober Dermoge ©íeicfjung (43) 

(66) A * i = < f £ + * - i . 
m 

9?un ijt a&er ř ^ - + *^z=(o , l , . . . m — l ) + (O, 1 , . . . m ~ i) 
= 0, 1 , . . . 2m — 2, 

foígliĉ  q m
m

 m = 0 , l ; 
bafcer 

'(67) A<^-=<£ ober = < £ + !. 
3 . 55. (Si ift t ? = 134, * ^ = 2; n>a# nun u = 538 um 

538 217+2 219 

217=Au,fo roac&fl ber Cluorué u m A - f x ^ g n —^T = 5 4 ' 3 " 
ber 3$at i f t ^ ^ : 7 = - f ^ = 188 = 134 + 54. 

2íuf bicfct6c SSBcifc ftnbet man bte 2fenberung beč aufjerorbent* 
íicjjen íD.uotuí 

' m (68) A^=<t—^- = ^ + it m 

7. Henbert fi$ in einem geroo^níî en Sfoiftonérefte ¥—• bíoá ber 

benb u in u + Au, aífo ber Síeft 
runa, beč gettťó^níid^en 3tefte$ 
2>i»ibenb u in u + Au, aífo ber Síeft feí&ft in ^ ~ c&; fo ift bie flenbe* 



30 * SSótbegrtffe. XVI. 

m m ni " 

bafcer e&en fo rotě jeber ber 6eiben SHejTe říeiner afé ber Sfceiíer. 2)a nutí 
nac^ biefer @feicf;ung, uermoge III, I, 

A F-^- = u + Au — u = Au, mod m, 

fo muj5, sermoge ©íeic&ung (32) , A T — entroeber ber fíeinfte pofttfoe ober 
ber čfeinjte negatioe JHe(t son Au na$ bem Sfteiíer m, mitf)in 

(69) A f ^ - E Au, niod m = ± . r ~ m
u , nemli# entrceber = í ^ p 

. —Au / ^ A u \ 
ober = — * = — ( m — ifc—) 

m \ v ni / 
fein. 

JKoĉ  beutíic^er erfte t̂ man bieá barauá, bafí tn ber atígemeinften §ormf 

cermoge ©fei#ung (3) unb (65), Au -t- -F— Au + pm + F — 
A U A m A • ttl 

A F — = Au—m«f = A u ± p m — m <F 
ni m lil 

' • +*±^! + íJL 
4 - A u — m m 

— ni ^ - m 

fein mufí; inbem man Au um ein fcefieSigee QSieífacfteá t)on bem S^etíer 
m &ermef)ren, ober Au bur$ einen beíiebigen feiner 9?efte nacfj bemfeíĎen 
S^eiíer erfejen barf. (XI, 3 unb XV, i . ) . 

3(1 - F ^ = 0 , b. (. ber Suroacfjá Au burc£ m t&eií&ar, fo tft auty 

• F = ~ . " = o, aífo e&enfallá A-F-^- = o, ů&ereinftimmenb mít XI, 3. 

2íuf gíetc^e SBeife finbet man bie 2 í e n b e r u n g eineá aujáer* 
orbent l t c^en Síefteč 

(70) A-ft-~ = Au, m o d m i z t f t ^ j nemíicfj entweber = ifc-^ 

^ — A u / A u \ v A « » A A U + H m ' 
ober = —fl; = — ( m — F — ) , ober A^ft— = Au—m-G . 

m \ m /' m ^ Hl 
2)te 2íenberungen ber 9íe(le rid&ten ftcfj bemna<# bíoé na$ ben Steften 

ber 2fenberungen ber 2)ioibenbe; weif man (sermoge XI, 3) Au burcfj einen 
tyrer Síefle erfejen řann. Zá$t man aífo ben Sfoibenb u nacfj ber natůr* 
íidjjen EJtetye ber £a1)Un roacjjfen, fo mtíflen feine 9?e(le roenígftenS má) je 
m ©Itebern in ber nemtic^en Orbnung nueberřefjren. 

8. @rforf#t man bie g í e t d ^ j e t t i g e n ? í e n b e r u n g e n beé Clu o* 
t u é unb šttefteé, rcenn ber Stoíbenb u um Au.fťc^ ucranbert; fo í)at 
man, wegen ber ©íeic^ung 



XVII. SSorbegrtffe* 31 

u = m -Cf— -f- í — = m -Q h -ft-— 
* m m H. m ni 

(na# bem 1. unb 3. @aje) bie Tlenberung 
Au = m A - f — + A ^ - = m A-^—-f-Ai lA. 

* ni ni H, m •"' m 
SSermoge VI, Tínmerčung 2 ftnb bie gewo&níicfcen unb aufíerorbent* 

li$en Ŝ eifungSerge&niffe, alfo aucfj tyre 2fenberungen, gfeicfj, roenn roeber u 
no$ Au burcfr m tf)eií&ar ftnb, unb bie 2íenberungen ftnb allein gíetcf), roenn Au 
burc£ m tfteilbar ifl. 9?ur roenn u t̂ etf&ar unb Au unt̂ eií&ar ifl, fcat man 

A u u4.Au _ u _ A u . 
Í — = ř— -F— = *—, bagegen 

m m m m ' ** *> 

m 

, u 
ni 

A ^ » •« «+Au _ u _ Au „—Au 

alfo A * ^ = A * i - m, unb A - % ^ = A * i + i. 
©omit genúgt eé, nur bie ©feid̂ ung 

Au = m A <f— H- A • 
* Ul 

ju unterfuc&en. 
2íu$ tyr finbet man fogfeicft ©ermoge ©íeicfjung (23) 

(71) A<^-=±<ř^, A*^- = + * ± ^ , 
v * m — * m 7 m — n i 7 

affo, wenn ber 9íeft wacfjfen foli, 
C72) A f ^ z z ^ - t ó + l ) , A ^ = A 

x m * m \ H. m / 7 m n i ' 
bagegen, roenn ber Stefl a&neftmen foli, 

(73) A f - = - = - t = ^ = - ^ + l , A í ^ = - f = ^ . 
v ' * m * m M. m ' m m 

XVH. 
SSerf^tebentlid^eé Q&fyUn ber ©Ueber einer 9íeť^e. 

1. gortlaufenbeé £&f)tet\. 2Ďie ©lieber einer Síeî e $ci£ít man 
gen?itynlicf> Don einem gennffen, geroafcíten ober fonfl roie feflgefejten ©fiebe 
auágefrenb, in einer Ďeftimmten 9íic£tung nadjj ber natíírlic&en Steifte ber Orb* 
nungája&len fortfc^reitenb ober fořt lauf enb, inbemman, wie fonfl 
ů&ficfj, jeneá ©lieb ba$ erfle, baů foígenbe ba$ jroeite, unb bie weiteren 
ber Orbnung na# baé britte, merte, u. f. f. nennt, £>ie 6ei einer fořt--
aufenben S^íung auf ein ©lieb treffenbe Drbnungéjafcí pjíegt man im 
gett>o&níi#en ©pracfcge&raucfje bie Sfiummer ober 3a^í f in ber (Eom6i* 
nattonéíe&r.e ben ©telfenjeiger (index) beé ©fiebeé ju nennem 

SDían ifl jebo$ auc£ fê r oft t>eraníaf5t, bie t) o r jenem fcen>orgefto&enen 
erflen ©fiebe befinblicfjen ©lieber ber Síetye nacfj entgegengefejter 9ti#tung, 
alfo nicfjt me&r roie frůfcer, fortfc^reitenb, fonbern rucřfcftreitenb 
ju jaftfen. Sann ja l̂t man biefe *>orauége£enben ©lieber gewo£nlidj> eben-
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faííá naS) ber naturíicfcen JKeifce ber Orbnungéjabíen fortíaufenb aíé baž erffe, 
jrceite, britte, merte, u. f. f. Dor jenem auége$eicf)netem Jíllein, wollte man 
í>ier bie ©tellenjeiger ber t>orauége£enben ©íieber, wegen beč ©egenfajež ber 
Síid^tung beé S e l e n é , jenen urfprungítcf; angenommenen, pofítíuen ©íelíen-
jeigern ber nad^fofgenben ©íieber entgegenfejen, foígíicf) negativ in EKeĉ nung 
bringen; fc rcíírben fammtíic^e ©teílenjeíger bie Sietye 

..*. — 4 , — 3 , — 2, — 1 ; + 1 , 4 - 2 , + 3 , + 4, 
biíben; in roeícber jebo$ bet ben beiben benad&barten ©íiebern— 1 unb 4 - 1 , 
bet bem Uebergange.uom Sftegati&en jum Spofttioen, bas fonft ůberaíl in ber 
Síetye ^errfcbenbe ©efej, »ba$ jebeé foígenbe ©íieb aué bem &or£ergefcenben 
er^aíten mirb, tnbem man biefem 4- 1 itigibt," unterbrocften roirb, unb mU 
c£em ©efeje gemag jroifcfjen jenen jroei ©ííebern bie 9?uíl fe^lt. 

2. 2 í í g e b r a i f $ e $ S a f c l e n . Semnacfr er&etfd&t bte Ce&re t>on bem 
aígebraifc^en ©egenfaje ber ©rofíen, baj5 man bei bem oor* unb rtícřfcfjreiten* 
ben aígebraifcf) en S^íen ber ©íieber einer 9íei£e irgenb ein ©íieb, aí$ 
b a s 2 í u é g a n g é ^ ober 2 f n f a n g $ g í i e b , fomo^í t)on ben nad^foígenben, aí$ 
t)on ben \>orauégeftenben ©íiebern unterfc^eibe , unb tym bie SWummer O bei-
íege, — wefíwegen man eé au$ ba$ n u í í t e nennen mag —; bann ben i£m 
foígenben ©íiebern ber Orbnung na$ bie pojíttoen STíummern 1, 2 , 3 , 4, . . . . 
ben Dor tym tyergeftenben ©íiebern bagegen bie negatfoen Slřummern 
— 1, — 2, — 3 , — 4, . . . . juweife; fo baj? fammtíicfje 97ummern in ber 
fletigen naturíicfjen EHetye ber poftttoen unb negativen %a§Un 

. . . . — 4, — 3 , — 2 , — 1, O, 1, 2 , 3 , 4, . . . . 
auf einanber foígen. 

23ergíei$t man obigeč geroo$níi#e unb biefeč afgebraifc&e růcřfcfjreitenbe 
Sa^íen ber ©íieber t)or bem fceroorge&obenen erflen ©íiebe; fo erfte&t man,ba£ 
baů l f r , 2 í e , 3 t e , n*e, n 4 - l t c , ©íieb t>or 
jenem auágejeic^neten er(len ©íiebe, 
baů O te, — 1 * , — 2U, — (n —1)*% — n*S . . . ©íieb 
ber 9íei$e ift; rcornac^ man aífo fcter immer um einé roeniger aí$ bort jafcít. 

33ei ber aígebraifd^en S^íung ber ©íieber einer Síetye gibt ber 3a£í* 
xoextí) ber šftummer jebeé ©íiebeá ju erČennen, n>ie weit biefeS ©íieb t>on bem 
2ínfang3gfiebe (bem nullten) abftefct; tyr SSorjeidjjen, 4 - unb —, aber, ob 
baéfeíbe bem 2ínfangógíiebe n a c ^ f o í g í ober s o r g e f c t ; mitfcin bie aíge* 
bratfdjje STíummer feí6ftf baé roie vieíte jeneS ©íieb nacfj ober t>or bem 2fn* 
fangágíiebe in ber Sletye ift. 

Ueberbaupt, tt?enn man wn bem ©teKen^eiger n etnéS ©íiebéé A einer 
9íet^eben ©tellenjeiger p eineá anberen ©liebeS B abjiebt; fo gibt berttnter* 
f$ieb ber ©teHenjeiger n — p ben 2íb(tanb beá erjleren ©íiebeč A ^inter 
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bem íejteren B,*ober er Í5pt erfennen, ba$ rotě \>ieíte jeneá ©íieb A £inter 
biefem B tft, nemíi$ roenn ber Unterfcfrieb pofttto auefalU, b<\$ jeneS roirfridpi 
£inter, bagegen roenn er negatro atiáfállt, bafá eé nic^t fcinter, fonbern im 
©egent&eil oor bem anberen ftefce. @o ift }• 58. bač 60fte ©íieb einer SRcî e 
nacf> bem 17 třn baá 60 — 17 = 4 3 ^ , unb fcinter bem — 17tř« baé 60 — 
(— 17) = 60 •+• 17 = 77f*e; bagegen tfl e$ fcinter bem 80^* ba$ 60 — 
80 = — 20^, b. 1). ti i(l bag 2 0 ^ t> or bem 8 0 ^ 

3, 9 3 e r g í e i c £ u n g f o r t í a u f e n b e r 3 a ^ í w e t f e n . ©efcr oft jafcít 
man bie ©íieber berfeíben Síet^e jroar na$ einerfei 9?tcfjtung unb afgebraifc^, 
aber \>on verfc^iebenen 2 í n f a n g $ g í i e b e r n auégefcenb; fo bap ein 
unb baéfeíbe ©íieb A ber 9íet^e nacfr ber einen S^fung baů ntc unb nacf) ber 
anbern baé y u roirb. ©oíl nun ein anbereé ©íieb B biefer 9*etye nac£ ber 
erfteren 3írt ju jáfrícn baé p t e , unb na# ber jroeiíen ba$ 7rte fein; fo tft jeneč 
©íieb A tyinter biefem B ba$ n — p tř oermoge ber erften, unb 

bač y — 7rte Dermoge ber jroeiten Safcíroeife; 
foígíid[j, ba ber 2íb|tanb berfeíben jroei ©lieber bei jegíicfjer Safcíung ftc£ 
gíei$ bUibtf 

(74) n — p = y — ?r, 
ober, in roie fern bie SRummern ber erflen S^fung jenen ber jweiten S^lung 
bei aíten ©íiebern ber Sletye um gíei# Diet soreiíen, 

(75) n — y = p — *r. 

2)iefe einanber gfeidfrgeítenben ©íeic^ungen bahněn ben llebergang oon 
ber einen S^íroeife jur anberen, ba na$ i&nen 

(76) n = T + p - 7 r í(l. 

XVIII. 

g o r t f e j u n g . 

4. ^Pertobifd^eé 3 5 ^ í e n . Suweifen jaftft man bie ©íieber einer 
9tetye nic&t in e inem guge fořt, fonbern nacfjbem man &on 1 biá ju einer 
geroifíen 3a^í t geja^ít í)at, roieber son &orn, foígíicfr immer nur in foíc^en 
2íbfajen son 1 biá t. 3 n fo fern man bei biefer 3<5(>lung bie ©íieber ber žHetye 
in 2íbt&eifungen, ©ruppen ober 9>artién \)on gíei$ sieíen, nemlicf) t, ©íiebern 
abfonbert, nennt man eine foíc^e 2íbt£eiíung eine $>ertobe, unb bafcer ba$ 
3<tyíen feíbft pertobifcfc ober roieberřefcrenb. 2Ďiefe$ %&1)Un gebrauc&t 
man tjorjůgíic^ ba, roo ben gíei$Dieíten ©íiebern ber g>erioberí gemein-
fcjaftíic^e Sigenfc^aften jufommen, roie. bei ber 2fbt£eiíung ber Siffern einer 
Safcí in (Sfafíen, bei ben periobifcfyen &ecimaí-- unb Slettenbruc£en, bet ben 
Ouabranten in beť ©eometrie, bei ben ®tunben bei SageS u, bergí. 

3 
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5« 93ergíeic£ung ber nneberřefcrenben unb f o r t í a u f e n -
ben 3<SI)íunfl. 33ei bem wieberče&renben S^íen fyat man bemnadf), jur 
geftftellung jebeé ©íiebeá in ber 9íetye, nid&t bíoé bie ©íieber in jeber einjefnen 
$>eriobe, fonbern aufy bíefe $>erioben feíbft berDrbnung nacfc ju ja^íen, unb 
bafcer Ui ber ?íngabe ber ©telle eineá ©íiebeé anjufítyren, in ber nue Dieíten 
$>eriobe, unb baé rcie ttieíte ©íieb in biefer — íaufenben — <£eriobe eé fei. 
3jí es nun baá pte ©íieb in ber itUxt g>eriobe, fo fťnb sor biefer g>eriobe rc— 1 
anbere $>erioben, alfo wetí jebe $>eriobe t ©íieber ent&aít, w — 1 9)?a[ t = 
(r< — 1) t ©íieber; ba&er ifi eé in ber SKei&e feíbft bač 

(77) n -t= Oř — 1) t + p*< ©íieb. 
2fué biefer ©íeic^ung finbet man umgeřeftrt, weií p bie Oíummer eineé 

©íiebeé in einer $>eriobe ttorftellt, bafcer nie 9?uíl, fonbern nur 1, 2, 3 , . . . t 
fein řann, burc^ bie auj?erorbentIi$e S^eiíung 

(78) ^ - i = ^ = ^Ú 

(79) *=-Q^- + l = -<f? 

(80) P = * T - ; * 

nemlicfy, roenn man ni$t fortíaufenb, fonbern na# tgíiebrigen $>erioben btykn 
rcill, fo ift iaů n** ©íieb ber Steifce baé p = *-^- t e ©íieb &inter ber rc — 1 

= -Q^- t e n $>eriobe ober in ber -TT = -{^--f- !**» g>eriobe* 

(Seftr oft wirb aber auc& wn ben ©íiebern einer Síetye nur angegeben, 
bie wie meíten ©íieber fte in beríei $>erioben fťnb, oftne 9íucřfíd t̂f in ber rcie 
ttielten g>eriobe fťe jfeften. £>ann genúgt jur 23ergfeicfmng ber fortíaufenben 
Sa^íung mít ber periobifc&en f$on allein bie ©íeicfcung 

(80) P = * T " 

eber bie avtů tyr, fo wie auc£ auč ber ©íeicjjung (77) foígenbe (Eongruenj 
(81) p = n , mod t , 

ber ju goíge baé nte (§íieb ber žHeifce mit bem ptett ®tkbe einer ber tgíiebri­
gen $>erioben ůbereinEommt. 

3fl nun nocj> beřannt, ba^ 6ei berfeíben fortíaufenben S^í^eife ba$ 
Kfe ©íieb ber 9?eifce mit bem Ptctt ©íiebe einer eben foíd̂ en tgíiebrigen 
$>eriobe jufammenfaílt, fo fcat man auc£ 

P = N , m o d t , 
bafcer, wenn man biefe Songruenj Don ber t>orfcergefcenben abjie&t, 

(82) p •— P = n — N, mod t. 
83on ber ©iítigfeit biefer (Songruenj fann man fícfj aucf> bur# foígenbe 

85etra#tung uberjeugen, Sreffen bei fortíaufenber S^íung ba$ nte unb N*« 
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©íieb ber Sletye auf baé píe unb P í e ©íieb t>on tgíiebrigen $>eriobén; fo 
mufí foroofcí bet bem n — pt<?n, aíč bet bem N — P íen ©íiebe ber Sleifce eíne 
berartige <periobe &u Snbe íaufen, foígíícfj jwifcfcen beiben ©íiebern etne?ínja£í 
soííer tgíiebrigen $>erioben ffeben. 2)er 2(6ftanb biefer jrcet ©íieber t>on 
einanber, ba$ ift ber Unterfdjieb ifyrer ©teííen^eiger n —p unb N — P, mufí 
bemnadj) ein 53ieífací)e$ x>on ber Tínja í̂ t ber ©íieber einer jeben ^>eriobe, 
baf;er nad; ber Srfíarung ber cougruenten £aí)hn tn 2írt. II, 

(83) N —P = n — p , mod t 
fein, weraué man fogíeid̂  bie twíjergefyenbe (Eongruenj erf)aft. 

3íué bíefen beiben gíeicípgeítenben Songruenjen íapt ftcfj feidjt fínben, baé 
une ttieíte Cpíe) ©íieb ín einer tgíiebrigen ^eriobe baé nu ©íieb ber 9íeif)e 
ifí; wenn befannt ift, bafl baé Nte ©íieb ber 9?eíl)e mit bem P í ř" einer foícfcen 
$>eriobc jufammentrířft. 35enn man er^aít 

(84) p = P~f-n — N, modt, 
foígíidj, n>eií p *>on 1 bič t reic^t, 

(85) p = -ft j 
©djííefH fť$ mit bem l\ten ©íiebe ber Síeî e etne $>enobe, fo ift P = t, 

bť^er (86) p = n— N, modt 
(87) przz-Jt-;— • 

Sabei ift nid t̂ einmaí bie ^enntnij? ber SJÍummern n unb N ber ein^eínen 
©íieber ber 9?eif>e feíbft erforberíicf), ba ti fĉ on f;inreící)t, nitr ifjren ?Jbjtanb 
n — N Don eínanber $u fennen. 

Jpebt eine $>eriobe mit bem erjten ©íiebe ber Síetyé an, fo ift P = N = 1, 
bafcer mie oben (80) p = ífc-j- • 

XIX. 
Tíufíofung t>on (Eongruenjen beč erften ©rabeč . 

3)íe Songruen^en beč erften ©rabeč mít einer unbečannten Safyí finb 
in ber aíígemeinen gorm 

(88) kxEEa, mod m 
begriffen, roenn x bie ju fuĉ enbe ga&í uorftellt. ©oíl man biefe unbefannte 
3afyí x beftimmen, unb babur$ bie (Eongruenj aufíofen; fo fcemerče 
man, ba$ ber Unterfdjneb ber jroeí congruenten Satyfen kx unb a ein 53ieífac£eč, 
etwa ba$ yfacíje, beč SOíobuíč, aífo 

(-89) kx-+-my —a 
fein muf5, wofern auc^ bie 3a^[y'no$ unbeftimmt ober unbeřannt ifí. £>iefe 
unfceftimmte ©íeic^ung mit jwei Unbef annten x unb y gibt auc^ no$ bie Songruenj 

(90) my = a, mod k. 
3 * 



36 aSor&egriffe. XIX. 

SSBir werben bafcer 6eibe Songruenjen (88) unb (90) mít einem 9)?afe 
aufíofeti, fo&aíb nrir nur bie ©feic^ung (89) auflofen. 

3u biefem Swecře t&eiíen mír biefe ©feic^ung burc£munbx,roobur$ nrir 
kx H- my k y a 

mx m x mx 
erfcaíten. 3u$Uiéff Bemerřen nrir, erftené: »baj5 ber Unterfd&ieb jweicr na# 
einanber folgenben 97a^erungé6růd^e eineé ^etten&rucfjeé gfeicfj l f t ± l , getfteilt 
bur$ baé $>robuct iftrer SJíenner," unb jroeitcnS: »baf* bte unbeftimmte ©fei-
cfntng beá erften ©rabeá (89) nur bann in gan^en 3>a1)Un auflo$6ar i|T> wenn 
bie Soefficieníen, k unb m, ber Un6eřannten, x unb y,řeinen gemeinfcfcaftKc&en 
Sfceifer beftjen, bur# ben nicfct au# baá beřannte ©íieb a tfceilbar ijh^ClII,!!.) 

@ei nun ber 83rucf> — ec£t, aífo k < m, roo&in nrir e$ in ber gegebenen 
(Eongruenj (88) / \>ermoge XI, 3 , immer íeidjt bringěn řonnen, roenn nrir Don 
bem doefftcienten ber Unbeřannten x ben 9)?obuí m , fo oft aU eé ange&t, 
weg roerfen ; bicfer 83ru$ — $cfotf wenn er in einen Settenbru# serroanbeít 
nrirb, řeinen bem Sctyíerk unb tfíenner m gemeinfd^aftíic^en S^eiíer, ber ni#t 
au$ bem beřannten ©íiebe a juřáme, ferner befije er n i^eiínenner x>ov bem 
ícjten, alfo n 9ia$erungéwertfte, unb fein nu* SJía^erungéwert^ fei ber 33rucf>—• 
2)ann uberfteigt ber gegebene 23ru$ — feinen íejten 9?a&erung$brucf> — um 
ben Unterfc^ieb 

k x fyt _ mx (—1)" 
m P mu m^ 

weíc^er pofitto ober negatfo auěfalU, je nacfjbem n eine gerabe ober ungerabe 
3ínja!>í ijh 

&fceiíen nrir je§t burcf) biefe ©íeicfyung bie ttorfcergefcenbe, fo erfjaíten nrir 

barauč ferner * k ( x — ( — l)nft'a) = m (— ý — ( — i)"xa) 
x — ( — i ) n U2L m 

Unb 7—rr~— = — • 
— y — ( — * ) *a k . 

©olten aber biefe jroei geroofcníic&en 23růc£e einanber gíeicfj fein, fo můfíen 
ber S^íer unb SWenner beé einen ©íeic^oieífad^e &om Sa^íer unb SWenner be$ 
anberen fein; aífo roenn z ben ttriílřůríic^en 9)?uítiplicator oorftellt, 

x — (— i ) n jxa = mz 
— y — ( — l ) n x a = k z ; 

unb fofort ergeben fťcf> fůr bie unbeflimmte ©feidjjung (89) ober fůr bie tyr 
gíetc^geítenben (Eongruenjen (88) unb (90) bie 2fuflofungen 

(91) x = (—l)njjta .+ mz 
n—i 

y = (—1) za — k z , 
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ober au$ (92) x = (— l ) n pa , mod m 
n—t 

y == (— I ) xa , mod k. 
SWefcmen nrir an, bag in bem befonberen galle, roo a = i ijt, bie Satyíen 

x unb y in % unb n ůberge&en, fo bag n>ir eigentlicfj bie ©leic^ung 
(93) k§ + m n = l 

ober bie (£ongruenjen 
(94) kg = I , modm 

myj =E l , mod k 
aufjuíofcn tyaben, fo finben wir bafůr bie Tíuflofuňgetr 

(95) § = ( — 1 ) > , mod m 
n - i . 

* ) = ( — 1 ) x , mod k. 
SDMtipíiciren nur biefe mit a, fo er&aíten aur 

a£f = ( — l ) n j x a , modm 
n—1 

an = (—1) %a, mod k; 
bafcer wegen ber (Songruenjen (92) , uermoge III, 2 , bie 3íuf[ofungen 

(96) x 1 ^ až?, mod ni 
y EE ar) , mod k5 

ober, ju Soíge ber ©íeic^ungen (91) , 
(97) x = a§ -f- raz 

y = »n — kz , 
inbem man oon ben ©íeicfcoieífacfren ber beiben Soeffícienten ber Unbečannten 
baé eine abbirt, ba$ anbere abjteř>t-

@oll bemna$ eine Songruenj Don ber gorm 
(88) k x E E a , modm 

aufgefófi werben, fo roirb man oorerft an bie ©telle beč Soeffícienten ber 
Unbefannten unb anftatt beé befannten ©íiebeé einen 9íe(l na$ bem 9)?obuf, 
am beflen ben mogíicfr říeinften, fejen, unb burcfj bie etxva erforberltc^e 3ei$*n* 
anberung ben Soeffícienten ber .Unbefannten rozeber pofítfx> fterftellen. gerner 
fietyt man n a $ , ob ber nunmefcrige Soefficient unb ber SQíobuf éinen grojHen 
gemeinfcfcaftíic^en S^eiíer beftjem Sft M**» untx čommt biefer £f>eiíer nid;t 
auc£ nocf> bem befannten ©íiebe ju, fo ifl bie Songruenj unmoglic^; fommt 
er aber au$ biefem ju, fo wirb man alle brei beíannten %áfyUn burd; tyren 
gropten gemeinfd^aftíid^en S^eifer bioibiren. S9?an'n>irb eé bcmnacfj nur immer 
mit (Songruenjen Don ber gorm (88) ju tfcun ftaben,in benen ber Soeffícientk 
pofttio, fíeiner aíá ber SJřobuf unb gegen biefen reíatto prim !(l. 2>ann roirb 
man juoorberfí bie einfad^ere Songruenj 

(98) k§ = l , mod m auflofen. 
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3u biefem gwecře t&eíft man m burc(> k auf biefefbe SBeife, aíů rooílte man 
. ben eĉ ten 23ru# — in einen Settenbrucfr wrroanbefn, unb fud̂ t befíen íejten 

9?afcerungábru$ — . SSWan fd&reibt nemíi$, inbem man bie gefunbenen Cluott 
- ober S^eiínenner in umgeřefcrter Drbnung auffafít, unter ben fejten 1 , unter 

ben fcoríejten i&n feíbft. 2íusř biefen jwei S&fyWf unb fo and) auů jeben jroeí 
*>or einanber fcergefcenben bercité berec^rieten, ftnbet man bie na<$jt soran ju 
fteílenbe, inbem man mít bem unmittelbar sor&erge&enben OuotuS bie íejt 
angefcfu-iebene (ttorberjte) Safcí multipíicirt unb bie Dorlejt gefcfrriebene fcinju 
abbirt, biá auc£ ber erfte OuotuS in Síec^nung gebrac t̂ roorben. £>ann ift bie 
lejte auf biefe SBeife berec^nete £af)l ber 97enner p , bie Doríejt berec&nete ber 
Sctyíer % be$ gefuc&ten íejten 9?afcerungábruc£e$. *) ©c^reibt man nun unter 
bie bem lejten Cluotuč untergefejťe %ofy\ 1 *>aů &\á)zn -H, Don ba t>orroart$ 
fc^reitenb unter bie %a\)Un ber iuffyt berec^neten Stetye abwec f̂eínb bieSei^en 
— unb + , fo er&aít man auc£ nod[> basí angemeffene 3ei#en ober ben gactor 
( — l ) n fůr bie Dorberfte £a1)l jx, woburcf) fťe Mtlftanbig bie geforberte %a1)t 

(99) ,§ = ( — l ) n p 9 mod m rcirb* 
SDíultipíictrt man enbfi$ biefe no# mit bem beíannten ©íiebe a, fo 

er^aít man bie gewunfcfjte 2fuflofung 
(100) x = a£ , mod m 

ober (101) x = a§ + mz. 
£>a man gfeicfjjeitig fůr ben Safcícr % baá entgegengefejte Setřen beč 

SRenner* \i ober ben gactor ( — l ) n _ 1 er^att, fo loft man bur$ baž bef$rie* 
bene 93erfa£ren eigentíic^ mit Sinem ©cfjíage beibe Songruen^en (94) auf,. 
inbem man bafůr bie 2fufTófungen (95) erfcaít; unb barnacf) ergeben fť# fůr 
bie aílgemcineren Songruenjen (88) unb (90) bié 2íujíofungen (96) ober (97). 

1. 33eifpieí . ©eien bie (Eongruenjen 
1 9 ? = 1, mod 28 

unb 2 8 * ) = 1, mod 19 
aufjufofen. J&ierifi 

1 2 9 
28 i 19 : 9 : 1 

3 2 1 
-+- — + 

' • £ n 
nemíi$ 1. 2 -f- 1 = 3 
bafcer § = 3 , mod 28 

rj = —• 2 , mod 19. 

*) žSergícídŘe tfitar, Sínfanĝ runbe ber Sírtt̂ mettř, $. 2315 Sega, Storfef. uber 
SKat̂ ematíf, 6.Sluflage, êraû gegebett you SRafcFa, §. 108, í. 
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2>arau$ foígfc fttr 19x = a, mod 28 

unb 28y = â , mod 19 
x = 3a , mod 2 8 = 3 a + 28 z 
y = — 2 a , mod 19 = — 2 a — 1 9 z. 

2. 23eifpteí. Sftbie Songruenj 
268? = 1 , mod 601 

aufjuíofen, fo f)at man 
2 4 8 8 nemíi$ 

601 : 268 : 65 : 8 : 1 4. 8 4-1 = 33 
74 33 8 1 2. 33 + 8 = 74 
— + — + 

foíflliĉ  £ = — 74. 

XX. 
33ere$nung ber £af)ttn ani tftren SKefiett nad) angege6enen 

&£eifern. 

£>ie Songruenjen beč erften ©rabe* oermltteín bte Cofung foígenber 
wt$tigen 2íufga6e: 

SQřan foít aíle btejentgen Safcíen frefíimmen, n>eí$e, 
burdj gege&ene B^ten get&eiít, gewiffe angewtefene Dtefte 
íaffen; 
Ober: Hni ben Steften eíner 3<>£í nac^ angegeĎenen S ^ e i í e m 
foíí man t&ren Síeft na$ bem čleinften gemetnfc^aftíid^en 
93teífad^en ber S££eiíer fcefiimmen. 

ipter mup fogíeiĉ  oor 2íílem fremerřt roerben, bap, faííá nacfc mefcreren 
S^eiíern berfel&e 9íé(l son einer £af)l bíetben foltte, e&en btefer šRefi auc£, • 
vermoge III, 14, na# bem říetnflen gemetnfc£aftíic£en 93ieífa$en ber S^etíer 
entfaílen mup; mit&tn aííe jene, S^eiíer fogíeicf) burcjj if>r ííeinfieá gemein* 
fe(jaftíicf)e 33ieífa<#e ju erfejen čommen. ©ucfjen wir nim 

1. etne 3<*&í x, weícfje burcfj eine Bafyt M, ober bur$ mefcrere 
anbere, beren říeinfteé gemetnfd̂ aftlíĉ e 93ieífacf>e M tft/ (ofcne 9íe(l) t^et 16ar 
tfi, unb bur$ etne jmeite 3<*(>í m, weícfre gegen bte erfiere M reíatfo 
prim i(í, get&eiít einen SKe(l r gi6t* 

9?ac£ ber erften 33ebtngung muj? x = = o , mod M, aífo x trgenb etn 
QSieífaĉ eá, etwa ba$ ufa#e, &on M, ba&er x = Mu, unb na$ beranberen • 
x = r 5 mod m feim 83eibeň S3ebingungen roirb entfproctyen, wenn Mu = r, 
mod m ifl* 

2J?an wirb bafcer, nacfc 2írt* XIX, bte říetnfíeSa&í ? fu$en, fůr rt>eí#e 
(102) M§ = 1 , mod m tft, unb 
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u === § r , mod m ober u = Jr + mz 
fejen, \w z ein rcíílčůríid&er 90?uítipficator i(t. 2>ann í)at man bie gefovberte 
3 # x 

(103) x=M§r + Mm.z 
ober ( \04) x = MÉfr, mod Mm, 

,. Mír fr 
Mm m 

unb bie ííeinjte pofitfoe fofcjje ga&í 
(105) x = í ~ - = Mí—• 

Mm m 
£ • 93. 9D?an beftimme jene 3af)Ui\, bie burcfj 3 , 4, 5, 7, ober bur$ 15 unb 
28 , ober burcfc 15* 28 = 420 = M t&eiíbar ftnb, unb bur$ 19 = mgetfcei It 
ben Síeft a = r geben. 

Jguefůr fyat man420£ = 1 , mod 19 ober 2 f = 1 , mod 1 9 , 
9 2 

bafcer 19 : 2 : 1 
9 1 

H 
unb § = — 9 = 1 0 , mod 19. 

— 9a 10a 

S a r a u í foígt bemnacfc x = 420 * - j g - = 420 ̂  5 mod 7980. 
Sné&efonbere roirb fůr 

.ben Díeft a = 1, 2 , 3 , . . . 
bieSa&í x = 4 2 0 0 , 420, 4620, . . . , mod 7980* 

33etrad()ten wir ferner 
2. ben ga í f , w o j e n e S a & l e n x j u b e f i i m m e n f i n b , weíd^e b u r # 
bie Sfceifer ober 9D?obuín m, m', m", . . . . , beren jebe jroei 
unter fic(j g>rim$a&íen f inb, get&eiít, bie 9te|te r, r', r", . . . 
íaffen. 

£>a fdfat fť# leid&t erřennen, baj* bie geforberte %cá)l x entfyaften můjfe: 
erfiíicf) ein ©íieb , roeíc&eé bur$ alíe S^etíer m, m', m " , . . . foígíicf) au#, 
roeit fťe paarroeife reíatfo prim fťnbf b. &. roeií řeine jwei einen oon 1 oerfc&ie* 
benen gemeinfĉ aftíid ên SJ;eiter 6eft§enf bur$ il)r $5robuct mm'm". . . = jjt 
tfceifbar ift, aífo burd̂  jxw auégebrúcřt roerben řann, roenn w einen roillčůríic^en 
SOíuítipíicator Dorflellt; 
unb bann nod̂  fo trieíe unb foíd&e ©fieber u, u', u", . . . . , atí nrie Dieí S^eiíer 
angegében fťnb, unb. DOK benen jebeá nur burdj) ben gíei$meíten S^eiler 
getfceift, ben biefem &&eiler entfprec&enben Síefl ber ga&t x gi&t, burcj> alle 
ííbrigen Sfceiíer aber, aífo aucfr bur$ i&r g>robuct, unt̂ eilbar ift. 

ífftan Sann bemnacfj fejen 
(106) x = jjtw H- u + u' + u" 4- ,... 
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unb bie g>robucte ber S^eiler m, mf, m", . . . . , roenn man einen nadjj bem 
anbern auálafít, am einfaĉ ften bur$ bie ganjja$ligen Cluotienten 

li [Z 11 
5 í 5 —T, 5 • ' • • 

m m m v ' 
barftetlen. Sann nnrb man bie ©lieber u, u', u", gemap ber u6er (ie 
auágefprocfyenen 23ebingungen, 

u Eř o, mod — 5 u = r, mod m 7 ' m 

uf = o, mod -r, 5 uf = r', mod mf 

u " = o, mod A79 u" = r", mod m" 

beftimmen, inbem man torerfi bie říeinften mogíiĉ en %a1)Un íf, §', §", . . . . 
fuĉ t# welcfte ben Songruenjen 

(107) -^ ? = 1 , modro 
m 

m 
A f = l , modm' m 
4 § " = 1 , modm" m 7 

genůgen, unb na$$er biefe ©lieber u, u', u", fetbjt, aíé bie ffeinjlen 
3a(>íen, n>ef$e bie Songruenjen 

(108) u E ^ ? r , mod{x = ^ - * — 
m ^ ' r ni m 

.* # 
m ' ' r m m 

m ' 7 r m m 

befriebtgen. 
©ofort ift eine foíd̂ e %a% rcie nlan forbert, 

(106) x = jxw -H u 4- u' -h u" •+• . . . ober 
x = u 4- uř 4- u" + . . . , mod p 

u + n + n -4-... _ , 
_ -F , mod u. 

93eifpieí. 9D?an fu$e ben atlgemeinen 3íuábrucř ber 3 ^ n / meleme ber 
Orbnung[nac^bur$ 28, 19, 15 get&eiít, bie Slefte r, r', r" laffen. 

Jpier ift m = 28, m' = 19, m" = 15 
j x = 2 8 . 19. 15 = 7980, 
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— = 1 9 . 1 5 = 285, A = 15. 28 = 420, 4 ; = 28. 19 = 532. m m m 
bafcer 1 = 2 8 5 ? , mod 28 = 5 § I § = — 1 1 

1 = 420f', mod 19 ==2§ ' ? ' = — 9 
11=5821", mod 15 = 7 | " | § " = — 2 

unb (109) x = 2 8 5 * - ^ - H- 420 *-jg- -H 532 * - g - 5 mod 7980 
ober x = — (3135 r -H 3780 r' H- 1064 r") 

= 4845 r H- 4200 r' •+- 6916 r", mod 7980. 
3né6efonbere cvfyatt man fůr bte Síefíe 

r = 10, r ' = 2 , r" = 4 
bieS^Í x = 2 8 5 . ^ ~ - + 4 2 0 * — •+• 532 í ^ , mod 7980 

= 285 . 2 4- 420 . 1 -+• 532 . 7 
= 570 -i- 420 +• 3724, ober 

(110) x = 4714, mod 7980. 
£o4>fi 6ea$tenároertfo tft ber 6efonbctc Safl, wo nur na# jroet 

S^e i íe rn m unb m', weícfce ^rimjafcíen unter fť$ ftnb, bte Stefte r unb r' 

angegefcen werben. 2)a ift p = mm', ~ = m', ^7 = m; bafcer £at man bte 

beiben Songruenjen 
(111) m ' £ = l , modm 

m§' = l , mod m' 
aufjulofen, wo&ei man baž im ?írt. XIX. (98) biů (101) erorterte SSerfafcren 
in 2ínwenbung bringt. Sami ftnbet man 

u == m' ř r , mod mm' == m' í— 7 m 
u'EEm§V, mod mm' = m í-1-^ > 7 ni 

unb fofort bte wríangte 3<x1)t 
(112) x = mffr + m§V; mod mm' 

= m ' í hm#^-7-, mod mm1. 
m m 

3.58. £>er allgemetne 2íuébrucf ber Safríetv roef$e burcfj 28 unb 19 getfceiít, 
bie 9íe(ie r unb r' geben, tjt aufjufletlen. Jpier tfl m = 28, m' = 19, 
mm' = 532. 

@u#t man nun Ž? unb §' auů 19 £ = 1, mod 28 
unb 28 ? ' = 1, mod 19, fo erfcaít man, 

mé) XIX. 93etfp. l , § = 3 , §' S — 2; &<*&*? wtrb ber geforberte Jíuébrucf 

(113) x = 19 *JL + 2 8 * - : : :
i j p v = 57r —56r', mod 532. 
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SDcittelé biefeé einfadjjen 93erfa£rené řann man bie Satyfety weí$e bte 
nad& m e & r e r e n £&eiíern angegebenen žKeffe faffen, beftimmen, ober a\xě 
ben 9?e(ten einer 2^ wfy mefcreren Sfceiíern ifcren SKeft naá) bem fíetnften 
gemeinfcftaftíiefren SSieífac^en'ber Ž^etíer fucften; inbem man juerjt jwet t 

&fceiíer in 9íec£nung bringt, bann tyr g>robuct unb einen britten &&eiíer, 
ftierauf roieber baě $5robuct biefer unb einen uierten S^eifer, u. f. fv bié alle 
S^eiíer ber Stedfonung beigejogen roerben fínb. SMefer SSorgang ifí ftauptfacfc* 
liá) bajumaí t>ort&eiífcaft, roenn bie 9íe(le unb Žfjeiíer in befonberen %cfyUxi 
angeroiefen werben* ipiebei řůrjt man bie Síec^nung juweifen nam^aft ab, 
rcenn man bie Sfcetíer t>om grojšten biá jum líeinjlen a6warté Dornimmt. 

3 > c r aUftcmetnfře JJaH enbíicfr ift ber, rco maneme S^eiíer ober 
SDřobuín gemeinfcfjaftíic&e Sfreiíer 6eft'icn. S r íafít jtcfj burefj foígenbe 83etracft-
tung auf ben sor&erge&enben gaíl jurůcřfítyren* 

9?a<# 2frt. III, 13 unb XI, 4 geben jwei congruente gafcfen auc£ nac£ 
jebem gactor beé SDíobufé gíeic^e Síejle. 3 | i bemnacfc ber SKeft ber ju ftt#en» 
ben 3<*&f fůr einen jufammengefejten %ty\Ux angegeben, fo fann man i^ren 
Síeft fůr einen gactor. beé £(jeiíerS beftimmen, inbem man oon jenem Síefle 
ben ffeinften pofttioen ober negativen 9íe(l nacfj biefem gactor nimmt. 3>tvf&Ut 
man nun je ben 9)?obuí, rceíc^er mit einem anberen einen S^eifer gemein-
fd^aftfic^ f)at, in íauter paarroeife refatfo prime gactoren, (am einfacfjften in 
3>oten$en &on burefrgangig Derfcfjiebenen ^rimia^íen, inbem man tyn in 
íauter einfacfce o"ber $>rimfactoren jeríegt unb bie gíeic^en gactoren in eine 
g>otenj jufammenfa|U), unb bejtimmt man bie nac£ ben einjeínen gactoren 
entfallenben Síefte ber ju fuc^enben 3^Í>Í5 fo Čonnen, sermoge beé jweiten 
gaíleá, jene gactoren bie gegebenen SDřobuín unb biefe Díefte bte gegebenen 
Síefte erfejen. . 

SBerben bemnadfj auf bie nemíid^e SEBeife aíle jufammengefejten 39?obuín 
befcanbeít, weíc&e mit'anberen irgenb weí$e Sfceiíer gemeinfc£aftítc£ befťjen; 
unb ergeben fťc& fur jeben gemeinfc^aftíic^en S^eiíer eineríei 9íe(íe — waá 
jeberjeit eintreten mufí, wofern bie 2íufgabe nic^t wiberftnňig fein foli —; 
fo řann man jene SDíobuín burc(j foíd&e erfejen, weíc^e burc^gangig paarroeife 
íprimia^íen unter fťĉ  finb* 2ím jwecfmapigften voílbringt man biefeá ©efd^aft, 
n?enn man vorerjl jeben Sttobuí, b^r ein S^eifer eineé groperen i(í, weg ía(5t; 
t)on ben juriíďbíei&enben jeben, ber mit einem ober einigen ber ůbrigen einen 
S^eiíer gemein §át, aíé ein ^robuct oon gJotenjen íauter oerfe^iebener g>rim-
ja^íen barfíellt; bann auá aílen foíc^en SJřobuín jebe in i^nen afó gactor t?or-
ftnbige ^rimja^í, in i&rer ^ m i e n g>otenj, atí ©telloertreter biefer SDřobuín 
^erauá^ebt, unb baju bie entfprec^enben Dtcfte ber ju fudj>enben 3^^í6^(tiwmt; 
enbíid^ nod^ bie ubrigen S0?obuín, mlfyt mit feitiem anberen einen S^eiíer 
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gemeinf$aftíid[> &ef?ien, fammt ben ange&origen 9íe|ten ftiniunimmt. 3u 
biefen neuen Síetyen ber 9D?obuín unb SKefie fu$t man fofort, nač) ber im 
jweiten gaíle ert&eiíten ?Meitung, bíe geforberte 3<*&I* 

25e i fp ie í . @u#t man eine Saftf, wefcfje 
burcfc 4 , 6 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 3 , 1 4 , 15 , 1 6 , 18 gefc&eift, 

bie SWefíe 1 , 5 , 5 , 2 , 3 , 8 , 4 , 5 , 3 , 1 3 , 11 gi6t; 
fo řann man fogíeicfj bíe S^eifer 4 , 6 , 8 , 9 weg fajfen, roeif fťe in ben 
grofíeren 8 , 1 8 , 16, 18 genau entfcaften fťnb, unb tyre Síefíe auá ben 
Síeften beríejteren ri$tig foígen. 33on ben íi&rtgen roerben 10, 14, 15, 16 ,18 
in 9>rímfactoren aufgeíofl unb geben 1 0 = 2 . 5 , 14 = 2 . 7 , 1 5 = 3 . 5 , 

• 16 = 2*, 18 = 2 . 3 2 ; 
ba&er roerben fťe bur$ 2 4 = 1 6 , 3 2 = 9 , 5 , 7 erfejt, 

unb baju ge&oren bie9?e(íe 1 3 , 2 , 3 , 5. 25ie Sflobuín 
11 unb 13 enbíicjj rcerben, aíé 3>rimja&fen, tafcer auc£ aíů relativ prim 
gegen jeben.anberen, gan$ unoeranbert beibe&aíteri. 

©omit (telit fiĉ  bie 2íufgabe gegenroartig fo, afá fyatte man bío$ eine 
Safcí ju fuc^en, roelefre 

ju ben S^eifern 5 , 7 , 9 , 1 1 , 13 , 16' 
bie ERejte. 3 , 5 , 2 , 8 , 4 , 13 íiefert; 

wobei bemnacfr ber jweite gall eintritt. 3ur feicftferen Cofung biefer Jfufga&e 
wirb man bie mogíi^ 

ííeinjlen 3íe(le — 2 , — 2 , 2 , — 3 , 4 , - 3 einfů&řen: 
weií man fo, na# III, 14, bie S&eiíer 5 unb 7 bur# i&r g>robuct 35, bann 
11 unb 16 burefj 176 erfejen řann. SDřan fyat bemnac^ ju 

ben Ž&eiíern 176, 3 5 , 1 3 , 9 
bie SKefte — 3 , — 2 , 4 , 2. 

33eietc£net man nunme&r bie $u fu$enbe3a&í mit x , fo muf* fein 
x = — 3 , mod 176 = — 2 , mod 35 = 4 , mod 13 = 2, mod 9. 

Sarauč fofgt x = 173 4- 176 u* 
fona$ 
173 •+• 1 7 6 u = — 2 , mod 35 I u = 0 , mod 35 | u = 35. 13. 9 w 

= 4 , mod 13 = 0 , mod 13 
= 2 , mod 9 { = 0 , mod 9 

unb ba&er x = 173 -f- 720720 w = 173 , mod 720720. 

?ííle geforberten Sa&íen, bilben bemnacfr eine arit&metifd&e 9>rogreffíon, 
beren říeinftes pofítioeo ©íieb 173, unb Unterfc îeb 720720 ifí. 
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XXL 

Unterfuc^ung ber O u o t t unb 9íefle í inea re r gunc t ionen 
ober ar i t^met i fc^er $>rogreffionen. 

1. £o$ft roicfttig fťnb bie Ouoti unb SKefíe foícfrer aeranberíicfjen 9íed̂ -
nungéauébrúcře ober gunctionen y \>on einer 93eranberíícfjen x unb oom erften 
©rabe, roelc^e in ber allgemeinen gorm 

(114) y = nx+$ 
begriffen fínb unb gewo&níicfj linea re g u n c t t o n e n genannt werben. 
Sfyeilt man biefe gunction burcf) bie, fo wie v\ unb S-, beftanbige ober son x 
unabfcangige, 3<*bl f*> f° ř°H ! K flfeíd^fatíá nacf> x oeranberíicfjer, geroityn-
li$er &uotu$ unb 9íe(l mit u unb v bejeicjjnet, fofgíic(> 

(115) u = *f— = -f ^ •• 

(116) v = = * X = ř ? £ ± * . 

gefejt roerben. 
3n 2íbficbt auf bie aritbmetifc&e S3ebeutung ber íinearen gunction (114) 

bemerřen nrir goígenbeč. Cafít man bie t>eranberíiĉ e 3abf x aílmalig in 
fammtíic^e aígebraifc^e Jfnjabíen, hac& tyrer naturíicfcen goíge 

» , « I J — 3 ) ~ ~ " 2 j — l j Oj "H 1 5 "T" 2 j T O j • • • • * , 

ubergeben; fo6iíben bie nac£ unb má) ^eroortretenben SBertbeibrergunctiony 
. . • • , — 3n + ^-, —2y|-+-5-,—7) + 5-,5-,ri+3-, 2TI + * , 3rj +*,.••'••' 
biejenige aritbmetifcbe Sprogreffton, beren ©liebern bet fortlaufenber aígebrai-
fĉ er 3á'í>íung bie entfprecfrenben SGBert̂ e &on x afó ©tellenjeiger jugeboren, 
fo baj* i&r nuílteá ober ?ínfangégíieb 3- unb ber beftanbige Unterfc îeb n, i$r 
aílgemeineS ©íieb aífo bie gunction y =s yjx •+- $• ift. Semnacb můffen bie 
entfaílenben SGBert&e beé Cuotué u unb beí Síefteé v ebenfall* SKetyen biíben, 
beren ©íieber auá) gemonnen werben, wenri man jene ber arit^metifc^en^ro-
greffton burcb ben angenommenen Sfjeiíer p bfoibirt. 

2. Sroffnen roir nun unfere Unterfudjjungen mit ber 93 etraá)tung 
beé 9íe(te$ (116); fo uberjeugen wir uné lek^t &on ber ©ilttgřeit foígen* 
ben ©ajeé: 

SBenn T ben grofíten gemetnfd^aftíid^en %í)cHev »on n 
unb JJI Dorftelít f fo fa í íen fůr jebe jroei SEBert^e ber 93er-

anberltc^en x , roeícbe um ^ ^ 93 ie í fa#eé t>on p : r , a l fo 

inábefonbere nJ^e\%^aíů «* :T> * o n * í n a « * * r H * u « t e r r 

f c ^ e i b e n ^ i e S l e l l e v ^ ^ a u ^ 
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2>enn lafit man x um Ax fťc£ anbern, fo \{t bie tfenberung be$ 2Dfoi--
benbeá y, wrmoge XVI, 3 , 4, 5, 

(117) Ay = nAx 
ba$er bie 2íenberung be$ Síefteé v, Bermoj3e(69), 

(118) Av — Ay = riAx, mod {x. 
©otl nun ber Síeft v fůr x unb x 4- Ax berfeíbe werben, fofgíicjj feine 

£>ifferenj Av řcíne ober O fein; fo mu^riAx = O, mod [x, bafcer entweber 
n — O, mod p b. 1). n bur$ fx tfceitbar, ober wenn T ben grofjten gemein* 
fcfcaftíicfjen S^eiíer »on >j unb [x bejeic&net, sermoge III, 12 , aucfj 
(jx:r) Ax = 0 , mod (TT.T) fein. S a n u n r r . r unb JX:T 9>rimja&íen unter 

* ft$ ftnb, fo \)<\t man, sermoge III, 10, aucf> Ax = O, mod (JX:T); baů £ei|$tf 

ber Unterfcfneb Ax mufe ein 23ielfa$e$ t>on jx: T fein. 
SSBare bemnac^ ber Soefficient *i ein 33ieffa#e$ beč S^eiíeré jx, fo roůrbe 

a, 
Av = O, mod (x unb v = *— fein; nemíidfj átle 9íe(te v rcaren gleicfv 
unb boten foígficfj nid t̂é a3emerčenérocrt&eS ju roeiterergorfc&ung bar. ginbet 
bieé jebo$ ntd t̂ ©tatt, fo Eonnen nur folcfje 9íejle gíeicfj ausfallen, bet benen 
ber Uriterfc îeb Ax ber fte bejtimmenben SBertfce ein 93ielfa$e$ son [ X : T , 
alfo wenigftená fo grofi aíě JX:T, niemaíé aber říeiner atí p : r ober untfteiíbar 
baburcfc íft.. ©inb bie 3>af)Un n unb jx $>rimja£fen unter fťcfj, foíglicfr 
T = 1 , fo roerben bie EKefte nur bann gíeicfr, wenn bie SGBert̂ e ber 9Ser-
anberlicfjen um ein 93íelfad^eé t>on jx fícf; unterfcfreiben. 

£)ie Síefte^ ber arit^metifd^en $>rogreffton wieber^ofen fť$ bemna# 
perlobifd^ nadjj je [x:T~©fiebern, ober íafíen ftcf> auf fx:r SBeifen in ^erioben 
son je |X:T unter ftcfr tferfcfjiebenen ©íiebern abtfcetíen, beren gíeid^oieíte 
©íieber gíeicf> ftnb. Se r foídfrer ^perioben biíben roieber gro^ere Sperioben oon 
je [xSíeften. 3(1 inébefonbere *) burc£ [xtfceilbar, aífo T = [ X , fo wirbfx :r= l 9 

alfo jeber Stefi bem anberen gíeicfc. ©ínb aber n unb jx gjrimja&íen unter 
fiá), ift alfo T = 1 , fo wirb [ X : T = { X ; fofgíic^ roieberčetyren bie 9íe(le er(l 
nacfo je jx ©íiebern* 

3 . SBenn bie SBert^e ber SBeranberíic^en x um Ax ftdjj unterfc^eibenf 

weic^en nad^ bem obtgen 2íuébrurfe unb oermoge (69) bie Síefíe v um 

(119) Av =± * ± ^ í = ± T r± C ? ? Ž T ) A x 

DOU einanber ab. Cafjt man inebefonbere bie. OSeranberíic^e x natůrli^ 
l>. i. fietig um 1 = A x , auffleigen, fo wirb ber 9íe(l v um 

A v. = ; J ; * ^ = ± r * - ~ ^ ftd̂  ver5nbernr nemíi$ 

entweber um &~ = r Í - ^ waéfen, ober um *—^ = r ť ^ ^ : T ab--
xe /u:r T I r xt xt:r 
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ne&men.* 3« Sofgc biefeá ©ajeé řann man bic Steifce ber Steftev 
íeiefjt fortfejen, inbem man entroeber ju jebem fĉ on berecfjneten EKefte 

*— = T í—7- abbirt, unb ba\>on, fo oft e$ ange^t, jx weg nrirft, ober 

wenn man i>on jebcm fĉ on gtfunbenen, unb faffá er ju ííein ware, um jx 

Dergrofwten Síefle *—í = Tr""*'T abjiefct; no$ retd&ter, roenn man 

entrceber ba *-^- abbirt, wo man jur Šumme ni$t mefcr aí$ [x—1 erfcaft, 

ober ba n>o e$ ange&t, *-^2 abjiefct. 

3.23. Der SKcfl v = * ^ = ^ , ffirweíc&eti n = 7 , $•=— 6, ^ = 1 9 

i(t, w a # entrceber um 7 ober nimmt U M * - ^ — 12 a6, unb 6ietet fonac£ 
fofgenbe SGBert̂ e bar. mod. = 19 
x = 0 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 
v = 13 1 8 15 3 10 17 5 12 O 7 14 2 9 16 4 11 18 6 13. 

4. Umgefê rt íaffen fťĉ  aué ben Steften v btejenigen 3 <*&!*" ober 
©tellenjeiger x beftimmen, roeícfje fte fcen>orbringen. 2)enn atxi ber ©íeid^ung 
(116) finbetman 

7jx + 5" == v , mod jx 
foígficfr yjx = v — 5-, mod jx. 

Jfpaben n unb fx jum grofiten gemetnf$aftíi$en Sfceifer T, fomupyjx, 
batyer, oermoge III, 11, auc£ v—> bur$ T tfjeiíbar ober v =5*, mod T fetn. 
9J?it̂ in er&aít man, nacfc III, 12, 

v—& 
(120) (r\ : r ) x = , mod (fx:r) ober 

— Ž. 

= — -f— + ~j m<>d Q*:T). 

©uc t̂ man bemnacfc, rceif 7): T unb jx : T g>rimja£íen unter fí$ ftnb, 
na$ 2írt. XIX. bte mogíiĉ  fíeinfíe 3a£ í / , fůr weíc&e 

(121) (n:r)X= 1, modQxiT) 
ift/ fo cr^ít man bte geforberten BafyUn 

(122) x = / - ^ = ^ = — Z<t^+X——I^modQxjT) 

uon benen man gewo&níicfr bloé bte jx: r fíeinflen. pofttfoen, entweber &on 
O bté C(X:T) — 1 ober son 1 bié JX:T nimmt. 

©ben fo flnbet matrwn ber Šongruenj (120) bte ?íenberung 
0?:T) AX = --o mod (JX:T) 
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fogíetcf) (123) ' A x = # ^ , mod Qx:r) 

-— - j - -ř— • 
— fxxr 

(Steigen bemnac£ bie Síejíe v ín ber natúríícfjen gofge um r = A v, fo anbern 

ft$ bie ©tellenjeiger x um Ax =:+*-=£-; nemíícfj fťe wacjjfen entroeber um 

^.JL. 0t>er rje neBmen um *—— afc. 
3- 23* ^efyrt man bie 2fufga6e im t?origen S5eífpíeíe um, fo ftnbet-man,̂ n?egen 
n = 7, 5- = — 6, jx—19, T = l , . a u á ber Songruenj 7 / f = l , mod 19 
bie Sa&í # = — 8, baf?er x = — 8v — 48, mod 19 = —8v + 9; 
A x = 11 ober — 8. 

3>m 3«f t̂timen()ange er^aft man aífo, wenn man bie %ctf)hn x entmeber 
um 8 abnef;men ober um 11 n>a$fen la$t, ju ben 9íefíen v bie 3<*£íen x 
unefoígt: mod. = 19 

v = O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 
x EZ 9 1 12 4 15 7 18 10 2 13 5 16 8 19 11 3 14 6 17. 

5. 33etra$ten nur nunmefyr ben Cuotuč u? fo finben wír, roenn bie 
9Seranberíid[)e x um Ax ftcíj anbert, bie entfpreĉ enbe 2íenberung be$ 
D.u o t u$u 5 sermoge (66) 

Ay y 
* A y Ay u u 
Au = Af-7 = -f — -f- ^—^ L-

ober, wegen Ay = nAx unb -r— = v, 

(124) A u = < f ^ +<!-£• 

ober enbfi$, n>enn tvir abřůrjenb 
??Ax 

(125) -f—£- = w fejen, 

(126) Au = - e ^ I H- w . 

23ejeiĉ net roieber r ten gropten gemeinfĉ aftíiĉ en Zfyeitix Don *) unb p, 
fo ift, sermogeXlI, (35), 

<jJ— = -q . 

@o oft bemnacf) Ax ein 53ieífacf)e$ t?on (X:T ifí, rotrb 
*?Ax . x Ax 

•f =(y i : r ) 5 
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jugíeíc^ a&er audjj w = - § — = O, w e i í v < { x ; ba&er i(l 

(127) A u = C n : T ) - ^ o b e r - ^ - = - ^ - . 
p i t rj:t fxxj 

2íenbert ftcf> bemnacfj bie SSerSnberíidjje x um ein 93ieífadfjeé oon JX:T; 
fo anbert fic^ber O.uotu$ u um ba$ £6enfomeífa$e t>on TKT. 2Bare n cín 
93ieífa$e$ &on fx, alfo T = J X , fo rourbe A U = (TJ:[X) A x , ba&er anberte fic£ 
ber Ouotuč u um baž (£&enfooieífacf>e t>on Ax. 3** btefem galíe ů&erginge 

biefer Cluotué feI6(i in u = (JI:JI) x + -f—5 alfo tn eíne ítneare gunction oon 

x. (Sínb 7Í unb jx ^Prímjaftíen unter fť<#, fo t(l T = I . Um ein 3Biem'eífacM 
von (x ftc£ bemnacfj bte 93eranberlicf>e x anbert, um baž S&enfooieífacfje oon TI 
anbert fi$ ber Ctuotué u. 

2)ie ber arit£metif$en ^rogreffton ber Sfoibenbe y = > i x + £ juge&orige 

Síetye ber &uoti u = «f-^ anbert ftdjj ba#er nacfj je JX:T ©íiebern umnir. 
I1 

©onbert man bemna$ biefe Cuoti tn g>erioben »on jefxrr ©ítebern a6, fo 
ge£tjebe fpatere speriobe auě ber na$(t frtí&eren fceroor, roenn man ju atten 
i&ren ©ítebern 7J:T abbirt. 3(1 inébefonbere ber (Eoefftctent yj ein ÍJSieífad êS 
beé S^eiíeré [x, fo &iíben bie Ouoti eine arit&metifc&e ^rogreffton, beren 
nulíteá©íieb-f— unb Unterfc îeb >i: ft ifl. ^ ©inb n unb ^ g>rimja£fen unter 

Ir 
fícfj, fo anbern ftcj> bie duott erfl nac^ je jx ©íiebern um TJ. 

íDarauč er&ellet, bafí eé fd&on genuge, bie Jíenberung beá Cluotué u nur 
in bem 23ereidj>e ein er $>eriobe &on [x:r ©ítebern ober 6ei fx:r na$ einanber 
foígenben £hioti$ ju erforfc^en, foígíid^ Ax < [x:r anjune^men. 

35ie Sfeffe * ^ - i unb v ftnb einjeín < jx, aífo jufammen < 2fx; ba&er 

ifí, nac$ ©íeic^ung ( 1 2 5 ) , ber duotui w nur entrceber O ober 1, foígficf> 
sermoge ©íeicjjung (J26) bie 2fenberung beé Cluotué u 

(128) A u = < ř ^ ober = ^ + 1 = - <F*A-X. 
fl fl [4, 

(Steigt bie 93eranberíic£e x na<# ber natůríid&en 9tei£e ber £af)tenf aífo 
jíetig um l = Ax , fo Ďetrágt bie 2íenbemng be$ Cuotuá 

(129) Au=^f— ober = ^— 4- 1 = — - • q " ^ » 
f- • (* (-

3(1 u6erbieá nod̂  inéĎefonbere ri pofítio unb < jx, fo i(l Au = O ober 1; 
bei Cluotuí u 6íei6t aífo entweber berfeí6e ober nimmt um 1 ju* 

6. 93efonber$ wid^tig i(l eáf bie 33ebtngungen fennen ju íernen; 

unter benen ber d u o t u d w 6a íb O, baíb l n)trb. 
4 
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£>amit uberfcaupt bie ©íeid^ung (125) 6efte$e, affo rvA* + vbtir$[x 
i* 

getfteiít ben £>.uotué w gefce, mu$ 
— Í /AX , ^ /• . , x 

pw^ í J h v < p ( w + l ) 
alfo j* w — * - — < v < p (w - M ) — * J — 

fein. fpicmit 6ringen n>ir noc£ in SGer&inbung, baf* ber 2ínna&me in (116) ju 
gofge auc^ (teta 

0 < v < fx 

bíei&en muj?. 

Ť • +v 

@omit fann ber O.uotué w = «f—- nur bann O fein, wenn 

(130) 0 l v < [ í - í ^ = 1 = ^ 

ba&er (131) v = * ^ < F - * ^ 
—wAx 

í(í; ober, wofera man bie ín (130) oergítcfcenen 3<*&fen oon ft a&iíe&t, wenn 

f x > p — v > * — 

alfo (132) H _ v = p - * ^ = ^ ± £ 1 > í S ± « |(|, 

2)ie?ín$aí;ínber$!Bertí)e t>on x,6et benen biefeá, in einer(fx: r) gíicbrtgen 
$>eriobe, fíír eine gege&ene 2fenberung. Ax eintritt, 6e(limmt ftcfj bemnacfr 
barauž, baf5 einerfeitč, na$ 9?r* 4, v = . S - , moďr, anbererfeitč, sermoge 

—17 A Y ' 
(131), v<-fir—í— fein mujj; ba&er ift 

" A * 

(n —Í)T + * 4 <; B-""*** 
_ — ( T Í : T ) A X V # 

n r < r E h r — #— 
aífo (133) n==*=^I^Í. 

Ue&erbieS fínbet man btefe SBert&e t>on x feí&fl, mittefó 9?r. 4, wenn man 
v = 5-, mod r a&er v < - 3 t — — - * 

tmipm v = Í h TZ 

tinb barin z = 0 , l , 2 , . . . . n — 1 fejt 
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9D?an érftaít auf biefe SBeife 

(134) x = # (— •$— 4- z ) , mod QX:T) 

fo nrie au* (121-) 
& 

(135) ( y i : r ) x = — •$— -f- z, mod QX:T). 

Í / A X 
* 1- v 

£)agegen řann ber Clu o tu $ w = «f—^ nur bann 1 werben, 

n>enn (136) F - * ^ ~ = R - ^ x = < 

baíjer (137) v = * ^ ± % í l = ^ L 
í(l; ober, rcofern man biein (136) t>ergííc£enen Sa&íen ju [* erganjt, wenn 

TjAx — 

* — > { * —v > O 

aífo (138) F _ v = , , - * ^ = * = 1 ^ ± ^ 5 ^ W-
£)ie 2fnia^l n ber SSBertfce \>on x, £>ei benen biefeá, tn etner (^: r) gíiebrigen 

^eriobe, fůr eine gegebene 2íenberung Ax eintritt, beflimmt (xá) bemnac^ 

barauá, baf* etnerfeité, .t>ermoge (138), p — v ^ * — , anbererfeitS, na$ 

9?r. j4, v = 3-, mod T aífo f c — v = * - - , mod T fein mufí; bafcer ifi 

(n_1)T + * = ± = ^ 

aífo (139) n = r ( y • 
UeberbieS finbet man biefe SSBertfje t>on x feí6|í, nac£. 9?r. 4, wenn man 

v = $, mod runb v ^ R"""7* X-

ober w — v = i t , mod r aber^ *—* > 
# a 

mit&tn |x — v = -ft- H T Z = T ( Z + I ) — Í — 

unb barin z = O, 1, 2 , . . . . n — l 
fejt. 39?an finbet auf biefem&ege 

(140) x = — x($~ + z + 0 > mod ( F : T ) , 
fo nrie au$ (121) 

(141) ( 9 | : T ) X = —-f̂ - — (z + 1 ) , mod(p:T). 

4* 



52 SSorbeariffe- XXL 

SBaĉ jí bíe 93eranbertic$e x naĉ  ber natůríic^en gofge ber Sa&íen, aífo 

ftetíg um 1 = Ax, fo ift w — O, fo oft v == ť ^ x + < - J t — , ober 
V . ??X + # —• — 7] 7] 

< p — 3P—; bagegen w = 1, wetm v = -f ^ - í t ober > p — •£-• 
7. Snbíidj fínbet man noci) bíe gf eí c^^eí ti gen 31 enberung en be$ 

O u o t u é u unb St efleé v nac& 2frt. XVI, 8 unb XXI, 1, 2. 

(142) Au = A f 7 ; = ± < t = j r = = ± ? = l - - = ± q - ^ J 

Av = A ^ - ± * ^ y = ± í ± - ^ - x = + T í - ± (1,!T) AX 
/J, — fi — /x — fx: T 

©o oft bemnacfj ber 9í e fl v um * • = r -r—^~— w a $ ft , mu$ 

ber O.uotuč u um -f-̂—̂  — *f ^ . —; K nacjjbem biefer SBertfj pofťtio ober 

negativ aušfaUt, waĉ fen ober a&nef)men; 

fo oft bagegen ber Síeft v um *—-— = T * a o n t t t t t n t , 

muj5 ber Ctuotuč u um — -f——- = — *f "~~ — - , je naĉ bem biefer $Bert$ 

pofttit? ober negatío auéfaíít, wacfjfen ober abne^men. 

33eifpieí, 1. 2Baf)ft man bíe ííneare §unction y = 45x — 25 unb 
if)eiít fte burcf) 19, fo f)at man rj = 45, 3- = — 25, p = 19, T = I, 

ba^er fínbet man foígenbe jufammen ge^ortge 2Bert£)e t»on x, y, u, Au, v̂  Av: 
x := O 1 2 3 4: 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

y == — 25 20 65 110 155 200 245 290 335 380 425 470 515 560 605 650 695 740 785 830 
u = — 2 1 3 5 8 10 12 15 17 20 22 24 27 29 31 34 36 38 41 43 
Au = 3 2 2 8 2 2 3 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 

v = 13 1 8 15 3 10 17 5 12 O 7 í 4 2 9 16 4 11 18 6 13 
Av = ~ 12 7 7 — 12 7 7—12 7—12 7 7—12 7 7—12 7 7 — 1 2 7 

2>te ?fn£af>í ber SRefte v < -Br—^^i2ifí=:it-T í r=12,unb bie2ínjafj>í 

ber9íe(íev>*—-1 — 12 ifí = * ~ = 7. 

a3eifpieí. 2. ££eift man bie gunction y = 72x + 67 burd)28, fo 

i(íyj = 72 , 5 - = 67, p = 2 8 , T z = 4 , í — = 16, - í — = : - 12, 

* — = 12, x = 2, ^ ="2 , — -f— = 3 ; baf>er ergeben (t$ foí--
li {i {i 

genbe jufammen gefjorige 2Bertř)e t>on x, y, u, Au, v, Av: 
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x = 0 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 li 18 18 
y=67 139 211 283 855 427 499 571 643 715, 787 859 931 1003 
u = 2 4 7 10* 12 15 17 20 22 25 28 30 83 35 

Au = 2 3 8 2 3 2 3 2 3 8 2 3 2 
v = l l 27 15 3 19 7 23 11 27 15 3 19 7 23 

A v = 16—12—12 16 — 12 1 6 - 1 2 16—12—12 16—12 16 

£>ie 2fnjafcí ber SKefte v < TL~~V = 12 ober ber ©teílen, wo ber 

CtootuS w STíutl roirb, ift = • & • — = 3, namentíicfr ifí z = O, 1, 2, 

bafcer v = 3 -f- 4z . = 3 , 7 , 11 unb x = 2z 4- 3 , mod 7 = 3, 5, O; 

bagegen bie 2ínja^í ber Síefle v ^ - f t - — - = i 2 i ( t = í — = 4 , namentíi$ 

ijt z = O, 1 , 2 , 3 , bafcer p — v = 4 z + . 1 = 1 , 5 , 9 , 13 , alfo 
v = 2 7 , 2 3 , 1 9 , 15 , unb x = — 2 z + 1 , mod 7 = 1 , 6 , 4 , 2* 

XXII. 

2íufj let íung e i n i g e r í g u n c t i o n e n einer 93eranberítdS>en a\xů 
t > o r g e j e t # n e t e n (£ igenfc£af ten . , 

©e/řttjí auf bie (Srge&mfíe ber fo e&en burc^gefíífcrten Unterfucftung ber 
Ctuoti unb Stefie ítnearer guncttonen etner 93eranberíic£en bur$ einen beflan* 
bigen ££eífer, fťnb tviv nunme^r ím ©tanbe, eintge fttmctiQtien — fur unferen 
SJebarf eigenííid^ bío$ Ciuoti — bergeftaft ju befttmmen, ba$ f\e geroíflen &or* 
gefýviebenen ©ebíngungen genůgen. 

1. Suweilen Derfangt man etne g u n c t t o n bermafšen a u f i u f i e í í e n , 
&a^/. wa£renb bie 23eranberítcf>e x>on a ober 1 an bti ju e tner g e w t f f e n 
3 a ^ í g auf/íeřgt, bie ftunction ftetů O bleibt, bagegen fůr bie ^o^ereti 
2Bert£e ber 23eranberíi$en biě %um SBertfce h burd^gangtg I n>trb; 

Ober: 9)?an forbert e t n e Steifre, b e r r n © í t e b e r &om 0Un ober 
lftw&tí i u m gUn Sttuíí , &on ba aber £>té j u m hUn i jtnb. 

Sine foícfte gunctton fann, sermoge XXI , 5 , ein Ouotué einer íinearen 
gunction y = yjx + -9-, aífo 

(115) u = < f ^ ± ^ 

fein, in roeídjjem bie Sonftanten r ) , 5 , | i ben auégefproc^enen 23ebingungen 
gemap ju 6eftimmen ftnb. 

@oQ nun erflítd^ f$on fur x = 0 , au$ u = O fein# fo §at man 

•f — = O, aífo O < 5- < jx. ©otlte aber erfl son x = 1 an u = O werben, 

f o i f t - f ^ p = O, a í f o 0 ^ 5 - + JI < {*. 
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3)amit nun, fo íange x = g ift, (lete u = 0 bíetbe, bagegen; fobalb 
x = g -f- 1 wirb, fogíeicfj u = 1 auéfaUe, muf? * 
0^7i + -S ,<27i+S'<8i| + 5-< <g7)4-S<[jt = (g4- l ) 7)4-3-
fcin. 2>arau3 foígt fogfeidj) n • > O, nemít# ber Soefficient n mufí pofttto 
angenommen roerben; unb man řann fejen 

(143) p = S7i + 5 + f , 
wofern (144). 9 = 1 , 2 , 3 , . . . . 7) gebad&t wirb. 

@oll abcr enbíicft feíbft fíír x = h > g ber Cluotué u noc£ immer 1 
bíeiben, aífo nccf> ni$t 2 erreicfyen, fo mufí 

hn H- 5- < 2 p . 
fcin. (Srfejt man in bíefer 93ergíeic&ung \x. burcfj obigen 2íuábrucF, fo erfcaít man 

9r > (h — 2g) TI — 2 9. 

99?an fann bemnacft, inbem man 0 0 ^ 1 sorauéfejí;, 

(145) 3- = (h — 2g) 7) — 2y + co = hrj + co — 2 (grj + 9) 
bafcer nacfj ber ©feicfjung (143) 

(146) p = (h — g) rj — 9 + co = lui + co — (gyj 4- 9 ) 
annefymen. 

2ím einfac^ften íjleé, fůr 9 unb co 93ieífa$e &on 71 ju rcctyfen, ober, 
weil bann ber gactor 71 au& bem 2)foibenb unb Sí;eiíer weg falít, bíoů 7 j = l ju 
fejen. £)ann mufí aucjj 9 = 1 fein, unb man erfcalt 

(147) u=<t
x-±l 

[A, . 

(148) 3 - = h — 2g — 2 H - c o 
p = h — g — 1 H- co. 

g , 83* 3)?an folí bie gunction u fo beftimmen, bafí fie son x = O 6tá 
x = 5 Stulí bíetbe, bagegen t>on ba an bis x = 13 ftetč 1 roerbe. 

Jpier i|t g , = 5 , h = 13 , h — g = 8 , h — 2g = 3. 
SBafcít man nun 7] = 1 , t>. i. fo fíein aíé mogíicíj, fo ift 3- = 1 + a 

unb jx = 7 -h co, ba&er u = - f x f t > ' 9?immt man co = 1 , awfy fo 
x+ 2 

ííein álě mogIi$, fo ift mogíicfrft einfa# u = «f—g— 
@ejt man bagegen 71 = 3,fo roirb3-=9— 2 9 - f - co , f*=24— 9 -t-co; 

3ÍX-I-2) 
ba£er, fůr 9 = 2 unb co = l , 3 - = 6, JJI = 2 3 unb u = - < j — — 

S f t h n i d D t f e f i g e f e j t , barf aber bie QSeranberíiĉ e x einen gennjfen 
unter 2 ( g + l ) fiegenben SSBertfc nicfjt ůberfteigen, fo mag man ^ 

h = 2 ( g + 1) — l = = 2 g -*- 1 
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fê en; bann ergibt ftcft fůr n = i, 5- = co — 1, jx = g + co, imb 

C149) u z z : g „ L W = -*= 
iDorin co ^ 1 ober 5 - ^ 0 gebadjjt wirb» 

2. 9)?an Fann biegorberung ba$in abánbern, bap bie $u bejtim--
menbe gunction bet bem SEBert̂ e g ber SSeranberíidjjen bereitá auf l 
fidj> er&ebe, bafcer nurbiá jum naĉ /l »or&erge£enben SEBert̂ e g— 1 SKuIÍ 
bíeibe* 

2)ann fceifít g — 1 ba$, waá frityer g genannt rourbe, foígfiĉ  í)at man 
in ben ©íeic&ungen (145), (146), (148) unb (149) nur gin g — i ju Der* 
wanbeín. íDaburefc erfcaít man 

(150) 5- = (h —2g+2)7 i—29 + co 
jX= (h — g-f-l)7)—yrhco 

unb fůr 7i = l , y = l 
(151) 3- = h — 2g-f-co 

fx=h — gH-co. 
Aann bie SSeranberíiĉ e x einen geroifíen grofiten unter 2g íiegenben 

SBert̂  nicfjt ů&erfteigen, fo mag man 
(152) h = 2g—I 

fê en, bann wirb 3-=co— 1, p = g - h w — 1 unb 

(153) u = <j—r - = q t f i 

wofern man co > 1 ober 3- ̂  0 anntmmt* 2ímeinfa$fíenmmmtman£=0, 

bafcer, (154) u = -f̂ --

3. ©efcr oft merben in ben fofgenben Unterfudfjungen JKeifjen notf)ig 
rcerben, in benen baá erfte ©íieb 0 ifí, b eren fpatere (Síieber nur allmaíig, 
fiemíic^an gewiffen peri obifcfj oert^eiíten ©teí fen, um 1 fte i-
gen, baber jebe foígenbe g>eriobe bie naduji Dorbergefjenbe burcfjgangig um 
bie 2fnjâ r ber tn jeber Ĵeriobe beftebenben ©teigungen ůbertrifft, unb beren 
aílgemeineá ©íieb fonacfj.bie 2fnja í̂ aíler foícfjen auánâ méweifen ©teigungen 
angibtunb bafcer bie eigenS aufiufteííenbe gu ne ti on bež ©teílenjeigerč 
ifh Sabei mufí jugíeiĉ  bie 2íenberung biefer gunction, bei bem natůríicben 
©teigen ber 93eranberíicf)en, aíé eine anbere gunction fťc£ ergeben, bie 
blo$ fůr geroiffe 2íu$nabm$wertbe ber 93eranberíicben gíetcf) l 
wnr b, fonfl immer O bíei&t; unb eigentíicf) baS aíígemeine ©íieb berSKetye 
ber Unterfĉ iebe ber Dortgen 9tetye ift, ober ben ífietrag beran jeber ©telle 
©tatt finbenben ©teigung angt&t. 
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33íicřen n>ir jurůcř auf bie Srge&niffe unferer ttnterfud^ungen in XXI, 5, 
fo uĎerjeugen wir unč íeic&t, bag ba$ atígemeine ©íieb ber aufjuffellenben 
Steifye ober bie ju 6e|timmenbe nae£ bem ©tetten^eiger x t>eranberíic£e gunction 
u ein Cluotuá einer íinearen gunction t>on ber ©eftaít 

015) o = * £ í £ -
fein můffe, beren (Tonfianten *), *, jx ben t>orgejei$neten SBebingungen gemafí 
ju befiimmen fínb. 

©oll na$ je ra ©íiebern ber SRet&e bie goíge ber ©teigungen regeímajjíig 
tt>ieberÉé(>ren unb $roifc(>en n unb jx ber gro(5te gemeinf$aftíi$e S^eííer r 
fceíte&en, fo mup, sermoge XXI, 2, fůr ben ju fuc^enben Sfceiíer jx. 

(155) p:T = c5, aífop = rar 
fetn* ©ollen ferner 6ei je ra na$ einanber foígenben ©íiebern ber Steifce s 
©teigungen ober Jfuánafcmen, mitfcin ra — smál baů ©fei#&fei6en ober 
bie Síegef eintreten, fo mujií, weií £ier ímmer Ax = l sorauégefeit rcirb, 
uermoge(133) unb (139) 

_ — ( y n ) VÍT ri:r vit 
^ : T CJ ' pit GJ 

alfo (156) 7):T = s , mod ra, *):T = £ -t- raz, n = sr -f- jxz 
fein. 2>ie SOSert̂ e beč CluotuS u follen ferner ber Stetye na# (b* i. far 
Ax = l ) nur um O ober I fteigen, alfo foli oermoge XXI, 5, ifcre 3íenberung 
Au = - 5 i - w = 0 ober 1 roerben; bafcer muj5<f— = 0 unb sermone (125) 

(157) A u = w = < j — = O, 1 

fein, roenn, wie in XXI, ber 9?e|í 

(116) »E±£= 

SEBeif nun na$ ben gefíellten 23ebingungen immer s < ra, aífo 

: GJT = 

Soefficient 
(158) y , z z = £ r < { x . 

Sagleiefr finb s = 3i:r unb ra = (X:T 9>rim$aftíen unter ftcjj, weif r ben 
grof?ten gemetnfd^aftíid^en Sfceiíer oon -n unb jx oorftellt. 

S e n n j e i c ^ e n , bag ber D u o t u é u, son einer ©telle x jur nac&fi 
JS&crenx + l , f t # gíeidjj 6 í e i 6 e , finb bemna$, uermoge XXI, 6,enfweber, 
baf? bie2íenberung bečfel&en 

(159) A u = : w = ^ : = q . ** = 0 , 

(116) * = v angebeutet nrirb* 
efíellten 

ST < GJT = jx fein mufí, fo ifl z = « { ~ bafcer z = o unb ber ju fud ênbe 
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ober bag ber 9te|t 
(160) v = ¥^± < p _ *± ober < . j ^ 

*̂ P r 
ober bag ber Síefl 

(161) H - T = * Z ± £ ± > > » J L 

fei; ober bag, wenn man ben baíb ftaufig vorfommenben OuotuS -f— ber 
Sůrje fcafber bur$ í beieid&net, bie Songruenj 

(162) $x-f-í = z , mod SJ 
©tatt finbe unb barin 

(163) z = 0, 1,2, SJ— s — 1 
fei, ober bag, roofern # auů 

(164) S* = l, mod car 
beftimmt roirb, nemlicfr ba$ *fa$e »on s,burcj> EJ get̂ eift, 1 tum Síefte gtĎt, 
bie Songruenj 

(165) x = # (— 5 + z ) , mod EF bejfefce* 
ftennjeicften bagegen, bag ber Cluotué u, \>on einer ©teííe x 

jur anberen x-t-1, um 1 wacfcfe, fínb wrmoge XXI, 6, entweber, bag bie 
3fenberung bečfeíben 

i? + * 

(166) Au = w = ^ 4 ^ = <t — £ - = 1, 

ober bag ber 3íe(l 

(167) . ^ P ř - í J * ' ^ 
ober bag ber 9íe|l #-

a«> P-»=«=í=ta s •} 
fei; ober bag bie (Songruenj 

(169) £x + S = — (z + 1) , mode* 
2>tatt ftnbe unb barin 

(170) z = : 0 , 1,2, s — 1 
fei, ober bag, toofern x auč 

(164) e * = l , modej 
beftimmt roirb, bie (Eongruenj 

(171) x = — x ( Í + B + 1 ) , mod GJ beftefce. 
@eien nun in jeber syftelligen gJeriobe bie auégejeid^neten ©telíenjeiger, 

ober bie čfeinften pofítfoen Síefte jener ©teílenjeiger ober berjenigen 2(uána&m$J-
wertye ber SSeranberíid̂ en x na# bem S^eiíer ober 9)?obuf SJ , bei benen ber 
&uotu$ u um 1 wá$fi, gegeben, Sttan bejeid&ne jte mtt bem gemeinf$aftíi$en 
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3etcí;en §5 benjenigen ©telíenjeiger, weíĉ er ber in (169) Dorřommenben 
burcfjíaufenben,£áí)t z entfpricfjt, mít ?z, unb fo wie fťe ben in (170) 
angefttyrten SBertf;en bíefer £áí)t entfpreĉ en, mít 

(172) £o, §i, ?2, . . . . & - i . 
@ejt man bemnacl) in ber (Songruenj. (169), tvelcfje bie ©teigungen ber 

Cluotí cfjaračteriftrt, ftir z na$ unb na$ ií;re jufáfftgen SBertfje aué (170), 

fo gemínnt man foígenbe, bie 33e|timmung be$ Ouotué -f—=<Joermitteínben, 
Songruen^en 

(173) 5 + s§o = — 1 , modra 
£-J-s£i = — 2 
5 + s?2 = - 3 

5 + ' s § € . i = — s. 

3n trefen (£ongruen$en jínb aberbie ©telíenjeíger £0, §i> §2* • • • ?£-i 
čeinečwegS einjeín, fonbern bfo$ bie íí)nen tnégefammt jučommenben $K5ertf)e 
bečannt; unb eé taflt fi$ alfo son ifynen lebigíicf) nur if>re ©umme, ober bie 
Šumme gíeicjj í)of)er?poten$en berfeíben, ober ií)v $>robuct angebem Um baf)er 
bie (Eonftante $ JU befíimmen, wtrb man am eínfacfjjíen biefe s Songruenjen 
abbiren, babei bemerfen, ba$ 6efanntlic^ bie ©umrne 

(174) l + 2 + 3-H. . . + s = 1Í!±!2 

tft; unb enbficfj n>irb man bie ©umrne ber aučgejeic^neten ©tellenjeiger § 
mitteíš be$ ublížen ©ummenjeicfcené 2 , nemíicf) 

(175) £o + £ i + § 2 . . . + § £ - i = S § 
anbeuíen. 2fuf biefem SBege fínbet man 

(176) ei + sSf = - — ^ mod ra. 

@ei nun er(ííícf) s ungerab, alfo s + 1 gerab, fo barf man, ttermoge 
III, 10, bie beíben congruenten B<*Wn kurcj) î ren gemeinfĉ aftlid ên &f>eiíer s, 
ber gegen ben 9)?obuí ra reíatfo prim ifí, tfjeiíen, unb erí;aít 

(177) í = — - y - — Z § , modra. 

3(1 aber jweftené s gerab, fo wirb man z aué 
(164) e /EEl , mod ra 

be|ttmmen, unb bamit bíe Songruenj (176) muítípííciren, wornadfr man 

(178) § = — ± ( / + l ) — 2 § , modra fínbet 
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Ucber bie£inf$ranřungen berSBertfce t>on 5 Uaá)tc man jebodjjgofgenbeá: 
©olíen bie ©teigungen ber CLuoti »om nuílten Ctuotué, ober \>on x = o, an gejafcít 

roerbeú, foli alfo u = «f — = O fein; fo muj$ O < -9- < jx, 
. ri o, g, , o. 

bafcer 0<r- f—Hí—<curober—-r—<rí < ( r s — 1 ) T + T - Í — 

aífo (179) —1 < í ^ w — 1 , 5 = 0, 1 , 2 , . . .GJ— 1 
angenommen roerben. @inb a&er bie ®teigutigen ber Ouoti \>om erften O.uo-

tui, ober ©on x = l, an ju ja&íen, fo bafi «f = O auáfallt, fo mu£ 
. , o. 

0 < n + * < j x ober 0 < * (S-*-e)-f-*—< SJT, aífo 

(180) — 1<<J-H$;^S5 — 1 , S + s = 0, 1 , 2 , . . . w—1 
$ = — e ,—s + 1, . . . . 0 , 1 , . . . . SJ— e — 1 fein. 

3ílíein auf obige SSBeife wirb ber SEBert̂  &on S ni$t au$ ben einjefnen 
auágejeiĉ neten ©teflenjeigern (172), fonbern bfoé au$ i&rer Šumme (175) 
beflttntnt; er i(l foígfiĉ  au$ nur rcaf>rfc|>einíi# ric&tig, unb bafcer no# wetter 
ju prúfen. 3u biefem 3wecfe řann man bie Songruenjen (173) $u gíeiĉ  $dfcen 

p̂otenjen erfceben unb abbiren. SBafcít man, aU bie mogíiĉ  niebrigfte, bie 
$weite $>oten$, fejt man babei nebfť(175) auc£ no$ bie íeiĉ t ju beftimmenbe 
©umme 

oso §:+§;4-«+....+§i_1=s(§«)' -
unb bemerřt man, baj5 nebft ber ©umrne (174) £\iá) bie foígenbe 

(182) !* + # + #+... + *=*«j™í*tl> 
gibt; fo finbet man 

(183) sS2-f-'2sS*. S-t-s2S (gt ) = e f c + 0 ^ + l > , m o d cy. 
2)er o6en gewonnene 3Bert$ t>on 5 čann.bemnadj geprůft werben, inbem 

man ií;n in biefe neue Songruenj fejt unb jufťê t, ob er au$ fie befriebige. 
Sin anberer SBeg ju gíeiĉ em gieíe' offnet fťcf>, roenn man aué ben (£on* 

gruenjen (173) bie ©íieber — e%0,—s?i?'• • • • — $£<•—i auábrůcřt unb 
fťe miťeinanber muíťtpíicírt. ipier finbet man bie Songruenj 
(184) ( í + l ) ( i + 2 ) ( í + 8 ) . . . . ( í + s ) = (—£)ř?o?i?2... .?í-i,modw, 
in weícfcer baž P̂robuct ber auégejeic&neten ©tellenjeiger feidfjt beřannt roirb, 
unb roeícfce ber gefunbene 3Bert£ uon S eíenfallé befriebigen mufí, rflenn er ber 
rcabre fein fofiú 

2>a ferner bie Songruenjen (176), (183), (184) nur bieeineltnbe* 
lannte 5 entftaíteh, fo můffen, rcenn man biefe au$ tynen eíiminirt, bie bavanů 
entfpringenben (£ongruenien,n?eií fťe biefe Unbeřannte niĉ t me$r ent̂ aíten, 
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bíe 23ebingungen ber gíeid^eitigen Suíafftgfeit ber Síet&nungéangaben (ber 
(Soncorbanj ber 2>aten) ober ber 50?oglic^řeit ber 2íufgabe auéfprec^en. 2ím 
einfacfjjten ergibt ftdj) eine fof#e 33ebingungé--£ongrueni, roenn man bie (Eon* 
gruenj (176) jur jroeiten ^otenj er$ebt, unb *>on ber mít e muítipíicirten 
(Eongruenj (183) abjie&t, nemficfj 

(185) s 2 aS(§•) - (E&l == ̂ ^ ^ ' - ^ , mod vs. 

Siefe nnrb man bemnad^ aíá D o r í a u f t g e é $ > r ů f u n g č m í t t e í ber 
50?ogíic^řett ber gefleílten Tíufgabe serwenben; unb erfl:, roenn fie jutrifft, nurb 
man an bíe 33eftimmung ber Gfonfianten S gefcen. £)ie einjig unb sollig uber* 
jeugenbe <3>rufung beé mít Jpilfe einer ber (Eongruenjen (177) unb (178) 
beftimmten SBertfceč t>on 5 befíebt jebcd^ barin, bafl man tyn in bíe (Eongruenj 
(171) eínfůfcrt, unb nádher fůr z allmaíig ifcre 2$?ertfce auů (170) fe^t, um 
ju erforfd&en, ob bie fůr x jí# ergebenben SEBert&e nrirHicf) fammtíicfje angenúe* 
fenen 2íuéna(>m$tt>ertf)e £ 0 , f i > . • • &—i finb. 

J^at man auf biefen SGBegen ben SSBertfc t>on 8 = -f— beftimmt unb 

erprobt, fo ftnbet man/tnbem man ben grofíten gemeinfc^aftíic^en Žfteiíer T ber gaft* 

íennunb (z, fo wieauc£ ben Síeft*— 5 na$ ©efaflen annimmt, bie eigentíicfr 

jú beftimmenbe Sonflante 5- ani 

(186) £ = T$ + * -^-

S)a man nunmefcr nacfi ben ©fetd&ungen (155) , (158) , (186) bie (Eon* 
fltonten jx, *), 3-beftimmt fcat; fo gibt ber Ouotuč (115) an, wie tnete @tei-
gungen ober ?íuénafcmen \>on bem nullten ober erften Ouotué an bii ju tym 
bem x t e n ©tatt fcaben; feine Srganjung ju x, sermoge (59) 

(187) x--, = V^ ) ' t^*"" 1 » 
an n>ie meten ©tetíen ber Cluotué u in bemfef6en Snteroaííe ftc£ gteicfr »er* 
bfeibt; bie aSergíeicfjungen be$ Stefleš (116) , weíc^e in (160) , (161) , , (167) , 
(168) aufgefteHt rourben, ob an einer gewiffen ©teíle x eine@teigung eintrete 
ober n i$t ; bie (Eongruenjen (165) , (171), an weíc&en ©teflen x ber OuotuS 
ft$ gíeicf> bfeibt ober uml ft# er^ebt; enbfic&ber aílgemeine 2fuébru<f (159) , 
(166) ber 2íenberungen ober ber Unterfcfjiebe ber Cuoti, wie Diet bie ©teigung 
beč OuotuS ůber&aupt an jeber ©tetle betragt, foígíic^ eine gunction, bie nur 
fůr gewiffe 2íu$naí>méroert£e (172) ber SSeranberíicfjen = 1, fonfi immer 
= O i(t* 

' a • 

SGBeíí ber 9tefi *— beíiebig geroa&fť rcerben barf, fo ift eů offenbar jur 
SSereinfac^ung ber íKec^nungéauébrůcfe am iutragfic^fíen, í^n gíeid^ STíuíI, alfo 
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3- burd) r tf>eií&ar ober 3- = r$ anjuneftmen. 2)ann aSer faíít ber ben (Eon* 
ftanten jx, rj, 5- gemeinfc^afíííc^e-S&eiíer T, t>ermoge (35) a\xé bem íDfoibenb 
unb Sl̂ eiíer beé Cluotui u unb feiner Jíenberung Au f)erauč; unb e$ ift baf>er 
fúr biefen CuotuS, ben man bo$ eigentlicfj seríangte, ba fein Síeffc v nur aíě 
fein unjertrenníic^er 23egíeiter mit betracfrtet werben mufíte, basfeí&e, aíč 
í)kte man T = 1 gefejt, ober jx unb n aU $>rimjaf)fen unteť ftdjj angefef)en, 
fofgíidjj gerabefyin 

(188) * jx = BJ, ri = e, 5- = 5 genommen. 
Sn biefer oereinfac^ten Sar f le í íung t)ern)anbeínftc^bíe©íetc^ungen 
(115), (187), (116), (157) in foígenbe 

(189) u = 4Č±i 
(190) x - u = < ^ )*+»-'-! 

(191) v = * * + , r 

(192) M — v = * 

GJ 

CJ 

(193) A u = w = # = q ^ ' ^ -q ? 
v y u GJ u OJ ^ CJ 

bie 33ebingungen (160) unb (161) fůr ba$ ©íeicfj&íei&en ber &uoti in 

(194) * <GJ — *— = iť — 
GJ GJř GJ 

• , „~N nr* ( f X + ( T ) w 8 
(195) w _ y = * r - L J £ J > * _ , 

unb bie SBebingungen (167), (168) fůr baá ©tetgen ber Cittort in 
• ( I W ť 5 * 5 . _ ^ = * -

GJ "^ OJ CJ 

GJ * ^ GJ 
(197) M — V = i t — - < 

9?o$ mag 6 e m e r í t werben, ba j* fúr Ax = 1 unb TÍ < jx bie 2f enberun g 
Au = w na$ (149) ober (153) awá) gan$ attgemeín bur$ 

(198) A u = g ^ + V , * > 0 5 $ = 0 , 1 , 2 , . . . . 

bargejfetífc werbe, ober auc^ burcfj 

. J X -

weií fůr v = fx — 1, n — $ + p — 1 < 2 (p —- <J>) — 1 6íei6en mufí. 
2)enn fo&afb yj 4- v < p, ifl au$ ri -f- v ± $ < p ± <{>, unb i(l n -+- v p p, 
fo íft au$ r ) 4 - v ± $ ^ p ± $ » SDían §<xt alfo nur barauf $u fe^en, ba$ 
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roeil n -f- v < 2p Mei&en foíí, au# n 4-v ± ty < 2 (^ ± <J>) fei, waá 6ei 
bem o&eřen Setřen immer eintrifft* - . 

4. Ser wid)t\Qfie unb j u g í e i # etnfa$fte ga í í i|i ber, roo 
unter je w ©tetíen nur an eúier etnjtgen eine ©te igung be$ 
OuotuS ober unter jecjna$ eínanber fotgenben SBert̂ en ber 93eranberíi#en x 
bíoé ein 2(uéna&m6roert& = §, mod EJ Dorřommt, fofgítĉ  s = 1 
tfl. 2>a ift S ? = ? , S (?2) = ?2, alfo bie Songruenj (185) ibentifcfc. 
gerner fínbet man sermoge (177) 

(200) 5 = — ^ + 1 ) , mod CJ, 
folgli#, bie$>erioben mogen 6et bem nullten ober erften ©liebe, bet x = o 
ober x == 1., mod SJ, anfte&en, 

(201) S — X3 — (f — 1. 
3ur P̂růfung biefeá 2fuébrucFe$ fyat man t>ermoge (164) bie £iíf$$afcl 

X = l , a í f o n a $ (171) x = — 1 (— 1 — f + O + 1) = £, mod SJ; 
bâ er ber 2íu$brucř ric t̂ig. 

2)ann íft bie llw^i ber 2íu$na&méfalle, &on x = O ober 1 6tá x = x, 
ober bie 95?enge feer ©teigungen ber Cluoti som nullten ober erften 6i$ jum xten 

b!é Tíniafyt ber ©leicfjfcíei&ungen ber Cuott 

(203) x — u = < £ -f-1--, 

bie 23ebingung einer ©teigung ober 2íu$na£me 

(204) v = ř : — — = 155 — 1, ober x = £ , mod 55 

unb ber SSetrag ber ©teigung an einer angewiefenen ©telle x 

(205) A n = * ^ - <f^— = <j = ^ 
GJ GJ * CtJ * JJJ 

2ínn>enbungen in §§. 24. 52. 
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