Die Chronologie in ihrem ganzem Umfange, mit vorziiglicher
Riicksicht auf ihre Unwendung in der Astronomie,
Weltgeschichte und Urkundenlehre

Vorbegriffe [zur Chronologie I. - XXII.]. Allgemeine Sdze der Hoheren
Arithmetik, welche in der Chronologie vielfache Anwendung finden

In: Wilhelm Matzka (author): Die Chronologie in ihrem ganzem Umfange, mit
vorziiglicher Riicksicht auf ihre Unwendung in der Astronomie, Weltgeschichte und
Urkundenlehre. (German). Wien: Fr. Beck’schen Universitdtsbuchhandlung, 1844.
pp. [1]--62.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/400373

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR (digital copy)

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/400373
http://project.dml.cz

Borbegriife

aur

Chronologie






BVorbegriffe.

Allgemeine Sage der hioheren Avithmetif, welde in der Ghro:
nologie vielfache Amwendung finden.

I.
‘Annabmen.

gn der vorliegenden arithmetifhen Darftellung der Chronologie merben
baufig Lebren der hoheren Avithmetik oder der vorzugsweife fo genannten »T heo-
vie ber Sablen? angewendet, deren die Lehrbiidyer der Algebra nidt ge-
benfen; bdeswegen follen fie bier in Kirge zufammengeftelit und begrindet
werben. _ ,

Die in diefer Jufammenftellung su betradytenden allgemeinen, durd
Budftaben vorgefteliten, Sahlen werden ohne Ausnahme gange Jahlen, mit
Cinfhluf der Nulle, ober blos Anzabhlen anbdeuten, daber ihr BVeiname
ngange” entbebrlich ift. Dabei Ednnen fie entweder abfolute, oder alge-
braifd relative, und im legteren Falle entweder pofitive oder nega-
tive Sablen fein.

Gebr oft wird eine allgemeine 3abl a nur gewiffe befondere Jablen,
von einer Dbeftimmten Eleinften oo an ununterbrodhen bid ju einer angegebenen
grofiten B vorftellen dirfen; dann gibt man diefe Cinfdyrankung gemobnhcb
durch folgenden Anfay

a=o,ot+l, a+2,....0
oder zuweilen in umgetehreer Ordnung _
a=fB—1,p— 2, ... 0
ju erfennen. Fir algebraifd) grdfer al8 eine andere gilt hiebei eine 3abr
wenn jene, von diefer abgesogen, einen pofitiven Reft gibt.

Mandmal miiffen jedoch alle juldffigen Werthe der allgemeinen Jahl,
durdy Beiftriche getrennt, nach einanbder hingeftellt werden; indbefondere dann
immer, wenn fie nidyt in der natdrliden Folge der Jahlen fortlaufen.

So ;. B. geigt a=0, 1, 2, .. .. 18 an, dbaf a je eine der Zahlen von
0 bi8 18 vorftellt, und a =2, 5, 1, 4, daf a der NReihe nad) den Iahlen

2, 5, 1, 4 gleid) werbe.
1 *
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IL

Congrueny der Sahlen.

Qft der Unterfhied zweier Jablen, a und o, durd) eine dritte gab( m,
theilbar; fo nennt man jene pvei Sablen einander congruent nad blefer
dritten, m, bdiefe felbft den Modbul der Congrueny, und f{dreibt nacdh
®auf, der diefen folgerciden Begriff und dbad Jeidyen der Congrueny,
(=), in bdie 3ablenlehre einfihrte, a= o, mod m.

Jn einer Congrueny Eommt demnac) blos bei den ywei congruenten Sablen,
nicht aber bei ihrem Unterfchiede und Modul, zu beadhpten, ob fic pofitiv oder
- negativ feien. Jm Werlaufe der vorliegenden Abhandlung wird der Mobdul
fogar immer, abfolut genommen werbden.

| ©o ift 3 B. 17 =3, mod 7, weil 17 — 3 =14=17.2,
8=—14, mod 11, weil 8—(—14)=—22=11.2.

Jft eine Sabl insbefondere der Null congruent, fo beifit dies-eigent-
lih, fie felbft ift dburd) den Modul theilbar; 3 B. 96=0, mod 4 fagt, 96
ift burd) 4 theilbar. Mithin [4Ft fich die Theilbarkeit einer Jabhl durd) eine
anbdere mu;teté des Congruengjeichens anbdeuten,

IIL

Qehrfdze iiber die Congrueny der Sahlen.

1. Gleide 3abhlen find nad jedbem Modul congruent,
weil ibr Unterfchied Null, daber durdy jede Jabl theilbar ift.

Die Gleidhbeit jweier Jablen Eann dbemnadh als ein befonderer Fall ihrer
Congrueny nady beliebigem Mobdul angefehen werbden.

2. @ind ywei 3ablen einer dritten nad einerliei Modul
congruent, fo find fie aud) unter {idh congrueut.', Sft nemlid
a=c, mod m und b=c¢, mod m; fo ift aud) a=hb, mod m.

Denn nad) der Annabme find die Unterfdhiede a—c und c—Db durdy den
odul m theilbar, daber aud) ihre Summe a—c + c¢—b, die fid) auf den
Unterfdhied a—b zufammengiebt.

3. Won swei congruenten Jahlen wird jede erbhalten,
wenn man bdie andere um ein Wielfaches ded Modulsd ent-
weber vermehrt oder vermindert. Wenn nemlih a=b, mod m ift,
186t fih a= b= hm fegen und darin h beliebig groff annebmen.

Denn von ben congruenten Jablen a und b muf der Unter{dyied a —b
ein pofitives ober negatives Bielfaches, allgemein das h fadye, des Moduls m,
nemlih a—b =+hm fein; mithin ift a=b+h m.

4. Die Congrueny a=b, mod m driickt daber, in fo fern aus ihr

~a=b4 h m folgt, aud) aud, baf die Jahl a jedes Glied derjenigen nad) beiden
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Ridtungen in’s Unendlidye auslaufenden avithmetifhen Progreffion vorftelle,
deren ein Glied b und beftdndiger Unterfdyied der Modul m ift.

5. Addirt man, bei einerlei Modul, congruente Jahlen
gu congruenten, fo find dbie Summen congruent; und

6. 3ieht man congruente Sahlen von congruenten ab,
fo find die Unterfdiede congruent.

St nemlid) a=oa, mod m und b=p, mod m, fo ift eben fowoh!
a+b=a - f, mod mald a—b=o—f, mod m,

Denn nad) den Annahmen find diellnterfdiedea — o undb — B burd) den
Modul m theilbar, fonad) aud) ihre Summe a— o + b — B fowobhl, al3 ibr
Unter{dhied a—a— b+, oder dort der Unterfhied a-+b— (o +PB) und bier
a—b — (a—p).

7. Da fdmmtlihe Vielfadyen des Moduls der Null umb unter fich cons
gruent find, fo 6Teibt ed immer geftattet, jeder aud zwei con-
grueuten 3ablen was immer flir WVielfadhen ihres Moduls
gugugeben oder ju entziehen, indem man diefe BVielfachen gleichfam
al8 Nullen anfieht. Man benlizt diefed BVerfabhren voryliglih dann, wenn bdie
congruenten Sablen gufammengefeste Ausdriicke find; um forwobhl die eingelnen
Glicder derfelben, ald aud) fie fetbft auf bie mdglidy einfachfte Geftalt juriict
u fithren..

. G ift 3 D, B+76— 5= 15+ 4—22, mod 7,
alfo audy 8476 —70—5=15—14+4—22-+21, mod 7,
ober . 8+ 6— 5= 1+ 4—1, mod 7.

8. Multiplicirt man, bei einerlfei Modul, congruente
Bablen mit congruenten— oder ingbefondere mit gleidhen — Sahlen,
fo find aud) bie Rroducte congruent. Jft a=o, mod m und
b=p, mod m, fo ift audy ab=afl, mod m,

Denn vermdge der Borausfesung find die Unterfdyiede a—a undb—p
durd) den Modul m theilbar, daher audy, wenn man den erfteren Unter=
fbied mit b, und den anderen mit o multiplicict, die Producte ab—ab und
ab—opf; folglid) ift audy ihre Summe ab—ab-+ab—af, d. h. der Unters
fthied ab—af, durd) m theilbar.

9. €rhebt man congruente 3ablen ju einerfei Poteny
nady einem gangen abfoluten Crponenten, fo find aud die
Potengen nad) demfelben E)J?Dbul congruent. Jft a=o, mod m,
fo ift aud) an =g , mod m, -

Denn foldye ‘potengen find C}.\mbncte gIeud) meret, butcbgangxg gretcber
Sacioren, daher (natb 8) congtuent .
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10. ©Sind jwei congruente Sahlen, a und b, dburd) 3wei
andere, nad) dbemfelben Modul, m, congr uente3abhlen, a undp,
von benen jede gegen den Modul relativ prim ift, eingeln
theilbar; fo find aud) ihre Quotienten, a: wund bs By nad
eben diefem Modul congruent.

Denn fei a=b, mod m und « =@, mod m, ferner a:a=a’ und
b:B=V, folglid) a=ao und b=b'B. Dannfind durd)den Mobdul m theilbar

" die Unterfdhiede a—b und a—, alfo aud) a'a—b'B und fowobl a’ (a—p) =
a'a—a'B, al8b’ (a—p) = b'a—Db'B; folglid) wenn man von jenem diefe beiden
abgieht, die Unterfdyiede a’B—Db'B und a'a—b'a, ober die ihnen gleihen Pro-

. ducte (@'—b"B und (@'—bNa. Hat aber, nad) der Annahme, in diefen

Producten webdér o nodh B mit dem Modul m einen Theiler gemeinfdhaft-

lidy, fo Ednnen die Producte nur dagumal durd) m theilbar fein, wenn ihr
anberer Factor a’ — b’ durd) m tf)ei[bar, alfo a’ =Db', mod m, ober
azoa =b: S, mod m iff.

11: Hat eine aud gwei congluenten Sablen mit dem Mo-
dbul einen Theiler gemeinfdaftlid, fo mup blefer aud) der
anberen Zabh!l zufommen.

Denn fei a=b, mod m, und t ein gemeinfdaftlicher ~beurer von b und
m, Da bdie andere 3abl a=b + (a—b), und fowohl die 3abl b al8 aud
der Modul m, daber aud) der durdh diefen Modul theilbare Unterfdhied a—b
durdy t theilbar ift; fo mup die Summe b+(a—D>b), ober die ahl a, gleich)-
fallg durch den gemeinfdyaftlichen Xheiler t theilbar fein.

12. Cine Congrueny bleibt beftehen, wenn man die con-
gruenten 3abhlen und den Modul dburd) einerlei Jahl mul:
tiplicirt oder dburd einen gemeinfdaftliden Theiler theilt.
St nemlid) a=o, mod m, fo ift aud) ap=ap, mod mp und wofern a, a, m
durdy p theilbar find, aud) a: p = a: p, mod (m: p). 3. B. Wieil
21=9, mod 12, ift aud) 42=18, mod 24 und 7=3, mod 4.

Denn nad) der BVorausfejung ift der Quotient (a—a): m eine gange
Babl, daber aud), wenn man Dividend und Theiler desfelben mit einerlei
Babl p multiplicict ober durd) den gemeinfdhaftlichen Theiler p bnmbtrt, jeber

der ihm gleichen Quotxenten (ap—ap) : mp und (—%—-;—‘ : —p.

13. Sind jwei Sahlen nad einem Modul.congruent, fo
find fie aud) nad) jebem Modul congruent, der ein Theiler
jenes Moduls ift. Wenn nemlih a=Db, mod m, unb ein Theiler von m
ift, fo muf eud) a=b, mod p fein.

Denn der QInnaI)me su Folge ift der Unterfdhied a—b burcb die Sabl m
theilbar, daber aud) durch jeden ihrer Theiler .
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14. Qwei Rabhlen, welde nad mehreven Modbuln cou:
gruent find, miffen aud) nady dem Eleinften gemeinfdaft-
lihen BVielfaden diefer Moduln congruent fein. IJft nemlich
a=b, mod (m, m’, m”, .. ) und p die fleinfte durd) m, m', m",. . . theil-
bave 3abl, fo ift aud) a=Dh, mod p.

Denn da der Unterfhied a—Db durd) die Sahlen m, m', m", . . . eingeln
theilbar ift, fo muf er aud) durdy ihr Eleinftes gemeinfdaftliches Bielfacdhes
theilbar fein.

Iv.

BVetradtungen tiber dad Theilen der Jabhlen,

WVei detn Tbeilen ciner [ahl — Dividend — durd eine andere —
Xheiler oder Divifor — verlangt man eigentlich bdiejenige, gange oder
gebrodpene, Rahl — Quotient — , welde, mit der lesteren, dem Theiler,
multiplicivt, die erftere, den Dividend, jum Producte liefert. Sehr oft, und
in den NRedhynungen der JeitFunde faft immer, wo man mit lauter gangen
Rablen redynet, fordert man, bei dem Kbeilen eines Dividends durd) einen
Qheiler, diejenige gange Jahl— jur Unterfdheidung su nennen der Quotnd
— weldpe, mit dem Theiler multiplicict, ein Product gibt, das fid) von dem
Dividend um eine pofitive oder negative Jabhl — Reft — unterfdheidet, die
abfolut genommen Eleiner, ober hodyftens ausnabmsweife fo grof, al8 der
abfolut genommene Theiler ift.

©oll nemlich d durdy t getbheilt jum Quotus &' und yum Refte d” geben,
fo mup der NReft :

1  d—td=d"=Z1t

fein, wofern man von den Jeidhen des Theilers und NRefted abfieht. Daraus
folgt der befannte Say
(2) d=td+4a",

b.h. Man erhdlt den Dividend, wenn man yum Producte aus
Lheiler und Quotusd den NReft addirt.

Diefelbe Form (2) werden wir audy bentizen, um Fury anjudeuten, daf
eine 3ah! d, durch eine andere t getheilt, d’ jum Quotusd und 4" yum NRefte gebe.

ordert man, daff ber Neft, dem Zablwerthe nacy, fo Elein ald mdglid),
mithin hodyftens fo grofi ald der halbe Theiler genommen werde; dann beifit er
ber Eleinfte (mdgliche) Reft, und ift bald pofitiv, bald negativ.

Vemer £t mag hier nod) werben, daf wir im Folgenden nie veranlafi
fein werden, andere al8 abfolute Theiler in Redhnung zu bringen.
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V.
Begeihnung der Quoti und pofitiven Refte.
Genwdhnlidy wird verlangt, dafi bei der Theilung einer Jahl d durd) eire
anbere t der Neft. d” nur pofitiv genommen werbe. ‘
1. ©oll der Reft 4" dabei aud) nod) ftets Eleiner ald der
Iheiler t, alfo der Eleinfie pofitive Reft fein: fo begeidynet man
den Quotus gewdhnlid) durdy q—f ober mweilen durd) d:t,
B 3 ,
Tefend: »Quotus von d (getbeilt) durdy t”,
oder: »Quotud der Theilung von d durd) t?;
* und-den Reft. gewdhnlid) durd 1=d7 ober juweilen durd) d:t,
. kS
Tefend: »Neft von d (getheilt) durd) 7,
ober: »NReft der Theilung von d durd) t”,
Dann ift im BVergleid) mit der obigen BVezeidhnung in IV

d’=q-%.==d:!,
. %
=zt =d:t=0,1,2,....t—1
¢ £

und nad tg'en @Ieitﬁungen (I)Iunb (2)
1) d—tgr=2-=0,1,2,....t—1
(¢)) d= tq—+-1=— -
3. B. @o ift 28=7.3+2, d. h. 23 burd) 7 getbetft glbt 8 jum
Quotug und + 2 jum NRefte AV) ;. arfn nﬂ:
q?3_23 17 =3, und r—~_23 17=2,

bagegen ift —23 = '7.—-4 +5, b. h. —23 buxcb 7 getbeilt gibt —4 gum
Quotus und + 5 3um Nefte; baber ift

—23 __ oo =23 __ S
G757 =287 =4, und 2= —28:7 =5

2. Soll aber der Reft d” nie Null, fondern damals dem Thei-
Ter t felbft gleih) genommen werben, fo oft der Dividend d durd) den Thei-
Ter t theilbar, folglich der Fleinfte Neft Null ift; fo.follen dergleihen Quoti
und NRefte auferordentlide oder ausnahmsweife genannt, und zu
ibrer Begeidhnung, anftatt der Etemen @bara&ete  und ¥, bxe grofien -Q- und
R verwenbet . werden. :

Qn einem fotcben Falle ift, nady der obigen %e&excbnung in IV,

-Q_-—-=d t,
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d"=%T=d;t= 1,2,3,.....1¢,

und vermdge der Gleichungen (1) und (2)
d d
(5 d—t‘QfTs_I%_t—:l’ 2,8, .....1¢,
d 4
(6) d=tq + R
G 3 V. it 21=7.34+0=7.2+7, alfo
q%::’) und 1#—2—; =0, bagegen QE% = 2unbi}3; =17.
Allein —21=7. —3+0=17. — 4+ 7, baber
q:; =—3 unbi!ﬁ% =0, Dingegen -Q-:—g% =—14 unb—]{:g% =7.
Anmerfung. Cisa de Cresi gebraudyt die leiht ju mifdeutenden
VBegeidhnungen Q.—‘: und I{.—;; de Ciccolini Belgeic[)net ben Quotud mit (—‘:—)i,

Delambre durdy (—'})e, beide den Neft durch (-‘:_)r; i) felbft folgte frii-

ber*) dem Qeyteren, weil idy jur Vegeichnung des auferordentlichen Quotus
den unbdeutlichen Budhfiaben T oder J nicht braudyen founte. Bei den legteten
Vegeidhnungen Fommt jedodh, gegen die mathematifhe Srunbdregel, das Haupt-
redynungsyeidhen erft gang am Gnde, und die fidh Haufenden RKlamumern
(Parenthefen) verundeutlichen die Rechnungdausdriicke ; dies bewog mid), obige
Reidhen in Worfdhlag su bringen. ‘

VI
Sufammenbhang der gewdhnlidhen und auferordentlidhen
Quoti und NRefte.

Bnifden den gewdhnlichen und auferordentlichen Quotis und NReften
beftehen einfadye Weyiehungs - und Verwandlungs - Gleihungen, bdie fid) leicht
aus folgenden Vetrachtungen ergeben. -

1. ieht man von beiden heilen der Gleichung

©  d=tg—+R~
die Rabl 1 ab, o erhdlt man
_ d d
Run jt Rr=1,2,.....¢,

alfo -R—:‘-—l =0,1,2,...t—15
daber findet man, nady dem Vegriffe und der Wegeichnung: des gewdhnlidyen
Quotus und Refted (IV.und V, 1), aus der legten Gleichung

*) Grelle Journal firr Mathematif, 3, Bb,, S. 887.
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a—1
N =t
Y
daber
2. Abdirt man gu beaben Tzf)enren der Gleidhung
@ =g+
die 3abl 1, fo erhdlt man
d+1=1g0 + 25+ 1.
G3 ift aber =0, 1, 2, . . . . t—1,

dbaber ¥~:l+1=1, 2,8, ...t
mithin gibt die legte Gleichung, nady den Vegriffen von den auferordentli-
dhen Theilungsdergebniffen, (AV und V, 2) die Vegiehungen

9) q_d= d-l;l,
1:——+ 1 —-Rd—ﬂ
alfo
a0  rlogtt

AnmervEung 1. Aus den Gleidhungen (7) und (8) Fdnnen (9) und
(10) gewonnen werden, wenn man d in d 4 1 verwanbdelt; umgefehrt qus
biefen jene, wenn man d in d— 1 fibergeben [afit.

Anmerfung2. Sowobhl aus der CrEldrung der aufierordentlichen Thei=
Tungergebniffe (V, 2), al8 aus der* Gleidyungen (7) big (10) ift erfichtlich,
daf beibe Arten der Theilungsergebniffe gany einerlei find, fo
Tange der Dividend durd) den Theiler untheilbar ift, und daf fie fich blos
ba, wo ber Divibend durch den Theiler theilbar iff, von einander in der
Weife unterfdeiden, dafi der auferordentliche Quotud numerifh um 1
Eleiner ober grdfier ift, je nachdem tman e8 mit einem pofitiven oder negatis
ven Dividende ju thun hat, und daf der auferordentliche Reft be1 Iheiler,
der gewdhnliche dagegen Null ift. *So hat man 3. B,

16 16 16 16 £ 16 . .
Qy=457=2, Ry=r.=2, -R~—— P =5; hingegen ift

14 14 +14 +’14
'Q:—7-=1,*f7=23'Q ,7 = 3,1{- 7 ‘—‘——2 unb"}%—"—7: ——=0.

AnmerEung 3. Nady den hier aufgeftellten %enmanbrungﬁgfexcbungen
Ednnte man allerdings blos mit einer vt von Theilung fid) bebelfen; allein
wer bdie Cinfadpheit und Jierlichbeit der Redhnungdformen nidht tiberhaupt
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gering fchdst, wird e8 und im Folgenden gewif billigen, wenn wir ftets bie-
jenige Theilungdweife wablen, bei welder die Redynungsformen am einfad=
ften und am jierlidhften fich ergeben.

VIIL
Bertaufdung der pofitiven und negativen Dividende.

Negative Dividende laffen fich, wofern, wie hier immer bedbungen wird,
bie Nefte pofitiv genommen werden, durd) pofitive und umgekehre erfezen,
wenn man fi) an folgende Wermwandlungsdgleidhungen hHart.

1. Aendert man in der Gleichung '

@ d=tq—:— +-1%
alle eidyen, fo ergibt fich
) d d
—d=—1t q—;— —_ :P—t- )
und wenn man im gweiten Theile t absieht und addirt,
—d=—t (g5+1) +t—r
Runit  #T=0,1,2,....t—D

daber t—P— —t t—1,t—2,....1,
und fomit ergeben f{i cb nad) ben Vegriffen von den aufervrdentliden ‘i()eu-
[ungdergebniffen (V, 2), sur Werwandlung der negativen Divir
benbde in pofitive, die Gleidungen ‘
—d d d
an  4F=—(gr+1)=—9r—1
a»  R=t—zl.

3B go=—gr—1=—2—1=—3,

=T =75 =2
2. Vebandelt man auf gretcbe %elfe bie @(eubung
ober vertaufdt man in den gefunbenen Gleidungen (11) und (12) bdie ermen
Charaktere 4 und ¥ mit den grofien -Q und R, fo findet-man die ferneren
Werwandlungsgleidhungen:
a®)  eT=—r—1L
a9 =T =t—mpp
3. Wil man bei diefen Wermwandlungen der negativen Dividende die
nemliche Theilungdweife beibehalten, fo darf man blog mit den eben gefunbdenen
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vier Gleihungen jene des worbergehenden Artifels verbinden. Damm findes
man nod) die Gleidungen:
d—1

as ¢ =—gt,

ae)y == =t—1—2

an  gr=-—-q% 1,
as) - B =t+1— gL \
4. Bum Uebergange von pofitiven Dividenden auf nega=

tive erbalt man aus den gefundenen adyt Gleidhungen die folgenden vier dope
pelten:

a9 ¢ =—Q-1=—g—" 1,

20 =t plop1—2T0

Q) gy =—gr—l=— g1

22) ®< :_;—=:+1—1}—‘-'i" ’
VI

" Aufwartiges Theilen. Negative Nefte.

Das bisher befprodyene, gewdhnlidhe und augerordentliche Theilen, wel-
dhes aud) in der Folge immer verftanden werden mufi, wofern nidyt eine Aus-
nabme beftimme ausgefproden wird, fest voraus, daf der Divifionsreft jeder=
seit pofitiv fei, folglidh daf der Quotus andeutet, das Wievielfache des Thei-
lers , im algebraifchen Sinne, nichft Eleiner ober hddhftens fo grof als der
Dividend ift, nemlich, vom Dividende abgezogen, einen pofitiven; den
eiler nidyt fiberfteigendin, Neft gibt. Juiveilen fieht man fidh jedodh veran=
lafit, dergeftalt su theilen, taf der Quotus dangibt, das Wievielfadye des

‘Qbeilers, im algebraifdyen Sinne, nadft groper oder mindeftens fo grof als
der Dividend ift, nemlich, vom Dividende abgesoaen, einen negativen, nume-
rifdh) den Theiler nicht diberfteigenden, Neft liefert. Ein foldhes Theilen mit
negativen Neften Eann'man ein aufwartiges, mithin dad Theilen mit pofi=*
tiven Neften das abwdrtige nennen; und audy bei jenem, wie bei diefem,
ein gewdhnlidyes und aufaerorbentncbes unter{deiden.’ :

Die S.Bexglelc[)ung der Ergebniffe beider ibedungéwe(fen hefem bte @Iet-
cbungen.

I'q

@ d=tda+1=1t-, |

6 - d=t'Q‘dT+'R'%a
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wenn man in ihren jweiten Theilen t addivt und abyieht, wodurdy fie in
d d
d=t(g++1)—(t—=z3),
i=1(gT+1)—(—&)

fid vermanbdeln, und folgende Sdze lehren.

1. eilt man eine Jabl d durd) eine andere t aufwdrts, fo bayx der
NReft, mic Ausfdhlufi der Nulle, negativ und numerifd) hochfens fo grof
al8 der Theiler ausfillt, und benilzt man die Werwandlungsgleichungen (11)
und (12), fo ijt
der auferordentliche aufmamge Quotus von d burdy t_q-— +1=— -Q’—td,

» - » Neft =— (l—i‘j‘):—-lb_‘—d’
=—1,—2,—3,....—L
2. Xbeilt man dagegen eine abl d durd) eine andere t dergeftalt auf-
wirts, daf der NReft, mic Cinfdlug der Nulle, negativ und numerifh Eleiner
al8 der Tbeiler ausfillt, und verwender man die BVerwandlungsgleidungen
(13) und (14); fo ift
der gewdhnliche aufiwdrtige Quotus von d durdy t:Q{— +1= = ql"—" s

» » » Reft = — ([—-R-Td):_.{;d
=0, —1, —2,...—(=1).
Die Bablwerthe der negativen Refte find demnady die Ergdnzungen der pofi-
tiven Nefte jum Theiler. Und der Eleinfte negative Neft von d durdh ¢
it =— (t—-}t—?—):—r——;‘, weil er ftetd Eleiner al8 der Theiler fein mug,
Sm Zufammenhange laffen fidy die Grgebniffe der vieverlei Theilungen
mittel8 folgender Vetrachtung aufftellen. Sei d eine pofitive ober negative
Babl; durdy. die abfolute Jabl t getheilt gebe fie d’ yum Quotus und 4" jum
Nefte, weldye mit dem Divitende d gleidzeitig entweber pofitiv odber negativ
fein follen, ©ejt man ihnen demnad) ibr gemeinfdhaftlicdhes Qualitdtszeidyen
vor, fo find +d, +d', +d” entfdhieden pofitiv. Man hat aber allgemein
@ d=1td + &,
baber audh : o
+d _:Et.d’:I:d", >,
und dabei immer 14" = =t
Somit findet man bei der gemobnllcben »z,bezlung, wo
+d"=0,1, ... t—1 i,
+d=gi!, or=2%,
alfo wie in 'V, 1 und VIIIL, 2,
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(23) V=4¢, V=g,
und Dei der auferordentliden Theilung, wo
+d'=12,...tif,
+d _p xd
+l=q =R
alfo wie in 'V 2, und VIII, I,
@) I=+q%, o= iR.L—L:‘.

IX.
Vefonbere Vetradhtung des Theilensd dburd 2.

Cin fehr oft in Anwendung Formmendes Theilen ift jenes durch 2, nemlich
bas Jerfallen einer 3ahl, n, in pwei Theile, x und y, die fidh) um nidht mebhr
al8 2 von einander unterfdheiden. Sei der Theil x minbdeftens {o grof, wenn
nidt grdfer, al8 der andere y, und ibr Unterfchied d, fo ift

(25) x+y=n,

x—y=d,
folglid), wenn man addirt und abjieht,
2x=n +d,
2y—=n—d.
Hieraus folgt einerfeits
n [
(26) X= -+ )
n d
Y=—% "%
anbrerfeits
@n n—=2x—d = 2y +d.

Qipt fich nun die Zabl n in gwei gleihe Theile gerfdllen, fo daf ibr
Unterfdied d Eeiner oder Null ift; fo nennt man diefe 3abl n gevade,
und jeden ihrer beiden gleidhen Theile x und y ibre HAalfte, fo daf

x=y :~2n—- ift.

. Kann man dagegen die 3abhl n nidyt in ywei gleidhe, fondern hochftens in
gwei mdglidhft wenig, nur um 1, von einander ver{chiedene, ungleidhe Theile
gevfallens fo nennt man diefe Jabl n ungerad, und den groferen Theil x
bie grofere HAlfte, den Eleineven Theil y die Eleinere Halfte; fo
baf man bhat:
grofere Halfte x=

Eleinere Hilfte y=5— 5=
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1. Lill man demnady eine Jahl n in jwei, entweder gleidye, oder
hodyftens nur um 1 verfdiedene, Tbheile x und y zerlegen, mithin
beide Serfillungsweifen durd) obige Gleidyungen (27) auf einmal ausddriicten,
fo gibt man bdiefen die Geftalt

' n+1=2x+ 1—d,
n=2y + d.
Qe nadjdem nun n  gerabe ober ungerade ift,
pat man d = O ober 1,
alfo 1—d= 1 ober 0;
baber, nad) der Créldrung der gewdhnliden Theilung Cin IV),
x:qf—'-& y Y= %’
l—-d—--Pnﬂ, d::-'E—E—-.
Daraus folgt nun,” nad) den Gleidungen (25) und wenn man die gwei lejten
Sleidyungen adbdirt,

@8  ¢F+ey=n,
g =
und
29) FEirrp=1
Se nadydem alfo ,

bie 3abl n entwebder gerade, oder ungerade ift,
muf derReft 25- =0  ober” 1 umd
ber Neft f”?i =1  ober 0,
alfo die Summe beider Refte jeben Falld 1 fein; ferner find die ywei, ent-
weber gleidyen ober hddyftens um 1 verfcbigbenen Kheile von n die Quoti q‘;—

und q——, und zwar lft N

a) ber Quotus q=— entmeber genau die Jﬁatfte,
ober nur die Eleinere Halfte, und

[ der Quotus q—— entweber genau -die Halfte ,
ober fdyon die grogere Halfte.

2. SBill man bdagegen eine 3ahl n in zwei ungleidhe, mdglidft
memg von einander ver{dhiedene, beile x und y zerfallen; fo muby
je nachdem n gerade oder ungerade ift, der unterfc[)teb d=2 ober 1, folglldf’
nad)y Gleidhung (26)
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" . 4 _ni
ber grdfere Theit x:% + 1 oder —_;_ +5 =3
. ' n n 4. __n—1
ber Eleinere », y=g—1 oder=5-—5 — 3’

und nady den Gleidyungen (27)
n=2x—1) +2—d,
n=2y -+ d '

fein.

S nadydem nun n gerabde oder ungerade ift,
bat man d=2 ober 1,
alfo. 2—d=—=0 ober 1;
daber nady der Crflirung des gewdhulidhen und aquferordentlichen Theilens
(in IV und V),
N n
x—l=¢g, =G+l Y=
2 d f'— 9 d —_ 'R— .

~ Daraus folgt nun, nad) den Gleidungen (25), und wenn man die bei-
den legten Gleidhungen addirt,

e»  (eg +1)+ez=n,
n n n
(a5 + !)—Q?‘—‘M’,
und _ .
G .y Ry =2
Se nadydem alfo '
die 3abl n entweber gerabe ober ungerabe ift,
muf der Eﬁeﬂ 1=— = 0 ober 1,

und beré)‘teft -R—-— =2 oder 1,
alfo die Summe beiber ‘Refte jeden Fallg 2 fein; femer find die wei , mog=
lihft wenig von einander ver{dhiedenen, Tbeile von n bder .auferordentliche
Q.uetus‘-Q—;— und der qufmc’irtige Quotus q; -+ 1, und &mar ift
o) ber Quotus Q5 =

, obet Ddie Hemete J;')a[fte felbft, und
B) ber Quotus” q%+1 entmeber um 1 grofer al8 die Hilfte,
‘ " ober bie grbfere HAlfte felbft.
AnmerEung. Die @[etcbungen (30) und (31) fliefen aucb au$ den

frﬁberen (28)-und (29), wenn man darin n mit n — 1 vertaufdt, und die
Gleichungen (), (8) Berﬁcfﬁcbtxget.



X. LBorbegriffe. 17

X.

Kleinfte Refte.
Kennt man den gewdhnlichen pofitiven Reft der Theilung einer Jabl d

dburd) eine anbdere t, nemlid %dT, fo 1afit fich leicht der ihm angeborige nega-
tive Heft — (t —¥—‘:—) = —-11~?Td, vermdge Gleichung (12), finden, wenn
man jenen von dem Theiler t abieht, und den entfallenden Unterfdyied negativ

anfest. ©obald aber beidbe Nefte, der Fleinfte pofitive -I:it_ und der ibn jum
Xeiler ergdngende negative — (t—— %—‘:—):——R—_—:—d, beEannt find, fo ift der

Eleinere aus ihnen, obder, fall$ fie gleid) grof wdren, jeder von ihnen der
Eleinfte RNeft der Theilung von d durd) t.

1. Der Eleinfte Reft ift demnad) pofitiv, folglih »21@% , wenn
i‘-d—'é t—¥d7, alfo 2;;—2;, unbd %dTé %t, b. . wenn 1=—:— nidst grofer
al8 der halbe Theiler ift; nemlih wenn, vermdge IX, ~1=d7§__ qé—, b b.
nidgt > q%, foIincb<q——;—+l, und fomit

t t

FE=0,1, 2,000 Ry, Gy
ift. Dann wird audy _
ber Eleinfle Reft =0, 1, 2,.... Qo) Go
2. Der Eleinfte Reft ift bagegen negativ, folglidy
=— (t—=%), menn-1=—>t —5, alfo 2 25, undb s> S,

b.f) wenn rdT md)t Eleiner até ber Dalbe Kbeiler ift; nemtlcb' wenn,

t1l . ' .
vermdge IX, a=——>q; s D . nidht < qﬁz—l—, folglich >Q~;‘-, und fomit
t41 '

¥-—-—q——, 4{-—-+l eeesst—1
ift. Dann wird '

der fleinfte NReft =—q2—t’—-Q—‘,;;, eesee—1
8. Der Eleinfte Reft ift endlid) eben fowobhl pofitiv =1=1-
als negatio' =— (t—a‘l) wenn 1="—::t——a.'—- aIfo2i=—_t und

F —= < t b. b, wenn -I=—— bie -@alfte de8 Xheilers ift; was vorauéfegt,'
baf der %I)e‘rer t eine gerabe 3ahl fel. Dann ift
ber Eleinfte Reft eben fowohl =+ q~, ald + q”’i
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AnmerEung. Man Fann aud) den Eleinflen pofitiven é)ief’cf"T mit dbem

s . —d , . . W g
Eleinften negativen — #— vergleihen, und aus ifnen den Eleinften mogli-
den beftimmen.

XI.
Sufammenhang der Jahlen mit ihren Neften.

1. Jeber Zabl find alle ihre NRefte, daber aud) diefe
einander, congruent, wenn maun den Xbeiler, obder einen
Factor desdfelben, yum Modul nimmt,

Denn gibt d durdy t getheilt d' yum Quotus und d” jum Refte, mag

. diefer wie immer Gefchaffen fein, fo ift, vermdge IV, Gleidhung (2),
d=1td + a"

Nimmt man demnach den Theiler t, oder einen Factor O bdesfelben, jum

Modul; dbergeht nach L, 1 von bder Gleidhheit auf die Congrueny; und

wirft nady L, 7 bag durd) den Mobdul theilbare Product td’ weg: fo erhdlt
man vermbge I, 13

d=4d", mod (t, O).
©o ift insbefondere :

(382) (]E'P—c;— = — (t_,lz—(:—-)g_._ﬁ____:i

oy 4 d

=% :—(t -**R’%) =—r—, mod‘(t, o).
3. B, Wenn man 147 durd) 30 theilt, ift
147=297=—3, mod (30, 15, 10, 6, 5, 3, 2).
2. @oll demnadh eine 3abl x irgend einer der NRefte einer anderen Jahl
d, nady einem Kheiler oder Modul t, fein; fo Eann man died am einfachften
allgemein durdy die Congrueny
(33) x =d, modt
andeuten. Obfchon diefe Vegeichnung unbeftimmt ift, weil fie x nur ald irgend
eine nach dem Modul t mit d congruente Jabhl, folglid)y vermdge I, 4 al3
jeded Glied der arithmetifhen Progreffion angibt, deven ein Glied d und Unters
{dhied tift ; fo Eannman fie doch, wegen ihrer befonderen VequemlichEeit, iberall ver=
wenbden, wo man aus dem Jufammenhange der Medeoder ausd der Vedeutung der
Rahl x bereits weifs, ob felbe Null, nuv pofitiv oder auch negativ, blog Eleiner oder
audh fo grof al8 der Modul, oder wohl gar nod) grofer als derfelbe fein darf;
folglidh ob man fie dem pofitiven ober negativen, gewdbnlichen ober aufer:
ordentlichen, oder — was meiftens der Fall fein wird— dem Eleinften mbdg=
lichen Nefte der 3ahl d durd) t, oder fonft einem Gliede obiger arithmeti-
fcher Progreffion gleidy ju frellen hat, Um mebhr Beftimmtheit in den Ausdruck

.
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gu bringen, Eann man. nebenbei den Umfang der Werthe der gefucditen Jabl
anfeyen, folglidy den gewdbhnlichen NReft ‘
X = ¥—gt- durd) x=d, modt=0,1, ...t—1,
ben auferorbentlichen Reft
x:—}}-dTburc& x=d, mod t=1,2,...t,
und bden mdglich Eleinften Neft durd
t

x=d, mod t:—q——t;i—,....q—é—
andeuten,

3. Wird demnad) von einem zufammengefesten Ausddrucke, d. i. von der
Summe oder dem Unterfchicde mehrerer theils ju adbdirender, theils abjuziehen=
der Sabhlen, weldye felbft wieder jum Theil Producte ober Potengen fein Ednnen,
ein Neft nadh) einem angegebenen Theiler oder Modul gefudht; fo darf man,
aur BVereinfadyung der Rechnung, ju Folge 1L, 5 und 6, anftatt jedes Gliedes,
mag e8 ju abdiren oder abjuiehen fein, oder vermdge III, 8 ftatt jedes Factors
eines Gliedes, oder endlich, vermbdge 11, 9, ftatt der in einem Gliede ju poten-
givenden 3abl, einen Neft nad) demfelben Mobdul, am vortheilhafteften den
Eleinften, in RNedynung bringen; folglid) von jedem Gliede, oder von einem
Sactor oder einer ju potengivenden Zahl in demfelben, den Theiler oder Modul,
fo oft e8 angebt, wegwerfen. Srhalt man endlich flir den Dividend eine nega-
tive ben peiler nicht erreichende Jabl, und foll der NReft pofitiv ausfallen, fo
wird man blog nodh) den Sahlwerth ded negativen Refted jum Theiler ergdngen,

4. Congruente Jabhlen geben, durd) den Modul oder
dburd) einen Theiler des Moduls getheilt, gleidhe Nefte der-
felben Art, welde nemlid Belbe gewdbnlich oder aufierordentlidy, pofitiv
ober negativ fi f nd.

Denn ift d=2J, mod m, und geben die Jahlen d und & durd einen
Xpeiler p bdes Moduld m, dem er aud) gleidy fein Eann, auf einerlei Weife
getbeilt die Refte r und p; fo ift, vermdge III, 13, d = J, mod p, vermdge
XI, 1, d=r, undb §=p, mod p; daber aud), su Folge I, 2,

r=p, mod p,
b.h. die Refte rund p ber congruenten 3ablen d und & find nad
jedbem heiler p dbed Moduld m congruent, nemlih der Unter-
fchied jener Refte ifk durdy diefen Theiler p theilbar, Weil nun die Jahlwerthe
dber Refte r und p nie grofer ald der Tbeiler p, und beide NRefte gleidhseitig
entweder pofitiv oder negativ, gewdhnlich) ober auferordentlich find 5 fo muf ihr
Unterfdyied r — p oder p — r, Eleiner al8 der Theiler p ausfallen, mithin
Null, und fofort der Reft r = p fein; da durd) eine Iabl Eeine Eleinere au];er
Null theilbar ift.
2#
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Do ift 3. B. 181 =— 98 mod 28, beide ahlen geben durd) den Modul
28 und feine Theiler 14, 7, 4, 2 getheilt die pofitiven Nefte 19, 5, 5, 3, 1
und die negativen Refte — 9, — 9, — 2, — 1, — 1.

5. Jnsdbefondere mufi, weil vermdge XI, 1,

d d
=F-=R—,modt

ift, aud
d d
d i:'t— R
(1)) P=F—=3,
t ot
d d
a oo R t
B =R ="
fein.

XII.
Berwandlung der Quoti und Refte,

1. Gin Quotus bleibt ungedndert, wenn man den Dividend und -
Theiler mit einevlei Jahl multiplicivt ober durch einen gemeinfhaftliden Thei-
Ter dividivt. T '

, 2, Cin Reft bleibt derfelbe, wenn man entwebder den Dividend und
Kheiler mit einerfei Jah multiplicict und den neuen Reft durd) diefen Multipli=

cator theilt, ober wenn man den Dividend und Theiler durd) einen gemeinfdhaft-

lidyen Xheiler dividirt und den neuen Reft mit diefem Divifor multiplicirt.

Denn wenn man d durd) t theilt, ift

@) d=tq + = und
. . _
¥T=0’ l,2,...t—"l;
folglidy, wenn man mit der 3aHl n beide Theile diefer Gleichungen multiplicict,
nd =nt q% +n ;:_‘:-
und n-ritzo,n,2n,....nt—ﬁ.
Mithin ift, nach der Créldrung der gewdhnlidhen Theilung in IV,
nd d
NCORE i XL ,
(36) -P-:E—:n-r--%— und a%:;—:%: n.
Aus denfelben Griinden ift -
@D Q=
. nd d d nd
38) Ry =naRumd B =R

7 _
8.8 ¢y =2=a =51,
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1

\‘(

102

o =3=2,: 6=18: 6,
102
'I'E 2—P—~——2.9—18.
XIII.
Das Theilen durd) ein Product. Nad) einander folgenbdes
Xheilen.

@ei bie 3abl d juerft durd) m zu theilen, und der entfaﬂenbe Quotus
wieber durdy P, fo ﬁnbet man
d=m q‘_ + -I‘——,
d d
d s L ™y
T =p "i"_p + 'PT,
daber, wenn man fub&itu(rt,

d d
ol
d=mp4r—p-+m1=—[-.- +'P:LT'
Nun iﬁd
= =0,1.....m—1,

s

'1!—_1’_:0, l, --.--p—l,
alfo
d
T, 4
me——-yF—=0,1,.....mp—1;
mithin liefert die gewdbhnliche Theilung
d
d _ =
K —*f—p’
d

d
o =ma— +F—

mp

Werwedfelt man :ln biefen Gleidyungen m und p, fo findet man

.q__,-
d P
T =
d
d _ Lp d
i'—l)-‘;—p.i' n +-1'—p-,
daber, wegen mp = pm, aud)

d
a @ *T—
@ o ==
d.
d Etm d i d
o) ro=mEp ol spEp I
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Die erfte diefer Gleichungen enthdlt folgende Sdzes
1. ft eine Zabl durdy das Product weier Rablen ju theilen, fo erhalt
man den Quotus, wenn man die Jabl zuerft durd) den einen Theiler und den
entfallenden Quotus durd) den jweiten Theiler dividirt.
2. Anftatt eine Jabhl durd) jwei andere der NReibe nady 3u tbe'ifen, fann
man fie auch fogleid) dburd) das Product derfelben theilen.
8. Die Ordnung des nady einander folgenden Theilend ift beliebig.
3. B. Jft d =87 durd)y m =4 und p = 5 nadh einanber oder durdy
va8 Product mp = 20 auf einmal 3u theilen, fo hat man
87=20. 4+ 7=4. 21 +8=5. 17 +2,
21=5, 4+1, 17=—=4.4+1, 7==4. 1 +83=5.1+2.
Soll die Theilung durch das Probduct eine aufierordentliche fein, fo muf
man juerft durd) den einen Factor auferordentlich und nadhher durd) den
anbderen gewdbnlich theilen. Denn aus

d=m Qo + Ry

d d
a Qm m
e =re
folgt
d d .
m m d
; d_=mp<r—p+m¥-;-+-n—;;
gugleidh ift

d
m . d .
m-l‘—-P—-l--R-;-:m(O,'l,...P—l) +(17 2,'“m)

:'.“_—l, 2,....mp;
daber findet man

d
AT
“n ‘Q“n%, = ‘i—‘;,

d
d t m d
(42) -R-;;:miﬁ—p-+-11—m-.
Aud) Hier ift die BVerwedhslung der Factoren oder der Ebgiler geftattet.

X,
Quoti von Summen und Unterfdieden

elett a, by ¢y dy .. .. abolute Sahlen, theild ju einer Jabl u ju abbifen,
theild abzugiehen, ober theils pofitiv, theild negativ jufammenzufaffen, der
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dadburdy erbaltene jufammengefeste Ausdruck durdy die Jahl t ju theilen und
der Quotus ju fuchen.
1. Bermbge Gleihung (4) ift
a=tg— +¥F,
b=t -+,
c—t 'q_"_:" + '1:”:_',

daber, wenn man nod) eine beliebige Sabl u in der Redhnung unverdndert
mitfiihren will,

utatb4ec.... =t‘(iff—f—i*f—tb—i*f%...)+u:¥_-1‘~?—if—t-ii":‘--'
Aus demfelben Grunde ift

. b . uif{—i%—?—:}:l’-:—. oo
Ut Fdr— ¥ .. =g
- t
I == S
+ % :
und vermoge XI, 3

ui‘*‘?‘i‘lﬁb‘i*‘%m-, udatbte....
E —=* 7

t t
folglich, wenn man bdiefe Ausdriicke fubftituirt,

uiai—bi—c....=t(iq—t"—iqtl4_-q—f—....+q B t‘
u —I_—a_—}:.b +c...
+zx
Tt
Die gewdhnlidye Theilung gibt demnach
uta+tb+tec... a b . “ii&iti'%_l:—i'll‘tf_'"
(43¢ o et G S 3

2. Wil man audy negative Dividende in der Rechnung behalten, fo hat
man nady Gleidyung (4)
+a= tq%z—i + %%—a,

ib—_—tqi’——tb +;‘3—it_",
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alfo , .
utatbte....= t(q%—"+q%—3+qi—'t-f....)+u+¥i§+1a%3_+a%-‘3....

Weil ferner aus gleidhem Grunbde
+a +b

u+i’—t—+¥-t—-+¥‘i';£-u.

da b _de e
IS E L =g

t

4 +b  _te
U S

+ ¥
t

und vermdge X1, 3 :
u+a=:—tt-3+1=i-3t—b+i=%—°.... utatbte.....
2 [ ”

——
praversy 5

t t
ift, fo findet man '

) . +a +b +e
( Lo 46 e Lt et ok e B
utatbte...=t\¢-+¢—+g .-+ € n
utatb+te...
+F - .

Darnady gibt die gewihnlide Theilung
ta, 4b 4
44) utat-b+tec... ta. 4b . de ' ”u+1=—t—+1=.r+1=_t_,,,,
q————t————_—;q—t_—+q~t—+q-;—.... g :

8. ft ein Glied des jufammengefesten Ausdruckes durd) den Theiler
theilbar, ober ein Wielfaches bes Theilers, 3. B, a=at, fo ift

a a __ L—a__ —a
= =0 4y=—e =0,

daber nach Gleichung (43) und (44)

utattbtc... : . LB S
(45)q=——t—-—-—-ziaiq—:’;tq-7....+q : t :

T

+b '
=to+glHett g

=
Unmerfung. Jn diefen Gleidhungen Fann tberall ftatt der gewdhn-
Tidhen Rpeilung audy die auferordentlidhe gefest werden.
4. Befonderve Fille. Sind die Sablen a, b, c,. . . fdmmtlidy ju
abdiren, oder ftellt man fich unter den Budftaben a, b, c, .. . eben fowohl
negative al8 pofitive 3ablen vor, fo geben die Gleidungen (43) und (44)

u+a+b+c+.. T LNV LIS T
ue 't +_“_1\_+L+e++~ e
‘q““—‘——l‘—‘—_qt -q"t q—:— o TG L
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Gben fo findet man nad) Gleidung (43)
u+a-b b u+1=-—i .r_.
un ¢ =g Eerte——
und wenn man erft a==0 und dbann a ftattu fegt
atb aif—_
(48 —= :l:*i—— +4
ifit man bierinb in b—1 und a in a+ 1 Gbergehen, fo erhalt man

atb —1 a:I:(l 'H‘b“l
(¢Y)) q—-— *+q-—+q————t———, oder nad) Gleich. (8)

a+-R—-
== *I'— =+ q—-——— H
ober e8 ift .
b b b
atb aitQtj:Rt . b at t
(50) =4 T =@+
5. Kommen unter den theil8 ju abddirenden, theils abjuziehenden Sablen
(ben Gliedern ded ju theilenden jufammengefesten Ausdruckes), felbft wieder
Divifiondrefte vor; fo geben dafiir die Gleihungen (43) bis (49) folgende
NRedynungdweifen an die Hanbd,
u:{:r——-L-r—--H'—— ud-atb+te....

— b
51 . "—¢ - Tor FEr T
+a +b +ec
u-{--l‘-—t—+-1‘~t—-+-1‘—t--.. uiaﬂ:hic"" ta 1b +ec
(52)¢ t =g - —
u+1=_t“_+;=% -r-:— utatbde.... b .
(53) ¢ t —4q N —§
D+PTﬁtPT u-+a+tb a — b
G4) 4 i =§ — gt
' b
afr— -
b +b 1
(55) q—t-f— -—q’i¥€—— :F*f‘_ L —1
a+‘R“‘ —atb—1

56) -—q“—*—"ﬂ— =Fer —g—E— .

. XV.
Addition und Subtraction dér Quoti und Nefte.
1. @iir das Addiren und Abgiehen der Quoti liefern die .
Gleidyungen (43), (44) und €19) folgende Worfdyriften:
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. u+tat+b4dc.... l‘i"l:—tb—i‘*‘ti'----
67 ia’*-*fT__ —t—...:{f t —4f i s -

at 4~ b

(58) a+q—:q ,

@Dt @D t—b+1)
(59 a—q—_aﬁ—ﬁ-——-l-l._ﬂ - =4 -

Seyt man in den Gleihungen (48) und (55) a F b fiir a, fo tiber=
geben fie in

- a4bF +¥———
- (60) *I"—:I:‘i‘—“ ff“_—-a
ober wenn man die Gleidyung (10) beacf)tet, in
. b1

a+(b+l) +'R——

6 Gt =
Cben fo findet man, wenn tman auf bie @Ietd)ung (19) Rickjicht nimmt,
*IT—*TT‘:*i“;— + 1+ G
alfo nad) der Gleidyung (58)
. t—b—1 a
=4 + G
daher nad) den Gleichungen (60) und (61)
T et s
62) g —¢=¢ b .
a—b+t— R a—b+a‘————”_1

=1 t — =1 t
WBei jebem foldhen Unterfhiede von Quotid Eann man aud) beide Divi-
dende um ein beliebiges Bielfaches des gemeinfamen Theilers vermehren oder
verminbern; denn es ift

G — = an— (e k) = — e
2. @ollten die Quoti verfdiedene Theiler Dbefizen, fo bringt
man fie, nady (35) oder (37), wie Quotienten oder BVritdhe voverft auf einer-
lei Theiler und HAlt fid) dann an die eben ertheilten BWorfdriften,

o 3. .
a—-q—— q———-‘a-—anp q-nTp—, nach (59)
:q_(a+1) m:;(bp+1) __qgg_; nacb (60)
mpa-pb-—mc+mp—-l+¥g—:—; endlich nadhy (36)
“lp

. mpa-—pb—~mc+mp-~l+m¥%
—¢, =4 mp

:q

|
-
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3. Gudit man dieSumme oder den Unterfdied der Refte
£ und as—:’—, fo findet man

a ) b
Pt F-=a—tg - +bFtg

=atb—t(¢r £41)
folglich vermdge Gleichung (60)

63) FrtF-=atb—tg——.
Jn gleicher Weife ergibe fidh

(64) -R-——i-R—-a:{;b—t-Q————-——

XVIL
Differengen der Functionen,

Sede allgemeine 3abl, welde in einerlei Unterfudhung verfdyiedene
befondere Sahlen vorjuftellen vermag, wird verdnderlid), und fals fie in
einer Unterfudyung: ftetd diefelbe 3abl vorftellen follte, beftdndig genannt

Sebr oft ftehen allgemeine Sablen mit einander in einem folden Jufam=
menbange, dafi, wahrend einige volig beliebige LWerthe annehmen, die iibrigen
nur gewiffe Werthe erbalten Ednnen; fie heifien dann gleidhzeitig vers
dnderlidye, und insbefondere die erfleren frei, die leteren abhdngig
verdnderlidhe 3ahlen, oder erftere bie Grundverdnderliden und
legteve ihre Functionen, Soift jeder allgemeine Rehnungdausdruct eine
Sunction aller in ihm vorfommenden allgemeinen Iahlen.

Bon den mandyerlei Sigenfdaften der Werdnbderlichen und ibrer Functio=
nen inteveffiren am meiften die Differengen (Unterfhiede) ober Aens
dberungen derfelben, nemlicd) die Unterfthiede ihrer Werthe, wenn man eine,
einige oder alle Werdnderlidyen um Gegebenes &ndert, und von jedem foldhen
fpdteren Werthe den friaheren oder urfprdnglidhen abjieht. Cine folde
Differeny einer Werdnderlidien odber Function heifit eine Sunabhme obder ein
Wadhsthum (incrementum), wenn fie pofitiv, dagegen eine Abnahme
(decrementum), wenn fie negativ ausfdllt, Aud) nennt man fie im algebrai=
fhen Sinne durdygehends eine Sunabme, wofern man negative Junahmen
fitr eigentliche Abnabtnen anfiebt. ‘

Die Aenderung einer allgemeinen Sabl bezeidynet man, indem man ihrem
Beihen den BVudhftaben A vorfdyreibt; 3. B, durdy Ax bdie Uenderung oder
Differeny der Jabl x.
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~ Aendert fid) ober wadft demnady eine Jabl x um ihre Differeny Ax, fo
ift ibr nachfolgender ober fpdterer Werth x + Ax.

Aud den Lebyren diber die Aenderungen der verdnbderlichen Baf)ten, NRed-
nungsauébrﬁcfe ober Functionen heben wir nur die folgenden Heraus, .

1. Vleiten fid zwei verdnderliche Sahlen ftets gleid,
fo find aud) ihre Uenderungen gleid.

Denn find die verdnderlidhen Jablen u und v, wie fie fid aud) immer
dndern mbgen, ftetd gleich; fo milffen fie audh nody einander gleich fein, wenn
fie fich um Au und Av in die LWerthe u 4 Au und v + Av abdndern. Man
bat demnadh nicht nur u=v, fondern aud) u 4+ Au=v + Av, folglid) audy
Au = Av.

2, Vleiben jwei verdnderlihe Sahlen einander ftets
congruent nad einem Modul, fo {ind aud ihre Aenderun-
gen nach diefem Modul congruent, v

Denn find bdie verdnderlichen Sablen u und v, wie fie fich auch anbdern
mdgen, immer nach demfelben Modul m congruent, fo miffen fie aud) nody,
wenn fie fih um Au und Av in u-+ Au und v 4 Av verdnbdern, congruent
fein. SMan Dat bdemnad) niht nur uw = v, mod m, fondern aud

u+ Au=v + Av, mod m; daher aud) nody Au= Av, mod m.

3. Die Yenderung einer algebraifden Summe ift die
algebraifde Summe bder Aenbdberungen ibhrer einzelnen
Summanden. '

Seien nemlidy u, v, w,. ... theild pofitive, theil8 negative verdnderliche
Bablen, und ihre algebraifhe Summe u + v+ w+.... Wadfen jene um
bie, theils pofitiven, theils negativen Differenzen Au, Av, Aw, ... 3u den
BWerthen u-+ Au, v+ Av, w+ Aw, ... an; fo ibergebt jene Summe in
Ut Au+ v+ AV +w+ AW +.. o5 rmtbm betrdgt die Wenderung diefer
Summe

AQ+v+wH..)=@+Au +v+Av+w+ Aw+...)

—Q4+v+wA...)
= Au+Av+Aw+...

4. Dte Aenderung einer beftdndigen ahl it Null

Denn ift a eine beftdndige, u eine verdnderlidhe Jahl, die Summe
beider u +a, und dndert fid) u um Au in u-+ Au, alfo die @umme in
u-+ Au+a ab fo ift die, Aenderung derfelben @umme
A u+ad=u+ Au +a—@u+a)=Au

Die nemliche Uenderung betrfige aber nad) dem vorf)ergef)enben Saze

A (u+4a) =Au + Aa;
mithin muf man Aa=0 eradten.
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5. Die Aenderung ded Productes einer beftdndigen
Babl in eine verdnderlidhe ift Das Product desd beftdndigen
Factors in die Uenderung ded verdnbderlichen.

Denn unter den eben gemadten Vorausfejungen dndert fih das Pros
buct au in aCu-+ Au) ab, daber betrdgt feine Aenderung

A (au)=a (u + Au) — au = aAu,
6. Uendert fidh) in einem gew'ébn[icben Quotué ql blog der Dividend

u in u+ Au, alfo der Quotus felbft in

bed gewdbhnliden Quotus

Aq—:;- u+Au q__’

folglich nad) Gleidung (48) obder (60)
Au +-'P—
)  Agrt—g—
ober vermdoge Gleidung (43)

‘ u pe | Fw Am“

(66) Aq-;: L ral il Ee—

Nun it aber 4=—+ _._(o, Leeem—1)+(0,1y... m— 1)
=0,1y...2m—2,
ERLIIFLL

folglidy q—i‘—r—n——lzo, 1;
daber

MGip) Ag—= q_n = ober ——q—-+1

3. B, €3 ift q-@_. 134, 1=5—3§ = 2; widft nun u = 538 um
538 21742 219

217 =Au, fo widft der Quotus um A g —¢—— — G5 — 54. Jn
ver That ift 538:2'.7—4{5—5_ 188 — 134 + 54.

" Auf diefelbe Weife finvet man die Aenbderung des auﬁerorbent-
lidhen Quotus

AutRE . R+
€ Aqri=g——= Q—+Q———"
_Q—- ober Q——— +1.
7. Uendert - fid) in einem gewdhnlichen :Dwnﬁonéreﬁe £— blog ber

Dividend u in u -+ Au, alfo der NReft felbft in ¥—; —05 foift dieAenbder
rung des gewdbhnliden Reftes
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+A
Ar> =520 ———r,
daber eben fo wie jeber der beiden S‘iel‘te Eleiner al8 ber peiler. Da nun
nad) diefer Gleidyung, vermdge III, 1, '
A= =u+ Au—u = Au, mod m,
fo muf, vermdge Gleidung (32), A f—:l- entweber der Eleinfte pofitive oder
ber Eleinfte negative NReft von Au nad) dbem Rbeiler m, mithin

(69) A%E Au, niod m :::"_-Pij—ﬁu, nemlid) entweder — %
—Au Au
odert = — ® - =—-(m——-—R~;—-)

fein. _
Nodh deutlidher evfieht man bdied daraus, daff in der allgemeinften Form,
vermdge Gleichung (3) und (65),

u Au +-1=: Autpm +f-7"-
A-Pm—:Au—mq—T——_Au+pm—mq-———————
' ' L ae 4l et

= i * o -_— m-i

m
fein mufi; indem man Au um ejn beliebiges Wielfadyes von dem Theiler
m vermebren, oder Au durd) einen beliebigen feiner Nefte nad) demfelben
Kheiler erfesen darf. (XI, 8 und XV, L.).

Qi r% =0, b bh. der Suwadd Au durd) m theilbar, fo ift aud
';::A.‘f =0, alfo ebenfalld Az— = 0, dibereinftimmend mit XI, 3.

Auf gleihe Weife findet man die Uenderung eines auﬁer-
ordentliden NReftes

Au

70) A -I{:;— = Au, mod m = i—Ril:-é-i’, nemlidh) entweder — R—

A Au+R—
ober=——R—;"—'—(m i‘——-) ober A-B——-—Au—mQ——————

Die Uenderungen bder NRefte ridhten fid) demnach) blod nach den NReften
ber Uenderungen der Dividende; weil man (vermdge XI, 3) Au durd) einen
ibrer Nefte erfegen Fann, L4Ht man alfo den Dividend u nady der natdr-
liden NReihe der Jablen wadhfen, fo miffen feine Refte wenigftens nady je
m Gliedbern in der nemlihen Ordnung wiederfehren. _

"8, Crforfdht man die gleidhzeitigen Aenderungen des D.uos
tud und NReftesd, wenn der Dividend u um Au. rcb verdndert; fo bat
man, wegen der Gleidung
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u=m g FE =M + R
(nad) dem 1. und 3. Saje) die Uenderung
Au=m Aq;u—+ A-P—:sz A-Q—}-FA—R—;:—.
QWermbdge VI, Anmerfung 2 find die gewdbhnliden und auferordents
lihen Rdeilungsergebniffe, alfo auch ihre Aenderungen, gleich, wenn weder u

noch Au durch m theilbar find, und die Uenderungen find allein gleich, wenn Au
dburd) m theilbar iff. Nur wenn u theilbar und Au untheilbar ift, bat man

Ar> =+ ""’—A—“—fl—ﬂ, bagegen
AR gt gl

alfo A —R—;"‘—:A-P;--—-m, unbA—Q;—— AqT+ 1.
Gomit geniigt 3, nur die Gleidhung
Au=m Aqﬁ- + A-l‘-%

3u unterfuchen.

Aus ihr findet man fogleich vermdge Gleidung (23)

@) Agi =it Arl g Rl
alfo, wenn der Neft wadfen foll,

) Aer=ei=—(qT2+1), Ard=il
bagegen, wenn der Reft abnehmen foII,

(78) .'l<f—"-=—~q———ﬁ Q—+1, A;—‘;;—_-—;‘Tf“-
XVII.

BVerf{diedentlidhed 3dhlen der Glieder einer Reibe.

1. Fortlaufendesd Jdhlen. Die Glieber einer Neibe ahlt man
gewdhnlich von einem gewiffen, gewdblten ober fonft wie feftgefesten Gliede
audgehend, in einer beftimmten Ridytung nady der natdlrlidhen Reibe der Ord-
nungszablen fortfdreitend ober fortlaufend, indem man, wie fonft
1iblich, jened Olied das erfte, dasd folgende das pweite, und bdie weiteren
der Orbnung nad) das bdritte, vierte, u. {. f. nennt. Die bei einer forts
aufenden 3dblung auf ein Olied treffende Ordnungsiabl pflegt man im
gewdhnlidhen Spradygebrauche die Nummer oder Jahl, in der Combi-
nationslehre den Stellengeiger (index) des Glieded ju nennen, '

PMan ift jebodh) audy fehr oft veranlafit, die vor jenem hervorgehobenen
erften Gliede befindlichen Glieder der Reibe nady entgegengefester Ridytung,
alfo nidht mebr wie friber, fortfdreitend, fondern rhcFfdreitend.
gu zdblen. Dann 3EbIt man diefe vorausgehenden Glicder gewdhnlich ebens'

5
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falls nady der natirlidyen Reihe der Ordnungszablen fortlaufend ald das erfte,
weite, britte, vierte, u. f. f. vor jenem ausdgeseichneten. Allein, wollte man
bier bie Stellengeiger der vorausgehenden Glieder, wegen ded Gegenfazed der
Ridhtung des Jdhlens, jenen urfpringlid) angenommenen, pofitiven Stellen=
geigern der-nadyfolgenden Glieder entgegenfesen, folglich negativ in Redynung
bringen; fo wiirben fdmmtliche Stellenseiger die Neibe
ceve—4,—8, —2,—1; +1, +2, +8,+4,....

bilden; in welder jedod) bei den beiden benachbarten Gliedern — 1 und 41,
bei bem Uebergange vom Negativen jum Pofitiven, das fonft dberall in der
NReibe berrfdende Sefey, »dbaf jeded folgende Glied aus dem vorhergehenbden
erbalten wird, indem man diefem 4+ 1 jugibt,” unterbrodjen wird, und wel-
dem Gefeze gemdf pwvifden jenen wei Gliedern die Null fehlt.

2. Algebraifdesd 3dhHlen. Demnadh erheiftht die Lehre von dem
algebraifthen Gegenfaze der Grifien, daf man bei dbem vor= und riicf{dyreitens
ben algebraifden 3dblen der Glieder einer NReibe irgend ein Glied, als
bad Audgangs- ober Unfangsdglied, fowohl von den nadfolgenden, ald
von ben vorausgehenden Gliedern unterfdheide, und ihm die Nummer 0 bei-
Tege, — wefiwegen man e8 aud) dad nullte nennen mag —; dann den ihm
folgenden Glicdern der Ordnung nad) die pofitiven Nummern 1, 2,3, 4, oo
ben wor ihm Dergebenden Glicdern bdagegen die negativen Nummern
—1,— 2, — 38, —4,....uweife; {o dbaf {dmmtliche Nummern in der
ftetigen natiirlichen Reibe der pofitiven und negativen Jahlen

ceee—4,—8,—2,—1,0,1,2,8,4,....
auf einander folgen.

WBergleicht man obiges gewdhnlide und diefes algebraifdhe riict{chreitende
Bablen ber Glieder vor dem Hervorgehobenen erften Gliede; fo erfieht man, daf
bag 1fte, ote, gte, _...,, mte, n41lf, .., Glied vor
jenem ausgeseichneten erften Gliede, '
bag ote, — 1t¢, — 2te, ..., — (n— 1), — nte, ... Glied
der Neibe ift ; wornad) man alfo hier immer um eind weniger al8 dort 3ablt.

Vel der algebraifdhen Jdblung der Glieder einer Reibe gibt der Jabl-
werth der Nummer jeded Gliedes su erfennen, wie weit diefed Glied von dem
Unfangsgliede (dem nulten) abftebt; ibr Worzeiden, + und —, aber, ob
basfelbe dem AUnfangsgliede nachfolgt ober vorgebht; miﬂ)in die alges
braifdhe Nummer {elbft, das wie vielte jenesd Slied nad) ober vor dem Ans
fangéghebe in der Reibe ift.

“Ueberhaupt, wenn man von dem Stelleneiger n eined Gliedes A einer
Neibe den Stellengeiger p eines anderen Gliedes B absieht; fo gibt der Unters
{chied der Stellengeiger n — p den AGfEand des erfteren Glieded A inter
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bem legteren B, ober er V4t erfennen, das wie vielte jenesd Glied A binter
diefem B ift, nemlid) wenn der Unterfchied pofitiv ausfallt, daf jenes wirklid
binter, dagegen wenn er negativ ausfdlit, daf e8 nidht Hinter, fondern im
Gegentheil vor dem anbeven ftehe. So ift § B. bas 60t Blied einer Reihe
nad) dem 17t das 60 — 17 — 43, und hinter dem — 17ten dag 60 —
(— 17) = 60 + 17 = 77%; dagegen ift es hinter dem 80fen bag 60 —
80 = — 20f¢, d. h. e3 ift das 20fe vor dem 8often,

8. Vergleidung fortlaufender Idhlweifen. Sehr oft 3abHlt
man bdie Glieder derfelben NReibe ywar nady einerlei Richtung und algebraifd,
aber von ver{dyiedbenen Unfangdgliedern ausgehend; fo daj ein
und dasfelbe Glied A der Reibe nad) der einen 3dhlung das nte und nady der
andern bdas vt wird. Soll nun ein andered Glied B diefer Reihe nad) der
evfteren Art ju 3dblen dad pte, und nad) der yweiten dasg ate fein; fo ift jenes
Olied A binter diefen B das n — pfe vermdge der erften, und

bas v — «te vermbge der weiten Jdhlweife;
folglidh, da bder Ubftand derfelben zwei Glieder bei jeglider Jablung fidh
gleidy bleibt, .
(74 n—p=9y—m,
ober, in wie fern die Nummern der erften 3ahlung jeren der jweiten Jahlung
bei allen Gliedern der Neihie um gleid) viel voreilen,
(75) n—y—p—m.

Diefe einanber gleichgeltenden Gleidungen babhnen den lUebergang von

ber einen SdhHlweife jur anderen, ba nady ihnen .
(76) n=w9v+p—= if.

XVIIL

Tortfezung.

4. Periodifdhes Zadhlen. Buweilen 3dhlt man die Glieder einer
Reibe nidht in einem Juge fort, fondern nadhdem man von 1 bid ju einer
gewiffen Sabl t gezdblt Hat, wieder von vorn, folglid) immer nur in folden
Abfazen von 1 bid t. JIn fo fern man bei diefer 3dhlung die Glieder der Neibe
in Abtheilungen, Gruppen oder Partien von gleid) biglen, nemlid) t, Gliedern
abfondert, nennt man eine foldhe Ubtheilung eine Periode, und daber das
Bablen felbft periodifd) oder wiederfehrend. Diefes Jahlen gebraudt
man voryliglih da, wo den gleichvielten Gliedern der Perioden gemein-
fdhaftlide Cigenfhaften jufommen, wie bei der Abtheilung der Iiffern einer
Babl in Claffen, bei den periodifhen Decimal- und Kettenbriihen, bei den
Quabdranten in det Seometrie, bei den Stunden des Tages u. dergl.

3
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5. Bergleidhung der wiederEehrenden und fortlaufen:
den 3ablung. Vei dem wiederbehrenden Jahlen hat man demnady, zur
Beftftellung jedes Gliedes in der Reibe, nicht blos die Glieder in jeder eingelnen
Periode, fondern audh diefe Perioden felbft der Ordnung nach ju 3ahlen, und
daber bei der Angabe der Stelle eines Gliedes angufiihren, in der wie vielten
Periode, und dasd wie vielte Glied in diefer — laufenden — Periode es fei.
Jft e8 nun dos pte Glied in der xten Periode, fo find vor diefer Periode 71— 1
anbere Perioden, alfo weil jebe Periode t Glieder enthdlt, # — 1'Mal t =
(m — 1) t Glieder; dabher ift 8 in der Neibe felbft das

@an n=(x— 1) t + pt* Glied.

Aus diefer Gleidhung findet man umgebehre, weil p die Numumer emeé

Gliedes in einer Periode vorftelt, daber nie Null, fondern nur 1,2, 8 ...

fein fann, durd) die auferordentlidhe Theilung
n—1

(78) qr—l—--Q-—__q—-

(9) = 'QT +l=— *iT

80) - p="T;
nemlidy, wenn man nidht fortlaufend, fondern nady tgliedrigen Perioden 3dhlen
will, fo ift das nte Glied der NReibe das p = —R—%‘e ®lied hinter dber 7 —1
= @t Periode oder in dber m = -Q— -+ 1ten Periobde.

" Sebr oft wird aber aud) von den Gliedern einer Reihe nur angegeben,
bie wie vielten Glieder fie in derlei Perioden find, ohne Rackidt, in der wie
vielten Periode fie ftehen. Dann genfigt jur BVergleidung der fortlaufenden
3ablung mit der periodifhen {dhon allein die Gleidhung

n

(80). p =R+
ober die aus ihr, fo-wie aucb aus -der (S)Ietcbung (77) folgenbe Congrueny
(81) . =n, modt,

der ju Folge dag nte @}Iwb ber Stetbe mit bem pten Gliede einer der tgliedri-
gen Perioden dibereinfommt, - ‘

Sft nun nod) befannt, daf bei berfelben fortlaufenden Sahlweife das
Nte ®lied der NReibe mit dem Pter Gliede einer eben folhen tgliedrigen
YPeriode 5ufammenf&llt, fo bat man aud

P=N, modt,
daber, wenn man diefe Congrueny von der vorbergehenden abgtebt,
(82) p—P=n—N, modt

LBon bder Giltigkeit diefer Congrueny Eann man {id) audh) durdh folgende
Vetradptung Gibereugen. reffen bei fortlaufender Zdhlung das nte unt Nte
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Glied der Neihe auf dad pte und Pte Glied von tglicdrigen Perioden; fo
muf fowobl bei dem n— pten, al8 bei dem N — Pten Blicde der Reibe eine
derartige Periode yu Ende laufen, folglich zwifdhen beiden Sliedern eine Angabhl
voller tgliedrigen Perioden fteben. Der Abftand diefer zwei Glieder von
einander, dag ift der Unterfchicd ihrer Stellengeiger n — p und N—P, muf
demmnach ein Wielfaches von der Anzabhl t der Glieder einer jeden Periode,
daber nad) der CrEldrung der congruenten Jabhlen in Avt. II,
(83) ' N—P=n-—p, modt

fein, werausd man fogleid) die vorhergehende Congrueny erhdlt.

Aug diefen beiden gleidhgeltenden Congruengen [aft fich leicht finden, das
wie vielte (pt®) Glied in einer tgliedrigen Periode das nte Glied der NReihe
ift; wenn befannt ift, daff das Nte Glied der Neibe mit dem Pten einer folden
Periode gufammentrifit. Denn man erhalt

(84) P=P+n—N, modt,
folglich, weil p von 1 bi3 t reicht,
(85) p= R—r=
Sdliefit fidh) mit dem Nten Gliede der NReibe eine Periode, fo iff P =t,
deber (86) P=n—N, mod t
(87) p=R"-

Dabei ift nidht einmal die Kenntnif der Nummern n und N der eingelnen
Olieder der NReibe felbft evforderlich, da es fhon binveicht, nur ihren Abftand
n — N von einanber ju Eennen,

Hebt eine Periode mit dem erften Gliede der NReibe an, fo if P=N=1,

baber wie oben  (80) p :ﬂ':—-

XIX.
Auflofung von Congruengen ded erften Grabdes.
Die Congruengen des erflen Graded mit einer unbefannten Iahl find
in_der allgemeinen Form
(88) kx=a, mod m :
begriffen, wenn x bdie ju fucdhende Iahl vorftelit. Soll man diefe unbefannte
3abl x beftimnten, und dadurd) die Congrueny auflofen; fo bemerfe
man, daf der Unterfdhied der jwei congruenten Jablen kx und a ein Wielfaches,
etwa das yfadye, des Moduls, alfo
’ (89) kx +my=—a
fein mufi, wofern audy die ahl y noch unbeftimmt ober unbefannt ift. Diefe
unbeftimmte Gleidyung mit jwei UnbeFannten x und y gibt auch nody die Congrueny
90 my =a, mod k.
3 *
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Wir werden daber beide Congruengen (88) und (90) it einem Male
auflofen, fobald wir nur die Gleidung (89) aufldfen.

3u diefem Swece theilen wir diefe Gleidhung durd) m und x,woburcb wir .
kx+my__k_ + ¥ — a
mx m x mx
erbalten. Sugleih bemerben wir, erflend: »daf der Unterfhied jweier nadh
einanbder folgenben Nabherungsbriiche eines Kettenbrudyes gleid) ift 1, getheilt
. durd) bad Product ihrer Nenner,” und jweitend: »daff die unbeftimmte Slei-
dhung des erften Grades (89) nur dann in gangen Jahlen auflosbar ift, wenn
die Coefficienten, k und m, der UnbeEannten, x und y, Feinen gemeinfhaftlichen
Theiler befizen, durdy den nidyt aud) das befannte Glied a theilbar ift.” (1L, 11.)
Sei nun der Brud) —k; ect, alfo k < m, wobin wir e8 in der gegebenen
Congrueny (88), vermdge X1, 3, immer leidht bringen Ednnen, wenn wir von
vem Coefficienten der Unbefannten x den Modul m, fo oft alé es angebt,
weg werfen ; diefer BVruch ':T Dabe, wenn er in einen Kettenbrud) vermanbdelt
wird, Feinen dem 3dbler’k und Nenner m gemeinfdaftlichen Theiler, der nidht
audy bem beEannten @Iiel?e a jubdme, ferner befize er n Theilnenner vor dem

Tejten, alfo n Naherungsdwerthe, und fein nter Naherungdwerth fei der BVrud) %

Dann (iberfteigt der gegebene Brudh T:‘ feinen Tegten Ndherungsbrudy % um

den Unter{died - . u
o X2 kpome (1)

m u mge. ‘my

welder pofitiv oder negativ ausfallt, je nadydem n eine gerade oder ungerade
Anzabl ift.

heilen wir jegt durd) diefe Gleichung die vorhergehende, fo erhalten wir

kx - my _ 0
e — D'
daraus ferner - k(x—(—1)"ga) = m (—y—(—1)"xa)
x—(—1)"ua m
und (== k.

Sollen aber diefe ywei gewdhnliden Vridye einander gleidh fein, fo miiffen
der Sdbler und Nenner des einen Gleichvielfache vom Jahler und Nenner des
anbderen fein; alfo wenn z den willkirlihen Multiplicator vorftellt,

x—(—D"pa = mz '
—y—(—1)"ra = kz;
und fofort ergeben fidy fitr die unbeftimmte Gleidhung (89) ober fitr die ifr
gleidhgeltenden Congruengen (88) und (90) die Aufidfungen '
oD x=(—D"pa + mz

n—1

y=(1) =za — kz,
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ober audy  (92) . x=(—1"pa, mod m

n—t
Y=(—1) za, mod k.
Fehimen wir an, daf in dem befonderen Falle, wo a =1 ift, die Sablen
x und y in £ und n tibergeben, fo baf wir eigentlich die @letd)ung

(93) kE+mn=1
oder bie Congruengen
9D kE=1, modm

mn =1, mod k
aufguldfen hHaben, fo finden wir dafiir die Aufldfungen:
(95) E=(—D"p, modm
= (— l)n lx', mod k,
Multipliciven wir diefe mit a, fo erbalten wir
af =(—1)"pa, mod m

anE(-—l)n lza, mod k;
baber wegen der Congruengen (92), vermdge I, 2, die Aufldfungen
(96) x=af, modm
y=an, mod k,
ober, su Jolge der Gleichungen (91),
" x —af + mz
' y = an—kz,
indbem man von den Gleidyvielfachen der beiden Coefficienten der UnbeEannten
bas eine abbdirt, dasd anbdere abjieht.

Soll bemnad) eine Congrueny vou der Form

88 kx =a, mod m
aufgeldft werben, fo wird man vorerﬂ an bdie Stelle des Coefficienten der
UnbeEannten und anftatt des befannten Gliedes einen Reft nadhy den ‘.‘mobur
am beften den mbglidy Eleinften, fezen, und durd) die etwa erforderliche Jeichen-
dnderung bden Coefficienten der UUnbefannten wieder pofittv herftellen. Fevner
fiebt man nady, ob der nunmebrige Coefficient und der SMobdul éinen grofiten
gemein{daftlihen Theiler befizen. Jft died, und Eommt diefer Theiler nidyt
aud) nod) dem befannten Gliede gu, fo ift die Congrueny unmdglich; Fommt
er aber aud) diefem ju, fo wird man alle drei befannten Zahlen durd) ihren
grofiten gemeinfdhaftlichen Theiler dividiren. Man' mxrb e8 bemnadh nur imumer -
mit Congruengen von der Form (88) ju thun haben, in denen ber Coefficient k
pofitiv, Eleiner a8 der Modul und gegen diefen velativ prim ift. Dann wird
man uvdrderft die einfadere @ongrueng

98) k€ =1, modm aufldjen.
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Bu diefen Jwecfe theilt man m durd) k auf diefelbe Weife, ald wollte man
. ben edyten Brudh f— in einen Kettenbrud) vermanbdeln, und fudpt deffen lezten

Naherungsbrud) — . Man {dhreibt nemlich, indem man die gefundenen Quoti

ober Xbeilnenner in umgekehreer Ordnung auffaft, unter den lesten 1, unter
den vorlesten ihn felbft. Aus diefen ywei Sahlen, und fo aud) aus jeden zwei
vor einander hergehenden bereits berechrieten, findet man die nidhft voran zu
ftellende, indbem man mit dem unmittelbar vorhergehenden Quotusd bdie lejt
angefdyriebene (vorderjte) Babl multiplicict und die vorlejt gefdhriebene hinu
abddirt, bis aud) der erfle Quotus in Redynung gebradyt worden. Dann ift die
Tegte auf diefe Weife betecbnete 3ab!l der Nenner p, die vorlest berechnete der
3abler x des gefuchten lesten Ndherungsbruches. *) Schreibt man nun unter
die dem lejten Quotus untergefete Jahl 1 dasd Jeichen -+, von da vorwdres
fhreitend unter die Sahlen der julezt berechneten NReibe abwechfelnd die Jeichen
— und +, fo erbdlt man aud) nody das angemeffene Seidyen ober den Factor
(— D" fiir die vorderfte Sabf > wobdurd) fie vollftdndig die geforderte gabl
99 i =(—D"p, mod m wird.

ultiplicirt man enbhcb biefe nodh mit dem befannten Glicde a, fo

erhlt man die gewiinfdhte Aufldfung :
-(100) x=a£, mod m
ober (101) x —=af + mz -

Da man gleideitig fiir den Idhler x das entgegengefete Seiden des
Nenners p ober den Factor (— 1)™* erhdlt, fo [3ft man durd) dad befdyrie-
bene Werfahren “eigentlich mit Cinem Sdylage beide Congruenzen (94) auf,
indbem man bdafir die Aufldfungen (95) erhile; und darnad) ergeben fidh fiir
die allgemeineren Congruengen (88) und (90) die Aufldfungen (96) ) ober (97).

1. Beifpiel. Seien die Congruengen

. 19£ =1, mod 28
unb’ ‘ 28n1=1, mod 19
aufguldfen, Hierift
2 9
19:9:1
2 1
— +

28

o vt oot e
=

nemlid ) 1. 2 +1=3
daber £= 3, mod 28
1= -—2, mod 19.

*) Bergleihe Kuar, Anfangsarimbde der %rn'tr;imtif, 0. 2315 Bega, Borlef. irber
WMathematif, 6. Auflage, Herausgegeben von Magfa, §. 108, L.
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Daraus folgt fir 19x =a, mod 28
und 28y = a,, mod 19
Xx= 3a, mod 28 = 3a+281z
y=—2a, mod 19 = — 2a—19 z.
2, Veifpiel. Jft die Congrueny
268£ =1, mod 601
aufyuldfen, fo hat man

2 4 8 8 , nemlid
601 : 268 : 65 : 8 : 1 4. 8-+1 = 33
. 74 383 8 1 2.334+8 = 74
—- + — +

foIincB E=—174.

Berednung der Zahlen aus ihren Neften nad) angegebenen
Xheilern.

Die Congruengen ded erfen Grabdes vermitteln die Lofung folgender
widitigen Aufgabe:

Pan foll alle diejenigen 3ablen beftimmen, welde,
dburd) gegebene Sahlen getheilt, gewiffe angewiefene NRefte
Taffen;

Ober: Aus den Reften einer Jahl'nadh) angegebenen Theilern
foll man ibren Reft nad dem Eleinfien gemeinfdhaftliden
BVielfaden der Theiler beftimmen, _

Hier mup fogleid) vor Allem bemerEt werben, dag, falls nad) mehreven
Xeilern derfelbe NReft von einer Jabhl bleiben follte, eben diefer NReft audy, -
vermbdge 111, 14, nady dbem Eleinften gemeinfhaftlichen Wielfachen der Theiler
entfallen muf; mithin alle jene, Theiler fogleih durd) ihr Eleinftes gemeina
{thaftliche Bielfacye ju erfegen Eommen., Sudhen wir nun

1. eine 3abl x, weldhe dburdy-eine Sahl M, oder durd) mehrere
anbdeve, deren Eleinftes gemeinfdaftliche BVielfache M ift, Cobne Reft) theilbar
ift, und dburd) eine yweite Sahl m, welde gegen die erftere M relativ
prim ift, getheilt einen Reft r gtbt.

Nadh der erften Vedingung muf x = o, mod M, alfo x irgend ein
Wielfadyes, etwa dasd ufadhe, von M, dbaher x = Mu, und nad) der anderen
x=r, mod m fein. Veidben Vebingungen wird entfprodyen, wenn Mu =r,
mod m ift.

Man wird daher, nadh Art. XIX, bdie Eleinfte Jahl £ fuchen, fiir weldye

(102) M5i=1, mod m ift, und
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‘ u=¢#%r, modm ober u=£&r + mz
fezen, wo =z ein willEdrliher Multiplicator ift. Dann hat man die geforderte
3abl x

(103) x = Mér + Mm,z
ober aod) x = Mér, mod Mm,
Mér ér

. = r— = M>r—
. . . Mm m
und bie Eleinfte pofitive foldhe Jahl

(105) x =2 — et
. , Mm m

3. B, Man beftimme jene ablen, die durd) 3, 4, 5, 7, ober durdy 15 und
28, ober durd) 15. 28 == 420 = M theilbar {ind, und durd) 19 = m getbei l¢
den Neft a = r geben,

Hieftir hat man420£ =1, mod 19 ober 2£ =1, mod 19,

9 2
dbaher 19 :2:1
: 9 1
_ — +
und =—9=10, mod 19.

9&__

Daraus folgt demnad) —x = 420 - =

19 —

Qnsdbefondere wird fiir

ten Reft a= 1, 2, 3, ...
die Jahl X = 4200, 420, 4620, ..., mod 7980.

Vetradhten wir ferner
2. den Fall, wojeneJahlen x jubeftimmenfind, welde durd
bie Theiler odber Moduln m, m', m", ...., deren jede ywei
unter {idh Primgabhlen find, getheilt, bie Refter, ¥, 1, ...
laffen.

Da 146t fidh) leicht erfennen, dafi die geforberte Zabl x enthalten miiffe:
erfilih ein Glied, weldes durdh alle Theiler m, m’, m”, . .. folglidh aud,
weil fie paarweife relativ prim find, b. h. weil Feine jwei einen von 1 ver{dyies
denen gemeinfdaftlichen Theiler befigen, durd ihr Product mm'm”. . . =
theilbar ift, alfo burd) pw ausgedriicft werden Fann, wenn w einen wuﬂfur[ncben
Multiplicator vorftellt;
und dann nod) fo viele und foldye Glieder u, v’y v”,...., al8 wie viel Theiler
angegeben find, und.von denen jebed nur durd) den gleichvielten Rbeiler
getbeilt, den diefen Tbeiler entfprechenden NReft der Jabl x gibt, durd) alle
iibrigen Theiler aber, alfo aud) durd) ihr Gpwbuct, untbheilbar ift.

Man Eann demnad) fezen

(106) x=pw+u+v+u"+....

420 £33 5 mod 7980.
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und die Producte der Theiler m, m’, m", ...., wenn man einen nady dem
andern ausldft, am einfachften burcb die gangzahligen Quotienten
popnow
T 59 —my ot ,
. m m M
darftellen. Dann wird man die Glieder u, v, v, .... gemdp der dber fie

ausgefprodyenen BWedingungen, '

. qu,mod—‘i§ u =r, modm

’

u =1r/y, mod m’

u"= o, mod —, =", mod m”’

- . o e . . . .

beftimmen, indem man vorerft die Eleinften md [ld)ﬂ‘l Sabfen t‘,‘, g, 8, ....
fudyt, welche ben Congruengen

o7 £ =1, modm
£ =1, modm'

£'=1, mod m"

* Blw B[® B|®

. . 0 . . .

geniigen, und nadyher dicfe Glieder u, ', v”y .... felbft, al8 die Eleinften
Bablen, welde die Congruengen

(108) u__—_—_f—«“r mod p =

=

£
m
/ :ﬁ_ ¥r
£ Yy mod p = e
£

- -
‘ "— 1“ " —_ §r”
u g lJ mOdP—'mu 'l:m»
befriebigen.
Sofort ift eine foldhe Jabl, wie mlan fordert,
(106) - x_pw+u+u+u"+... oder
x=u+u-+u"+..., modp
utu'+u’ ..
=F———— > mod p.

~ w
Veifpiel. Man fucdhe den allgemeinen Ausdruck der Jahlen, weldhe der
Ordrung’ nadh durdy 28, 19, 15 getbeilt, die Nefte r, v/, r” laffen.
Hierift m =28, m' =19, m"=15
=28, 19. 15 = 7980,
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u — o — E —
—=19. 15=285, ——5=15. 28=420, =28. 19=582.
daber 1=285£, mod 28 =5£ £ =—11
' =420%, mod 19 =2¢ = —
1= 532£", mod15=7§” t=— 2
und  (109) X =285 F 1" + 420 F 5~ + 532 ¥y mod 7980
ober X =— (3135r+3780r + 1064r')

= 4845r + 4200 r' + 6916 ', mod 7980.
Snsbefonbcre erhdlt man flicv die Refte

r=10, r=2, 1“—-4

bie abl x=285.2=2" + 420 £° + 582 £, mod 7980

=285.2 4+ 420.1 +532 7
=570 + 420 + 3724, ober
(110) x=4714, mod 7980.
Hiodft beadhtenswerth ift der befondere Fall, wo nur nady jwei
Theilern m und m', welde Primgablen unter fidh find, die Nefte r und v/

angegeben werden. Da ift p = mm/, T’:T =nm, %:m; baber hat man die

beiden Congruengen
amiy . wE=1, modm
mE =1, mod m'
aufjuldfen, wobei man dag im Art, XIX. (98) bid (101) erdrterte Verfahren
in Anwendung bringt. Dann findet man '
u=m'ér, mod mm' = m’ 1‘—5—;'
- u=méY, modmm' =m ~1=-E— >
und fofort die verlangte Sahl '
112 x=m'ér +mér!, mod mm’

.: l

=m' 1=£-+ m 2 —~5 mod mm", -

3. B, Der allgemeine ?Iuébxucf ber Sablen,. weldhe durd) 28 und 19 getbeilt,
bie Nefte r und r’ geben, ift aufguﬁe(len. Hier it m =28, m' =19,
mm’! = 532. ,
SGudt man nun £ und £ aus. 19 £ =1, mod 28
‘und 28 £'=1, mod 19, fo erhdlt man,
nad XIX. Beifp. 1, £=8,8 =— 2,' baber wird der geforderte Auddruck

(113) x= 19-1=—— + 28 P .._571‘—561' mod 532
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Mitteld diefed einfachen Werfahrens Fann man die Sahlen, weldhe die
nad) mebhreven Kheilern angegebenen NRefte laffen, beftimmen, ober aus
den Neften einer Jabl nady mebreren Theilern ihren NReft nady dem Eleinften
gemeinfdafilichen WBielfadyen  der eiler fuchen; indem man uerft gwei
Tpeiler in Nedhnung bringt, dann ihr Product und einen bdritten Theiler,
bierauf wieder dag Product diefer und einen vierten Theiler, u. {. f., bid alle
Kheiler der Necdynung beigejogen worden find. Diefer Worgang ift Hauptfds
lih bazumal vortheilhaft, wenn die NRefte und Tbeiler in befonderen Jabhlen
angewiefen werden. Hiebei Elryt man die Redhnung zuweilen nambaft ab,
wenn man die Theiler vom groften 6i8 jum Eleinften abwdrts vornimmt.

Der aligemeinfte Fall endlich ift der, wo mandje Theiler obder
Moduln gemeinfdaftliche Theiler befizen. Cr 1aft fich burd} folgende Betrad)=
tung auf den vorbergebenden Fall juriicEflihren,

Nad) Avt. I1T, 13 und XTI, 4 geben jwei congruente gab[en aud) nach
jedem Factor ded Mobduls gleidye Refte. Jft demnady der Reft der ju fuchens
ven 3abl filr einen jufammengefesten . Theiler angegeben, fo Fann man ibren
Neft fiir einen Factor ded Theilers beftimmen, indem man von jenem NRefte
den Eleinften pofitiven ober negativen Reft nad) diefem Factor nimmte. Jerfallt
man nun je ben Modul, welder mit einem anderen einen Theiler gemein=
fhaftlidh bat, in lauter paarweife velativ prime Factoren, (am einfadhften in
Potengen von durdygdngig verfchiedenen Primzablen, indem man ihn in
lauter einfache ober Primfactoren jerlegt und die gleidhen Factoren in eine
Poten; sufammenfafit) , und beftimmt man die nad) den eingelnen Factoren
entfallenden Nefte der zu fuchenden Zabl:. fo Eonnen, vermdge des jweiten
Talles, jene Factoren bie gegebenen Moduln und diefe Refte die gegebenen
NRefte erfezen,

LWerden demnad) auf die nemlidye Weife alle jufammengefesten Moduln
behanbdelt, weldhe mit ‘anderen irgend weldhe Theiler gemeinfdhaftlich befizen;
und ergeben fich fiir jeden gemeinfehaftlichen Theiler einerlei Refte — maé
jeberzeit eintreten mufi, wofern die Aufgabe nicht widerfinnig fein foll —
fo Eann man jene Moduln durdy folche erfezen, weldhe durdygdngig paarmetfe
Primzablen unter fich find. Am ywecFmagigften vollbringt man diefes Gefdhaft,
wenn man vorerft jeden Mobdul, der ein Theiler eined grogeren ift, weg lafit;
von ben guriicEOleibenden jeden, der mit einem oder einigen der ibrigen einen
RXeiler gemein hat, ald ein Product von Potengen lauter verfdhiedener Prims-
3ablen darftellt ; dann aus allen foldhen Moduln jede in ihnen als Factor vor-
finbige Primyabl, in ibrer hichften Potens, als Stellvertreter diefer Moduln
Dberaushebt, und dagu die entfpredyenden NRefte der ju fudyenden Jabl beftimm ;
endlid) nodh) die dibrigen Moduln , weldje mit feinem andeven einen Theiler
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gemeinfdaftlidy Dbefizen, fammt den angeborigen Reften Bingunimmt. Ju
diefen neuen Neiben der Moduln und NRefte fudt man fofort, nad) der im
gweiten Falle ertbeilten Anleitung, die geforderte Jabl

Beifpiel. Sudt man eine Jahl, weldpe
durd) 4, 6, 8, 9, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 18 getbeilt,
bie Refte 1, 5, 5, 2, 3, 8, 4, 5, 3,13, 11 gibt;
fo fann man fogleid) die Xbeiler 4, 6, 8, 9 weg laffen, weil fie in den
groferen 8, 18, 16, 18 genau enthalten f{ind, und ibre NRefte aus bden
Reften der lesteren ridhtig folgen. Won den ibrigen werden 10, 14, 15, 16, 18
in Primfactoren aufgeldft und geben 10=2.5, 14=2.7, 15=38.5,
T 16=2"% 18=2.3%;
baber werbden fie dburcd) 2¥=16, 3’—-9 5,7 erfest,
und daju gehoren die RNefte 13, 2, 8, 5. Die Moduln
11 und 13 endlid) werden, al8 Primgablen, baber aud) al8 relativ prim
gegen jeden.anberen, gany unverdnbert beibebalted.
Somit ftellt fid) die Aufgabe gegenwdrtig fo, ars batte man blos eine
Babl 3u fucen, welde -
gu dben Kbeilern 5, 7, 9, 11, 13, 16
Die NRefte 3, 5,2, 8, 4, 13 liefert;
wobei demnady der weite Fall eintritt. Sur leichteren Lbfung diefer Aufgabe
wird man die mdglich _
Fleinften Nefte —2, —2, 2, —3, 4, —38 ecinfilhren:
weil man fo, nady I1I, 14, die Sheiler 5 und 7 durdy ihr Product 35, dann
11 und 16 durd) 176 erfezen Fann, FMan hat demnadh 3u
ben XLbeilern 176, 35, 13, 9
bie Refte —3, —2, 4 2.

%egetcbnet man nunmebr die ju fuchende ,Saf)l mit x, fo muf fein

X =—38, mod 176 = — 2, mod 35 =4, mod 13 =2, mod 9.
Daraus folgt x = 173 + 176 uy
fonach ,
173 4+ 176 u u=35. 13. 9w

4, mod 13 =0, mod 13
2, mod 9 =0, mod 9
und daber x = 173 + 720720 w = 173, mod 720720.

Alle geforderten Sablen, bilden demnady eine arithmetifhe Progrefiion,
deven Eleinftes pofitives Glied 173, und Unterfdyied 720720 ift.

1

i

— 2, mod 85 ’ u=0, mod 35
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XXIL

Unterfudung der Quoti und Refte linedrer Functionen
oder arithmetifder Progreffionen.

1. Hodhft widtig find die Quoti und NRefte folder verdnderlihen Red)-
nungsausdriicfe oder Functionen y von einer Werdnderlidhen x unbd vom erften
Orade, weldye in der allgemeinen Form

1y y=nx + ¥
begriffen find und gewdhnlih linedre Functionen genannt werbden.
Xheilt man diefe Function durd) die, fo wie n und I, beftdndige ober von x
unabbdngige, 3abl p; fo foll ibr, gleidhfalls nad) x verdnderlicher, gerdhn-
lidder Quotus und Reft mit u und v begeichnet, folglich

(115) u =q-%. = qlx—:i
(116) v=zX = g+
Iz 2

gefest werben,

Su Abficdht auf die arithmetifdhe BVedeutung der linedren ‘{“;unctwn (114)
bemerfen wir Folgended. Laft man die verdnderlidhe Jabl x allmalig in
fammtliche algebraifche Unzablen, nad) ihrer natiirlichen Folge

ceery—38, —2, —1, 0, +1, +2, +3, .....,

tibergeben ; fo bilden die nad) und nady Hervortretenden Werthe ihrer Functiony
cerey— 38+, —2n+ 3, —n+ %, Fyn+3, 20+ 3,30 +F,.000.
diejenige arithmetifhe Progreffion, deren Gliedern bei fortlaufender algebrai-
fdher Bdblung die entfpredyenden Lerthe von x al$ Stellenjeiger sugehoren,
fo daf ibr nulltes ober Anfangsglied I und der beftdndige Unterfdied n, ihr
allgemeines Glied alfo die Functiony = nx + 3 ift. Demnad) miiffen die
entfallenden Werthe des Quotus u und des Neftes v ebenfalld Reiben bilben,
deren Glieder audh) gewonnen werden, wenti man jene der arithmetifdhen Pro-
greffion durd) den angenommenen Theiler p dividirt.

2. Crdffnen wir nun unfere Unterfudyungen mit der BVetradhtung
bes Nefted (116); fo iiberzeugen wir uns leicht von der Giltigkeit forgen-
ben Sazes:

Wenn v den grifiten gemeinfdaftliden Theiler von n
und pvorfellt, fo fallen fir jebe gwei Werthe der BVer-

dnderliden x, welde um Ee;:ln %nelfacbes von pit, alfo

indbefonbdere - fetbﬁ um

um weniger alg B 7> 000 einander fid) unter-

H I3 [
fdheiden, die mg{'te vu%;;:?cb aus,
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Denn 136t man x um Ax fid) dudern, fo ift die Uenderung ded Divi-
dendes y, vermdge XVI, 3, 4, 5,

A1) Ay = nAx
baber bie Aenderung des Neftes v, vermdge(69),
(118) Av = Ay = nAx, mod p.

Soll nun der Neft v flir x und x 4+ Ax derfelbe werden, folglich feine
Differeny Av Eeine oder 0 fein; fo mufnAx = 0, mod p, daber entwebder
n = 0, mod p d. h. n durd) p theilbar, ober wenn T den groften gemeins
{daftlihen Theiler wvon =n und p Dejeidnet, vermdge II, 12, aud
(p:7) Ax=0, mod (n: ) fein. Danunnir und pir ‘])um&ab[en unter
* fidhy find, fo hat man, vermbdge 111, 10, aud)y Ax = 0, mod (u:7); baé beift,
der Unterfchied Ax mufl ein %uelfad)es von p s fein.

Wiare demnad) der Coefficient n ein BVielfaches des Theilersd p, fo wilrde

Av=0, mod pund v =1=%_ fein; nemlich alle Nefte v wdren gleich,

und boten folglidy nidhtd VemerEensdwerthes ju weiterer Forfhung dar. Finbdet
dies jedoh nicht Statt, fo Esnnen nur foldhe Refte gleich ausfallen, bei denen
der Unter{chied Ax der: fie beftimmenden Werthe ein Bielfaches von BiTy
alfo wenigftens fo-gvoff a8 p:7, niemals aber Eleiner al8 p: 7 oder untheilbar
dadurdy ift.. Sind die Jabhlen n und p Primgablen unter fih, folglich
=1, o werden bdie Nefte nur dann gleid), wenn bdie LWerthe der Wer-
anderlidien um ein Bielfadyes von p fidh) unterfdyeiden,

Die NRefte v der arithmetifdien Progreffion wiederholen fih demnach
periodifdh nad) je p:v-Gliedern, oder laffen fid) auf p:r Weifen in Perioden
von je pit unter {ih) verfdiedenen Gliedern abtheilen, deren gleidyvielte
Olieder gleich find. Je 7 foldher Perioden bilden wieder gréfere Perioden von
je p Reften. ft indbefondere » durd) p theilbar, alfo r=p, fo wird p:ir=1, .
alfo jeder Reft dem anbderen gleich.  Sind aber n und p Primyablen unter
fid, it alfo =1, fo wird p: T=p; folglich wiederBehren bdie Nefte erft
nad) je p Gliedern.

8. Wenn die Werthe der Werdnderlidhen x um Ax fid) unterfdheiden,
weihen nad) dem obigen Xuébrucfe und vermdge (69) bdie Refte v um

a19)  Av=z ;i”—Ai‘ =47 ’f‘i_(;'rt:—“‘
von einanber ab. 3t man mébefonbere die erdnderlide x natlirlidy,
b. i. ftetig um 1 = Ax, auffteigen, fo wird der Reft v um

Av. -~:l:¥—- = :i:l *‘(" 2 fi ob verdnbern, nemlidy

21 NiT —7 e K
=1 *— wadfen ober um T =¥ ab.
© pir cb,f ! e

entweder um r—
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_nebmen.. Bu Folge bdiefed Sazes Eann man die Neihe der Refte.v
leidt fortfegen, indem man entweder zu jebem {don berechneten NRefte

@7’7‘— =1 1=‘Z—z abdirt, und davon, fo oft e8 angeht, p weg wirft, oder

wenn man von jedem fdhon gefundenen, und falld er ju Elein wire, um p

vergroferten Refte 1‘—‘;" = 'r%_;": abjlebt; nod) [leidhter, wenn man
entweber bai‘—Z— abdirt, wo man gur Summe nidt mebr al8 p—1 erbdlt,
ober ba wo e8 angebt, i‘%ﬂ- abjieht.

3. B. Der Sieﬁv_1=——— fiir mefcben =7, $=—6, p=I19

ift, wadft entweder um 7 oder nimmt uma‘—-—- 12 ab, und bietet fonach
folgende Werthe dbar, mod. = 19
x= 012-34 5 67 89101112 13141516171819
v=131815310175120 714 2 916 4 11 18 613.
4. UmgeEebrt laffen fi) aus den Reften v diejenigen Sahlen oder
Otellengeiger x beftimmen, weldye fie hervorbringen. Denn aus der Gleichung
(116) findet man ‘
) X +F=v, mod p
folglich NX=v — -9-, mod .
Haben n und p gum grdften gemeinfdaftlihen Tpeiler v, fo mup nx,
daber, vermdge I, 11, aud) v—3% durd) 7 tl)etlbar ober v=39, mod 7 fem.
Mithin erhdlt man, nacb 1, 12,

120) m:1) x-———?—, mod (p:7) ober

V= Fe -

9
E___q-r— + - 1, mod (u:7).

Sudit man demnady, weil n: 7 und p: v Primgablen unter fidh) find,
nadh Art, XIX. die moglidy Eleinfte 3abl », fiir weldpe
aznmn MiT)X =15 mod (ui7)
ift, fo echdlt man bdie geforderten Jablen

3
Vo—F— -

v—9% _ T,Imod ()]

(22 o x=x

von denen man gewdhulid) blod die w : v Eleinften pofitiven, entwebder von
0 bi$ (p:7) — 1 ober von 1 big pi7 nimmt.
Cben fo findet man von der Congrueny (120) die Aenderung

i) Ax = %’: mod (p:7)

+
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fogleid) (123) © Ax EX%—V, mod (u:1)
S J;i;{;/:l:") .
Steigen demnach die NRefte v in der natlirlidhen Folge um 7= Av, fo dndern

fich die @teuengeiger X um Ax:i%; nemlid) fie wachfen entreder um

X ober fie nehmen um =—% qb,
“431 uir

3. B. Kebrt man die Aufgabe im vorigen BVeifpiele um, fo findet:man, wegen
=17, $=—6, p=19, r=1, eug bder Congrueny 7¥=1, mod 19
die Jabl ¥ —= — 8, baher x =—8v— 48, mod 19=—8v + 9;
Ax = 11 ober — 8.
Sm Sufammenbhange erhdlt man alfo, wenn man die Jablen x entiveder
um 8 abnehmen oder um 11 wadpfen [4ft, su den NReften v bie Jabhlen x
wie folgt: mod. = 19
v=01 23 45 6 .78 91011 12 13 14 15 16 17 18
XZ911241.571810213 516 81911 314 6 17.
5. Vetradpten wir nunmehr den Quotud u, fo finden wir, wenn die
Bevdnderlihe x um Ax f{ih dndert, die entfpredyende Aenderung des
Quotus u, vermdge (66)

IS N
Ay —‘U«—+¥‘l;
Au = Ag—=¢-% + ¢—L
Iz z w
ober, wegen Ay = nAx und £ =, ‘
NnAx -Pn[ix +v
124 Ao —=4¢—— +
(124 Tt
oder endlid), wenn wir abEiirzend
nAx
Fo— v
[LL
(125) qﬁ—#——— =w fezen,
Ax
(126 Au = qi‘u— + w.

Begeidhnet wieder 7 den grdften gemeinjdyaftlichen Theiler von n und p,
fo ift, vermbdge X1I, (85),

_MAx _(1i7) Ax
, o L el
So oft demnadh) Ax ein Bielfadyes von p: 7 iff, wird
q-nsz :7) .._A._"_.,

2 wit
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sugleidy aber audy w=q—;'-= 0, weil v.< p; daber ift

— e _ﬂ Aun- _ Ax
v Au=0n:1) i ober me =

Aenbdert fid) demnady die Werdnbderlidhe x um ein Vielfaches von p:r;
fo dndert fich der Quotus u um das Chenfovielfade von nir. Ware n ein
Vielfaches von p, alfo r=p, {o wirdbe Au=Cn:p) Ax, daher dnbderte fich
ber Quotud u um bdad Chenfovielfache von Ax, Jn diefem Falle iiberginge

diefer Quotus felbft in u=(n:p) x + q‘ui’ arfo in eine linedre Function von
x. Ginbd n und p Primgabhlen unter fih, fo ift r=1. Um ein Wievielfaches

von p fid) demnady die Werdnderlidhe x dndert, um das @benfome[facbe von n
dndert fid) der Quotus u.

Die der arithmetifchen Progreffion ber Dividende y—n x-}- & jugehorige
Reihe bder Quoti u =q—i— dnbert fich daber nady je p: v Sliedern um n: 7.
Sondert man demnad) diefe Quoti in Perioden von je w:v Gliedern ab, fo
gebt jede fpdtere Periode aus der nddft friheren hervor, wenn man ju allen
ibren Gliedern n:t addirt. [t insbefondere der Coefficient n ein Bielfadyes
e Zheilers p, fo bilden die Quoti eine avithmetifche Progrefjion, deren
nulltes @Iiebq% und Unterfdhied n: s ift." Sind »n und p Primyahlen unter
fich, fo dndern fidh) die Quoti erft nadh je p Gliedern um 0.

Daraus erhellet, daf e8 {dhon genlige, die Aenderung des Quotus u nur
in dem Vereidye ein er Periode von p:7 Gliedern oder bei p:7 nad) einanbder
folgenben Quotis ju erfor{dyen, folglih Ax < p: v anjunehmen.

Die NRefte ¥%’- und v find eingeln < p, alfo jufammen < 2p; daber
ift, nady Gleichung (125), der Quotus w nur entweder 0 oder 1, folglich
vermbge Gleidung (126) die Yenderung ded Quotus u

(128) Au:q":—x ober = q"—‘i—f + 1= — g2

Oteigt die Verdnderliche x nady er natiirliden Reibe der Jahlen, alfo
ftetig um 1=Ax, fo betrdgt die Aenderung des Quotus

Au=g"L ober = g =
(129) u’ 4{"’7 ber qy +1 'T—‘u—
Sft fiberdies nody indbefondere n pofitiv und < p, fo ift Au= 0 oder1;
ber Quotus u bleibt alfo entweder derfelbe oder nimmt um 1 ju.

6. BVefonders widytig ift e, die BVedingungen Eennen ju lernen,
unter dbenen der Quotus w bald 0, bald 1 wird.
4



50 DBorbegriffe. XXI.

Damit fiberhaupt die Gleidhung (125) beftebe, alfo a‘—— +vbur6)p
getheilt den Quotus w gebe, muf
pw21=—-—-+v <p(w+1)

NnAx nAx
alfo }L\V—¥—H-<V<I,L(W+l)_.1:—u—-

fein. Hiemit bringen wir nod) in WVerbindbung, daf der Annabme in (116) 5i1
Folge aud) ftets

' 0 i v @
bleiben muf.
v ’ _P'n_A_x_ +v ) )
Somit Fann der Quotus w—= ¢ £ nur dann 0 fein, wenn
‘ = A —nNA
‘ (11.30).‘ 0<v<p—r1'”x = R :‘x _
daber (131) v—i'"L':Sl < p-= 1'—"%’5
< nAx
-ifts ober, wofern man die in (180) vergltcbenen Babren von p absieht, wenn.
BSp—v> %"ix
9 9
alfo (182) p——v:p 1‘3&:—— -B:——(n—“—-l 7911% ift.

Die Angahln der Werthe von x, bei denen diefes, in einer (u: 7) gliedrigen
Periode, fiir eine gegebene Aenderung Ax eintritt, beftimmt fih) demnad
daraus, daf emerfexté nady Nr. 4, v=9, mod 7, anbererfeits, vermoge

(181), v< -R- fem mufi, baber ift
(—Dr+2> & {e—l’ﬁf
nr< T -R————(" Dax ‘1 a%

o ' = T)AX,

alfo (183) n—-R--—l_—‘TT.—

Ueberdies findet man bdiefe %ertbe von x felbt, mitteld Nr. 4, wenn man

V= 3%, mod 7 aber v <—R——2
ars 9
mithin V=%—+12

1inb bat‘in z=0, 1, 2, LR ) n"‘.-l fE&to



XXIL LBorbegriffe. 51 -
Man erhalt duf diefe Leife
(134) X=X (— q% + z), mod (p:7)
fo wie aus (121)
(135) (n:"r)x—__-_"—-—q-‘z— + z, mod (p:7).

NAx

E 3 + v '
Dagegen faun der Quotusd w = q—“—‘——— nur dann 1 werben,
[.l,

' A —7nAX —
twenn (;36) K= i*"—#i = —R——Z—"’<‘v<p.
dbaher  (187) v =T£;L"§ﬁé£
ift; ober, wofern man bdie in (136) verglichenen Jabhlen ju p ergdnyt, wenn
Ax —
-111’—’;5-> p—v>0
' — 9) —
afe (188 p—v=p—=TElo g "7;*‘ )= 2% i

Die Angahl n der Werthe von x, bei denen diefes, in einer (2 7) gliedrigen
Periode, fiir eine gegebene Aenderung Ax eintritt, beftimmt f{id) demnady

bdaraus, dafi einerfeitd, vermoge (138), H—vf ;ﬂ—l‘i-{, anbdererfeits, nach

‘Nr. 4, v=9, mod 7 alfo p-——vE-R:t'?, mod 7 fein mufi; daber ift

(n—l)'r+—R:1iz %m%
nrTZT r—ﬁ;—‘?f—x + o — .R%?
offo (189 n:s-‘-%”-‘-- .
Ueberbied findet man diefe Werthe von x felbft, nad). Nr. 4, wenn man
V=2, mod 7 und v';-R-:%sf- ‘
ober p—v E-R——_—;—'—’, mod 7 aberZ 1‘"—?;’5,
mithin p——V='R:t—{t+'rz=1(z+l)—-1=?'9
und darin z=—=0,1,2,....0n—1
“fezt. Man findet auf diefemn Wege
(140) s=—z(¢2 + 2 + 1), mod qu:m,

fo wie aus (121) - o
41 (:7) x EV-—.fri:- — (z + 1), mod (:7),
0 4#
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Wachft die Werdnderliche x nadh der natiirlichen Folge der Jahlen, alfo
ftetig um 1 = Ax, fo it w=10, fo oftv = g+ < —R:E, ober

X+ J—=

< p— ¥Z—;bagegcn w=1, wem v==1- >-R¢ ober = p —

‘Uv
7. Cudlich findet man nodh die gleidygeitigen ?Ienbet‘ungen bes
Quotusd u und Neftes v nad) Avt. XVI, 8 und XXI, 1, 2

A :
(aw A““Aq*—“f*f—ﬂ#:iqﬂﬁif
AV = A—P— + ;ﬁé__ :i'llin AX:_'-T{L‘_‘__ (n:7) Ax
© - uiT
So oft demnady der meﬁVum{ﬁA :H:%A—x wEGR, wop
nAx _ (1A

, je nacpdem bdiefer LWerth pofitiv oder

der Quotus u um L -
‘u. T

negativ ausfalt, xvad)y'en oder abnebmen;

S S e (—n:1) Ax

» ‘u:T
muf} der Quotugu um — q:—Z—A—X =— q—(:—z:_?ﬂ, je nachdern diefer Werth

pofitiv oder negativ ausfillt, wadyfen oder abuehmen.

fo oft dagegen der Reft vum = abnimmt,

Veifpiel. 1. LWt man die linedre Functiony — 45x — 25 und

theilt fie durd) 19, fo hat man n =45, $ =— 25, p =19, r=1,
K Sl — y— R g —o, g d— ——19:
P =T = =S = 2 — g =8 R =12

daber findet man folgende yufammen gehdrige Werthe von x, y, u, Au, v, Av:
x=012 8 & 5 6 7 8 9 40 11 12 13 1% 15 16 417 18 19
y=—252065110 155200 245 290 8335 380 425470 515 560 605 650 695 740785 830
u=—2 13 5 8 10 12 15 17 20 22 2% 27 29 31 34 36 38 41 43
JAu= 322 38 2 2 3 2 8 2 2 3 22 3 2 2 8 2
v=131 8 15 3 10 17 5 12 0 7 44 2 9 16 4 11 18 6 13
Av=—142 7 7—12 7 7—12 7—12 7 7—12 7 7 —-12 7 712 7

Die Anzabhl der NRefte v < %:1:12 1[1“-}%—————-12, und die AUnzabl
45

der S‘Ieﬁevfﬁ——;— = 12 ift = 4~9 = 7.
DVeifpiel. 2, Theilt man die 8unction y = 72x + 67 durdh 28, fo
iftn=172, $ =67, p =28, =4, %ﬁ:w,——i;ul:—m,

—RTM—"— =12, x =2, qﬁ- :'2, — {ffy—" = 3; baber ergeben fidh fol-

gende jufammen gehdrige Werthe von x, y, u, Au, v, Av:
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x=0 4 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11 42 18
y==67 189 211 283 855 427 499 571 643 715, 787 859 931 1003
u=2 4 7 10" 12 45 17 20 22 25 28 80 83 35
Au= 2 3 8 2 38 2 8 2 8 8 2 8 2
v=141 27 15 8 49 7 23 41 27 45 8 19 7 28
Av= 16—12—12 16—12 16—12 16—12 —12 16—12 16

Die Anzabhl der Refte v < -R——‘u—" = 12 ober der Stellen, wo ber

Quotus w Null wird, ift :-%——:—8=3, namentlid ift 2=0, 1, 2,

baber v—=28 + 4z=3, 7, 11 und x =2z + 3, mod 7 = 3, 5, 0;
= — 18 ,

bagegen die Unzabl der Nefte v>-R—”'1=l2ift=a=—7— = 4, namentlid

itz=0,1, 2, 3, baber p—v =14z +1=1, 5, 9, 18, alfo
v=27, 28, 19, 15, mdbx=—2z+ 1, mod 7=1, 6, 4, 2.

XXII.

Aufftellung einiger Functionen einer %eranberhcben aus
vorgegeidhneten Cigenfdaften..

Geftizt auf die Crgebniffe der fo eben durdygefiihreen Unterfudyung der
Quoti und NRefte linedrer Functionen einer Verdnberlidhen durdy einen beftdns
digen Theiler, find wir nunmebr im Stanbde, einige Functionen — fiir unferen
DBebarf eigentlid) blog Quoti — bergeftalt ju beftimmen, dafi fie gewiffen vors
gefdhriebenen Bedingungen geniigen.

1. Buweilen verlangt man eine Function dermafien aufjuftellen,
dbafi, wibrend die LVerdnbderlidye von 0 ober I an bis yu einer gewiffen
Babl g auffteigt, die Function ftetd 0 bleibt, dagegen fiir die hdheren
Werthe der Verdnderliden bis jum Werthe h dburdgdngig 1 wird;

Obder: Man fordert eine Reihe, deren Glieder vom O obder
1fen big sum glen Null, von da aber Hid zum hier 1 find,
Cine foldhe Funcion Fann, vermdge XXI, 5, ein Quotus einer linedren
Kunction y = nx + ¥, alfo
11x+8

115) = g—

fein, in weldhem bdie Conftanten n, Sy B ben ausgefprochenen BVedingungen

gemap zu beftimmen find.
Soll nun erftlig fdon fiir x =0, aud) u =0 fein, fo Hhat man

& et
q; = 0, alfo 0 < & < p. Solite aber erft von x =1 an u = 0 werben,

PP =
foitg=~=10, alfo0< $ +n < pu
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Damit nun, o lange x = g ift, ftetd u = 0 bleibe, dagegen, fobald
x = g + 1 wird, fogleih) u = l ausfalle, muf _
0<n+-9'<271+5-<3n+_&< ..... .<bn+$-<p2(g+l)7l+&
fein. Daraus folgt fogleid) n > 0, nemlid) der Coefficient n muf pofitiv
angenomimen werden ; und man fann fegen

(143) p=gn+ 3+ ¢y

wofern (149, p=1, 2, 3, ....ngedadt wird.

©oll aber endlidh felbft fliir x — h > g der Quotus u nody immer 1
Dbleiben, alfo nody nidht 2 erveichen, fo mug
. hn + $<2p

fein. Crfest mian in diefer Wergleidhung p durd) obigen Ausdruck, fo erhdlt man

- $> (h—2g)n—2¢.

Man Eann demnady, indem man wf 1 vorausfest,

(145) S=h—290n—2p+w=hn+ o —2 (gn + ¢
daber nad) der Gleidhung (143) , ) ‘
(146) p=(C(h—@n—¢p +w=hn+ o —(gn + ¢
annehmen, :

Um einfadyfrenift ed, fir o und e Wielfadye von n su wibhlen, oder,
weil dann der Factor n aud dem Dividend und Theiler weg falit, blog n=—13u
fesen. Dann muf aud) ¢ = 1 fein, und man erhalt

x5
(147) u= qT -
(148) $=h—28—2 +o
p=h—g—1+ o

3. B. Man foll die Function u fo beftimmen, daff fie vonx =0 bns
x = 5 Jull bleibe, bagegen von da an bis x — 18 ftetd 1 werde.

Hieritg—=5, h=13, h—g=8, h—2g =23. :

BWahlt man nun n =1, b. i. fo Elein als mdglid, foit S =1+ e«

1
und p =17 + o, bdaber u——q‘—;;-_i—_-l-—“' Nimmt man o =1, aud) fo

Elein al8 moghtb, fo ift mdglichft einfad) u = qx—;l;—z-

et man bagegen n=3, o witd = 9—2¢ +o:,pc—24—-go +o;
dbaber, fir =2 undb w =1, $==6, p =28 und u_q—%:i)—
St hnidht eﬁgef eyt, darf aber die BVerdnderlihe x einen gewiffen
unter 2(g -+ 1) liegenden Werth nidpt iiberfteigen, fo mag man _
h=2@+1)—1=2g+1
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fesen; dbann ergibt fih) firn=1,% =0 — 1, p=g + w, und
(149) u=gqite—l_ g x+9

«F

_ g+ro T Tg+i4d
worin & = 1 oder $ = 0 gedadht wird.

2. Man Fann die Forderung dabinabdndern, daf die ju eftim-
mende Functionbei bem Werthe g der Werdnderlichen Dereitd auf 1
fidh erbebe, daber nur big yum nddhft vorhergehenden LWerthe g — 1 E)“uu
bleibe. :

Dann beifit g—1 das, was friber g genannt wurde, folglidy Hat man
in den Gleidhungen (145), (146), (148) und (149) nur 8 in g —1 ju vers
wandeln, Dadurdy erhdlt man

(150) $=(h—2g +Dn—20+w
: p=th—g+Dn—p+w
und fir n=1, ¢=1 ' '
asn $=h—2g+w
p=h—g+o.

Qann die Werdnderliche x einen gewiffen- grofiten unter 2g liegenden

LWerth nidyt fberfteigen, fo mag man-

(152) h=2g—1
fesen, bann wird $=w—1, p=g+ w—1und
' x+o—1 x+0
(158) ““‘Ig-i-w-t - g-l-\)'

wofern man §- 1 ober $ '>' 0 annimmt, Am einfadyften nimmt man $ —0,

baber, as4) u:q%-

‘ 3. @ebr oft werben in den folgenden Unterfucjungen Reibhen ndthig
werden, in denen das erfte Glied 0 ift, deren fpdtere Glieder nur allmdlig,
pemlidh an gewiffen perviodifd vertheilten Stellen, um 1 ftei-
gen, baber jede folgende Periode die nddhft vorhergehende durdhgingig um
bie AUngzabl der in jeder Periode beftehenden Steigungen wbertrifft, und deren
allgemeines Glied fonach die Anzabl aller foldyen ausnahmsweifen Steigungen
angibt und daber die eigend aufzuftellende Function ded Stellenjeigers
ift. Dabei mufi jugleid) die Aenderung diefer Function, bei dem natiirlicdhen
- Oteigen ber Werdnbderlichen, ald eine andere Function fid) ergeben, die
blog fiir gewiffe Ausdnahmswerthe der WVerdnberlichen gleid 1
wird, fonft immer 0 bleibt; und eigentlich das allgemeine Glied der NReibe
ber Unterfhiede der vorigen NReibe ift, oder den %etrag der an jeder Stelle
Statt findenden Steigung angibt.
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Blicken wir jurdcf auf die Crgebniffe unferer Unterfuchungen in XXI, 5,
fo {iberjeugen wir ung leicht, daf das allgemeine Glied der aufjuftellenden
NReibe oder die ju beftimmende nach dem Stellenzeiger x verdnbderliche Function
u ein Quotus einer linedren Function von der Geftalt

3
(115) uzqnx: ’

fein miiffe, deren Conftanten n, 3, p den vorgeseichneten BVedingungen gemdfp
3u beftimmen find.

, Soll nad) je w Gliedern der Reibe die Folge der Steigungen regelmdfig
wiederfehren und pwifdhen n und p der grofte gemeinfdaftlihe Theiler T
befteben, fo muf, vermdge XXI, 2, fiir den ju fudhenden Theiler p

(155) pit=muw, afo p = wr
fein. Sollen ferner bei je w nad) einanbder folgenden Gliedern der Neibe e
Oteigungen oder Ausnahmen, mithin w — cmal das Gleichbleiben ober
die NRegel eintreten, fo muf, weil hier immer Ax = 1 vorausgefest wird,
vermdge (133) und (139) :

—(n:7) £ 0T 7T 7T
Boe=R— o =@ — s, e=Eo=E
alfo . (156) nr:e,modw,n-r__a-l-wz, n=c¢er + pz

fein. fbig Werthe ded Quotus u follen ferner der NReibe nady (v, i. filr
Ax=1) nur um 0 oder 1 fteigen, alfo foll vermdge XXI, 5, ifre Aenderung

Au =q% “+w=0 ober 1 werden; daber muf q-’%:o und vermdge (125)

(157) Au :w:qﬁ‘;‘_—‘-’ =0,1
~ {ein, wenn, wie in XXI, der Reft
+9
(116) f%——: v angebdeutet wird,

Weil nun nady den geftellten %ebingungen immer ¢ < w, alfo
et < wr = p fein muf, foiftz = q-— daber z == 0 und der ju fudende

Coefficient
(158) n =7 < M
- Bugleid find e = n:7 und w = p:7 Primzablen unter {idh, weil = den
grofiten gemeinfdhafiliden Theiler von n und p vorftellt.
Kenngeiden, baf der Quotus u, von einer Stelle x gur nacbft
- poberenx + 1, fich gleidh bleibe, find demnady, vermdge XXI, 6, entwebder,
baf die Uenderung desfelben

nx49¢
, v The—— .
(159) Au:w:qﬁ-#— = q.—ﬁ—-:O,
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ober dafi der Reft

(160) v._aa”‘—;"3<p-— Zober<-It—;—ﬂ
ober dafi ber Reft
asn  p—v=p—rt+? ("""‘”> 21

[l,
fei; ober dafi, wenn man den Batb haufig vorfommenden Quotus q—— der

Qiirge halber durd) 8 begeidynet, die Congruen
(162) ex+0=z, mod w
Statt finde und darin

(163) 2=0,1,2y,0cc.W—¢& —1
fei, ober dafi, wofern ¥ aus
(164) =1, mdwm

beftimmt wird, nemlid) das xfad)e von & burd) @ getheilt, 1 jum Refte gibe,
die Congrueny
(165) x=x (— d+1z), mod @ Dbeftehe.
Kenngeiden dagegen, daf der Quotus u, von einer Stelle x
gur anberen x+1, um 1 wadfe, find vermdge XXI, 6, entwebder, daf die
Aenderung desfelben '

‘nx+.9
rv 42— u
(166) Au=: = ¢ m = g- m =1,
ober daff ber NReft '
ae?n v—-r—t'-x—:—& Sp— a=— oder = > -11—
oder daf dber NReft ~
‘ —(nx+9) — _ 1
168 —Vv= —
(168) p—v -R-'—‘u— < ¥

fei; ober baf die Congrueny
(169) ex+d=—(z+1), modw
Statt finde und darin

(170) 2=0,1,2,.....6—]1
fei, ober dafi, wofern x aus
(164) =1, mod @
beftimmt wird, die Gongrueng
am) x=—x @+z+1), mod & Beﬂeée.

@eien nun in jeber witelligen Perviode die audgejeichneten Stellenyeiger,
oder die Eleinften pofitiven Refte jener Stellengeiger oder derjenigen Ausnahms-
werthe der Werdnbderlidhen x nach dem ieiler oder Modul @, bei denen der
Quotud u um 1 widft, gegeben. Man beseichne fie mit dem gemeinfdaftlichen
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Qeidhen £, denjenigen Stellengeiger, weldher der in (169) vorFomtmenden
dburcdplaufenden 3abl z entfpricht, mit £., und fo wie fie den in (170)
angefiibreen Werthen diefer Jabl entfprechen, mit
(172) goa fl’ 52’ L Ef—l'
Sejt man demnady in der Congrueny (169), welde die Steigungen der
Quoti darakterifict, fir z nad) und nad) ihre juldffigen Werthe aus (170),

>
fo gewinnt man folgende, die Veftimmung ded Quotus q7=a vermittelnden,

Congruengen
(173) d+c¢ = —1, modw
’ 6 + Sfl = —2
o+ck = —3
6 +'SE5_1: — 8

Sn diefen Congruensen find aber die Stellengeiger £o, £1 Eay + + - Eemr
FeineSwegs eingeln, fondern blog die ifnen insgefammt yutommenden Werthe
beFannt; und e 1aft fich alfo von ihnen lediglich nur ihre Summe, oder die
SGumme gleich hober Potengen derfelben, oder ihr Product angeben. Um dabher
die Conftante & u beftimmen, wird man am einfadyften diefe ¢ Congruengen
abbdiven, dabei bemerfen, dafl beFanntlid) die Summe

A7 1424344+ = LD
ift; und endlidh wird man die Summe der ausgejeichneten Stellengeiger &
mitteld des (blichen Summengeichens 2, nemlid

175) Eo+& +E ... +E_=2E
andeuten. Auf diefern LWege findet man
. 1
176) 80+ 2 = — EL:':—) mod z.

@ei nun erftlidy ¢ ungerad, alfo e +1 gerad, fo darf man, vermige
11, 10, die beiden congruenten Sablen dburd) ihren gemeinfdhaftlichen Theiler e,
der gegen den Modul o velativ prim ift, theilen, und erhdlt

1
Qam 55——%; — Z£, mod w.
3t aber yweitens ¢ gerad, fowird man x aud
(164) e =1, mod

Sef’timmen, und damit die Congrueny (176) mu[tipriciren, wornady man
178 SE-——%— (x+1) — Z&, mod & findet.
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Ueber die CinfdranEungen der Werthe von & beadyte man jedod) Folgendes:
Sollen die Steigungen der Quoti vom nullten Quotus, oder von x =0, an ge3dhlt

. : & . f
werden, foll alfo u=g¢—=0fein; fo mupo<L3<p,
baher 0 =1 Eo T ober — P 6<(w;—l)r+ —e
Q <T‘q‘z p WT 0 z <T ; T z

alfo a79)  —1<dZw—1,38=0,1,2,...5—1
angenotmmen werben. Sind aber die: @texguhgen ber .Quotx vomm etﬂren Quo=

tus, ober von x._l, an ju 3ablen, fo paﬁ ‘u ——Oaquaut, fo muﬁ
0ZTa+S<p oder 0Z7(+e) +1=—T- < wr, alfo

(180) —1<d+¢ <w—l 0 +e=0,1,2...5—1"
d=—e,—e+1,....0,1,.... 5—e—1 fein,
Allein auf obige Weife wird der Werth von & nidht aus den eingelnen

ausgeeidhneten Stellengeigern (172), fondern blod aus ihrer Summe (175)
beftitnimt ; ev ift folglidh) audh nur wabhrideinlidy richtig, und daber nod) weiter
su priifen. Su diefem Swecfe Eann man die Congruengen (173) ju gleich hohen
SPotengen erbeben und addiren. AHIL man, ald die mdglich niedrigfte, die
proeite Poteny, fest man dabei nebft (175) audy nocb die leid)t ju beftimmenbde
Sumine

(181) £ +E +E+...+E =2 G
und bemerft man, baﬁ nebft der @umme (174) audy die folgenbde

2 2 &(e41)(2e+1)

- (182) 1° 4 22+ 3% +- .+ g2 =133

gibt; fo findet man . ‘
(183)  edT426Z¢, 8-+ 2% (¢ = LHUCHD, g o,

Der oben gewonnene LWerth von & Fann.demnady gepriift werden , indem
man ihn in diefe neue Congrueny fest und jufieht, ob er audy fie befriedige.

‘Cin anderer Weg su gleichem Jiele dffnet {id), wenn man aus den Con
gruengen (173) die Glieder — &y, —e&yy . « o o — eEg—y ausddriicke und
fie mit einander multiplicivt. Hier findet man die Congrueny '
(184) G+ @B+ (O+3)....0+)=(—e) 61 £2....Ec—1, mod 1w,
in welcher dag Product der ausdgegeidineten Stellengeiger leidyt befannt wird,
und weldye der gefundene Werth von & ebenfall8 befriedigen mufi, wenn er der
wabre fein foll.

Da ferner die Congruengen (176), (183), (184) nur bdie eine Unbe-
Fannte & enthalten, fo miiffen, wenn man diefe aus ihnen eliminirt, die daraus
entfpringenden Congruengen ,-weil fie diefe UnbeEannte nidht mebr enthalten,
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die Vedingungen der gleidhseitigen Suldffigleit der Nedpnungdangaben (der
Concordang der Daten) ober der MiglichEeit der Aufgabe ausfpredyen. Am
cinfachften ergibt fidy eine foldhe BVebingungs-Congrueny, wenn man die Cons
grueny (176) jur pweiten Poteny erbebt, und von der mit ¢ multiplicirten
Congrueny (183) abjieht, nemlidh :

(185)  e?[eT(EH — (T =SCEHDED g

Diefe wird man demnady) al vorldufiged Pridfungsmittel der
MiglidyEeit der gefteliten Aufgabe vermwenden; und erft, wenn fie jutrifft, wird
man an die BVeftimmung der Conftanten & gehen. Die eingig und vdllig dber-
eugende Priffung bdes mit Hilfe einer der Congruengen (177) und (178)
beftimmten Werthes von & befteht jedody barin, daf man ihn in die Congrueny
(171) einfithrt, und nadbber fiir z allmdlig ihre Werthe aus (170) fezt, um
su ecforfdyen, ob die fir x fich) ergebenden Werthe wirklich {dmmtliche angewie-
fenen Ausnahmswerthe &g, £15 4 « « £s—y find.

Hat man auf diefen LWegen den Werth von & = q— Deftimmt und
erprobt fo ﬁnbetman, indem man den groften gemeinfdhaftlichen Theiler v der Jah-

Tennund p, fo wie aud) den 9?el't~1=—1 s nad) Gefallen annimmt, die eigentlidy

31t Deftimmenbde @onﬂante 3 aus
3

(186) - =170+ -

Da man nunmebr nacb ben @Iend)ungm (155}, (158), (186) bdie Gons
ftanten [y My & beftimmt Dat; fo gibt der Quotus (115) an, wie viele Stei-
gungen ober Ausnabmen von dem nuliten oder erflen Quotus an big ju ihm
dem xten Statt haben; feine Crgdngung su x, vermdge (59)
(187) x—u—n(""’)""‘“"'"_‘,
an wie vielen Stellen der Quotud u in demfelben Jntervalle fich gleidy ver-
bleibt; die Wergleichungen ded NReftes (116), weldye in (160), (161), (167),
(168) aufgeftellt wurben, ob an einer gewiffen Stelle x eine Steigung eintrete
oder nicht; die Congruengen (165), (171), an weldhen Stellen x der Quotus
fich gleich bleibt oder um 1 fich erhebt; endlich der allgemeine Ausddruck (159),
(166) ber Aenderungen oder der Unterfdyiede der Quoti, wie viel die Steigung
bes Quotus tiberhaupt an jeder Stelle betrdgt, folglich eine Function, die nur
fiir gewiffe Ausnahmswerthe (172) der %eranberhcben =1, fonft immer
= 0-ift.

Beil der Steﬁ i‘~— Behebug gewaplt merben darf, fo ift e$ offenbar jur
Bereinfadyung der mecbmmgéauébrﬁc?e am gutrdglidften, ihn gleid) Nul, alfo
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S durdy 7 theilbar odber & = 70 angunebmen. Dann aber fallt der den Con=
ftanten , n, $ gemeinfdaftliche Theiler 7, vermdge (35) aus dem Dividend
und Theiler ded Ouotusd u und feiner Aenderung Au herausd; und es ift daber
fiir diefen Quotud, den man dod) eigentlich verlangte, da fein NReft v nuy ald
fein ungertrennlicher Vegleiter mit betradptet werden mufite, dasfelbe, al3
batte man = =1 gefest, ober p und n alg Primgahlen unter {idh) angefehen,
folglih gerabebin
(188) ‘p=w,n=¢, $=23 genommen,

Qn diefer vereinfadyten Darftellung vermandeln fich die Gleidhungen
(115), (187), (116), (157) in folgende

(189) u:qfx;(’

(190) x—-u:q(m—f) X:m—tf—l

191) ve=s2t

(192) w—v :{{.—_(f_;t") o .

&x-+-J

(193) Au:w:qs-l-; A— J‘if(x—l;:)+()‘ . *I‘e—x;—i-fa
bie Vedbingungen (160) und (161) fiir das Gleichbleiben der Quoti in

(194) ¥£x:"<w_r_;‘_ — 'R—?ai

195) w—v=a—HD >,
und die Vedingungen (167), (168) fiir dbas Steigen der Quoti in
OO L =R .

—— ) R
asm w v_-}t——w—-<r——

w

Nodh mag bemerEt werden, daf flir Ax = 1 und n < p die Wenbderung
Au = w nad) (149) oder (153) aud) gang allgemein durd)

-+ =
(198) Au:%l, b0, $=10,1,2,....
bargeftellt werde, oder aud) durdy
—Y+ =,=
(199) Aﬂ :qn‘u_wv, 0<4’<‘1«’—‘7l, 4’:0,1’"-- H"‘n

weil firv =p — 1, n—¢+p—1 Z2 @ — $) — 1 bleiben muf.
Denn fobald n +v < pyiftoud) n+vE o < pt ¢, unditn+v> p
foiftaud) n + v+ ¢> p £ §. Man at alfo nur davauf gu feben, daf
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weil 7 + v < 2p bleiben foll, aud) n+v+ ¢ < 2 (4= P) fei) was bei
bem obeien Seichen immer eintrifft.

4, Der widtigfte und jugleid einfadfte Fall n't ber, wo
unter je @ Otellen nur an einer eingigen eine Steigung bdes
Quotus oder unier jewnadh einander folgenden Werthen der BVerdnderlichen x
blod ein Audnahméwerth = £, mod w vorfomme, folglih e =1
ift. Da ift Z&E = £, 2 (Y = £%, alfo die Congrueny (185) identifdh.
Terner findet man vermdge (177) :

(200) = — (£+1), mod w,
folglidy, bdie Perioden mdgen bei dem nullten oder erften Gliede, bei x = 0
oder x = 1, mod @, anheben,

(201) l=w—£&— 1

Bur Priifung diefed Ausdrucked hat man vermdge (164) die Hilfszah!
Zx=1,afoned A7) x=—1(—1—£+ 0+ 1) £, mod w;
daber der Ausdruck ridtig.

Dann ift die AUngahl der ﬂusnabméfalle, vonx =0 ober 1 big x = x,
oder die Menge ber Steigungen der Quoti vom nullten oder erften big jum xten

@D = 1x+w;§—1 x-i-w— l;s+n,

die Anzabl der @Iewbb[exbungen der Quoti

—— z
(203) x—u:q(—w-—g-ﬂ_—” ’
die Vedingung einer Steigung oder Audnahme
x—&—1

(208) v=E—

und der Betrag der Steigung an einer angewiefenen Stelle x

=w—1, odet x=£, modw

" _H_x-—E—l RX—E
w—§ T—E—1 ® &
@05) M=o g O

Anwendungen in §§. 24. 52.
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