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§1

Jist& vétsina paradoxnich tvrzeni, s nimi7 se setkdvame v oblasti
matematiky, i kdyZ to nejsou vSechna, jak soudi Kistner, jsou
véty, které bud piimo obsahuji pojem nekone&na, nebo se o négj
néjakym zplasobem opiraji, pokusime-li se o jejich dikaz. Je§té méné
sporné je to, e k tomuto druhu patf¥i ty matematické paradoxy,
které zaslouZi na3i nejvét$i pozornosti, protoZe rozhodnuti neo-
bycejné duleZitych otazek mnohych jinych véd, jako fyziky a me-
tafyziky, zavisi na uspokojivém vyvraceni jejich zdénlivého sporu.

A pravé to je divod, proé se v tomto pojednani zabyvam vyhradng
jen ivahami o paradoxech nekone¢na. Nebylo by viak mo#né, jak
sami uzname, rozpoznat zdanlivy spor, ktery na téchto paradoxech
Ipi, jako pouhé zdani, kterym ve skuteénosti je, kdybychom si
pfedevsim neozfejmili, ktery pojem spojujeme s nekoneénem. To tedy
predesleme.

§2

JiZ slovo samo ¥ik4, Y¢ nekone&né stavim proti viemu, co je
pouze konedéné. A okolnost, Ze ndzev prvého odvozujeme z nazvu
druhého, prozrazuje mimo to, %e si myslime pojem nekoneéna jako
takovy pojem, ktery vznikd z pojmu konedna teprve pfipojenim
nové soudasti (jako je jiz saim pojem negace). Ze posléze jsou oba
pojmy aplikovanyna mnoZiny, éilépena mnoZstvi(tj. na mnoZiny
jednotek) a tim také na velidiny, neda se popirat jiZ proto, Ze je to
pravé matematika, tj. nauka o veliéinich, kde nejéastéji o ne-
koneénu mluvime, kdy# bereme za pfedmét svych ivah — a dokonce
vypoétu — jak mnoZstvi koneén4a, tak nekoneénd a vedle koneé-
nych velifin té% nejen nekone&né velké, alei nekoneéné malé.
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Ani%? bychom jiz pfedpokladali, ¥¢ ony oba pojmy (totiZ konedna
a nekoneéna) se daji stale aplikovat jenom na pfedméty, u nich¥
se da z néjakého hlediska prokazat velikost a mnoZstvi, smime
doufat, %e podrobnéjsi zkoumani otazky, za jakych okolnosti pro-
hla§ujeme néjakou mnoZinu za koneénou nebo nekoneénon, nim
poskytne objasnéni toho, co je nekoneéno vubec.

§3

K tomu cili se vSak musime vratit aZ k jednomu z nejjedno-
dusSich pojmi naSeho rozumu, abychom se nejprve dorozuméli
o slovu, kterého chceme uZit k jeho oznadeni. Je to pojem, ktery
je zadkladem spojky a, aviak ma-li tak z¥eteln& vystoupit, jak to vy-
#aduji v neséetnych p¥ipadech tdely matematické pravé tak jako
filosofické, mohu jej vyjadfit nejvhodnéji, jak jsem p¥esvédden, slovy:
souhrn uréitych vécinebo celek sloZeny z uréitych é&asti,
stanovime-li totiZ, Ze hodlame tato slova pojimat v tak Sirokém
vyznamu, aby bylo moZno tvrdit, Ze ve viech vétich, kde obvykle
u¥ivame spojky a, tedy napiiklad pravé v téchto: ,,slunce, zemé
a mésic — na sebe navzijem pisobi®; ,;riZe a pojem ruZe —
je dvojice velmi rozliénych véci*; ,,pojmenovani Sokrates a Sop-
hronisktv syn — oznaduji tutéZ osobu” — je pfedmét, o némiz
v téchto vétaich mluvime, uréitym souhrnem véci, z uréitych
8asti sloZzenym celkem: v prvni vété totiZ je to onen celek, ktery
spolu tvoii slunce, zemé a mésic, o kterém vypovidame, Ze je celkem,
jehoZ &asti na sebe navzijem pusobi; ve druhé vété je to souhrn,
ktery spolu vytvafeji dva pfedméty ,,riZe a pojem riZe®, o nichz
soudime, Ze jsou dvéma velmi riznymi vécmi atd. JiZ toto samo
by mohlo staéit k tomu, abychom porozuméli pojmu, o némz tu mlu-
vime, jestliZe jen pro viechny p¥ipady pfipojime, Ze jakykoli pfedmét
A s jakymikoli jinymi B, C, D,...mua% byt spojen v souhrn,
nebo (jesté spravnéji vyjadieno) je sim o sobé jiZ souhrnem, o némy
Ize vypovidat mnohé zivaZnéjsi i méné zavainé pravdy, pokud jen
ka?da z piedstav 4, B, C, D, ... pfedstavuje vskutku jiny p¥ed-
mét, nebo pokud neni pravdiva Zadné z vét: A je totoZné s B, 4 je

16




totozné s C, B je totozné s C atd. Nebot je-li nap¥iklad 4 toutéz
véci jako B, nema ovSem smysl hovofit o souhrnu véci 4 a B.

§ 4

Existuji souhrny, které sice obsahuji tytéz éasti 4, B, C, D...,
aviak jevi se byt pfesto razné (nazyvam je podstatné rizné) podle
hlediska (pojmu), ze kterého o nich pravé uvaZujeme, napiiklad
celd sklenice a sklenice na kusy rozbitd, pojimana jako nadobka
na piti. To, na fem je zaloZen tento rozdil takovych souhrnu, nazy-
vam zpusob spojeni nebo uspo¥idani jejich Easti. Souhrn,
ktery podfidime takovému pojmu, vzhledem k nému? je uspofadéni
¢asti souhrnu lhostejné (na némz se tedy nic pro nas podstatného
neméni, méni-li se pouze usporiddani) jmenuji mnoZinou; a mnoZina,
jejiz v8echny &asti jsou chapany jako jednotky uréitého druhu 4,
tj. jako pfedméty, které jsou podfazeny pojmu A, se nazyva
mno#stvi druhu 4.

§5
Existuji, jak znidmo, také souhrny, jejichZ éasti samy jsou sloZené,
tj. jsou opét souhrnem. Mezi nimi jsou i takové, o nichZ uvaZujeme
. z takového hlediska, Ze se na nich nic podstatného nezméni, jestlize
chipeme &asti fasti jako &asti samého celku. Nazyvam je soudty
terminem vypujéenym od matematiki. Nebot v tom pravé spodiva
pojem souétu, Ze musi platit 4 + (B + C)=4 + B+ C.

§6

UvaZujeme o pfedmétu, jenZ pat¥i k takovému druhu véci, Ze kazdé
dvé z nich, M a N, nemohou byt v jiném vztahu ne% v tom, Ze jsou
si bud rovny, nebo Ze jedna z nich je souftem, obsahujicim ¢ast
rovnou druhé, tj. Ze plati bud M = N nebo M = N + » nebo
N = M + p, kde o éastech » a x musi opét platit toté%, a to Ze jsou
si bud rovny nebo Ze jednu z nich je tfeba pokladat za &ast, obsa-
Zenou v druhé: pak uvaZujeme o tomto pfedmétu jako o velidiné.
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§7-

Ma-li dany souhrn véci... 4, B, C, D, E, F...L, M, N, ...
takovou povahu, %e se ke ka?dé &asti M d& uvést né&jaka odlisna
Cast N tak, %Ze miZeme urdit bud N jeho vztahem k M nebo M
jeho vztahem k IV podle stejného zédkona, platiciho pro
viechny ¢&asti, pak nazyvam tento souhrn Fadou a jeho {asti
¢leny této fady; onen zakon, podle ného# lze uréit bud IV jeho vzta-
hem k M nebo M jeho vztahem k N, je vytvo¥ujici zdkon
fady; jeden ze d&lenu, a to kterykoli, nazyvdm (aniz bych chtél
timto pojmenovanim oznalit pojem skuteéného ¢asového nebo pro-
storového sledu) pfednim nebo p¥edchazejicim, druhy zadnim
nebo nasledujicim; ka?dy ¢len M, ktery ma jak pFedchazejici,
tak i nasledujici ¢len, tj. ktery je nejen sdm vyvoditelny z néjakého
jiného, nybrz z ného% je také vyvoditelny jiny élen podle vytvofu-
jiciho zakona, platiciho pro fadu, nazyvdm vnit¥nim c¢lenem
fady, z ¢eho% jiZ snadno poznime, které Eleny nazyvam vnéjsi,
ktery prvnim anebo poslednim, jestliZe takové &leny existuji*).

§8

Myslime-li ¥adu, jejimZ prvnim ¢lenem je jednotka druhu 4,
aviak jejiz kaZdy ¢len je odvozen z pfedchazejiciho ¢lenu tak, Ze p¥ed-
mét rovny pfedchazejicimu &lenu spojime s novou jednotkou druhu
A v soudet: tak budou ziejmé vSechny Eleny této fady — s vyjimkou
prvniho, ktery je pouhou jednotkou druhu 4 — mnoZ#stvi
druhu 4, a to takovi, kterd nazyvam koneéna nebo poéitatelna,
téZ snad p¥imo &isla (a to véetné prvniho ¢lenu), uréitéji: cela éfsla.

§9

Podle ruzné povahy pojmu, oznadeného zde A, muZe existovat

jednou vétsi, podruhé mensi mnoZina pfedmétii, které v sobé zahr-
\

*) BliZ5i objasnéni téchto pojmu, jakoZ i n&kterych jinych, pouZitych jiz v pFed-
chozich paragrafech, je tieba hledat ve Wissenschaftslehre.
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nuje, tj. jednotek druhu A, takZe jednou dava vétsi, podruhé mensi
mnoZinu ¢lenu fady o které bylo mluveno. Zejména jich muze byt
i tolik, e tato ¥ada, ma-li vy&erpat (do sebe pojmout) viechny tyto
jednotky, nesmi mit Zddny posledni élen; jak to v dal$im jesté
hodlame obsirnéji doloZit. Za tohoto piedpokladu nazvu neko-
neénym mno#stvim takové mnoZstvi, které je vétsi neZ kazdé

koneéné, tj. mnozstvi, které ma samo takovou povahu, Ze kazda
koneéna mnoZina pfedstavuje pouze jeho é&ast.

§10

Bude mi, jak doufim, dano za pravdu, Ze vysvétleni obou pojmiu
koneéného mno#stvi a nekoneéného mnoZstvi, jez jsem tu podal,
uréuje vskutku jejich rozdil tak, jek si jej myslili ti, kte¥i téchto
vyrazi uZivali v pfesném smyslu. Bude mi té% dano za pravdu,
Ze v téchto vymérech neni skryty kruh. Jde tedy jiZ jen o to, zda
budeme schopni uréit, co je nekoneéno vibec, a to vykladem
toho, co se nazyva nekoneénym mnozstvim. Tak by tomu bylo,
kdyby se ukazalo, Ze p¥isné vzato neexistuje nic jiného, neZ pravé
mnoZstvi, naé lze pojem nekoneéna vlastné aplikovat, tj. kdyby
se ukéazalo, 7e nekonednost je pouze uréitou skladbou mnoZstvi,
neboli, Ze vechno, co prohlajujeme za nekoneéné, nazyvame tak
jen proto a pokud na ném pozorujeme skladbu, ktera se da pojimat
jako nekoneéné mnozstvi. Zda se mi, Ze tomu té% skuteéné je. Mate-
matik neu#iva tohoto slova zfejmé nikdy v jiném smyslu; nebot
to, éeho uréenim se zabyva, jsou skoro vibec jen velifiny, pFiem¥
upotiebi pojmu &isla a jedné z veliéin, ktera je téhoZ druhu a jiz
zvoli za jednotku. Nalezne-li veliinu vétsi, neZ jakykoli podet
téch, které byly zvoleny za jednotku, nazyva ji nekoneéné velkou;
nalezne-li veliinu tak malou, Ze jakykoli jeji nasobek je mensi ne#
jedna, nazyva ji nekoneéné malou; a krom téchto dvou rodu
nekoneéna a téch druhu nekoneéné velkych a nekoneéné malych
veli¢in vys88iho ¥adu, jeZ se z nich pak jesté odvodi, coZ
viechno vyplyva z téhoZ pojmu, neexistuje pro néj jinak zadné
nekoneéno.
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§11

Timto nekoneénem, tak dobfe znamym matematiktim, nelze v3ak
jesté uspokojit nékteré filosofy, zvlasté novéjsi doby, jako Hegela
a jeho pFivrience, ktefi je pohrdavé nazyvaji Spatnym nekoneénem
a tvrdi, %e znaji je5td mnohem vy3si, pravé, kvalitativni neko-
neéno, které nachizeji zejména v bohu a viabec jen v absolutnu.
Jestlize si mysli, jako Hegel, Erdmann a jini, matematické neko-
neéno pouze jako veliinu, kterd je proménna a jejiZz rust nemd
Zadnou hranici (coZ ovSem mnozi matematikové, jak brzo uvidime,
stanovili jako vymér svého pojmu), pak s nimi sdm souhlasim, kdy%
kritizuji tento pojem jako veliéinu do nekoneéna pouze rostouci,
nikdy v8ak nekoneéna nedosahujici. Pravid nekonedéna mnoii-
na, napiiklad délka celé pfimky na obé strany neomezené (tj. velikost
toho prestorového itvaru, ktery obsahuje vSechny body, jez jsou
uréeny pouhym pojmové pfedstavitelnym pomérem ke dvéma danym
bodim), nemusi pravé byt proménni, jak v tomto piikladu vskutku
neni; a veli¢ina, kterd jen vidy muZe nabyt vétsi hodnoty, ne%
kterou jsme ji jiZz dali a kterd se muZe stat véisi neZ kaida dana
(koneéna) veliina, miZe pfitom nicméné zustat stile jen koneénou
veli¢inou, jak je tomu zejména u kazdé éiselné veli¢iny 1, 2, 3, 4, . ..
Nepfipoustim pouze to, Ze by filosof znal néjaky pfedmét, kterému
by byl opravnén dat piivlastek nekoneénosti, aniz by dfive dokazal,
Ze v tomto pfedmétu existuje nekonefna veli¢ina, nebo alesporni
mnoZstvi v néjakém ohledu nekoneéné. Mohu-li dovodit, Ze dokonce
u boha, tedy u té bytosti, kterou povaZujeme za nejdokonalejsi
jednotu, je moZno prokazat hlediska, z nichZ v ném spatfujeme
nekoneénou mnoZinu, a Ze jsou to pravé jen tato hlediska, z nichz
mu pfipisujeme nekoneénost: pak bude sotva nutné jesté dale dovo-
zovat, Ze podobné hlediska jsou zikladem i vSech ostatnich p¥ipadu,
kde pojem nekonetna je plné opravnén. Rikim tedy: nazyvam boha
nekoneénym, ponévadZ mu musime pfiznat sily vice neZz jednoho
druhu, které maji nekoneénou velikost. Tak mu musime p¥ipsat
poznavaci schopnost, ktera je pravou vSevédoucnosti, tedy obsihne
nekoneénou mnoZinu - pravd, protoZe je v sobé obsihne vibec
viechny, atd. A jaky by to byl pojem, ktery by ndm chtéli vnutit
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misto pojmu pravého nekoneéna, ktery tu byl ustanoven? Ma to byt
Veskerost, kterd v sobé zahrnuje cokoliv, absolutni Vegkerost, krom
niZ neni jiz nic. Podle tohoto tdaje by to bylo nekoneéno, které
také podle naseho vykladu v sobé obsahuje nekoneéné mnohé. Byl
by to souhrn nejen viech skuteénych véci, nybri i vieho toho,
co Zidnou skuteénost nema, totiZ vét a pravd o sobé. A tak by se
mohlo fici, Ze neni 7adny divod — nehledime-li ani ke viem ostat-
nim omylim, které byly do uéeni o Veskerosti zapleteny — opustit
nas pojem nekoneéna a pfijmout onen pojem.

, §12

Nevidim vak také jinou moZnost, neZ zamitnout jako nespravné
i jiné vyméry nekoneéna, jeZ byly podany samotnymi matematiky
v domnéni, Ze pfedstavuji jenom soudasti tohoto jednoho a tého%
pojmu.

1. Vskutku byli nékte¥i matematikové pfesvédéeni, jak jsem pravé
vySe poznamenal, mezi nimi sdm Cauchy (ve svém Cours d’
Analyse a mnohych jinych spisech), autor ¢lanku ,,Nekoneéno*
v Kliigelové slovniku, Ze definuji nekoneéno, jestliZe je popisi jako
proménnou veliinu, jejiZ hodnota neomezené roste a podle toho
muZe byt vétsi nez jakakoli sebe vétsi dana veli¢ina. Mezi
tohoto neomezeného ristu je nekoneéné velkd veliéina. Tak
je tangenta pravého dhlu, myslend jako spojitd veli¢ina, neomezeni,
bez konce, ve vlastnim slova smyslu nekoneéné. Chybnost
tohoto vyméru vysvita jiZz z toho, Ze co nazyvaji matematikové
proménnou veliéinou, neni vlastné veliéina, nybrZ pouhy pojem,
pouhd pfedstava velifiny, a to takova piedstava, kterad v sobhé
pojima nejen jednu jedinou veliéinu, nybri dokonce nekonedné
mnoho veliéin, které se navzijem lisi ve své hodnots, tj. ve své
velikosti. To, co nazyvime nekoneénym, néjsou ony rizné hod-
noty, které tu pfedstavuje vyraz tangens @, zvoleny jako p¥iklad,
pro riuzné hodnoty @, nybrZ pouze ona jedina hodnota, o niZ si pfed-
stavuji (a¢ v tomto piipadé neprivem), Ze ji onen vyraz nabyva

. v 144 PR . e
pfi hodnoté ¢ = 5 Je v tom také jisté protimluv, mluvi-li se
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o mezi neomezeného rustu a pravé tak, mluvi-li se pfi vyméru neko-
neéné malého o mezi neomezeného ubyvani. A prohlasi-li se ona
prvni mez za nekoneénou veliéinu: pak by se méla podle analogie
tato druhi, tj. pouha nula (nic) prohlasit za nekoneéné malé: coz
je jisté nespravné a ani Cauchy ani Grunert si to nedovoluji ¥ici.

2. Byl-li pravé uvedeny vymér piilis Siroky, je naproti tomu

. p¥ili§ dzky onen vymér, ktery p¥ijima Spinoza a mnoho jinych, jak
filosofu, tak matematikili, a to Ze nekoneéné je pouze to, co
neni schopno Z4dného zvétSeni, nebo k femu jiZ nelze nic
piipojit (pfidist). Matematik si dovoluje pripojit ke kazdé veliiné,
i k nekoneéné velké, jiné velifiny, a to nejen koneéné, nybrz i jiné
veli¢iny, které jsou samy nekoneéné, ba dokonce znasobuje neko-
neénou veli¢inu nekoneénékrat atd. A vedou-li jesté néktefi spory
o tom, zda je takovy postup p¥ipustny: ktery matematik, jen kdyz
nezavrhuje jakékoli nekoneéno, nebude musit uznat, 7e délka pf¥imky,
omezené jen v jednom sméru a prostirajici se v druhém sméru do ne-
koneéna, je nekoneéné velka a Ze muZe byt nicméné v onom prvnim
sméru prodlouZena ?

3. Uspokojivéjsi neni ani vysvétleni téch, ktefi se pfesné pfidriuji
slozek vyrazu ,,nekoneéno‘ a ¥ikaji, Ze nekoneéno je to, co nema
konec. Kdyby pfitom myslili pouze na konec v éase, na zanik, pak
by se mohly nazyvat koneénymi nebo nekoneénymi pouze véci
v fase. My se vSak ptame také u véci, jeZ nejsou v ¢ase, nap¥. u ¢ar
nebo veliéin viabec, zda jsou koneéné nebo nekoneéné. Chapou-li
viak ono slovo v firsim smyslu, asi ve vyznamu hranice vibec:
pak pfipominam za prvé, Ze existuji mnohé pfedméty, u nichz
nemuZeme dobfe prokazat, Ze by mély néjakou hranci, ledaZze bychom
s timto slovem spojovali nanejvys kolisavy a vSe matouci vyznam,
a které nicméné nikdo mezi nekoneéné nepoéitd. Tak nema jisté
Zadny jednoduchy dil éasu nebo prostoru (¢asovy okamZik nebo
prostorovy bod) hranice, spife je sim obvykle povaZovan jen za hra-
nici (6asového nebo délkového intervalu), ba dokonce jej tak vétsinou
definuji, jakoby to patfilo k jeho podstaté; nikomu vSak jesté
nenapadlo (leda snad Hegelovi), spatfovat nekoneéno- v pouhém
bodu. Pravé tak nezna matematik hranici u kruZnice a tolika jinych
¢ar a ploch, jeZ se do sebe vraceji, a poklada je pfece za véci pouze
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koneéné (leda Ze by zacal hovofit o nekoneéné mnoZziné bodu, které
jsou -v nich obsaZeny, aviak v tomto ohledu musi pfipustit néco
nekoneéného i na ka?dé omezené ¢are). Poznamendvam za druhé,
Ze existuje dokonce mnoho pfedmétu, které nepopiratelné jsou ohra-
nileny a pfitom p¥ece musi byt poklddany za veli¢iny, které naleZeji
k nekoneénym. Tak je tomu nejen u zminéné jiz p¥imky, ktera saha
do nekoneéna pouze v jednom sméru, nybrz také u plochy, kterou
omezuje dvojice nekoneénych rovnobéZek nebo kterou sviraji dvé
ramena thlu, narysovaného v roviné, ktera se prostiraji do neko-
neéna. Tak nazveme i v raciondlni psychologii poznavaci schopnost
jiZz tehdy nekoneéné velkou, kdyZz je schopna, aniz by byla vievé-
douci, pfehlédnout jen néjakou nekoneénou mnoZinu pravd, napii-
klad jen celou nekoneénou posloupnost desetinnych mist, kterd ma
jedina veli¢ina VE ’

4. Nejobvyklejise ¥ika: nekoneéné velké je to, co je vétsi nez jakakoli
stanovitelna veli¢ina. Tu potfebujeme pFedevSim pFesnéj&i urdeni
o tom, co si myslime p¥i slové stanovitelna? M4 to znamenat jen
tolik, Ze néco je mo%Zné, tj. muZe byt skuteéné, nebo jen to, Ze to
neni nic, co by obsahovalo spor? V prvnim p¥ipadé omezujeme
pojem koneéného vyhradné na onu sféru véci, které patti ke sku-
teénostem, jsou bud skuteéné v kazdé dobé, nebo alespoii v uréi-
tych dobach skuteéné byly &i jesté budou, nebo alespoii by se nékdy
mohly stat skutednymi. Zda se, Ze v tomto smyslu skuteéné pojal
nekoneéno Fries (Naturphilosophie § 47), nazyva-li je nedokon-
ditelnym. Obecna mluva uZivad v8ak pojmu koneéna pravé tak
jako nekoneéna pfi obojim, jak u pfedmétu, kterym p¥islusi skuted-
nost, jako je zejména buh, tak také u jinych, kde se vibec neda
mluvit o néjaké jejich existenci, jako jsou pouhé véty a pravdy
o sobé vietné jejich ¢asti, pfedstav o sobé; nebot pfedpokladame,
Ze tvofi i koneéné i nekoneéné mnoziny. Jestlize vSak rozumime pod
stanovitelnym vSechno to, co si pravé jen neodporuje: pak vkla-
dame jiz do vykladu pojmu, Ze neni Z24dné nekoneéno; nebot veli¢ina,
ktera ma byt vétsi, nez jakakoli velifina, kterd si neodporuje, by
musila byt vétsi neZ ona sama, co zfejmé nemi smysl. Je viak
jesté tfeti vyznam, v némZ bychom mohli chipat slovo stanovi-
telny, kdybychom jim rozuméli jen to, co prdvé muZe nim
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byt jenom déno, tj. co miZe byt pfedmétem nasi zkuSenosti.’
Ptam se viak ka?dého, zda slova koneéné a nekoneéné nepojima
za vSech okolnosti v takovém smyslu a — maji-li byt ve védé uii-
teéné upotiebena — zda je v takovém smyslu nemusi pojimat nutné,
aby vystikla na ka?dy zptsob jistou vnit¥ni skladbu p¥edmétd,
rozhodné ne vak pouhy jejich vztah k na$i poznéavaci schop-
nosti, dokonce k naSim smyslim (zda o nich muiZeme mit
zkuSenosti & ne). Tak otdzka, zda je néco koneéné nebo neko-
neéné, nemuze jisté zaviset na tom, zda piedmét, o kterém se mluvi,
mai velikost, kterou jsme jesté schopni vnimat (nap¥iklad pfehlédnout
¢i nepiehlédnout oéima).

§13

Jestlize jsme se jiz shodli v tom, ktery pojem budeme vazat
se slovem nekonedno, a jestliZe jsme si také jiZ jasné uvédomili
Casti, z nichZ tento pojem sklddame: pak je nejblizsi otdzka, mé-li
téZ pfedmétnost, tj. zda jsou také véci, na néZ se da aplikovat,
zda existuji mnoZiny, které smime nazyvat nekoneénymi ve vyloZe-
ném vyznamu toho slova. A na toto si troufim rozhodné odpovédét
kladné. Nepochybné existuji mnoZiny, které jsou nekoneéné, jiz
v oblasti téch véci, které si nedini nirok na skuteénost,
ba ani na moZnost. MnoZina vét a pravd o sobé je neko-
neéna, jak se da velice snadno nahlédnout; nebot vezmeme-li jakoukoli
pravdu, na pi¥iklad vétu, %e vibec existuji pravdy, nebo ostatng
jakoukoli jinou vétu, kterou oznalime A; pak shledame, Ze véta,
kterou vyjadfujeme slovy ,,4 je pravdivé® je odlina od 4 sama;
nebot tato véta ma z¥ejmé zcela jiny subjekt neZ ona prvni. Jejim
subjektem je totiZ celd véta 4 sama. AvSak podle téhoZ zikona,
podle néhoz z véty 4 vyvozujeme vétu od ni odlisnou, kterou nazvu B,
d4 se opét z B vyvodit tieti véta C, a tak stile bez konce. Souhrn
viech téchto vét, kde kaZda nasledujici je k nejbliZze p¥edchézejici
ve vztahu pravé uvedeném, vezme totiZ predchézejici vétu za svij
subjekt a vyslovi o ném, %e je pravdivou vétou, tento souhrn —
¥ikdm — zahrnuje mnoZinu &asti (vét), ktera je vétsi, neZ jakakoli
koneénd mmnozina. Nebot i bez mého upozornéni si vSimne &tenaf
podobnosti; kterou ma Fada téchto vét, sestrojend podle pravé
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uvedeného vytvorujicho zikona, s fadou é&iselnou, o ni% se uva-
Zovalo v § 8; podobnost spoliva v tom, Ze ke kaZdému é¢lenu této
druhé fady existuje odpovidajici ¢len piedchozi ¥ady tak, Ze k jaké-
mukoli sebe vétSimu jejich poétu existuje stejné velky podet riznych
vét, a Ze nad to muZeme jesté vidy tvoiit nové véty, nebo, lépe
feleno, Ze takové véty samy o sobé existuji, at jiZ je tvofime nebo
ne. Z toho pak plyne, Ze souhrnu vSech téchto vét p¥islusi mnoZstvi,
které prevy3uje libovolné &islo, tj. nekoneéné mnoZstvi.

§ 14

Jakkoli jednoduchy a jasny je pravé podany dukaz: pfece je znaény
poet udenych a velmi bystrych muZa, ktefi samu vétu, o niZ
véfim, Ze jsem ji tu dokazal, prohlasuji nejen za paradoxni, nybrz
dokonce za fale$nou. Popiraji, e existuje viubec néjaké neko-
neéno. Nejen mezi vécmi, které jsou skuteéné, ale ani mezi ostat-
nimi neni podle jejich tvrzeni ani jedina, a rovnéZ tak ani souhrn
vice véci, u niZ by se dala z néjakého hlediska p¥edpokladat neko-
neéna mnoZina &asti. O duvodech, které uvadéji proti nekoneénu
v 1i8i skuteéna, budeme uvaZovat pozdéji, protoie také teprve
pozdéji poddme duvody pro existenci takového nekoneéna. Zde tedy
vyslechnéme pouze duvody, jimiZz ma byt prokazano, %e néco neko-
neéného neni nikde, ani u téch véci, které si &ini narok na skuteé-
nost.

1. ,,Nekoneéna mnoZina‘“ ¥ika se, ,,nemuZe jiZ proto nikde existo-
vat, protoZe nekoneéni mno¥ina nemé%e byt nikdy sjednocena
v celek, nemtzZe byt nikdy mySlenim obsahnuta.” — Toto
tvrzeni musim oznaéit p¥imo za omyl, ktery byl vyvolan nespriv-
nym nazorem, e k tomu, abychom si mohli myslit celek, sestavajici
z pfedméti a, b, ¢, d, . . . musili bychom si nejprve o kazdém z nich
vytvofit predstavu, ktera piedstavuje kazdy z téchto p¥edmétu
zvlast (jednotlivé jejich piedstavy). Tak tomu naprosto neni: mohu
si myslit mnoZinu, souhrn, & chceme-li radéji obyvatele Prahy nebo
Pekinu jako celek, aniZ bych si pfedstavoval kazdého z téchto
obyvatel jednotlivé, tj. aniZz bych mél pfedstavu, kterd se vztahuje
vyhradng jen k n¥mu. Cinim to skuteénd pravé nyni, mluvim-li
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o této mnoZiné obyvatel a vyslovim-li nap¥. soud, Ze jejich poéet
je v Praze mezi &isly 100 000 a 120 000. Je toti% zcela snadné, mam-li
pfedstavu A, kterd reprezentuje ka’dy z p¥edmétua a, b, ¢, d, ...,
ale jiZz nic jiného, dospét k p¥edstavé souhrnu, utvoieného vSemi
témito pfedméty. K tomu neni vskutku zapotfebi niéeho jiného,
ne# spojit s pfedstavou A pojem, ktery. je oznaden slovem souhrn,
tak jak to naznaluji slova: souhrn v3Sech 4. Touto jedinou po-
znamkou, jejiZ spravnost musi byt kazdému ziejm4, jak jsem pre-
svédden, pada cela obtiZ, kterou hledaji v pojmu mnoZiny sestavajici
z nekonefna mnoha &asti: pokud jen tu je rodovy pojem, ktery
zahrnuje kaZdou z téchto &asti, jinak v3ak nic jiného, jak tomu
je u pojmu: ,,mno%ina vSech vét nebo pravd o sobé“, kde
neni pouzito 2adného jiného rodového pojmu ne# toho, ktery tu jiZ
méame, totiZ: ,,véta nebo pravda o sobé‘“. — Nemohu vSak pone-
chat bez kritiky je$té druhy omyl, ktery se v uvedené namitce
prozrazuje. ,

Je to nazor, ,,Ze mnoZina by nebyla, kdyby tu dfive nebyl nékdo,

i““. Kdo tvrdi toto, mél by nejen tvrdit, Ze neexistuje

kdo si ji mysl
#4dna nekonedéné mnoZina vét anebo pravd o sobé, aby tak byl da-
sledny, pokud je to viibec pfi omylu mo#né, ale mél by tvrdit, Ze ne-
existuji vibec Zadné véty a pravdy o sobé. Nebot jestliZe jsme si jiz
jasné uvédomili pojem vét a pravd o sobé a nepochybujeme opravdu
vubec o jejich pfedmétnesti: miZeme jenom ztézka dospét k tvrze-
nim, 7e by mnoZina nebyla bez nékoho, kdo ji mysli, avsak jisté u nich
nesetrviame. Abych to ka%dému jasné ukézal, dovolim si nadhodit
otazku, zda se té% na zemskych pélech nevyskytuji télesa, tekutd
i tub4, vzduch, voda, kameny atd., zda tato télesa na sebe navzajem
nepusobi podle uréitych zidkonu, napi#. tak, Ze rychlosti, které
si navzajem sdéluji p¥i sraZce, se maji k sobé v obriceném poméru
jejich hmot apod., a zda se toto vSe nedéje i kdyZ tam neni ani
¢lovék ani jina myslici bytost, aby to pozoroval? Budeme-li s tim
souhlasit (a kdo by nemusil souhlasit?): pak jsou také véty a pravdy
o sobé, které vyjadiuji vSechny tyto déje, aniZ by si je nékdo
myslil nebo je znal. A v téchto vétach béZi ¢asto o celky a mnoziny;
nebot kazdé téleso piece je celkem a zpusobuje velmi mnoho svych
uéinku pouze prostiednictvim mnoZiny &asti, z nich je sloZeno. Jsou
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tedy celky a mnoZiny, aniZ by tu byla bytost, ktera si je mysli.
A kdyby tomu tak nebylo, kdyby tyto mnoZiny samy tu nebyly
jak by mohly byt pravdivé soudy, které o nich vyslovujeme? Nebo
spiSe, co by musilo byt smyslem téchto soudia, kdyby byly pravdivé
teprve tim, %e je tu nékdo, kdo tyto déje vnima? Reknu-li: ,,Tento
balvan se pfed mymi zraky odtrhl od skaly a ziitil se, rozriZeje
vzduch*; musilo by to mit asi tento smysl: Ponévadz jsem si v mysli
zkombinoval uréité jednoduché pfedméty tam nahoie, vzniklo jejich
spojeni, které nazyvam balvanem; toto spojeni se odlouéilo od jinych
spojeni, ktera se sloudila v celek, jenZ nazyvam skalou, protoZe jsem
si je myslil dohromady (jako celek); atd.

2. Mohlo by se vsak ¥ci: ,,pii tom vSem zistava pravda, Ze je
to pouze na¥ vytvor, a to z vétsi &asti libovolny vytvor, zda slou-
&me v mysli uréité jednoduché piedméty v souhrn, & myslime-li
si je nesloudené; a teprve tehdy, uéinime-li tak, vzniknou mezi nimi
vztahy. Atom, ktery je pravé uprostied tohoto knofliku na mém
kabaté a atom, ktery je pravé uprostfed oné véini bané, nemaji
nic spoleéného a nejsou v Zadném vzijemném spojeni; teprve tim,’
Ze si je myslime soudasné, vznika mezinimi jisty druh spojeni.* — Také
tomu musim odporovat. Oba atomy na sebe vzijemné pusobily
jesté diive, neZ myslici bytost spojila jejich pfedstavy, nap¥. silou
pfitazlivou apod.; a kdyby myslici bytost nejednala pod vlivem
svych myslenek jesté tak, aby se zménily poméry obou atomi:
pak je zcela nepravda, Ze teprve myslenkovou kombinaci by mezi
nimi vznikaly vztahy, které by tu jinak nebyly. Mam-li pravdivé
soudit, e onen atom je niZe, tento vyS3e, a Ze tedy tento atom je onim
atomem nepatrné taZen do vySe: pak i kdybych na to nebyl myslil,
musilo by tomu vSemu byt tak.

3. Avsak jini ¥ikaji: ,,To, %e si myslici bytost néjaky souhrn
vskutku mysli, neni nutné k tomu aby byl: aviak k tomu aby
byl, je nutné aby mohl byt myslen. A protoZe neni moZna bytost,
kterd by byla schopna p¥edstavit si v nekonelné mnoZin& véci
kaZdou zvlast, a pak tyto pfedstavy spojit: neni také mozny Zadny
souhrn, ktery by obsihl nekoneénou mnoZinu véci jako svych

Casti.* i
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JiZ v odst. 1. jsme vidéli, jak mylny je p¥edpoklad, zde opakovany,
%e je nutné myslit si viechny &asti souhrnu jednotlivé, aby se doslo
k myslence souhrnu, to znamena, Ze se %4da, aby se myslila kazda
jednotlivd ¢ast pomoci jednotlivé pFedstavy, ktera se ji tyde; také
nemusime teprve poukazovat na vievédouci bytost, které necini
Zadnou nidmahu dokonce ani pochopeni ka?dé véci zvlast v neko-
neéné mnoZiné. Nesmime vSak pFipustit ani prvni piedpoklad,
Ze by existence souhrnu byla vizina podminkou, aby takovy souhrn
mohl byt my3len. Nebot ,,moZnost myslit si néjakou véc*
nemiuZe byt nikdy zdkladem moZnosti véci; nybrZ spise je naopak,
Ze moZnost néjaké véci je zakladem toho, aby rozumna bytost,
pokud se pravé nemyli, shledala, Ze véc je mo#n4, nebo jak se (pouze
pienesené) iika, Ze je myslitelna, e si ji mtZe myslit. O sprav-
nosti této poznamky a naprosté neudrZitelnosti nézoru, oviem velmi
roziifeného, ktery tu potiram, se pfesvédéime jesté plnéji, pokusime-li
se ujasnit si slozky, z nichZ se skldda nanejvys dulezity pojem moz-
nosti. Ze jmenujeme mo#nym to, co mi%e byt, neni zfejmé zadnym
rozkladem tohoto pojmu; nebo ve slové moci tkvi jesté cely pojem
moZnosti. Bylo by vSak jesté méné spravné, chtit podat vyklad,
Ze mo#né je to, co muze byt mysSleno. Mysleni ve vlastnim
slova smyslu, které zahrnuje také jiz pouhé pfedstavovini, miZe
mit za pfedmét i nemozné; a také si je skutetné myslime, jakmile
o ném pronasime soud a prohlisime je nap¥. pravé za nemozné;
jako kdyZ ¥ikdme, Ze neexistuje a nemuze existovat veli¢ina, kterou
pfedstavuje 0 nebo Vj Aviak i kdyZ tu myslenim nerozumime
pouhé pfedstavovani, nybrz vlastni pochopeni pravdy, je nespravné,
Ze by bylo mo#né vie, co miZeme povazovat za pravdivé. Omylem
povaZujeme nékdy za pravdivé také néco nemozného, napiiklad to,
Ze jsme nalezli kvadraturu kruhu. Musilo by se tedy ¥ci (jak jsme
jiZ dfive v opravené formé piipustili), e moZné je to, o éem myslici
bytost, kdy% usuzuje podle pravdy, vyslovuje soud, Ze muZe byt,
tj. Ze je mozné. To je vyklad, ktery obsahuje ziejmy kruh! Jsme
tedy pfi vykladu moZného nuceni vzdit se tiplné vztahu k néjaké
myslici bytosti a poohlédnout se po néjakém jiném znaku. Mo#né
je,jak také nékdy slychavamefikat, ,,co sobé neodporuje®“. Oviem-
Ze je nemo¥né viechno, co ma v sobé ngjaky spor, nap¥. Ze koule neni
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kouli. AvEak neni v8echno, co je nemo#né, takového razu, aby se spor
vyskytoval jiZ mezi samotnymi slozkami, z nichZ jsme jeho p¥ed-
stavu sloZili. Je nemozné, aby téleso, které je omezeno sedmi rovin-
nymi sténami, bylo omezeno stejnymi sténami; aviak v samotnych
slovech, ktera jsou tu spojena, se spor neprojevuje zjevné. Musime
tedy svuj vyklad rozsifit. Kdybychom v8ak chtéli ¥ici, Ze nemo#né
je to, co je ve sporu s néjakou pravdou: pak bychom vse, co neni,
prohlasili za nemo#né jiz proto, ponévadi véta, ifkajici Ze to je,
odporuje pravdé, Ze to neni. Nepfipustili bychom tak vubec Zadny
rozdil mezi moZnym a skuteénym, ba dokonce nutnym, coZ vsichni
¢inime. Vidime podle toho, Ze oblast pravd, kterym odporuje nemo#né,
by se musila omezit na jeden uréity rod; a nyni nam jiZ sotva unikne,
ktery rod pravd to je. Jsou to ryzi pojmové pravdy. Co odporuje
néjaké ryzi pojmové pravdé musime nazvat nemoZnym; moZnym
pak to, co neni ve sporu s Zadnou ryzi pojmovou pravdou. Kdo jednou
nahlédl, %e je to spravny pojem moZnosti, tomu sotva pfijde na mysl
tvrdit, Ze néco je teprve tehdy moZné, kdyZ je to mysleno, tj. kdyZ
je to povaZovéno za mozné myslici bytosti, ktera se ve svém tsudku
nemyli. Nebot to by znamenalo ¥ci: ., Vita neodporuje teprve tehdy
?adné ryzi pojmové pravdé, neodporuje-li %4dné ryzi pojmové
pravdé, Ze existuje myslici bytost, ktera o této vété vyslovi podle
pravdy soud, %e neodporuje Zidné ryzi pojmové pravdé. Kdo by ne-
vidél, jak je sem zapletena myslici bytost, aniZ by to vabec patiilo
k véci? Jestlize v8ak je rozhodnuto, Ze to neni mysSleni , které
by moZnost teprve podmifiovalo, jak je moZné vyvozovat z domnélé
okolnosti, Ze nekoneéna mnoZina nemuze byt myslena jako souhrn,
to, e takové mnoZiny nemohou existovat?

!

§15

PovaZuji nyni za dostatené prokazané a obhijené, Ze nekoneéné
mno#iny jsou alespoii mezi témi vécmi, které nemaji ¥4dnou skuteé-
nost; zejména %e mnozZina vSech pravd o sobé& je nekoneéna.
Podobné také pripustime, jak bylo usouzeno v § 13., Ze nekoneéna
je i'mnozina vSech ¢&isel (takzvanych pfirozenych nebo celych,
jejichZz pojem jsme objasnili v § 8.). AvSaki tato véta zni paradoxné
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a mohli bychom ji vlastné pova¥ovat za prvni paradox, jen%
se objevuje v oblasti matematiky; nebot p¥edchozi paradoxy patii
vlastné je$té do obecnéjsi védy, neZ je nauka o veli¢inach.

»nJestlize kazdé &islo*, mohlo by se snad ¥ci, ,,je podle svého
pojmu pouze koneénou mnoZinou, jak muZe byt mnoZina vsech
disel nekoneéna? Uvazujeme-li o fadé pfirozenych &isel:

1,2,3,4,5,6,...
zpozorujeme, %¢ mnoZina disel, obsaZenych v této Fadé, poéinaj'ic
prvnim (jednotkou) a% k nékterému z nich, nap¥. k &islu 6, je vidy
vyjadfena pravé timto poslednim &slem. Tedy musi byt mnoZina
viech ¢isel stejné velkd jake posledni z nich, takZe musi byt
sama také &islem a tedy nemue byt nekonena.*

To, co na tomto zavéru svadi k omylu, zmizi ihned, vzpomeneme-li
si jen, Ze v mnoZiné vech ¢&isel, uspofadanych do pfirozené fady,
neni #4dné posledni; a Ze proto pojem posledniho (nejvyssiho)
disla je bezpfedmétny, ponévadZ je to pojem, skryvajici v sobé spor.
Nebot podle vytvotujiciho zdkona, uvedeného pii vykladu oné
fady (§ 8), existuje ke kazdému z jejich ¢lent opét Elen nésledujici.
Tento paradox bychom tedy mohh povaZovat za rozieSeny touto
jedinou poznamkou.

§16

Je-li mnoZina &isel (toti% takzvanych celych &isel) nekoneéna:
je tim nepochybnéji nekoneéné i mnozZina veliéin (podle vykladu
v§6ave Wissenschaftslehre v § 87). Nebot podle onoho vykladu
jsou nejen viechna &isla soucasné veli¢inami, nybrZ existuje jesté

mnohem vic veliéin ne% &isel, nebot také zlomky ; 21; g i, -

a rovnéi i tak zvané iracionalni vyrazy |/2, ]/2,...7:, € ene

oznaéuji velifiny. Podle tohoto vykladu neni dokonce nijak sporné
hovofit o veli¢inich, které jsou nekoneéné velké, a jinych, které
jsou nekoneéné malé, pokud rozumime nekoneéné velkou
veli¢inou jen takovou velifinu, ktera se jevi byt p¥i zvolené zikladnf{
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jednotce sama takovym celkem, %e kaZ?d4 koneéna mnoZina jednotek
tvoii pouze jeji dast; nekonedné malou veliinou viak takovou,
Ze kaZdé jeji koneéné mnoistvi se jevi byt pouze &asti celku, ktery
tvoii jednotka sama. — MnoZina vSech ¢isel je hned takovym nepo-
piratelnym piikladem nekoneéng velké velidiny. Rikdm vyslovnd
veliéiny; ovSemZe neni piikladem nekoneéné velkého &isla; nebot
nelze é&islem tuto nekoneéné velkou mnoZinu vibec nazvat, jak
jsme pravé v poslednim paragrafu poznamenali. Zvolime-li vSak ted
za jednotku samu takovou veliéinu, kterd se jevi.byt nekoneéné
velkou vzhledem k jiné piijaté jednotce, a méFime-li ji tou, kterou
jsme diive za jednotku pokladali: bude se tato jednotka jevit neko-
neéné malou. ‘

§17

Nanejvys dulezity rod nekoneéné velkych veli¢in, které také
nepatii do oblasti skuteéna, ackoli mohou byt uréenim skuteéna,
je Cas a prostor. Ani as ani prostor nejsou nééim skuteénym;
nebot nejsou ani substancemi ani vlastnostmi substanci; vystu-
puji pouze jako uréeni na vSech nedokonalych (omezenych, koneé-
nych, nebo — coZ je totéz — zavislych, stvofenych) substancich;
nebot kazda z nich musi vidy existovat v néjakém d&ase a rovnéz
v néjakém prostoru; takie kaZida jednoduchid substance musi
v kazdém okamiziku, tj. v kazdé jednoduché éasti dasu, byt v néjaké ,
jednoduché gasti prostoru, tj. v néjakém jeho bodé. Jak u éasu, tak -
jisté téZ u prostoru je mnoZina jednoduchych &asti neboli bodu,
z nichZ &as i prostor sestava, nekoneé&na. Dokonce je nekoneéné
velka nejen mnoZina jednoduchych &asti, z nichZ je sloZen cely &as
a cely prostor, tj. mnoZina fasovych a prostorovych bodi, které
vubec jsou; ale jiZ sama mnoZina okam#iki, které jsou mezi dvéma
jakkoli blizkymi okamZiky o a §, pravé tak jako mnoZina prostoro-
vych bodi, které le%i mezi dvéma jakkoli blizkymi prostorovymi
body @ a b, je nekoneéni. Obhajovat tyto véty jisté nemusim,
protoZe sté%i se vyskytne matematik, ktery by nebyl na naii strang,
ledaZe by popfel viibec kazdé nekoneéno. — AvEak odpurci vieho
nekonetna vibec se zachratiuji namitkou, ,,%e si jist® miizeme k t&m
okamZikim a prostorovym bodim, které jsme si jiZ myslili, p¥i-

31



myslit vice dal¥ich, e v¥ak je pfesto mnoZina téch, které skute&nd
existuji, vZdy jen koneéna.*“ Na to vSak odpovidam, Ze ani éas ani
prostor, a tedy ani jednoduché E&isti Sasu nebo prostoru, nejsou
ni¢im skuteénym; Ze je tedy nesmyslné mluvit o koneéné mnozing
téch &asti, které existuji skuteéné; jesté viak nesmyslnéjsi si pfedsta-
vit, %e tyto &asti nabudou skutednosti teprve naiim myslenim.
Nebot z toho by nasledovalo, Ze skladba asu pravé tak jako prostoru
by zavisela na naSem mysleni nebo na tom, co uzname za pravdivé,
a Ze by tedy pomér priméru kruhu k jeho obvodu byl racionélni,
pokud bychom jej omylem za racionédlni povaZovali, a e prostor
by nabyl teprve tehdy vSech téch vlastnosti, aZ bychom je jednou
poznali! — Opravuji-li viak odpurci uvedeny vyrok tak, Ze jen jedno
mysleni uréuje skuteéné vlastnosti fasu a prostoru, totiZ to, které
je ve shodé s pravdou; pak vysloevuji pouhou tautologii, a to, Z¢ co je
pravdivé, je pravdivé; z toho jisté nelze vyvodit to nejmensi proti
nekoneénosti ¢asu a prostoru, kterou hajime. Je proto v kaidém
ptipadé nemistné ¥ikat, %e das a prostor obsahuji jen tolik boddu,
kolik si jich pravé myslime.

§18

Agkoliv kazdou veliéinu, vibec kaZdy predmét, ktery méme
z néjakého hlediska pokladat za nekoneény, musi byt moZno pocho-
pit pravé z tohoto hlediska jako celek, sloZeny z nekoneéné mnoZiny
asti: neplati pfece obricend, %e by musila ji¥ byt nekoneénou
ka?da veli¢ina, kterou poklidime za soulet nekoneéné mnoZiny
vesmés koneénych mnoZin. Tak se napiiklad uzniva vieobecné,
Ze iracionalni veli¢iny, jako V2—, jsou vzhledem k zakladni jednotce
koneéné, a& by mohly byt poklidany za velidiny, sloZené z nekoneéné
mnoZiny zlomku tvaru

14 1 4 2
10T T6(T+ 1000 + 10000 T

kde ditatelé i jmenovatelé jsou cela &isla; pravé tak Ze je soudet
nekoneéné: fady séitanci tvaru: @ -+ ae 4 ae? 4 ... in inf. roven
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a
koneéné veliéiné T pokud je e <1 *)Neni tedy jisté nic spor-

ného v tvrzeni, Ze soudet nekoneéna mnoha koneénych veli¢in diva
pouze koneénou velidinu, protoZe by se jinak nedala prokazat jeho
pravdivost. To paradoxni, co by nim na ném mohlo padnout do o¢i,
plyne pouze z toho, Ze zapomeneme, jak se pfi¢itané &leny stile
a stale zmen3suji. NemuZe pfece nikoho p¥ekvapit, Ze suma séitanci,
z nichZ ka?dy nésledujici ma nap¥. pouze polovinu hodnoty pfed-
choziho, nemiiZe byt vétsi ne? dvojnasobek prvniho séitance, kdyZ
u kaZdého sebe pozdéjiiho €lenu této Fady se k onomu dvojnasobku
jesté pravé tolik nedostava, kolik &ini hodnota tohoto posledniho
¢lenu.
*) Ponévadz obvykly dikaz pro soudet této Fady se nezd4d byt zcela pfesny,
budiZ mi dovoleno p¥i této prileZitosti tento dikaz naznaédit. Pfedpokladdme-li

a = 1 a pozitivni e (protoze aplikace na jiné p¥ipady vyplyv4d sama sebou)
a polozime-li v symbolické rovnici

) S=1+e+ e+ ...ininf,

je jisto alespofi to, Ze S oznaduje pozitivni veliinu, at jiZ koneénou nebo
nekoneénou. — Je vSak také pro kazdou celoéiselnou hodnotu n

S=14+et+ e+ ...+ 1| en+ e""‘l—l—__...ininf.

nebo také

@) S=11—__i:—+e"+e"+1+...ininf.,

za coZ muZeme také psat

(3). - S— 11———e + P,

oznaéime-li hodnotu nekoneéné ¥ady e" + e"+1 -+ .- .in inf. znakem PY;

pfitom vime jisté alespoii to, Ze P! oznaéuje veliinu v kazdém p¥ipadé pozi-
tivni, zdvislou na e a na n, at jiZz méfitelnou nebo neméfitelnou. Tutéz neko-
neénou fadu muzeme vsak vypsat i takto:
e” + entl 4 [, .ininf. = e[l + e +. ...mm.f]
Soudet nekoneéné mnoha élentt v zdvorce na pravé strané rovnice, totiz
[1+ e+ e .4 ...ininfl],

vypadézcelaj ko¥ada,kters je ddna symbolickou rovnici (1) = S;aviak nemize
se s ni poklddat za totoZnou, nebot mnoZina séitancii zde a v (1) neni pfece
.téZ, aé_je v obou piipadech nekoneénd; zde m4 nesporné o n clenu méng
nez v (1). MiZeme tedy s plnou jistotou napsat jen rovnici

[14+ e+ e+ ...ininf.]] = S — P?, kde muZeme. predpokladat, ze P?
‘oznatuje v kazdém piipadé vehcmu stéle kladnou, z4vislou na n. Tak dosta-
neme :

1—e

) S= ="+ e[S — PJncho
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: §19

Jiz u téch p¥ikladé nekonelna, o kterych jsme dosud uvaZovali,
nim nemohlo uniknout, %e neni moZno pokliddat viechny nekoneéné
mnoZiny za sobé& rovné z hlediska jejich mnoZstvi; ale
%e mnoha z nich je vét3inebo (mensi) ne# jina, tj. obsahuje v sobé&
jinou mnoZinu jako svij dil (nebo naopak, je sama obsaZena v jiné
jako pouhy jeji dil). I to je tvrzeni, které zni mnohym lidem para-
doxngé. JistéZe vSichni, kte¥i vykliddaji nekoneéno jako to, co neni
schopno Zadného zvétSeni, musi nejen uznat za paradoxni, ale
p¥imo za sporné, e by jedno nekoneéno bylo vétsi nez jiné. AvSak
poznali jsme jiZ dfive, Ze tento néizor spoéivid na takovém pojmu
nekoneéna, ktery vabec nesouhlasi s jazykovym uZitim toho slova.
Podle naseho vykladu, ktery odpovidi nejen jazykovému ufiti,
nybri i déelim védy, nemuZe najit nikdo nic sporného, ba ani
néipadného, na myslence, Ze jedna nekoneéna mnoZina je vétsi neZ
jina. Jak by napf¥iklad mohlo byt nékomu nejasné, Ze délka piimky

b a
—S —t R-
Obr. 1
1—en . v
S[1 —e"] = e — ™ P2nebo konetné
1 en
__ 2
©) S=q1—% 1= 7

Spojenim rovnic (3) a (5) dostaneme

— et +P1— — " P2 b
1—e TT et TERO
1 e 2 e
P+1—-e"'P + 1—e¢’

z &ehoZ je patrno, Ze vezmeme-li n libovolné velké a uéinime tim hodnotu

1l
le— 5 mensi neZ libovolng mal4 veli¢ina % » musi téZ ka?dd z weli¢in P!
1]
ay ¢ o . P? sama o sobé klesnout pod libovolng malou hodnotu. Je-li

tomu tak, pak nés pouduje kazd4 z rovnic (3) a (5), Ze S = » protoze S p¥i

1 —e
tomtéZ e miZe mit jen jednu neproménnou hodnotu, a tedy nemie ziviset na n.
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postupujici neomezené ve sméru aR, je nekoneéna? A Ze p¥imku bR,
bézici v tomtéZ sméru od bodu b, musime nazvat vét¥i o tvsek ba
ne# aR? A %e pfimku, postupujici neomezené v obou smérech aR
a aS musime nazvat vétsi o velifinu, ktera je sama opét nekoneéna?
Atd.

§20

Prejdéme nyni k dvaze o nanejvy¥ pozoruhodné zvlastnosti, jeZ
se miZe vyskytnout u vztahu dvou mnoZin, jsou-li ob& neko-
nedéné, dokonce jez se vlastnd vyskytuje vidy, aviak byla dosud
pfehliZena ke $kodé pro poznani mnohych duleZitych pravd meta-
fyzickych, jakoZ i fyzikalnich a matematickych, a kterad i nyni,
vyfknu-li ji, bude pokladina za tak paradoxni, e by bylo velmi
potfebné se pii uvaze o ni trochu déle zdrZet. Tvrdim totiZ: dvé
mnoziny, obé nekoneéné, mohou byt k sobé v takovém vztahu, Ze je
na jedné strané moZno spojit ve dvojici kaZdou véc, naleZejici
jedné z nich, s véci, naleZejici druhé z nich, tak, aby vibec Zadna
véc v obou mnoZinich nezustala bez spojeni ve dvojici a také Zadna
aby se nevyskytovala ve dvou nebo vice dvojicich; a pfitom je
na druhé strané mo¥no, aby jedna z obou mnoZin obsahovala
druhou jako sviij pouhy dil, takZe mnoZstvi, kterd ony mnoZiny
predstavuji, jsou k sob& v nejrozmanitéjdich pomérech, pova-
#ujeme-li véci v nich za stejné, tj. za jednotky.

Dukaz tohoto tvrzeni povedu na dvou piikladech, v nichZ se nepo-
piratelné vyskytuje to, o ¢em byla Feé.

1. Vezméme dvé libovolné (abstraktni) veliiny, nap¥. 5 a 12: pak
je zfejmé, Ze mnoZina velidin, které jsou mezi nulou a 5 (nebo které
jsou mensi neZ 5), je nekoneéna pravé tak, jako mnoZina veliin,
které jsou mensi neZ 12; a pravé tak jisté je nutno prohlasit druhou
mnoZinu za vétsi neZ prvni, protoZe prvni je nesporné jen jejim
dilem. Dosadime-li na misto veli¢in 5 a 12 jakékoli jiné, musime
dokonce usoudit, ¥e ony dvé mnoZiny neziistivaji v tomté? vajem-
ném poméru, nybrZ vstupuji do nejrozmanitéjsich poméra. Avsak
pravé tak pravdivé jako toto vie jeinasledujici: oznaduje-li x jakou-
koli veli¢éinu mezi nulou a 5 a uréime-li vztah mezi x a y rovnici

Sy=12x,
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je také y velidinou, le¥ici mezi nulou a 12; a naopak, kdykoli je y
mezi nulou a 12, je x mezi nulou a 5. Z oné rovnice také vyplyva,
Ze ke ka?dé hodnoté x pfisludi jedind hodnota y a naopak. Z tohoto
obojiho je v3ak jasné, Ze ke kazdé veli¢iné = x z mnoZiny-veliéin
mezi nulou a 5 existuje v mno%iné &isel, kterd jsou mezi nulou a 12,
jedna z veli¢in = y, a tyto veliéiny se daji spojit ve dvojici tak, aby
%4dna z véci, z nichZ jsou tyto mnoziny sloZeny, nebyla bez takového
spojeni a Ze také ani jedina nevystupuje ve dvou nebo vice spojenich.

2. Druhy piiklad je vzat z prostorového tdtvaru. Kdo jiz vi, Ze
skladba prostoru se zakldda na skladbé fasu, a Ze vlastnosti &asu
se zakladdaji na abstraktnich &islech a velidéinach, nemusil by aZ
na pi¥ikladu zpozorovat, Ze takové nekoneéné mnoZiny, jaké jsme
pravé nalezli u velidin viibec, existuji také u éasu a prostoru. Vzhle-
dem k spravné aplikaci na$i véty v dalsim textu je viak nutné uvazit
podrobné alespoii o jednom pi¥ipadu, kde se takové mnoZiny vysky-
tuji. Necht tedy jsou a, b, ¢ t¥i libovelné body na p¥imce, a pomér
vzdalenosti ab : ac necht je libovolny, avSak takovy, aby ac oznaéo-

b

|
— 1 c
X

Obr. 2

vala vétsi z nich. Potom, protoZe obé mnoZiny bodii v ab i ac jsou
nekoneéné, bude mnoZina bodd v ac prevySovat mnoZinu v ab,
ponévad? v ac jsou vedle viech bodi z ab také vSechny ty body
z be, které se v ab nevyskytuji. Nemtzeme se dokonce vyhnout
zavéru, Ze zméni-li se libovolné pomér vzdalenosti ab : ac, bude také
pomér téchto dvou mno¥in velmi rozliény. Jisté%e plati o téchto
obou mnoZinich toté%, co bylo pfedtim dokizino o dvou mnoZinach
velitin leZicich mezi 0 a 5 a mezi 0 a 12 vzhledem ke dvojicim,
které je mozno vidy vytvont z jedné véei jedné mnoZiny a jedné
véci druhé mroZiny. Je-li totiZ x hbovolny bod v'ab: pak bude také
bod y v ac, zvohme-h bod ¥ ve sméru ax tak aby’ platll vztah ‘

'ab‘ac—ax ay

A naopak Je-h y bodem v ac, bude x bodem v ab uréime-li jen
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ax podle té%e rovnice z ay. KaZdé jiné x uréi také jiné y a naopak
ka%dé jiné y urdi jiné x. Z obou téchto pravd vSak opét vidime, Ze se
da ke kaZdému bodu 'z ab vybrat bod z ac, a ke kazdému bodu z ac
bod z ab tak, Ze o dvojicich, které utvoiime vidy z péiru takovych
bodd, 1ze tvrdit, Ze neexistuje ani jediny bod jak v mnoZ#ing bodu ab
tak v mnoZiné bodi ac, ktery by se v nékteré z té€chto dvojic neobjevil,

s vz

a 7e také Zadny se tam neobjevi dvakrat nebo vickrat.
§21

Tedy jen z toho divodu, Ze dvé mnoZiny 4 a B jsou v takovém
vzéjemn_ém vztahu, Ze ke kaZdé &asti a, obsaZené v A, miZeme téz
vyhledat podle uréitého pravidla &ast b, obsaZenou v B, tak, aby
vSechny dvojice (a + b), které vytvoiime, obsahovaly kazdy p¥ed-
mét z A nebo z B, a kazdy pouze jednou - jen z této okolnosti —
jak vidime — neni jeSté nijak dovoleno uzavirat, %e by si tyto
mno%iny z hlediska mno¥stvi svych &asti byly navzijem rovny
(tj. abstrahujeme-li od v3ech jejich rozdila), jsou-li nekoneé&né;
nybr mohou byt pies tento sviij vztah, ktery je sim o sob& oviem
obapolné stejny, ve vztahu nerovnosti vzhledem ke svym mno#stvim,
takZe se muZe ukazat, Ze jednd z nich je celkem, jehoZ dilem je druha.
Na rovnost téchto mnoZstvi se smi usoudit teprve tehdy, p¥istoupi-li
k tomu je$t$ ndjaky jiny divod, jako napiiklad to, Ze ob& mnoZiny
maji zcela stejnd zikladni urdeni, napfiklad zcela stejny zpusob
vzniku.

§ 22

Paradox, jenZ Ipi na téchto tvrzenich — jak nechci viubee popi-
rat — vyplyva jeding z té okolnosti, Ze onen vzijemny vztah, kter};r
jsme nalezli u porovnévanych mnoZin, spoéivajici v tom, Ze se nim
zdaii sestavit jejich &asti do dvojic tak, jak jsme se jiZz vicekrat
zminili, staéi oviem za vSech okolnosti k tomu, abychom je moh]i
prohlasit za zcela rovné i z hlediska mnoZstvi jejich &asti, _]sou-h
tyto mnoZiny koneéné. Dvé konecne mnoziny jsou si totiZ i s ohle-
dem na svd mno¥stvi vidy rovny, jsou-li oviem tak sloZeny, Ze
ke ka#dé véci a jedné z nich se ndm podaf¥i nalézt b z druhé mnoZiny
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a spojit je ve dvojici tak, %e v %24dné z obou mnoZin nezistane ani
jedna véc, k niZ by se nedala nalézt odpovidajici véc v druhé mnoZ#ing,
a Ze také neexistuje véc, kterd by se objevila ve dvou nebo vice
dvojicich. To vzbuzuje zdani, Ze by tomu tak mélo byt i kdyZ jsou
misto koneénych mnoZin mnoZiny nekoneéné.

Tak se to zd4, pravim; avSak pii blizsi dvaze se ukazuje, Ze tomu
tak viibec nemusi byt, nebot divod, proé¢ tomu tak u vSech koned-
nych mnoZin je, spodivd pravé v jejich koneénosti, a tedy odpada
u mno%in nekoneénych. Jsou-li toti% obé mnoZiny A a B kone&né,
nebo (ponévadi i toto jiZ staédf) vime-li jen o jedné z nich, A4, Ze je
konetnd a zanedbdme-li vSechny rozdily, které jsou mezi vécmi
z nichZ sestavaji, abychom ted o nich mohli uvaZovat jen z hlediska
jejich mnoZstvi: pak oznaéime-li kteroukoli véc z mnoZiny 4 znakem 1,
nékterou jinou znakem 2 atd. tak, abychom ka%dé nasledujici udélili
oznadeni, které udiva podet véci, jeZ jsme dosud vzali v dvahu
(vCetné té véci samé) musime jednou dospét k nékteré véci z A4,
po jejimZz oznaleni nezbyva jiZ %4adna, kterd by byla neoznadena. .
To vyplyva p¥imo z pojmu koneéného nebo poéitatelného mnoZstvi.
Jestlize nyni obdrZi posledni véc z A, o niZ jsme pravé mluvili,
jako své oznadeni n: pak je podet véci v A = n. A protoZe se ke
ka%dé véci z 4 méa dat nalézt jedna véc z B, kterd se s ni da spojit
ve dvojici, musi se dospét k tomu, %e véci v B, které jsme tak vyder-
pali, je rovnéz n, jestlize oznatime kaZdou véc z B pravé tim znakem,
ktery ma véc z A4, spojena s ni do dvojice; nebot kazda z nich dostane
oznadeni, které umoziiuje poznat, kolik jsme jich dosud vyderpali.
Z toho vysvita, Ze véci v B nemuZe byt jisté méné neZ n; nebot
tento znak opravdu m4i jedna (pravé ta, kterou jsme spotfebovali
naposled). AvSak neni jich také vice; nebot kdyby existovala i jen
jedina navic k tém, které byly dosud odéerpany, neexistovala by k ni
#4dna véc v A, s niz by se mohla spojit ve dvojici; co¥ odporuje
pfedpokladu. Proto neri pocet véci v B ani mensi, ani vétsi neZ n,
a tedy = n. Ob& mnoZiny maji tak jedno a toté%, nebo jak také
mii¥eme Fici, stejnad mnoZstvi. Tento zavér ziejmé ztrici platnost,
kdyZ je mnoZina véci v 4 nekoneénéa; nebot nyni nedospéjeme
nikdy nejen my poditajicik posledni véci z A4, ale podle objasnéni
nekoneéné mnoZiny neexistuje ani Z4adna takovd posledni vée

-
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v A sama o sobé, tj. at jiZ jsme jich oznadili jakkoli mnoho, existuji
jesté vidy jiné, které je tfeba oznalit; proto viak pada vSechen
divod, abychom uzav¥eli, Ze mnoZstvi obou mnozin je toté%, ackoliv
ani v mnoZiné B nechybi nikdy véci, které je moZno spojovat s vécmi
z A stile do novych dvojic. ~

§23

Redené jisté ukazuje, Y¢ u nekoneénych mno%in odpadi
divod, ktery vede k nutné rovnosti koneénych mnoZin, jestliZe
je mezi nimi vztah, o némZ bylo nejednou mluveno; aviak to nim
jesté neukazuje, jak a &im se jejich nerovnost asto pfivodi. Bude
nam to ziejmé teprve z rozboru piikladu, které byly uvedeny. Ty nés
totiZz poucuji o tom, Ze &isti a a b, vzaté ze dvou srovnavanych
mnoZin, které spojime do dvojice (a + b), nevystupuji ve svych
mno%indch tym#% zpisobem. Nebot tvoii-li ¢asti a' a b* jesté
druhy pér a srovnime-li poméry, v nichZ vystupuji @ a @' v mnoziné
A, a naproti tomu b a b* v mnoZiné B: ukazuje se ihned, Ze jsou
ruzné. Vybereme (v prvnim piikladé) z mnoZiny veliéin, které jsou
mezi 0 a 5, libovolné dvé, tfeba veli¢iny 3 a 4. pak jsou k nim v B
piislusné (tvoii s nimi dvojici) z¥ejmé

12 12
5-3a%.4 14 7 a95

Chapeme-li nyni (jak bychom méli) pomé&r dvou véci jako souhrn

v8ech vlastnosti, které se projevuji na jejich spojeni, nesmime
1 3

u poméru, v ném? jsou ¢asti 3 a 4 v jedné, a 15a 9§ v druhé mno#ing,

_ dbat snad jednostranné jen toho poméru, ktery obyéejné nazyvame
geometrickym, nybrZ vSimnout si vieho, co sem nileZi, zejména
tedy také toho, Za aritmeticky rozdil mezi veliéinami 3 a 4 je zcela

.13
jiny neZ mezi veli¢inami Tz a 9§ ; zatimco prvnije =1, jedruhy = 23—.

. :
Agkoli se tedy ka?da veli¢ina z A nebo z B da spojit do dvojice
s jedinou veli¢inou z B nebo z 4: je pfece mnoZina velifin v B jina
(vétsi) nez v A, nebot i vzdalenost, kterou mezi sebou maji dvé
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takové velitiny z B, je jina (v&t¥i), ne¥ vzdalenost, kterd odd&luje

dvé odpovidajici velifiny z 4. A z toho pf¥irozené nasleduje, Ze mezi
dvéma veli¢éinami z B je vZdy jina (v&tsi) mnoZina takovych veligin

nez je tomu v A; a neni tedy #adny div, kdyZ také cela mnoZina

veli¢in v B je jiné (vétsi) nez v A. — Zcela podobné je tomu v dru-

hém piikladu: proto o ném nic jiného nefekneme nez to, Ze body

v ab, které si myslime spojené do dvojic s body v ac, jsou bliZe u sebe

nez ty, které jim odpovidaji v ac; nebot vzdélenost onéch bodu

je k vzdalenosti téchto bodu vidy v poméru ab : ac.

§ 24

Smime-li ted povaZovat vétu z § 20 za dostateéné prokazanou
a objasnénou tim, co bylo dosud uvedeno: pak je jednim z jejich
nejbliz8ich dusledku, Ze nesmime hned poloZit rovnitko mezi
dvé sumy velidin jen proto, %e jsou si pe dvou rovny
(tj. vidy jedna z jedné sumy a drubha z druhé sumy), jakmile
jsou jejich mnoZiny nekoneéné; ledaze bychom se d¥ive pre-
svédéili, Ze také nekonetnd mnoZstvi téchto veli¢in jsou v obou séi-
tancich td%. Je ovSem zcela nesporné, Ze séitance urcuji svij soudet
a Ze tedy stejné séitance davaji také stejné soucty, a plati to nejen
tehdy, je-li mnoZina téchto sé&itanci koneén4, nybr# i kdy# je neko-
neéna. Jen musi byt v tomto druhém pi¥ipadé prokizano, Ze neko-
neéni mno#ina téchto sditanci je u jednoho z téchto soudti piesnd
ta% jako u druhého souétu, nebot existuji rizné nekoneéné mnoziny.
K tomu, abychom tak mohli usoudit, nestaéi podle nasi véty, da-li
se ke ka’dému élenu jednoho souétu néjak vyhledat ¢len druhého
soudtu, jemu rovny; nybr# toto se da s jistotou usoudit teprve tehdy,
maji-li obé mnoZiny stejnad zakladni wuréeni. Uvidime
na mnohych piikladech v dal§im textu, do jakych nesmyslnosti
se zaplete politini s nekonefnem, p¥ehlédneme-li tuto okolnost.

§25
- Pfichdzim nyni k tvrzeni, Ze nekonefno se nevyskytuje pouze
mezi vécmi které nemaji Zadnou skutednost, nybré i v oblasti
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samého skutedna. Kdo jen dospél k nanejvys dileZitému p¥e-
svédleni, at jiZ ¥fadou zavéra z ryzich pojmovych pravd anebo
jinym zpusobem k tomu, Ze existuje biuh, bytost, kterd nema
zéklad svého byti v Z4dném jiném byti a pravé proto je nanejvys
dokonala, tj. spojuje v sobé vSechny dokonalosti a sily, které jen
mohou vedle sebe existovat, a kaZdou z nich v nejvys$im stupni:
ten jiZz tim pFijima existenci bytosti, ktera je vice neZ v jednom
ohledu nekonedéna, ve svém védéni, ve svém chténi, ve svém
vnéj$im uéinku (své moci), nekoneéné mnohé vi, neko-
neéné mnohé (toti sumu vSeho o sobé mozného dobra) chce,
a vSe, co chce, proméniuje ve skuteénost moci svych zevnéj-
Sich Géinkl. Z této posledni boZské vlastnosti plyne dalsi dusledek,
%e krom ného jsou totiz stvo¥ené bytosti, které v protikladu
k nému nazyvame bytostmi pouze koneénymi; u nichz se viak
pfesto da prokézat ninoho nekoneéného. Nebot jiZ mnoZina téchto
bytosti musi byt nekoneéna; pravé tak mnoZina stavi, kterych
ka?da z téchto bytosti béhem sebekrat$i doby nabyva, musi byt
nekoneéné velka (nebot kazda takova doba obsahuje nekoneéné
.mnoho okamz#iku) atd. Tedy také v oblasti skuteéna se vSude pot-
kavame s nekonednosti.

§26

Avgak toto pripustit vahaji i'mnozi z téch ulencu, kte¥i chapou,
%e neni moZno pop¥it nekoneénost u véci, které nemaji Zidnou
skuteénost (jako tomu je u vét a pravd o sobé). Nebot piipustit
nekoneéno dokonce v oblasti skuteéna je zakazano, jak se domnivaji,
starou zésadou, Ze viechno skuteéné musi byt d4plné uréeno.
Jsem v3ak presvédden, Ze jsem jiz ve Wissenschaftslehre (dil I.,
§45) ukazal, Ze tato zasada plati o vSech vécech skuteénych
pravé v tomtéZ smyslu jako neskuteénych. Vsude plati totiZ pouze
v tom smyslu, Ze kaZdému pfedmétu (éemukoli) p¥islusi z kaZdych
dvou sobé& odporujicich vlastnosti jedna a druhid mu musi byt
upiena. Kdyby pak bylo opodstatnéno, %e se prohfe$ime proti této
zasadé, piedpoklidame-li nekoneénost u véci, které maji skuteg-
nost, nesméli bychom ani u neskuteénych pfedmétu svého mysleni
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mluvit o n&jakém nekoneénu, a tedy bychom nesméli p¥ipustit ani
nekoneénou mnoZinu pravd o sobé ‘ani mnoZinu pouhych &isel..
Avgak proti citované zasadé se jisté viibec neprohfeSujeme jen tim,
Ze néco prohlisime za nekonetné. Tu jen ¥ikime, Ze je na tomto
pfedmétu z uréitého hlediska mnoZstvi &asti, které je vét$i nez
jakékoli &islo; tedy ovSem mnoZstvi, které se neda uréit jen
éislem. AvSak z toho jesté nevyplyva, Ze by se toto mnoZstvi
nedalo nijak uréit; z toho vibec neplyne, 7e by existovala
i jen jedind dvojice kontradiktorickych vlastnosti b a non-b tak,
Ze by mu bylo nutno obé up¥it. Co nemé barvu, nap¥. véta neda
se oviem urdit idajem jeho barvy; co nevydava tén, neda se urdit
udajem jeho ténu atd. AvSak proto jesté nejsou ony véci nikterak
neurditelné a nejsou vyjimkou z oné zasady, Ze ze dvou predikitu
b a non-b (modry nebo ne-modry, dobf¥e znéjici nebo ne-dob¥e znéjici)
piislui ka?dé véci jediny z nich, jen kdy? je vyloZime tak, jak musime,
aby totiZ zustaly kontradiktorické. Pravé tak jako ne-modré nebo
ne-vonici je urdenim (jisté%e velmi Sirokym) Pythagorovy pouéky,
je také pouhy tdaj, Ze mnoZina bodu mezi m a n je nekoneéna,
jednim z uréeni této mnoZiny. A nejsou éasto nutné ani p¥ili§ mnohé
tidaje, abychom takovou nekoneénou mnoZinu véci uréili dplné,
tj. tak, aby vS8echny jeji vlastnosti jiz samy vyplyvaly z nékolika
udaju, které jsme pravé uvedli. Tak jsme urdili pravé zminénou
nekoneénou mnoZinu bodi mezi m a n co nejdokonaleji, jakmile
jen uréime oba body m a n samy (t¥eba jejich p¥isluSnym nazorem).
Nebot pak jiZ je p¥esné rozhodnuto, pouhymi onémi nékolika slovy,
o kazdém jiném bodu, zda k této mnoZiné patfi ¢ ne.

§27

Jestlize jsem dosud v tak mnohych pfipadech obhajoval p¥i-
pusténi nekoneéna proti tém, ktefi je neopravnéné potiraji; musim
nyni se stejnou otevienosti pfiznat, Ze mnozi udenci, zvlasté ze t¥idy
matematiki, 8li na druhé strané piili§ daleko; nebot pFipoustéli
hned nekoneéné velké, hned zase nekoneéné malé v p¥i-
padech, kdy podle mého nejvnitinéjsiho p¥esvédéeni Zadné z nich
neobstoji. ‘
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1. Ani ji4 nenamitim nic proti tomu, p¥ijmout nekonednou
¢asovou délku, rozumime-li tim &asovou délku, ktera bud nema
zadatek, nebo konec, nebo dokonce ani ten ani onen (je tedy celym
veskerym Casem nebo souhrnem viech okamzika vubec); povazuji
viak za nutné, myslit si pomér velikosti, ktery mi jedna doba
nebo Casovy tsek mezi dvéma okamZiky k jakékoli jiné dobé nebo
dasovému tseku mezi dvéma okamfziky, jako pomér koneény, dplné
urfitelny jen pojmy, tedy nepfedpokliadat nikdy, Ze doba ohrani-
éena zadatkem a koncem je nekoneénékrat vétsi nebo mensi nez jina
takova doba. To pravé viak &ini, jak zndmo, dokonce -mnozi mate-
matikové, a to nejen kdyZ mluvi o nekonecéné velkych dasovych
usecich, jez pfece maji byt z obou stran omezeny, nybr# jesté éastéji
o nekoneéné malych dileich &asu, ve srovnani s nimi% by se
jiZz pravé proto musil uznat za nekoneéné velky ka?dy koneény
¢asovy tsek, nap¥. vtefiny. A

2. Obdobné je tomu se vzdalenostmi mezi dvéma body
prostoru, které mohou byt k sobé, podle mého nizoru, vidy jen
v koneéném pomeéru, (iiplné uréitelném jen pojmy), zatimco u nasich
matematiki neni nic béZnéjsiho, nez mluvit o nekoneéné velkych
a nekoneéné malych vzdalenostech.

3. Tak je tomu koneéné také u vesmirovych sil, p¥ijimanych jak
metafyzikou tak fyzikou, o nichZ musime pfedpokliddat, %e Ziddna
z nich neni nekonednékrat v&tdi nebo mensi nez nékterd jina, ale
%e kazda sfla je ke ka?dé jiné v poméru uréitelném pouhymi pojmy;
at si jiz lidé dovoluji ¢init jakkoli ¢asto opak. Davedy, které mam
pro viechny tato sva tvrzeni, nemohu viak nikomu zcela objasnit,
kdo nezna vibec pojmy, které spojuji se slovy: nizor a pojem,
odvoditelnost véty z jinych vét, objektivni vyvozeni néjaké
pravdy z jinych pravd a mnohé jiné, koneéné i vyklad o éasu
a prostoru. Kdo v8ak etl alespoii obé pojednani ,,Pokus o objek-
tivni zdivodnéni udeni o skladu sil*“*), a ,,Pokus o objek-
tivni zdivodnéni uéeni o t¥ech rozmérech prostoru**¥),
tomu nebude nisledujici dikaz uplné nesrozumitelny.

*) Praha 1842, v komisi u Kronbergera & Rziwnase.
**) Praha 1843, v komisi u Kronbergera a Rziwnase.
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Z vykladu Sasu a prostorn vyplyva ihned, e viechny zavislé
(tj. stvofené) substance na sebe stile vzdjemné WGlinkuji; a Ze je
rovné% pripustné pro jakékoli dva okamziky o a B, at jsou od sebe
jakkoli daleko ¢&i blizko, povaZovat stav svéta v d¥ivéjsim okamZiku o
za p¥idinu, a stav svéta v pozddjiim okam¥iku B za w“éinek
(alespoit zprostfedkovany), zapolteme-li jen k piiéiné jeité p¥ima
pusobeni boZi, ktera snad mohla v obdobich «f nastat. Z tolio plyne
dale, e z idaje obou okamZiki « a f§, z idaju vSech sil, které mély
stvofené substance v okamZiku «, z Wdaju poloh, kde kazda
byla, a koneéné z ddaji o boZim pusobeni, jez zakusila ta ¢i ona
substance béhem o8 — jsou odvoditelné jak sily, které budou mit
tyto substance v okamiiku f, tak polohy, které budou zaujimat,
a to tak, jak musi byt odvoditelny déinek (lhostejno, zda zprostied-
kovany & p¥imy) ze své tplné p¥iéiny. To zase vyZaduje, aby
se viechny vlastnosti iéinku daly vyvodit z vlastnosti jeho piidiny
prostfednictvim premisy, sestavené jen z ryzich pojmu, kterd ma
tuto formu: ka?da p¥iéina o vlastnostech u, u’, u”,...méa Hdinek
o vlastnostech v, v’, v”,...0dtud snadno plyne dusledek, ktery
pravé k naSemu tGéelu potfebujeme, totiz: ka?da okolnost p¥iéiny,
kterd neni pro udinek lhostejna, tj. okolnost takového druhu,
Ze udinek nezustava stéle tyZ, kdyZ ona se méni jakkoli, musi se dat
aplné urdit pouhymi pojmy, p¥iéemz z nizoru jsou vzaty za ziklad
nanejvys nékteré takové, které jsou i pro ureni @éinku potfebné.

Ted, kdyZ jsme toto piedeslali, daji se naSe p¥edchozi tvrzeni
snadno zduvodnit. Nebot kdyby byly

1. tfeba jen dva okamiiky, « a fB, jejichz vzdalenost by byla
nekoneénékrat vétsi nebo mensi neZ vzdalenost mezi jinymi oka-
miiky y a d, vznikl by z toho nesmysl, nebot stav svéta, ktery ma
nastat v okamZiku g, by se viibec nedal uréit z toho stavu, ktery
byl v okamZiku «, p¥ipoéteme-li jest8 boZi pisobeni za ono obdobi
a velikost obdobi «f samého. Nebot i k uréeni stavu, v némz jsou
stvofené bytosti, dokonce i jen k uréeni velikosti jejich sil
v jediném okamZiku «, je nutno vzit za ziklad zvlastni jednotku;
‘a protoZe tyto sily. jsou jen proménnymi silami, nelze jejich
velikost posoudit jinak, neZ vzhledem k dané €asové jednotce, béhem
niZ tyto sily uplatni dany déinek. Vezméme tedy (coZ ndm musi
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byt dovoleno) asovy vsek yd za tuto Sasovou jednotku, pak vzda-
lenost, oddélujici okamZik « od f, nebude moZno uréit.onou éasovou
jednotkou, nebot se jevi byt nekoneéné velka nebo nekoneéné mala,
a to i v tom nejpiiznivéjsim piipadé, kdy se p¥i této jednotce daji
piesné uréit viechny sily stvofenych substanci, existujici v okamziku
o, a tedy se da zcela pfesné uréit vSechno ostatni, co néleZi k tplné
piifiné stavu svéta, jenZ nastane v okamZiku . Je-li tedy naopak
piipustné uvaZovat o ka?dém stavu svéta (za podminek jiZ vicekrat
zminénych) jako o p¥#i¢iné libovolného pozdéjsiho stavu: pak nemo-
hou existovat ani dva okamiiky o« a f, jejichZ vzdélenost by se
jevila byt nekoneéné velkou nebo nekoneéné malou ve srovnini
se vzdalenosti, ve které je dvojice druhych okamzikiu y a 4.

2. Kdyby existovaly tieba jen dva body v prostoru a a b, jejichZ
vzdélenost by se ukézala byt ve srovnani s dvojici jinych bodacad’
nekoneéné velkou nebo nekoneéné malou: pak by patfilo k uréeni
stavu svéta v jakémkoli okamZiku o mimo jiné i to, uréit velikost
sily (tfeba pfitazlivosti nebo odpudivosti), kterou pisobi substance 4,
nachézejici se v onom okam?iku pravé v misté a, na substanci B
v misté b. Ukazalo by se vSak, Ze je to u této jedné sily nemoiné,
a to i v tom nejpf¥iznivéj§im p¥ipadé, kdyby se to zdafilo u viech
ostatnich sil, pfijmeme-li totiZ (jak je jisté dovoleno) vzdilenost cd
za jednotku délky. Nebot i kdyby pfitaZlivi nebo odpudiva sila,
kterou piisobi substance 4 na podobnou substanci B ve vzdalenosti,
zvolené za jednotku délky ( = cd), méla zcela uréitou velikost; byla
by p¥ece, a pravé proto Ze tato velifina je uréditd, velikost p¥itazli-
vosti nebo odpudivosti neuréitelna, kdyby pomér vzdalenosti ab : cd,
na ném# v kazdém pi¥ipadé zavisi, byl nekoneény a tim neurdity.

3. Kdyby koneéné existovala i jen jedina sila k, ktera by se jevila
byt nekoneén& velkou nebo nekoneéné malou ve srovnini s jinou
silou I: pak, oznaéime-li o okamiik, kdy tento pomér plati, jevila
by se pravé proto velidina k jako nekoneiné velki nebo nekoneénd
mala, tj. neurlitelna, a to i v tom nejp¥iznivéjsim p¥ipadé, kdyby
ostatni sily pii zvolenych jednotkach dasu a prostoru byly koneéné,
%mz by také [ byla kone#na veligina. Celkovy stav svéta v okamziku
o jevil by se byt neurditelny a nastala by tak nemoZnost, odvodit

vewvs

néjaky pozdéjsi stav svéta-jako udinek jim vyvolany.
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§ 28

Doufim, Ze jsem v pfedchozim uréil zakladni pravidla, dovolujici
posoudit vSechna podivné znéjici uleni, kterd jesté mame v dalsim
uvést, a na jejichz zakladé se musi dat rozhodnout, zda se onéch
uéeni musime vzdit jako omyld, & zda je musime zachovat jako
véty, které jsou pravdami, pfestoZe se zdaji byt protimyslné. Pofadi,
v ném¥ tyto paradoxy uvedeme, necht je stanoveno védeckou ob-
lasti, do které patfi, a jejich vlastni, vétsi ¢i mensi zavaZnosti.

Prvni a nejrozsahlejsi véda, v jejichZ oblastech se potkavime
s paradoxy nekonecna je — jak nadm jiZz nékteré pi¥iklady ukazaly —
obecna mnauka o velidinach, kde o né neni nouze, dokonce
ivsamé nauce o &islech. Témi tedy chceme zaéit.

JiZz pojem poditani s nekoneénem budi zdéni, jak pfiznavam,
¥e skryva vnit¥ni spor. Nebot chtit néco po&itat znamena p¥ece,
pokusit se o jeho uréeni &isly. Jak se vSak chceme pokusit o uréeni
nekoneéna &isly — onoho nekoneéna, které je podle naSeho vlast-
nfho vykladu vZdy nééim, co povaZujeme za mnoZinu, sestavajici
z nekoneéné mnoha &asti, tj. za mnoZinu, kterd je vétsi nez kaZdé
&islo, ktera tedy nemuze byt uréena idajem pouhého &isla? — Av3ak
tato pochybnost zmizi, uvéZime-li, Ze sprdvné provadéné pocitdni
s nekoneénem neni vypoétem, nebot ten pravé u nekoneéna neni
uréitelny Zadnym &islem, neni totiZ vypoétem nekoneéného mnozstvi
0 sobé, nybrZ ma jen za tiéel uréit pomér jednoho nekoneéna k jinému
nekoneénu; coZ se oviem di v urditych piipadech provést, jak
chceme ukizat na vét$im pocétu p¥ikladu.

§29

Kdo pfipusti, Ze vabec existuji nekoneénd mnoZstvi a nekoneéné
velidiny, ten jiZ nemuZe popf¥it, Ze existuji nekoneéné velidiny, které
se pravé svoji veli¢inou (velikosti) velmi rozmanité odliSuji. Znazor-
nime-li si ¥adu p¥irozenych &isel takto

1,2,3,4,...n,n4+1,....ininf,
pak bude
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142+4+3+4...n+(n+1)...ininf.

znakem soudétu téchto pfirozenych ¢isel: aviak dalii znak

1°4+2°4+3°4+4°+...n°+ (n+1)° 4 ...ininf,
v ném# jednotlivi séitanci 1°, 2°, 3°, ... pfedstavuji vesmés pouhé -
jednotky, bude oznadovat mnoZinu vSech p¥irozenych &isel. Jestlize
o

ji oznaéime N a utvofime rovnici pouze symbolickou
o
1°42°+3°+...4n+m+1)°+...ininf. =N... (1),
a oznalime-li pravé tak mnoZinu p¥irozenych &sel poéinajic (n 4 1)
znakem IV , a utvofime tak rovnici
n

(n—l—1.)°+(n+2)°+(n+3)°+...ininf:=N ' e (2),

dostaneme odeétenim rovnici, které jisté nelze nic vytknout

o n
1°4+2°+3°+4+...4+n°=n=N—-N .. (3),
o n
z niz vidime, %e dvé nekoneéné veliéiny N a N maji nékdy zcela
uréity koneény rozdil.
o
Oznadime-li naproti tomu pismenem S v<liinu, kterou udava
soucet vSech piirozenych ¢isel, nebo napileme-li rovnici pouze
symbolickou

1+42434+...4+4n+@m+1)+4...ininf. =S oo (4),
pochopime ihned, Z¢ S musi byt mnohem vétsi ne¥ N; avSak nepo-
dafi se nam tak snadno urdit p¥esné rozdil obou téchto nekoneénych
veliéin nebo i jejich vzajemny (geometricky) pomér. Nebot kdyby-
chom, jak to jisté mnozi ulinili, chtéli napsat rovnici

R UL Y

neméli bychom k jejimu ospravedlnéni Zadny jiny davod neZ to,
%e pro kaZdou koneénou mnoZinu élenu plati rovnice

1+g+,3...+_n='imT“Lf”,
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z Seho¥ se zda vyplyvat, Ze p¥i celé nekone&né mnoziné &isel prejde
o . .
pouze n v N. Av3ak tak tomu jist neni: nebot nemé smysl hovofit
: o
o poslednim ¢lenu nekoneéné ¥ady, ktery by mél hodnotu IV.

Vezmeme-li v8ak za zaklad rovnici pouze symbolickou (1), bude

oviem dovoleno odvodit také tyto rovnice, ndsobime-li postupné oba
Eleny ]:I': -
1°.]§7+2°.I;f+3°.1‘\,7+...ininf.=(1<f)2
1°. ('1\7)2 +2°. (Ji’r)2 + 3°. (1(1)2 + ...ininf. = (]\})3

a tim se pfesvédéime, Ze existuji také nekoneéné velidiny tak zvanych
vy§8ich ¥4add, z nichZ jedna pievySuje nekoneénékrat jinou.
Ze jsou viak i nekoneéné velidiny, které jsou v jakémkoli racionél-
nim a rovné% iracionalnim poméru « : §, plyne jiZ z toho, Ze «. IOV
a 8. N je dvojice rovnéZz nekoneénych veliéin, které se k sobé maji

o
jako « : B, oznaluje-li jen IN néjakou konstantninekoneénou velidinu.

Nahlédneme jisté stejné jasné, Ze pfestoZe celd mnoZina velidin,
leZicich mezi dvéma danymi, nap¥. mezi 7 a 8, je nekoneéni,
a proto nemiuZe byt uréena Zadnym sebe vétsim &islem, zavisi jen
a jen na tom, jak velka je vzdalenost onéch dvou hrahiénich veliéin,
tj. na veliéiné 8 — 7, a tedy musi byt stejné, jakmile je tato vzda-
lenost stejna. Za tohoto piedpokladu, oznaéime-li mnoZinu vSech
veliéin leZicich mezi a a b

Mult (b — a),
budou existovat neséetné rovnice tohoto tvaru:
Mult (8 — 7) = Mult (13 — 12);
a rovnéz tak tvaru )

Mult (b —a) :Mult(d —c¢)=b—a:d —c,

proti jejichZ spravnosti se neda uvést Zadny platny divod.

'
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§30

A jako doklada jiz téchto nékolik p¥iklada dostateéné, Ze existuje

politdni s nekoneéné velkym, tak existuje i poditdni s neko-
R i
neéné malym. Nebot je-li N nekoneéné velké, pfedstavuje

1 -

°
. N

nutné velidinu, kterd je nekoneéné mald, a nenalezneme Zadny
duvod prohlésit takovou piedstavu za bezp¥edmétnou, alespor ne
v obecné nauce o veli¢indch. Nebot poloZime-li otazku, abychom
uvedli alespoii jediny pi¥iklad, jaka je pravdépodobnost Ze né&kdo,
kdo nazda¥biih vystieli kouli, vyst¥eli ji tak, aby jeji stfed proel
na své cesté piesné stfedem onoho jablka, visiciho na tomto stromé:
musi kazdy p¥iznat, Ze mnoZina vSech moZnych p¥ipadu o stejné
nebo mensi pravdépodobnosti je tu nekoneéna, z ¢ehoz tedy plyne,

Ze stupeii oné pravdépodobnosti ma velikost = nebo < néjaké —.
o)

Jiz tim v8ak je prokizano, Ze mame nekoneéné mnoho nekoneénd
malych veliin, z nichZ jedna muZe byt ke druhé vlibovolném poméru,
zejména muZe byt i nekoneénékrit vétsi; proto je také nekonedné
mnoho fada jak mezi nekonefné velkymi, tak i mezi nekoneéné
malymi velidinami; a bude ovSem moZné najit dokonce—mnohé
spravné rovnice mezi velifinami tohoto druhu, dodrZime-li uréita
pravidla.

ssv

Je-li nap¥. jiZ stanoveno, %e hodnota proménné veliiny y zavisi
na jiné veli¢iné x tak, aby pro né stile platila rovnice:

y=a'+ax® +ba? 4 cx +d

a je-li sluditelné s povahou onoho zvlastniho druhu veliéin, oznade-
nych tu x a ¥, aby byly také nekoneéné malé, tedy aby téz mohly
nabyvat nekoneéné malych p¥rastki: pak musi nutné platit i nasle-
dujici rovnice, nechame-li vzrist £ o nekoneéné malou &ast, ozna-
cenou dx, a pfisluSnou zménu y oznadime dy:

y+dy = (v + dw)t + a(x + dx)® + b(x + dx)? + c(x + dx) + d,
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z ni% také vyplyva nesporng dalsi:

dx
+ (4% + a) da? + da?,

kterd ukazuje, jak zavisi pomér obou nekoneéné malych velifin
nejenom na a, b, ¢, a x, nybrz i na hodnoté proménného dx.

dy = (4% + 3ax® + 2bx + c) + (6x® 4 3ax 4 b) dx 4

§31

Avgak vétSina matematika, ktefi se odvaZuji pocitat s nekoned-
nem, jde mnohem déile, neZz p¥ipouStéji principy zde vytknuté.
Nejen Ze si dovoluji bez pochybnosti pfedpokladat jednou nekoneéng
velké, jindy nekoneéné malé u velidin, které takovymi podle své
povahy nemohou byt (pfiklady toho budou teprve v daldim uvedeny):
ale dovoluji si také poloZit sobé rovnymi veli¢iny, které vznikaji
soudtem nekoneéné fady, jindy zase prohlasit jednu za vétsi nebo
men3i jen proto, Ze €leny jedné Fady lze spojit do dvojic se éleny
druhé fady tak, Ze pro kaidy par plati onen vztah rovnosti nebo
nerovnosti, ackoliv jejich mnoZiny si nejsou ziejmé rovny; odvazili
se ¥ici, Ze vymizi jako pouhd nula nejen ka?da nekoneéné mala
veli¢ina séitana s veliéinou koneénou, nebo i kazda nekoneéné mala
veli¢ina vy$8iho ¥idu vedle velid¢iny niZ§iho ¥idu, ale dokonce
¥e vymizi v souétu i ka%d4 nekoneéné velka velidina niz$tho ¥adu
vedle velitiny vy3#5iho ¥idu; aby ospravedlnili alespoii trochu svoji
pocdetni metodu, zaloZenou na této vété, pfipadli na tvrzeni, Ze je
dovoleno poklddat i pouhou nulu za délitele, a Ze podil

1

0
2 v 2X2 s 2 v v v v
neni v podstaté ni¢im jinym, neZ nekoneéné velkou veliéinou,
: a0 . - .
naproti tomu podﬂ—aze oznafuje velidinu zcela neuréditou.

Musime dokéazat, jak nespravné a zavadéjici jsou tyto pojmy,
protoze jsou i dnes vice nebo méné v médé.
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§ 32

Jesté v roce 1830 se pokusil dok4zat autor, podepsany M. R. S.,
v Gergonnovych Annales de Mathématique (Sv. 20, &. 12),

%e znama nekoneéna rada

a—at+a—a+t+a—a-t...ininf

» a ve rd 4 v >4 b4
mé hodnotu 53 poloZiv hodnotu oné fady = x, byl pfesvédlen,
Ze smi Cinit zavér
x=a—at+a—a+...in inff=a—(ea—ata—a+...in
inf.), kde Yada, uzavienia v zavorkach, je identicka s ¥adou, ktera
se mi vypodist, a tedy Ze se muZe znovu poloZit = x, coZ dava

x=a—x
a
atedyx = —.
yE=2
Klamny zavér tu neni skryt p¥ili§ hluboko. Rada v zévorce nema
zfejmé tyZ podet &lent jako ta, ktera byla ponejprv poloZena = x; ale
chybi ji prvni a. Jeji hodnota, kdyby ji viibec bylo moZno udat,
by musila byt oznaéena x — a, coz by v8ak déavalo identickou rovnici
x=a-+ x— a.

»AvEak pravé v tom* mohlo by se tfeba ¥ici, ,,je néco paradoxniho,

Ze tato ¥ada, ktera neni jisté nekoneéné velki, by neméla mit pfesné

uréitelnou, méfitelnou hodnotu, zvlasté kdyz vznikd do nekoneéna
pokradujicim délenim &isla a ¢islem 2 = 1 4 1, coZ je zpusob vzniku,

ktery mluvi zcel‘a pro to, aby jeji skuteéni hodnota byla—;— e

Pfipomindm, Ze existence vyrazu pro veliéiny, které neozna-
¢uji 2adnou skutednou veliéinu, neni sama o sob& niéim nepo-
chopitelnym, jak obecné uznavime a musime uznat u nuly.

Zvlasté pak fada, prohlasime-li, Ze o ni chceme uvaZovat jako
o veliting, totiz o soudtu jejich élent, musi byt pravé vzhledem
k pojmu soudtu (ktery patii k mnoZinam, tj. k takovym souhrniim,
u nichZ neni tieba dbit na pofadi jeho &isti) takova, Ze nedozna
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#4dné zmény své hodnoty — at provedeme jakoukoli zm&nu v pofadi
jejich €lenu. U velidin musi totiZ platit:
(A4 B)+C=A4+(B+C) =(4+C) +B.
Tato vlastnost ndm dava jasny dikaz, Ze znak, o kterém hovofime:
a—at+a—a-+a—a-...ininf,

neni vyrazem pro skuteénou velifinu. Nebot na veli¢ing, ktera
je tu znazornéna, bychom jisté nic nezménili, kdyby vubec néjaka
veliéina tim znézornéna byla, jestliZe bychom obménili onen znak
takto:

(¢ —a)+(a—a)+ (@ —a) +...ininf, _ (1)
nebot se tu nic jiného nestalo, ne# Ze se dva piimo po sobé nasledujici
leny spojily v &asteény soudet: coZ ziejmé musi byt moZné, nebot
dana ¥ada nema vskutku mit posledni ¢&len. Tim vSak dostaneme
0+4+0+0+...ininf,
coZ je ziejmé pouze = 0. i :

Pravé tak se v8ak nezméni nic na veli¢ing, kterou onen vyraz
pfedstavuje, kdyby vskutku néjakou pfedstavoval, kdyZ ji p¥etvo-
fime takto:

a+(—a+a)+(—a+a)+(—a—+a)+...ininf. - 2
kde s .vyjimkou prvniho é&lenu spojime vidy dva z néasledujicich
¢lent ¥ady v &asteény soucet, nebo také takto:

—a -+ (a —a) + (@ —a) + (e — a) + .. .ininf, (3)
kterou obdrZime z (1), vyménime-li éleny kazdého paru a na vyrazu,
ktery tak obdrZime, provedeme tutéi zménu, kterou (2) vznikla
z (1). Kdyby tedy nebyl uvedeny vyraz pro veli¢éinu bezp¥edmétny,
musily by vSechny vyrazy (1), (2) a (3) oznadovat tutéZ velifinu;
nebot je jasné, Ze piedstava velifiny soudtu jedné a téZe mnoZiny
nemuZe reprezentovat vice veliéin navzajem ruznych, jak je

— 1
tomu napiiklad u predstav V+ 1, arc. Sin. =5, a jinych. Sama

pfedstava velifiny, kterou méme p¥ed sebou:
1—-14+1—141—1+...in inf. by musila byt poloZena
jak = +a, tak také = —a, neni-li zcela bezpfedmétna, a to timté%
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pravem, jakym bychom ji chtéli poloZit rovnou nule (kterou oviem
také nazyvime obvykle veliéinou v nevlastnim smyslu); coZ je tiplng
nesmyslné a opraviiuje nas k zavéru, Ze mame pied sebou zcela bez-
pfedmétnou piedstavu. ,

Je pravda, Ze fada, o které jsme mluvili, se jevi byt podilem,
ktery vznikne nekoneéné pokradujicim délenim é&isla a ¢islem 2 = 1 +
-+ 1; ale vSechny fady, které takto vzniknou, mohou pochopi-
telné pravé proto, Ze ono déleni ponechédva stéle zbytek (v naSem
pfipadé st¥idavé jednou —a a jednou -}-a), uddvat pravou hodnotu

podilu (zde %) nejvyse tenkrat, stavaji-li se zbytky, vznikajici

dal$im délenim, mensimi neZ jakkoli mald veli¢ina, jak tomu
je v p¥ipadé ¥ady, o niZ jsme uvaZovali v § 18, a -+ ae 4- ae® 4 ...
in inf., kterd je vytvofena délenim ¢&isla a &islem 1 — e, pokud
e < 1. Jestlize viak, jako v tomto p¥ipadé, je e = 1 nebo dokonce
e > 1, kdy zbytky rostou tim vyse, ¢im déle se v déleni pokraduje,

Y ew,

neni nic pochopitelnéjsiho nez to, Ze hodnotu fady nemuzZeme poloZit

rovnou podilu 1 i e Nebot jak bychom sméli poloZit rovnou
1
I fadu se stfidajicimi se znaménky:

1— 10 4 100 — 1000 + 10000 — 100 000 -} ... in inf.,

ktera vznikd délenim &isla 1 &islem 1 4 10? Kdo by jestd chtél dat
fadé, sloZené vesmés z kladnych ¢&lentt

1410 4 100 4+ 1000 ... in inf.
1
hodnotu — 9 jen proto, Ze k ni vede rozvojﬁ ? Uvedeny

M. R. S. bere nicméné takovato séitani stale jedté v ochranu a chce
- prokazat nap¥. spravnost rovnice

1—24+4—8416—32+ 64— 128 +...in inf. — —

3

pouze tim, Ze by mélo platit
x=1—24+4—-84+16—32+64—... :
=1—-2(1—-24+4—-8+416—-32+4...)=1—2%
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pfiem# se znovu opomine, Ze ¥ada, obsaZend v zavorkach, neni
vibec totoZna s puvodni, nebot nemé jiZ tutéZ mnoZinu &lent.
Ze také tento vyraz pro velidinu je bezpiedmétny, vysvitd podobnd
jako u vyrazu, o kterém jsme uvaZovali d¥ive, ponévadi vede
k vysledkim, jeZ si odporuji. Nebot na jedné strané by musilo byt

1—244—8+16—32464—...
=14+ (—2+4)+ (—8+16) + (—32 + 64) +...
—=1424+84324644...

na druhé strané pak stejné jisté:
=1—-2)+ (4—8)+ (16 — 32) 4 (64 — 128) + ...
=—1—4—-16—64 —...

takze by vysla dvojim opravnénym postupem pro tyZ vyraz jednou
nekoneéné velka hodnota kladna, podruhé zaporna.

§33

Nechceme-li se tedy ve svych podetnich operacich s nekoneénem
dostat na scesti: nesmime si nikdy dovolit, prohlasit dvé nekoneénd
velké veli¢iny, vzniklé séitanim é&lent dvou nekoneénych ¥ad, jiZ
jen proto za rovné, nebo jednu za vétsi éi mensi neZ druliou, ponévadz
ka?dy €len jedné z nich je vidy bud roven jednomu é&lenu druhé fady,
nebo je vétsi ¢i mensi neZ on. Nesmime rovné% jeden soudet prohlasit
jen proto za vétsi, ponévadZ obsahuje vSechny éleny jiného souétu
a krom toho jesté mnohé dalsi, dokonce nekoneéné mnoho ¢&lent
(vesmés kladnych), které v druhém soudtu chybi. Nebot piesto
pfeseviechno mize jesté sim byt mensi, dokonce nekoneingkrit
mensi, neZ tento. P¥iklad ndm poskytne velmi zndmy soufet vSech.
étvercu pfirozenych ¢isel, srovname-li jej se souftem prvnich
mocnin téchto &isel. Jisté nemuZe nikdo popfit, Ze kaZdy ¢len Fady
vSech étverca

P24 3845 T4 P10+ ininf =] 2
14449416+ 25+ 36449 + 64 + 81 4 100. . .ininf. —

se objevi také v fad€ vSech prvnich mocnin p¥irozenych é&isel
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1+2+34+44+54+64+7+8+4+94+104+11 412413 4
+14+15-l—-16....ininf.=31,

ponevadz je také pnrozenym éislem; rovnéz tak, Ze v posledni fadé

S je vedle viech &lent S jesté mnoho jinych (dokonce nekoneéné

mnoho) &lend, které chybi v fadg S, ponévadz pravé nejsou druhymi

mocninami. Nicméné g, soucet vSech &tvercu, neni mensi, nybrz

1

nesporné vétsi neZ soufet prvnich mocnin viech ¢&isel S. Nebot
za prvé jisté je v obou fadach t4% mnoZina &lent (jedté nez o nich
uvaZujeme jako o soudtech, a tedy dokud nejsou rozloZitelné vlibovolné

2x2

mnoZiny &asti), p¥esto to, Ze se to zda byt naopak. Tlm, Ze povysime

kaZdy jednotlivy &len fady S na G&tverec fady S ménime pouze
utvareni (velikost) téchto &lent, nikoli jejich mmoZstvi. JestliZe
viak je mnoZina ¢lent v é a ; téz, je jasné, Ze .; musfi byt mnohem
vétsi neﬁ .;', nebot s vyjimkou prvniho ¢lenu je kazdy z ostatnich
v S rozhodné vétsi neZ jemu 6dpovidajici &len é; takze .;, chapana
jako veli¢ina, obsahuje v sobé celé é’ jako dil a ma jesté dalsi dil,

- ktery opét poskytne nekoneénou ¥adu o stejném poétu élenu jako g,
totiz:
0,2,6,12, 20, 30, 42, 56, .. . n(n—1) .. .in inf.,
v ni%, s vyjimkou dvou prvnich ¢lenii, jsou vSechny nasledujici
Sleny vétsi nez odpovidajici jim &leny v é, takZe soudet celé ¥ady
je nesporné opét vétsi nei é Odeéteme-li od tohoto zbytku opét
fadu é; dostaneme jako druhy zbytek ¥adu o té%e mnoZiné é&lent
-1,0,3,8,15, 24, 35,48, ...n(n—2),...ininf,

v ni%, s vyjimkou prvnich t¥{ ¢lent, jsou opét vSechny dalsi ¢leny

1
vétsi, nez odpovidajici jim ¢&leny v S; takZe i tento tfeti zbytek
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: 1
musime nesporné povaZovat za vétsi ne% S. JeZto se da v téchto

z4vérech bez omezeni pokradovat, vysvita z toho, Ze soudet S je ne-
1 ,
koneéné&krat vétsi ne# soudet S; nebot mime obecné

§~m§=a—mo+mh_%o+ah_%o+ah_@0+m
+.eeit+(m—m?) 4 ...+ n{m—m)4...ininf,

v kteréZto ¥adé je pouze koneény podet zipornych &lent, m-ty je 0,
viechny nasledujici viak jsou kladné a rostou do nekoneéna.

§ 34

Ne% postavime do pfislusného svétla nespravnost ostatnich tvr-
zeni, o nichZ jsme se zminili jiZz v § 31, musime je$té urdit pojem
nuly trochu pfesnéji, nez se obvykle déje.*)

Nesporné chtéji viichni matematikové, aby se spojoval se znakem 0
védomé jen takovy pojem, ktery pfipousti napsat obé rovnice

LA—Ad=0, IL.A40=A,

a to at je A jakykoli vyraz pro veliinu, lhostejno, zda odpovida
skutetné ¢i zcela bezpfedmétné veli¢iné. Tu pFizna kazdy, Ze je to
pi¥ipustné jen tenkrit, nedivime-li se na znak samotné 0 jako na repre-
zentanta skutefné veli¢iny, nybrZ, oznaduje-li nam pouze nepfi-
tomnost néjaké velifiny, a povaZujeme-li znak 4 4 0 za poZadavek,
ani k libovolné velifiné, oznaéené A4, ve skutednosti nic nep¥iditat,
ani od ni nic neodéitat. Bylo by vak omylem domnivat se, %e objas-
néni nuly jako bezpiedmétné veliéiny postaéi samo k vplnému
uréeni pojmu, ktery s timto znakem matematikové spojuji. Nebot
v matematice jsou zfejmé obvykla jesté jind oznaleni velidin, jako
zejména znak l/ri, v analyze tak neobydejné duleZity, kterd jsou
rovnéZ bezpfedmétna a ktera presto nesmime pokladat za ekvi-
*) Velice rad pi'iznévém panu M. Ohmovi .zésluhu, Ze byl ve svém velmi cenném
»Versuch eines vollkommen konsequenten Systems der Mathe-

matik* (2. vyd. Berlin 1828) prvni, kdo upozorml matematickou vefejnost
ua obtize pojmu nuly.
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valentn{ 0, ani s nimi nesmime tak zachazet. Uréime-li v8ak p¥esngji
vyznam znaku 0 vysvétlenim: ma byt chipan tak, aby obecné
platily rovnice I. a II.: pak ustavujeme pojem, ktery je na jedné
strané dostateéné Siroky, jak to vyZaduje potfeba a zijem védy,
a pfece je na druhé strané dostateéné uzky, aby se zabranilo jakému-
koli jeho zneuZiti.

Piihlédneme-li bliZe, vidime, Ze poZadovanou obecnou platnosti
obou rovnic I. a II. se neurduje specificky jen pojem nuly, ale
Ze i pojmy séitani a odéitani, které tu vystupuji pod znaky + a —,
budou stanovenim téchto rovnic zvlastnim zpusobem roziifeny, coZ
je védé velmi na prospéch.

Pravé tak vyZaduje krom toho jeSté prospéch védy, aby se dal
i pOJem nésobeni chapat v tak Sirokém smyslu, Ze lze p¥ipojit rovnici

III. 0><A AX0=0

bez ohledu na to, &m je A (at je tedy koneénou nebo nekoneéné
velkou & nekoneéné malou veli¢inou, nebo i pouhou pfedstavou
bezp¥edmétné velidiny jako V———l nebo 0).

Koneéné musime téZ pozadovat v zidjmu védy, abychom meohli
chépat i pojem déleni tak obecné, jak jen je sluditelné se tfemi jiz
stanovenymi rovnicemi, abychom tedy mobli i v rovnici

IV. Bx (—%)=(i;—) XB=A

dat znaku B tak Siroky rozsah, jak jen pfipoust&ji ony tfi rovnice
v té obecnosti, kterd jim byla pfiznina. Ty pak vidy piipoustéji,
aby B oznadovalo libovolnou koneénou,i nekoneéné velkou éi neko-
neéné malou veliinu, a jisté téZ imaginarni veliinu V——-l; avSak
nepfipoustéji, aby se polozilo B = 0, tj. abychom jednou uZili nuly
nebo vyrazu ji ekvivalentniho jako délitele. Nebot ponévadZ podle
_III. musi byt 0(4) = 0 p¥i jakémkoli A4: musilo by pak byt také

A : . A
B (—E-) =0, vloiime-'li do IV. B = 0, coZ by s rovnici B (—E) = A,
pozadovanou ve IV, souhlasilo jen v jediném p¥ipadé, kdyby také

A = 0. Abychom se nedostali do kontradikci, musime tedy stanovit
pravidlo, ¢ nesmime nikdy uZit nuly nebo vyrazu ji
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ekvivalentniho jako d&litele v rovnici, kterda mé byt
jesté nééim jinym, neZ pouhou identitou, jakou je tieba
A A
0 0°
Ze je ohled na toto pravidlo naprosto nutny, dokazuji vedle toho,
co bylo fefeno, velmi mnohé nesmyslné dusledky, které plynou
z 4plné spravnych premis, jakmile si dovolime délit nulou.

'

BudiZ a jakakoli realna velidina: kdyby mélo byt p¥ipustné déleni
vyrazem ekvivalentnim nule, nap¥. vyrazem 1 — 1, pak vyjde podle
zndmé metody déleni, jisté zcela spravné, tato rovnice:

a a
-1—_—:[=G—|-a+...—|—a—|—m,

kde muZe vystupovat libovolny podet séitanci formy a. Odeéteme-li

. s - a
ted na obou stranich stejny vyraz velidiny T—3° dostaneme

zcela nesmyslnou rovnici:
at+a-+t...+a=0.
Je-li @ a b dvojice riznych veliéin: pak plati dv& identické rovnice

a—b=a—0»>
b— a = b — a. Tedy sedtenim také

a—a=>b—bnebo
a(l—1) =b(1 — 1).

Je-li nyni dovoleno délit oba &leny rovnice &initelem ekvivalent-
nim nule, dostaneme nesmyslny vysledek ¢ = b, at jsou a a b jaka-
koliv. Je v8ak prece vieobecné znamo, Ze narazime pii rozsihlejsich
vypoétech aZz p¥ilis snadno na nespravny vysledek, odstranime-li

z obou stran rovnice spoleéného d&initele, aniZ bychom se diive

presvéddili, Ze neni nulou.
§35

Bude ted snadné ukizat, jak nespravné tvrzeni mnozi vyslovuji,
Ze totiZ vymizi nejen nekoneéné mala veli¢ina vyssiho ¥adu, spojena

58




s¢itanim nebo od¢itanim s jinou velifinou niZ§iho ¥adu nebo s velidi-
nou koneénou, nybrzika%da koneéna veliéina, ba dokonce nekoneénd
velka jakkoli vysokého ¥adu, spojend séitinim nebo odéitanim
s jinou nekoneéné velkou veliéinou vys$s§iho ¥idu, jako by byla
pouhou nulou. Kdyby se to mélo chipat tak — a v obvyklé
feli, kterd zni jeSté trochu méné opatrné nei vyrazy pravé ufité,
nejsme pied takovymi Spatnymi vyklady smyslu varovini — tedy
kdyby se to meélo, jak ¥ikam, vykladat tak, Ze z komplexu obou
veliéin M + m, kde prvni je nekoneénékrat vétsi neZ druha, by se tato
drubi sméla prosté vynechat, i kdyZ by snad v postupu vypoétu
vypadla sama veli¢ina M (napiiklad odeétenim veliéiny ji rovné):

pak teprve nepotiebuji dokazovat mylnost tohoto pravidla.
Reknou v3ak: tak to neni min&no. Prohldsi-li se veliéiny M
a M 4 m za rovné, nemini se tim, Ze zarucuji stejny vysledek,
jestlize do pokradujiciho vypoétu vstupuji nova spojeni pfi¢itdnim
nebo odéitanim; nybri jejich rovnost spoéiva jen v tom, Ze vedou
k stejnym vysledkiim, mé&fime-li je vyslovné takovou veliéinou IV,
ktera je s nimi stejného ¥adu a k jedné z nich, nap¥. M, je v koneéném
(tedy plné urditelném) poméru. To by vskutku bylo to nejmensi,
co bychom byli opravnéni poZadovat k objasnéni, Ze dvé velifiny
jsou si rovny. Splituji v8ak M a M - m alespori to? Je-li jedna z nich,
nap¥. M, v iracionalnim poméru k mife N, muZe se ovSem p¥ihodit,
Ze pfi nejbéinéjsim méfeni najdeme k libovolné vysokému &islu g
jiné ¢&islo p takové vlastnosti, aby platilo
p_M _p+1

q N
M-+tm !

a muZe se stat, ze také N zustava stale v téchZe mezich,

tj. Ze plati také
L
9

<

M{itm p+1
N < P

- Mo s . .
Je-li v8ak pomér — racionélni: pak existuje takové ¢, pro néz

N
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a naproti tomu llv:—b—m je bud > nebo < % ; tu se projevuje rozdil
téchto veliéin dokonce ve srovnani s pouhymi &isly (koneénymi

veliinami). Jak by se pak mohly nazyvat stejnymi?

§36

Aby takovym kontradikcim zabranili, utikaji se mnozi matema-
tikové podle vzoru Eulerova k vykladu, Ze nekoneéné malé velidiny
jsou skuteéné pouhymi nulami, kdeZto nekoneéné velké velifiny
jsou podily, vznikajici z koneénych veliin délenim pouhou nulou.
Timto stanovenim se vic neZ plné ospravedlnilo vymizeni nebo
odpadnuti nekoneéné malé veliéiny, spojené pficitanim ke koneéné
veli¢iné; avSak tim nesnadnéj$i bylo udinit pochopitelnou existenci
nekoneéné velkych veliéin, stejné jako moZnost vzniku koneéné
veliéiny z podilu dvou nekoneéné malych ¢ nekoneéné velkych
veli¢in, a existenci nekoneéné malych a velkych veliin vysSich
fadu. Nebot nekoneiné velkd velidéina se tak objevila p¥i déleni
nulou nebo p¥i déleni vyrazem, ktery je s ni ekvivalentni (a ktery -
je vlastné bezpfedmétnou piedstavou), tedy zpusobem, ktery je
podetnimi zdkony zakazin; av8ak na vSech onéch koneénych nebo
i nekoneénych veli¢inach, které vznikly délenim nekoneéné veli¢iny
jinou nekoneénou veli¢inou, ulpéla skvrna nelegitimniho zrodu zmno-
honisobena.

Co zdénlivé jesté nejspiSe mluvi pro spravnost tohoto poéitani
s nulami, je jisté zpusob, jak se ma uréit hodnota vehcmy y, zavislé
na x, kterd ma byt uréena rovnici

_ Fx
Y= "0z

v tom zvla$tnim piipadé, kdy% urlitd hodnota x = a uéini bud
jen jmenovatele tohoto zlomku, nebo soudasné i éitatele i jmenova-
vatele rovné nule. V prvnim piipadé, kdyZz @Pa = 0, aviak Fa
zistiva koneénou veliéinou, usuzujeme, Ze y se stalo nekonelns

velkym. V druhém p¥ipadé vSak, kdyZ jak Pa tak Fa = 0, uzavi-
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rame, %e oba vyrazy ®x a Fx.obsahuji j.ed.nou nebo vicekrat ginitele
tvaru (¥ — a), a Ze tedy musi mit formu

Dx = (x — a)™ . px; Fx = (x — a)" . fx:
kde oviem @x nebo fxr mohou p¥edstavovat i konstantu. Je-li nyni

m > n, uzavirime, %e také po odstranéni spoleénych &initeli jme-

v . Fx ‘v
novatele a litatele, kterym se hodnota zlomku —— neméni, bude

Dx

jmenovatel jesté stile pro x = a nulou a setrvime tak p¥i tvrzeni,
Ze hodnota x = a by déavala nekoneéné velké y. Je-li viak m = n,

povazujeme veliinu, kterou vyjadfuje

_F
Ox ~  gx

a
, » Za pravou hodnotu v,

protoZe musi platit

. A je-li koneéné m < n, uzavi-

rame, Ze hodnota x = a uéini veli¢inu y nulou, protoZe nyni se stane
Fx (x —a)r ™. fx
Ox ox

Pro x = a nulou.

O tomto postupu soudim tolik. Je-li hodnota y, p¥isluind k x = q,
prohlidSena v uvedenych p¥ipadech za nekonedné velkou: pak to
muZe byt zfejmé tehdy a jen tehdy ndhodou pravda, nalezi-li y
k druhu téch velidin, které také mohou byt nekoneéné velké;
aviak pfi tom zistava v platnosti, Ze tento vysledek, vyZadujici
zde déleni nulou, nevyplyva z daného vyrazu. Ze samotné okolnosti,
Ze se hodnota y prohlisi za trvale totoZnou s hodnotou, udévanou

vyrazem

Fx . . e . v v
B * 5 da usuzovat na vlastnosti velifiny y jen p¥i vSech
onéch hodnotich x, pfi nichZ onen vyraz pifedstavuje skuteénou
veliéinu, nikoli vSak pfi téch hodnotich x, kdy je tento vyraz bez-
pfedmétny; jak tomu je, kdy% jeho jmenovatel, nebo jen jeho &itatel,
nebo dokonce oba jsou nulou. Jisté se da ¥ici, Ze v zminéném prvnim
piipadé, kde jen @x = 0, se y stane vét3i, a ve druhém piipads,
kde jen Fx = 0,sey stane men8i nez jakakoli dana veli¢ina,
Fx

o obsahuje stejny podet faktord

konelné v tfetim p¥ipadé, kde
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tvaru (x — a) v &itateli i jmenovateli, blizi se y libovolng tésnd
fa |

k hodnoté —— , jestliZe se x bliZi libovolné tésné k hodnoté a: aviak
pa

z toho vieho neplyne nic pro povahu této hodnoty tam, kde vyraz

Fx . C o as A .
——je bezpfedmétny, tj. nepfedstavuje vabec Zadnou hodnotu,

Dx

protoze nabyva bud formy samotné 0 nebo formy < nebo dokonce

0
formy —g— . Nebot véta o rovnosti hodnot dvou zlomku, z nichZ jeden

se 1i§i od druhého jen vypusténim spoleéného é&initele, obsaZeného
v Citateli i jmenovateli, plati jisté ve vZech p¥ipadech, jen v tom
ne, kdy je tento Citatel nulou; protoZe jinak timtéZ pravem, kterym
2.0 2

3.0 3

bychom chtéli tvrdit, Ze by se také mohlo -tvrdit,

Ze libovolnid veliéina, nap¥. 1000 = E Nebot jisté plati jak

3
) Y . .., 2.0
300.0 =0, tak také 2.0 = 0. KdyZ se tedy smi poloZit 30
= %, smi se také poloZit
2 X (3000.0)  (2.3000).0 _ 2.3000 1000

3x(2.00 (3.2).0 3.2

Chybny zavér, ktery tu bije do oéi, byl dfive jen proto méng
napadny, Ze se déleni {initelem (x — a), ekvivalentnim nule, pro-
vadi ve form&, kterd tuto nulovou hodnotu zakryvi. A protoZe
odstranéni tohoto d&initele je v kaZdém jiném p¥ipadé dovoleno,
piedpokladime tim daveiivéji, %e si je muzeme dovolit v tomto
piipadé, nebot hodnota pro y, kterid se objevi, vyjde pravé tak,
jak ji domnéle opravnéné ofekidvame; vyjde totiZ presnd tak, jak
to vyZaduje zikon spojitosti, je-li hodnotou koneé&nou; vyjde
nula, jestliZe nejbliZ3i hodnoty ubyvaji a% k nule, a vyjde nekoneéné
velka hodnota, jestliZe nejblizsi hodnoty rostou do nekoneéna. Avsak
pfitom se zapomind, %e zdkonem spojitosti se neiidi viechny pro--
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ménlivé velidiny, dale, %e velifina, kterd se stane libovoln& malou,
piibliZi-li se x hodnoté a libovolné blizko, nemusi jesté proto byt
nulou p¥i x = a; a Z%e pravé tak, roste-li do nekoneéna, kdyz x
se bliZi hodnoté a, nemusi se stat pro x = @ opravdu nekoneénou.
Zejména v geometrii je neséislné mnoho veliin, které neznaji Zadny
zakon spojitosti, nap¥iklad velikosti éar a hla, jeZ slouZi k urdeni
obvodi a povrchu mnohothelnikii a mnohosténi, a mnohé jiné.

§37

Agkoliv muZeme dosavadnimu podéni nauky o nekoneénu
vytknout tolik zavaZnych nedostatkii, a domnivam se, %e nikoli
nepravem; piece je znamo, 7e dostaneme vétSinou zcela sprav-
né vysledky, fidime-li se s naleZitou obezietnosti pravidly, ktera
jsou obecné zavedena pro poéitini s nekoneénem. Takové vysledky
by nikdy nemohly vychézet, kdyby neexistoval zpusob, jak tuto
poéetni metodu pojmout a jak s ni pracovat, ktery je vskutku
bezvadny; a rdd véiim, Ze to byl v podstaté tento zpusob, ktery
tanul na mysli bystrym objevitelim oné metody, aé nebyli jesté
soudasné schopni vyloZit své myslenky o tom se v5i zietelnosti;
coZz se v obtiZznych piipadech zdafi obvykle aZ po opétovanych
pokusech.

Budi? mi tedy dovoleno, naznaéit zde jen v nékolika malo obry-
sech, jak se musi podle mého minéni tato poletni metoda pojimat,
aby se dala dokonale ospravedlnit. Postaéi pohovofit o postupu,
ktery pozorujeme u tak zvaného diferencialniho a integral-
niho podétu, nebot metoda poéitini s nekoneéné velkym vy-
plyne z toho jiZz snadno pouhym protikladem, zejména po tom
vSem, co jiZ vykonal Cauchy.

Nepotfebuji tu vubec tak omezujici podminku, kterd by jinak
byla jisté¢ povaZovéna za nutnou, Ze velifiny, s nimiZ se podita,
se mohou stit nekoneéné malymi; coZ je omezeni, kterym jsou
z oblasti této poletni metody pfedem vyloudeny vSechny ohrani-
cené veli¢iny fasové a prostorové, také viechny sily ohranifenych
substanci, tedy v podstaté vSechny veli¢iny, na jejichZ uréeni nam
pravé nejvice zaleZi. NepoZaduji nic jiného, neZ aby tyto velifiny
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mély svou derivovanou funkeci (une fonction derivée podle vykladu
Lagrageova), pokud jsou proménnymi, zdvisejicimi na jedné
nebo vice jinych veli¢inach, ne viak volné proménnymi, a to, aby
ji mély i kdyZ ne pro vSechny hodnoty své primitivni funkece,
tedy. alespoii pro vsechny takové hodnoty, kde se ma vypoétu
platné uzit. Jinymi slovy, oznaduje-li x jednu z voln& proménnych
velidin a y = fx velidinu na ni zavislou: pak, ma-li na§ vypodet
dat spravny vysledek pro vSechna x, leZici uvnitf intervalu x = a
a x = b, musi y zaviset na x tak, Ze pro vSechny hodnoty x, leZici
uvnitf @ a b podil

Ay _ flat Ax) —fo

Ax Ax

vznikly délenim piirastku y p¥islusnym piirtstkem x, se libovolng
blizi bud konstantni veli¢iné, nebo veli¢iné f'x, zavislé pouze na x,
vezmeme-li jen Ax dostateéné malé, a' potom zistiva jeSté stile
tak blizko nebo se p¥iblizi jestd vice, uéini-li se Ax jeSté mensi*).
Je-li dana rovnice mezi x a Yy, je obecné znidmou a snadnou véci,
nalézt tuto derivaci y. Kdyby napf.

¥y =ax®+ a® (1)
méli bychom pro kazdé Ax, pokud jen neni nulou,
(y + Ay)* = a(x + Ax)® + a® (2)
odkud vyplyva podle znamych pravidel
Ay 2ax + alAx

@)

Ax 3y% + 3y Ay + Ay?
_ 2ax n 3ay?Ax — 6axy Ay — 2ax Ay?
3y 9% + 93Dy + 3y*Ay?

A hledanid derivace y nebo (podle Lagrangeova oznadeni) y'

2ax
by byla B
Ay
Ax ’

*) D4 se ukézat, Ze viechny z4visle prom&nné veliéiny, jsou-li jen vibec
uréitelné, musi byt viziny timto zdkonem tak, Ze vyjimky z né&ho, i kdyZ
v nekoneéném mnozstvi, mohou nastat vidy jen pro osamocené hodnoty
jejich volnych proménnych.

to jest funkce, ktera vznikne z vyrazu
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kdy% po p¥islu¥ném jeho rozvinuti, pfi ném?z totiz v &itateli i jmeno-
vateli oddélime ¢leny, nasobené Ax nebo Ay od ostatnich, tedy
ve vyrazu

2ax 4 aAy
3y* + 3y Ay + Ay?

poloZime oboji, jak Ax tak Ay = 0.

Nepotiebuji ifkat, jak mnohonédsobny uZitek diva objev této
derivace; jak se pomoci takové derivace da vypodist kazdy koneény
pfirastek y, odpovidajici koneénému piirastku x; a jak se také
da uréit puvoedni funkce fx aZ na konstantu, je-li opaéné déana jen
derivace f'x.

ProtoZe vsak, jak bylo pravé poznamenano, obdrZzime derivovanou
funkei zavislé veliéiny y vzhledem k jeji proménné x, jakmile polo-
Zime ve vyrazu

: Ay
Ax
jak Ax, tak Ay = 0, kdy% byl pfedtim tak rozvinut, aby ani Ax
ani Ay se neobjevilo jako délitel; nemusilo by jisté byt tak nevhodné,
oznalit derivaci tfeba takto:

dy

dx °

kdy# p¥itom prohlisime, ¢ na jedné stran& viechna Ay, Ay

Ay
Ax
nich, mdme pova¥ovat za pouhé nuly a tak s nimi zachézet;

d . T,
na druhé strané vsak, Ze znaké— se ma chapat nikoli jako

podil dy a dx, nybr% pravé jako symbol derivace y podle x.

vyskytujici se v rozvoji , anebo oviem dx, dy psand misto

Je jasné, Ze proti takovému postupu jiZ nemuZe byt vznesena
namitka, %e-by p¥ipoustél takové poméry velifin, které vabec ne-
existuji (nula k nule); nebot nechceme ono oznageni brat na védomi
nijak jinak, nez jako pouhy znak,
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Pravé tak bezvadné bude i dile, kdy% druhou derivaci y podle x,
tj. tu veli¢inu, zavislou pouze na x, (nebo snad také pouhou konstan-
tu), které se podil

Azy
Ax?
libovolné bliZi, jakmile jen maZeme vzit také Ax libovolné malé,
” &’y ‘
oznacime —W

a vyloZime tak, 7e povaZujeme veli¢iny Ax?, Ay, vyskytujici se
2

V rozvoji —A—J%;—’ za pouhé nuly a tak s nimi také zachidzime, avSak

d%y

nesmime vidét ve znaku Iz
_ x

déleni nuly nulou, nybrZ jen symbol
A2

Ax?

funkce, ve kterou pfechazi rozvoj

po zméné pravé poZadované.

dy d2y

dx 7 da?’ "7

vyznam, muZeme piisné dovodit, Ze kazda proménna velifina, zavi-

JestliZze jiz pfedpokladame, Ze znaky maji tento

sejici stanovitelnym zptsobem na jiné volné proménné x,

y=fx
je nanejvys s vyjimkou uréitych izolovanych hodnot veliéin x a Ax
vazana rovnici

f<x+Ax)=fx+Ax.ddf;x+Ax Efs | AP df

T2 a2 T1T.2.3 de T

Ax? d® f(x + pAx),
Toeendt 1.2...n° dx® ?

kde p < 1.%)

*) Dikaz této véty, a to pro kazdy druh zdvislosti y na x, Ihostejno, zda je ndm
znima a lze ji popsat dosavadnimi znaky ¢i ne, byl autorem jiz d4dvno napsén
a bude snad co nejdiive uvefejnén.

V.
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Nikomu nenf neznamo, jak mnohé dileZité pravdy obecné nauky
o veli¢inich (zejména takzvané vyssi analyzy) mohou byt zdavod-
nény touto jedinou rovnici. AvSak i v uZité nauce o veliéinach,
v nauce o prostoru (geometrii) a v nauce o silach (statice, mechanice
atd.) razi tato rovnice cestu k FeSeni nejtézSich problému, napf.
rektifikace ¢ar, komplanace ploch, kubatury téles, aniz by tu bylo
tfeba jakéhokoli sporného piedpokladu, Ze néco je nekoneéné malé,
ani jiného domnélého principu, jako je zndmy archimedovsky
a mnohé jiné.

Je-li v8ak dovoleno napsat rovnice takového druhu, jako je nap¥.
formule pro rektifikaci k¥ivek v pravotihlé soufadné soustavé

= T G ()]

ve vyznamu dfive vysvétleném: pak bude téZ moZné, aniZ bychom
se vydali v nebezpedi omylu, napsat rovnice takového druhu, jako
je tieba tato:

d(a + bx 4 cx® + dx® + ...) = bdx + 2cxdx 4 3dx?dx + .. .;
ds? = da? 4 dy? + dz?;

nebo, oznaduje-li r polomér kruZnice kfivosti u k¥ivky s jednodu-
chou kfivosti

ds®
r= d2 ik mnohé jiné,

kde stile pokladame znaky dx, dy, dz, ds, d’y atd. ne za znaky
skuteénych veliéin, nybr# spiSe za znaky rovnocenné nule, a na celou
rovnici se nedivime jinak, neZ jako na komplex znaku, ktery
je tak utvafen, %e se nikdy neobjevi nespravny vysle-
dek — pokud s nimi providdime pouze takové zmény,
které dovoluje algebra u viech znaka skuteénych veliin
(zde tedy také déleni dx apod.) — jestliZze se nakonec poda¥i,
aby nam znaky dx, dy, atd. vymizely na obou stranéch
rovnice.

Lze lehko pochopit, Ze tomu tak je a Ze tomu tak musi byt. Nebot
je-li nap¥. rovnice
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ds dy \?
==+ (S
dx dx
bezvadna: jak by neméla byt bezvadna i rovnice
ds? = da? + dy?;
kdy? se di pravé uvedenym postupem okam#itd odvodit z této
rovnice i rovnice pfedchozi?

Je koneéné nasnadé, %e nemiZe vést k Z4dnému omylu, jestliZe
v néjaké rovnici, obsahujici znaky dx, dy, ..., vypustime pro zkra-
ceni postupu vSechny ty séitance, o kterych vime pfedem bezpeéné,
%e na konci vypoitu odpadnou jako veliiny ekvivalentni nule.
Tak muZeme zpozorovat ihned, dostaneme-li se nap¥. néjakym vy-
poctem k rovnici (plynouci z (1) a (2))

3y2. Ay + 3y . Ay2 + Ay} = 2axAx + a. sz,:
ktera nabude tvaru
3y?.dy 4+ 3y .dy? + dy® = 2axdx + adx?,
Ze prejdeme-li k znakim ekvivalentnim s nulou, odpadnou v ka%dém
piipadé nakonec séitance, obsahujici vyS8i mocniny dy?, dy3, dx?
a tak napiSeme tedy jen
h 3y?.dy = 2axdx;
odkud pak ihned vyplyva hledani derivace y podle x

dy  2ax
dx ~  3y?

Cely postup, abychom to jest& nakonec vyjadiili jednim slovem,
spodiva na principech zcela podobnych tém, na nichZ je zaloZeno
poéitani tak zvanymi imaginarnimi velidinami (které jsou pou-
hymi znaky, podobné jako naSe dx, dy,...) anebo také zkricena
metoda déleni, nalezend v novéjsi dobé, a jiné podobné zkricené
vypoéty. Zde totiZ postadi, pravé tak jako tam, dokizat opravnénost
postupu tim, e ddme zavedenym znakém

dy dy — (1= /=1 )
dx, =—, —5,... [[—1 —1p, V7= atd
(@ & e VL 0= L
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jen takovy vyznam, a dovolime si provadét s nimi jen takové zmény,
e posléze jsou obé strany rovnice co do své pravdi-
vosti pokaZ?dé ekvivalentni, jestliZe se totiZ na konci
objevi misto bezpfedmétnych znaku takové znaky,
které oznaduji skuteéné velidiny.

§38

Obratime-li se k aplikované &asti nauky o veli¢inach, setkame
se s prvnim paradoxem v oblasti nauky o é&ase, a to v pojmu
¢asu samého, pokud by mél mit povahu spojité rozlohy. Aviak
jiZz odeddvna doléhaji na nas proslulé zdéanlivé kontradikce,
které lidé domnéle nachizeli v pojmu kontinua jako spojité rozlohy
jak &asové, tak prostorové, a dokonce materiilni; Ze o nich budeme
uvaZovat spoleéné.

Bylo velmi dob¥e rozpoznano, Ze vSe, co ma rozlohu, musi byt
sloZeno z &asti, jak to odpovidi jejimu pojmu; poznalo se dile,
Ze se bez bludného kruhu nedé vysvétlit podstata rozlohy sloZenim
z takovych &asti, které ji% samy rozlohou maji; chtéli viak nicméng
najit spor i v pfedpokladu, Ze rozloha vznika z ¢asti, které jiZ samy
Zadnou nemaji, nybrZ jsou zcela jednoduché (éasové okamZiky, body
v prostoru, atomy, tj. jednoduché skuteéné substance ve vesmiru).

Kdy% byla poloZena otédzka, co je na tomto poslednim vykladu
- zdvadné, pravilo se jednou, Ze vlastnost, kterd chybi viem &astem,
nemiuZe piisluSet ani celku; jindy zase, Ze dva body, jak v d&ase,
tak v prostoru, a pravé tak i dvé substance, maji mezi sebou néjakou
vzdalenost, a Ze tedy nikdy netvofi kontinuum.

Nemusime vZak opravdu mnoho uvaZovat, abychom rozpoznali
nesmyslnost téchto namitek. Vlastnost, kterd chybi vem &istem,
Ze by neméla p¥isluset celku? Pravé naopak! KaZdy celek ma a musi
mit mnohé vlastnosti, které chybi astem. Automat mi vlastnost
napodobit uréité pohyby Zivého ¢lovéka tak, Ze nas to aZ klame,
avSak jednotlivé 8asti, péra, kolecka atd. tuto vlastnost nemaji. —
Ze ka?dé dva okamiziky jsou oddéleny nekonenou mnozinou oka-
mzika, poloZenych mezi nimi; Ze privé tak je mezi dvéma body
prostoru nekoneénid mnoZina bodd, jeX jsou polofeny mezi nimi,
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a %e dokonce v oblasti skuteéna je mezi kaZdymi dvéma substan-
cemi nekonefna mnoZina jinych — to ovSem je nutno pFipustit;
avSak jaky spor z toho plyne? Plyne z toho jen tolik, Ze pouhymi
dvéma body, ba ani tfemi, étyfmi, a kaZdou konedénou mnoZinou
bodu se Ziadna rozloha nevytvofi. S tim vSim jsme srozuméni, ba
dokonce jsme srozuméni i s tim, %e ani nekonenid mnoZina bodi
nepostaéi vidy k vytvoFeni kontinua, nap¥. jakkoli kratké &ary,
nemaji-li tyto body soudasné pfislusné uspofadani. Pokusime-li
se totiZ uvédomit si jasné pojem, ktery oznafujeme nazvy ,,spojita
rozloha nebo kontinuum®: neobejdeme se bez vysvétleni, Ze kon-
tinuum existuje tam, avSak také jen tam, kde existuje souhrn
jednoduchych pfedméti (bodi v éase nebo prostoru nebo téz jedno-
duchych substanci), které jsou tak poloZeny, Ze kaidy jednotlivy
z nich ma v tomto souhrnu souseda, a to v kazdé vzdalenosti, ktera
jen je dostateéné mala. KdyZ tomu tak neni, kdyZ je nap¥. v daném
souhrnu prostorovych bodu jen jeden jediny, ktery neni tak husté
obklopen sousedy, aby se dala prokazat existence souseda pro kazdou
vzdalenost — jen kdyZ je dostateéné mala: pak fikdm, Ze tento bod
je osamoceny (izolovany) a %e onen souhrn pravé z tohoto duvodu
netvoifi dokonalé kontinuum. Neexistuje-li viak v daném souhrnu
boda ani jediny osamoceny bod v tomto smyslu, mé-li tedy kazdy
z nich v sebe mensi vzdalenosti alespoii jednoho souseda: pak ne-
zbyva jiZz nic, co by néas opraviiovalo, abychom tomuto souhrnu
odepieli nizev kontinua. Nebot co jesté bychom chtéli pozadovat?

»loto* bude odpovéd, ,,aby ke ka?dému bodu existoval
takovy, ktery se ho pfimo dotyka!“ — Aviak tu Ziadame
néco, co je ziejmou nemoznosti, co v sob& obsahuje spor. Nebot
kdy chcete ¥ici, Ze se dva body dotykaji? Snad kdy% hranice jednoho
(nap¥iklad jeho prava strana) spadd v jedno s hranici druhého (nap¥i-
klad s jeho levou stranou)? AvSak body jsou jednoduchymi
Castmi prostoru, nemaji tedy Z%adna ohranideni, Zidnou pravou
a levou stranu. Kdyby jeden mél pouze &ast spoleénou s druhym,
byl by s nim toto#ny; a kdyby mé&l mit vzhledem k nmu n&co od-
liného, musily by leZet vné sebe, a tedy by tu musil jesté byt prostor
pro bod, ktery leZi mezi nimi; ba dokonce tam  musi byt .prostor
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pro nekoneénou mnoZinu bodi, protoZe o tomto stfednim bodu
plati vzhledem k oném dvéma totéz.

»AvSak toto vie®, jak se ¥iki, ,,se neda pochopit!* Zajisté
Ze se to neda pochopit pomoci prsti, neda se to oviem také vnimat
o¢ima; avSak pozna se to rozumem, a to jako néco, co je nutné tak
a nemuZe byt jinak, takZe vznikne spor aZ tehdy, kdyZ si to pred-
stavujeme jinak, nespravné.

Piesto se pokraéuje: ,,Jak je nepochopitelné p¥edstavit si v nej-
kratsi ¢afe jeSté nakupeni nekoneéné mnoha bodu, ba dokonce neko-
neénou mnoZinu takovych nakupeni, coz viechno musime &init podle
béZného udeni! Nebot musime mit moZnost, rozlozit i tu nejkratsi
daru dokonce jesté v nekoneénou mnoZinu jinych &ar, kdyz ji nejprve
rozloZime na dvé poloviny, potom tyto poloviny opét na poloviny a tak
stile bez konce!* -— V celé této myslenkové souvislosti nenachazim
nic mylného aui podivného, a% na jediny vyraz, totiZ nejkratsi
éary, ktery si mnozi nechaji uklouznout jen z nedostatku pozor-
nosti, protoze takova dara neexistuje a nemuzZe existovat, a o té,
o které se tu pravé uvaZuje, se p¥imo ¥ika, e muZe byt rozloZena
v kratsi 8ary. Kazda nekoneéni mnoZina, a to nejen bodé samotné
ary, se da rozloZit v &asti, které samy obsahuji nekoneéné mnoZiny,
ba dokonce se di rozloZit v nekoneéné mnoho takovych &asti.
0o oo oo .
—2— ° '_4— ° '§_ * e oo
nekoneéné mnoZiny. Tak je to obsaZeno v pojmu nekoneéna.
»Ale jaky smysl“ (odvazil by se nakonec ¥ici ten, komu by se dosa-
vadni objasnéni snad pFec jen nejevila po delsi tvaze uspokojivi)
»mame dat tvrzeni téch matematiki, ktefi sami vykladaji, Ze rozloha
se neda vytvofit Zadnym, byt sebe vétsim nahusténim bodd a Ze se
neda rozkladem na sebe vétsi mnoZinu &asti rozebrat aZ na jednotlivé
body?* — P¥isné& fefeno, mélo by se oviem na jedné strané udit,
Ze koneénd mnoZina boda nevytvo¥ nikdy rozlohu a nekoneéna
mnoZina bodu jen tehdy, potom vSak vidy, je-li splnéna vickrit
jiZ zmin&né podminka, %e totiZz ka?dy bod ma pro kaZdou dostateéng
malou vzdalenost urédité sousedy; p¥itom by se vSak na druhé
strané mélo p¥iznat, Ze také ne kaZdy rozklad daného prostorového
pfedmétu dospivd aZ k jednoduchym ¢dstem, zejména Ze k' nim

Nebot znameni-li co nekoneénou mno#inu, jsou také
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nedospéje zadny rozklad na takové &asti, jejichZz mnoZina by byla
koneéna, ale ani ne kaZdy takovy rozklad, ktery pokraduje do neko-
neéna (nap¥. pokradujicim pilenim), jak jsme vidéli p¥edtim. Musime
nicméné trvat na tom, Ze #adné kontinuum nemuZe nakonec vznikat
z niéeho jiného, nez z boda a zase jen z bodu. A oboji je velmi dobie
sluditelné, jen kdyZ se to spravné pochopi.

§39

Predem lze odekavat, %e vlastnosti oné spojité rozlohy, kterou
je ¢as, budou jesté budit zvlastni pohorSeni. Nauka o fase musila
piedeviim poskytnout vitanou latku zvlasté tém filosofim, kte¥i
tak jako skeptikové se zaméfili zejména na to, aby lidské pojmy
jen popletli a nasli zdanlivé spory, misto toho, aby je ozfejmili.
Zminim se tu vSak jen o tom nejduleZitéj$im, ponévadZ ne vse,
co se v té véci uvadélo, se tyka pojmu nekoneéna.

Kladla se otazka, zda je ¢as nééim skuteénym, a kdy%, zda
je substanci nebo adherenci, a v prvnim p¥ipadé zda je stvofen &i
ne? ,,Plati-li ono* minili, ,,musi mit zadatek a jisté také jednou
skonéi, musi se tedy ménit, a tedy potfebuje opét jiny éas, v némi#
by se ménil. Je¥té nesmyslnéjii je, prohlajovat fas za samotného
boha, nebo za adherenci, kterd na ném tkvi. Jisto je také, Ze se
stavél Sas proti v&&nosti; &im ta je? Jak je mo¥né, Ze v jediné,
sebe krati chvilce, je obsaZena nejen nekoneéna mnoZina okamziku,
nybrz dokonce celych &asovych intervalda, napf. v jediném
miiknuti oka, od néhoZ ma kaida jednoduchi ¢ast Casu nazev
okam#iku? Aviak ve skuteénosti (jak ¥ekli nakonec) Zadny d&as
neni! Nebot as, ktery minul, tu jiZ neni, zfejmé protoZe jiZ prosel;
budouci &as vSak jesté nyni nenastal, protoZe je teprve budouci;
a koneéné, co je pfitomno, neni ni¢im jinym ne% pouhym okam#zi-
kem v nejp¥isnéj$im smyslu toho slova, ktery nema #adné trvani,
a proto nema také 74dné naroky na nizev fasu.*

Ve smyslu mych pojmi neni oviem ¢as nic skuteéného ve vlast-
nim smyslu slova, kdy skuteénost piisuzujeme jen substancim
a jejich silam. NepovaZuji jej tedy ani za samotného boha, ani
. za stvofenou substanci,-ani za adherenci jak na bohu, tak na néjaké
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stvofené substanci anebo jejich souhrnu. Proto pravé meni také
ni¢im proménlivym, ale spife tim, v em se veskera zména déje.
Rekneme-li opak, jako v piislovi: éasy se m&ni, pak se tu Sasem
rozuméji pouze véci a jejich stavy, jak bylo jiz davno pfipomenuto.
Sam &as, abychom to ted podrobnéji uvedli, je tim uréenim, vysky-
tujicim se na ka?dé (proménné, nebo coZ je totéz) zavislé substanci,
-jehoZ pFedstavu musime p¥ipojit k pfedstaveé této substance, abychom
ji mohli pravdivé pfisoudit jednu ze dvou sobé odporujicich
vlastnosti, b a non-b, a druhou odmitnout.

Pifesnéji vzato je uréenf tu zminéné jedinou jednoduchou
éasti Casu, ¢asovym bodem nebo okamiZikem, v némZ si musime
piedstavit substanci x, které chceme pfipsat jednu ze dvou sobé
odporujicich vlastnosti b a non-b; takZe nas vyrok musi vlastné
~ znit: x v okam¥iku ¢ m4 bud vlastnost b nebo non-b. Za pfedpokladu,
Ze tento muj vyklad pojmu okamZiku bude uznén spravnym, mohu
jasné udat co je sam &as, a to veSkery &as neboli véénost, totiZ
ten celek, jemuZ naleZeji viechny okamziky jako &asti (dily). A kaZdy
koneény é&as, tj. kazdé trvani, obsaZené mezi dvéma okam‘iiky,
neboli asovy interval, vyloZim jako souhrn vSech okamZiki,
které le?i mezi ondmi hraniénimi. Podle téchto vyméri neni tedy
Zadny rozdil mezi fasem a vécnosti, rozumime-li jimi ovSem d&as
veelku, v obou smérech bez konce, a ne (jak se dasto d&je) das ome-
zeny, koneény. Je ovSem jisté velky rozdil, jak v tomto ¢ase existuje
bih a jak v ném existuji proménlivé nebo stvofené bytosti. Ty existuji
v éase, ménice se v ném, kdeZto buh je v kazdé dobé tyZ, naprosto
neproménny. To dalo podnét, aby sdm byl nazvan vé&nym, kdeZto
ostatni bytosti, jeho vytvory pomijejicimi. — MuZe byt oviem
tézkou tdlohou pro nasi fantazii, vymalovat si ve smyslovém obrazu
to, Ze jiz kaZda sebe kratsi chvilka, jako je mZiknuti oka, obsahuje
nekoneénou mnoZinu celych éasovych intervali; ale staéi, pochopi-li
to rozum a pozné-li to jako néco, co. viibec jinak nemiiZe byt.
Z pojmu &asu, jak jej zde nastifiujeme, se da poznat i sim jeho
objektivni zdklad; ale jeho rozbor by tu zabihal p#ili§ daleko. Nesmy-
slné by bylo jen to, kdybychom tvrdili, Ze krat%i doba ma tutéz
mno¥inu okam?ikii jako del¥i doba, anebo Ze nekoneéné mnoha
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¢asovym intervalim, na né% je mo#no rozdélit kratéi dobu, p¥islusi
stejna délka jakou by mély v néjaké delsi dobé.

Koneéné klamny zvér, ktery chce dplné zniédit realitu pojmu éasu,
je tak zifejmy, Ze jeho vyvraceni sotva vyZaduje jediného slova.
Pfiznavam ovSem, Ze ¢as neni nic existujigiho a proto oviem nema
existenci ani ¢as minuly, ani ¢as budouci; nebot nema ani soudéasnou’
existenci: avSak jak z toho ma plynout, Ze €as neni ni¢im? CoZ
nejsou véty a pravdy o sobé — ni¢im, aé by nikomu nenapadlo
tvrdit, Ze jsou né&im existujicim— nezamériujeme-li je ovSem
za skuteéné mySlenky nebo soudy, pochopené védomim myslici
bytosti?

§ 40

Pokud jde o paradoxy v nauce o prostoru, je znimo, Ze lidé
ani prostor neumséli vysvétlit; Ze jej Casto povaZovali také za néco
existujiciho, asto jej zamériovali za substance, které jsou v ném,
asto jej pokladali dokonce za samotného boha, piinejmensim za jeden
atribut boZstvi; Ze i veliky Newton piiSel na myslenku, prohlasit
prostor za domnélé pocitové stiedisko boZstvi: Ze p¥ipoustéli ¢asto
nejen pohyb substanci, nachazejicich se v prostoru, nybrz i prostoru
samého, tj. zménu polohy jeho mist; %e podle jejich domnélého
objevu (podinajic Descartesem) neexistuji v prostoru vsechny
substance, nybr# jen tak zvané materidlni: a% posléze Kant piipadl
na ten neitastny népad, ktery po ném jeSté mnozi papouskuji,
Ze se nema ani prostor, ani ¢as pokladat viibec za néco objektivniho,
nybri za pouhou (subjektivni) formu naSeho néazoru; Ze byla
od té doby kladena otazka, zda jiné bytosti nemaji jiny prostor,
nap¥. o dvou nebo étyfech rozmérech; Ze koneéné nas chtél Her-
bart mimo to obdafit dvojitym prostorem, tuhym a spojitym, a pravé
takovym dvojitym éasem. O tom viem jsem se jiZ vyslovil na jinych
mistech.

Prostor, podobné jako éas, neni pro mne Ziadnou vlastnosti
substanci, nybrz pouze jejich uréenim, a to takovym, %e nazyvam
misty, na nichZ jsou stvoiené substance, ta jejich uréeni, ktera
oduvodiiuji, proé tyto substance pii svych vlastnostech vyvolavaji
vespolek v uréité dobé pravé takové a ne jiné zmény, a souhrn
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véech mist pak nazyvdm prostorem, dplnym prostorem. Tento
vyklad mi umo#nil odvodit objektivné nauku o prostoru z nauky
o Casu, tedy nap¥. ukézat, Ze prostor ma tfi rozméry a proé je ma,
jakoZ i mnoho jiného. '

Domnivam se tedy, Ze nemusim dale mluvit o paradoxech, které
se hledaly jiZ v pojmu prostoru, v oné pfedmétnosti, kterou ma
mit, ackoli neni niéim skuteénym, v nekoneéné mnoZiné jeho &asti
a v spojitém celku, ktery tyto &asti spolu vytvafeji, pfestoZe se ani
dvé z téchto jednoduchych &asti (bodi) spolu nedotykaji, a Ze mohu
tyto zdanlivé spory pokladat za vy¥izené.

Prvni, co jesté potfebuje podrobnéjsi vysvétleni, by jisté mohl
byt pojem velikosti prostorové rozlohy. Neni sporu o tom, %e kazda
rozloha méa velikost; také v tom jsou lidé jednotni, Ze velidiny,
které se vyskytuji ve t¥ech prostorovych rozmérech, se daji uréit
jen pomérem k jedné z nich, zvolené libovolné za jednotku miry,
a to pravé tak jako u éasové rozlohy; rovnéz, Ze tato rozloha, pfijata
za jednotku, musi byt téhoZ druhu, jako je rozloha ji méfena, tedy
u &ary &ara, u ploch plocha, u téles téleso*).

Ptame-li se nyni, v éem vlastné spoéiva to, co nazyvame velikosti
prostorové rozlohy, pak, ponévadZ takova rozloha se nesklada
z nideho jiného neZ z bodi, které jsou uspofaddany podle uréitého
pravidla, kde#to u veli¢iny se nikdy nema piihlizet k uspofadani,
nybr? jen k mnoZiné §asti — mohli bychom byt velmi naklonéni
k zavéru, Ze pod velikosti kaZdého prostorového pfedmétu si myslime
pravé tuto mnoZinu bodu; jak se to zda potvrzovat sam néazev,
kdy% velikost plochy nebo télesa nazyvame piimo obsahem tohoto
prostorového pfedmétu. AvSak podrobnéjsi ivaha ukazuje, Ze tomu

*) Nebude snad mnohym nemilé, piedist si tu pfileZitostné vyklad téchto t¥i
druhtt prostorovych rozloh. Pripusti-li se sprdvnost vyméru rozlohy
vibec, podaného v § 38(m4 tu pfednost, Ze se dd zobecnit snadnym roziife-
nim ina ty veli¢iny obecné nauky o veliéindch, které nazyvdme spojité
proménnymi), pak ¥kdm, Ze prostorovd rozloha je jednoducha nebo
Ze je &arou, kdyz kazdy bod pro kazdou dostateéné malou vzdilenost ma
jednoho nebo vice sousedu, aviak v Zddném p¥ipadé ne tolik, aby jejich souhrn
byl sdm o sobé jiz rozlohou; ¥ikdm déle, Ze prostorova rozloha je dvoj-
nisobna. nebo Ze je plochou, m4a-li kaz-y bod pro kazdou dostateénd
malou vzdilenost za své sousedy celou éiru bodu; fikdm koneéné, Ze prosto-
rova rozloha je trojnisobn4, nebo Ze je télesem, ma-li kazdy bod pro
kazdou dostateéné malou vzdélenost za své sousedy celou plochu.
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tak neni. Nebot jak bychom jinak mohli pfedpokladat, co¥ piece
obecng a bez pochybnosti &inime, e se velikost prostorového p¥ed-
métu, nap¥. krychle, v nejmensim nezméni, at p¥ipodteme jeho
ohraniéeni (povrch), zde tedy povrch krychle (ktery sdm jiZz ma veli-
kost) k jeho obsahu ¢&i ne? A tak nesporné postupujeme, kdyZ nap¥.
shledame, Ze velikost krychle o strané 2 je osmkrat vétsi nez krychle,
jejiZ strana je = 1, bez ohledu na to, Ze prvni krychle ma o 12 étver-
covych stén velikosti = 1 méné neZ onéch osm krychli druhych,
nebot sestavime-li je do jediné krychle, odpadne z 24 &tvercu jejich
povrchu polovina, totiZ ty, které pfijdou do vnitiku krychle. Z toho
tedy vyplyva, Ze si vlastné pod velikosti prostorové rozlohy, at je to
ara, plocha nebo téleso, nemyslime nic jiného, ne% velifinu, ktera
je odvozena podle takového zikona z rozlohy téhoZ druhu, pfijaté
za jednotku a stejného druhu jako je veli¢ina, ktera se ma méfit,
Ze kdyZ% se jim ¥idime a odvodime pro éast M veli¢inu m, a pro éast N
veliéinu n, obdrzime podle téhoZ zidkona pro rozlohu, vytvofenou
spojenim ¢&asti M a N, veliéinu m 4 n, lhostejno, zda vezmeme
nebo nevezmeme v ivahu hranice, které maji M a N i celek M 4 N,
z nich sestaveny. Ve spise, 0 ném# byla jiz zminka v § 37, je ukézano,
Ze se z tohoto pojmu daji vskutku odvodit nejobecn&jsi formule
nauky o prostoru, podavajici vypocet délky &ary, vypocéet plochy
a obsahu, aniz by jesté bylo tfeba néjakého jiného piedpokladu,
zejména aniZz by bylo tfeba principli, oznadenych nesprivné jako
Archimedovy.

§ 41

Opirajice se o dosavadni vyklady, miZeme nyni vytknout takové
véty, jako jsou nésledujici, at se zdaji byt pro béinou pFedstavu
jakkoli paradoxni, a to bez obav, Ze by nas nékdo obvinil ze sporu.

1. Souhrn vSech bodu, které leZi mezi body a a b, pfedstavuje
jednoduchou rozlohu neboli ¢aru; aviak i kdy% k ni budeme poditat
body a a b, takZe je pak omezenou p¥imkou, i kdy% k ni nebudeme .
podéitat jeden hraniéni bod nebo druhy, nebo té% oba, takZe je pak
neohraniéend, ma v ka?dém p¥ipadé tutéZ délku’jako pfedtim. Pravé
proto nema %4adna z takovych neohranifenych p¥imek na té strané,
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kde ji chybi hraniéni bod, ani %4dny nejvnéjsn&jsi (nejvzdilendjsi)
bod, nybri za kazdym je jesté vzdilenéjsi, aé jejich vzdéalenost zu-
stava stile koneéna.

2. Obvod trojihelnika abc se da sestavit za prvé z pi¥{mky ab,
ohraniéené na obou stranich, za drubhé z p¥imky ac, ohraniéené
jen na jedné strané bodem c, a za tfeti z p¥imky bc, pa obou stranich
neohranifené; jeho délka je v8ak rovna souétu tii délek ab, be, a ca.

3. Pfedstavime-li si, e p¥imka az je bodem b pulena, tsek bz
Ze je znovu pulen bodem ¢, cz Ze je opét puleno bodem d, a Ze se
tak postupuje neomezené dal; a piedpokladame-li, Ze si odmyslime
ze souhrnu bod, leZicich mezi a a z téchto nekoneéné mnoho pulicich
bodu b, ¢, d, . .. a bod z sdm: pak jesté stale zasluhuje souhrn zbyva-
jicich bodu nazvu &ary a jeji velikost bude taz jako pfedtim. Po&i-
tame-li v8ak z k souhrnu, nemuze se jiz celek nazvat spojitou rozlo-
hou; bod z stoji totiZ osamocené, ponévadZ pro néj neexistuje Zidna
sebemensi vzdalenost, o niZ by se dalo ¥ici, Ze ma v této vzdalenosti
a kazdé mensi v tomto bodovém souhrnu souseda. Pro vSechny

a

2 ° Ve >’ z 7 3 ‘v
vzdalenosti, které spadaji pod tvar ETS chybi totiz k z soused.

4. Rovna-li se vzdélenost bodi a a b vzdélenosti bodi « a f,
pak musi byt p¥ipusténo i to, Ze mnoZina bodi mezi a a b je rovna
mno#iné bodu mezi « a f.

5. Rozlohy, které maji stejnou bodovou mnoZinu, maji také stej-
nou velikost, opaéné viak nemusi mit stejné mnoho bodu dvé
rozlohy, které maji stejnou velikost.

6. U dvojice prostorovych utvarta, které jsou si zcela podobny,
musi byt mnoZiny jejich bodi v tomté# poméru jako jejich velikosti.

7. Je-li tedy pomér velikosti dvou zcela podobnych prostorovych
Gtvara iracionilni; je také pomér mezi mnoZinami jejich bodu
iraciondlni. Existuji tedy mnoZiny (oviem pouze nekoneéné),
jejichZ pomér méa libovolnou iracionalni hodnotu.

§ 42

Z téchto vét, jejichZ podet (jak vidime) by se dal snadno zvétsit,
dosla v matematickych spisech aZ dosud pozornosti jen Sesta véta,
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pokud vim; avSak jenom v podobé& véty, ktera vyslovuje jeji kontra-
diktoricky opak, Ze totiz podobné &ary, at se lisi jakkoli
ve svych velikostech, obsahuji nicméné stejnou mnoZinu
bodu. To tvrdil Dr. J. K. Fischer (,,Grundriss der gesamten
hoheren Mathematik,” Leipzig 1809, dil II. § 51, pozn.) zejména
o podobnych a soustfednych kruhovych obloucich, a p¥ipojil diavod,
Ze se da kazdym bodem jednoho z nich vést polomér, ktery prochazi
bodem druhého oblouku. Jak znamo, zabyval se timto paradoxem
jiz Aristoteles. Povaha Fischerova zavéru prozrazuje ziejmé
nézor, e dvé mnoZiny si musi byt rovny, i kdyZ jsou nekoneéné,
jakmile je moZno kaZdou &ast jedné z nich spojit s &asti druhé z nich
ve dvojiéi. Po odkryti tohoto omylu neni viibec tfeba dale vyvracet
toto udeni, z néhoZz dokonce neni ani patrno, proé¢ bychom musili
toto tvrzeni o stejnych bodovych mnoZinach omezovat pravé jen
na kruhové oblouky, jeZ leZi soustiedné a jsou podobné, ponévadz
by se dal uvést stejny davod i pro viechny p¥imé ary a pro ary

vevs

nejrozmanitéjsich druhd, jeZ si rozhodné nejsou podobné.
§43

Ti ktefi vyufovali nauce o prostoru, hiefili sotva &astéji proti
néjaké jeji pravdé neZ proti té, Ze kazida vzdalenost mezi
dvéma body v prostoru, a tedy ka%da oboustranné ohra- -
ni¢ena p¥imka, je pouze koneéné, tj. Ze je ke kaidé jiné
v poméru, ktery se da pfesné uréit pouhymi pojmy. Nebot sotva
existuje geometr, ktery by obfas nemluvil 0 nekoneéné velkych
vzdélenostech a nenechal velikost p¥imky, kterad pfece mi na obou
stranich své hraniéni body, vzrustat za urditych okolnosti do neko-
neéna. Stafi ndm na piiklad poukazat na onu znamou dvojici éar,
které se nazyvaji tangentou a sekantou dhlu nebo oblouku v geo-
metrickém smyslu slova. To ma byt podle vyslovného vysvétleni
dvojice p¥imych &ar, které jsou na obé& strany ohranideny; a jak
pfece je mélo téch, ktefi by byli na pochybach uéit, Ze pro pravy
thel jsou i tangenta i sekanta nekonedné velké. Budeme viak
za toto faleSné udeni okamZité potrestani rozpaky, do nichZ se dosta-
neme tehdy, mime-li udat, zda se maji tyto dvé nekoneéné velifiny
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povaZovat za kladné nebo ziporné? Nebot ty% davod, ktery
by mohl byt uveden pro jedno, mluvi zfejmé také pro druhé; protoze
pfimka, probihajici stfedem kruZnice rovnobéiné k jeji te¢né, ma,
jak znamo, k obéma stranam této teény zcela tyz vztah, a proto
se s ni styka pravé tak maélo na jedné strané jako na druhé. Také

. . « o 1 o .o e
vyraz pro velikost obou téchto ¢ar — ned4ava ani ten nejmensidavod,

0
prohlésit tuto domnéle nekoneénou veliéinu spiSe za kladnou, nez
za zipornou, protoZe nulu nelze povaZovat ani za kladnou, ani
za zapornou. Neni tedy jen paradoxni, nybrZ dokonce zcela falesné
pfedpokladat existenci nekoneéné velké tangenty pravého whlu
a pravé tak vSech tdhla tvaru

:]:nﬂ:—{——;—.

Jen piileZitostné budiZz p¥ipomenuto, %e také pro thel = 0 nebo
= 4 n. 7w neexistuje pi¥isné feCeno ani sinus ani tangens. Rozdil
téchto dvou piedpokladi je pouze v tom, Ze se pii druhém z nich
nedostavi #adny faleSny vysledek, pohliZime-li na soudiny jako
na neexistujici v téch piipadech, kde tyto vyrazy pro velidiny
vystupuji jako é&initelé, avSak tam, kde tyto vyrazy vystupuji
jako délitelé, soudime, %e vypocet poZaduje cosi nezikonného,

§ 44

Pravé tak neopriavnény byl postup, ktery vSak naStésti nasel
méndnapodobiteld, jimZ chtél Joh. Schulz poéitat velikost celého
nekoneéného prostoru, kdyZ poklidal za opravnéné soudit
7 okolnosti, %e kazdym bodem a mohou byt vedeny p¥imky do neko-
neéna na viechny strany, tj. v kazdém sméru, ktery se jen vibec
vyskytne, a z dal3i okolnosti, Ze kaZdy bod m, ktery si jen lze ve ves-
miru myslit, musi leZet na jedné a jen jedné z téchto &ar, Ze miZeme
zavérem povaZovat cely nekoneény prostor za kouli, kterd by byla
opsana z libovolng zvoleného bodu a polomérem o velikosti = oo;
z ¢ehoZ mu okamf?ité plynulo, Ze cely nekoneény prostor ma piesné
velikost jen — moo®.

3

79



Byla by to bezpochyby jedna z nejdileZitgjsich poulek védy
o prostoru, kdyby se dala pravdivost tohoto vysledku ospravedlnit.
A proti obéma premisim (které jsem tu vSak nepodal pravé presnd
podle Schulze, protoZe jsem nemél p¥ed sebou jeho piednasky)
by se dalo sotva co zduvodnéného namitat. Nebot kdyby chtél
nékdo fici, Ze¢ druhy piedpoklad je faleSny jiZz proto, Ze by z néj
vyplyvalo velmi nest¢jné rozdéleni bodia ve svétovém prostoru,
totiZ mnohem vé&ts zhusténi u bodu a, ktery byl zvolen libovolné:
pak by tim jen daval najevo, Ze jesté nepfekonal pFfedsudek, ktery
jsme potirali v § 21 a dale. Schulz chybil a zfejmé chybil jen v tom,
Ze p¥imky, které se musi vést bodem a ve vSech smérech neomezeng,
protoZe kazdy bod prostoru ma lezet na nékteré z nich, vzal za polo-
mér, coZ je Cara na obé& strany omezena. Nebot jen z tohoto pied-
pokladu je vyvozena kulova podoba nekoneéného prostoru a vypo-

Zet jeho velikosti = —1;— 7oo®. Z tohoto omylu plyne viakiten nesmysl

— %e domnély cely prostor neni pravé cely, nybri Ze je jen &asti,
kterd ma vné sebe jesté nekoneéné mnoho jinych prostora — protoze
ke ka?dé kouli musi existovat i valec, ktery ji obsahuje, anebo
krychle, ktera ji obsahuje, ba dokonce jesté mnoho jinych prosto-
rovych atvara, napiiklad nekoneéné mnoho kouli stejného poloméru,
jeZ ji obklopuji.

Jedind poznamka, Ze &ira, vedeni tieba jen v jednom sméru
do nekoneéna, je pravé proto v tomto sméru neomezena, Ze se tedy
také nedd mluvit o jejim hraniénim bodu pravé tak, jako se neda
mluvit o Zpifce koule nebo kfivosti pfimky nebo jediného bodu
¢i o bodu, v némf se stykaji dvé rovnobézky — tato jedina poznamka,
pravim, stali, aby se ukéazala nicotnost vétsiny paradoxi (mysteria
infiniti), které uvedl BoSkovic’' ve své Diss. de transformatione
locorum geometricorum (p¥ipojeno k Elem. univ. Matheseos T. II.
Romae 1754).

§45

Také p¥edpoklad nekoneéné malych prostorovych vzda-
lenosti a dar nebyl mnohem vzicn&jsi, neZ pfedpoklad nekoneéné
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velkych, zejména kdyZ se jevilo byt zdanlivé potfebné zachézet
nicméné s darami a plochami, jejichZ %adna ast (ktera jesté sama
ma rozlohu) neni ani pfimé ani rovinna, pravé tak jako s témi, které
jsou p¥imé nebo rovinné, nap¥. aby se mohla snadnéji uréit jejich
délka nebo velikost zakfiveni, nebo oviem také uréité jejich vlast-
nosti, pozoruhodné z hlediska mechaniky. V takovych p¥ipadech
si dokonce dovolovali vybésnit si vzdalenosti, které maji byt méfeny
nekoneéné malymi velid¢inami druhého, t¥etiho a jinych vySSich
Fadua.

Za to, e se p¥i tomto postupu dospélo jen z¥idka k falesnému
vysledku, zejména v geometrii, mohlo se dékovat pouze té okolnosti,
zminéné v § 37, Ze proménné velidiny, vztahujici se k uréitelnym
prostorovym rozlohim, musi byt takové povahy, aby mély prvni,
druhou a kaZdou nésledujici derivaci, a to nejvys s vyjimkou
jednotlivych izolovanych hodnot. Nebot tam, kde tyto derivace
existuji, plati to, co lze tvrdit o tak zvanych nekoneéné malych
Garach, plochach a télesech, a viibec jiz o vSech darach, plochich
a télesech, které — ackoli zustdvaji stile koneéné — mohou byt
nicméné pojimény jako libovolné malé, tj. (jak se vyjadfujeme)
mohou se do nekoneéna zmensovat. O téchto proménnych veliéindch
vlastng& platilo to, co se toliko nespravné vypovidalo o nekoneéné
malych vzdélenostech.

Je vSak samo sebou pochopitelné, Ze takové podéani véci musilo
vidy p¥inést néco velmi paradoxniho, ba dokonce zcela mylného
a jen zdéanlivé dokazaného. Jak pohorslivé znélo napf¥. jiz to, kdyz
se o ka?dé zakfivené ¢afe a ploSe tvrdilo, Ze neni ni¢im jinym, neZ
sestavou nekoneéné mnoha tdseéek a rovinnych ploch, o nichZ se musi
pfedpokladat, %e jsou nekoneéné malé, zejména, kdy% se vedle toho
opét piipustily nekoneéné malé éary a plochy, které zase jsou zakfi-
vené. Jak podivné bylo, kdyZ se tvrdilo o &arich, které nemaji
v nékterém svém bhodé viubec kfivost, nybrZ maji tam nap¥. bod
obratu, Ze jejich kiivost je v tomto bodé nekoneéné mala a tedy
polomé&r kiivosti nekoneéné velky; nebo o éarach, které v jednom
ze svych bodi vybihaji ve SpiCku, Ze jejich kfivost je tu nekoneéné
velka, jejich polomér kiivosti nekoneéné maly a mnohé jiné.

81



§46 -

Jako velmi nipadny a ziroveii velmi jednoduchy piiklad toho,
k jakym nesmyslim poskytl latku a podn&t predpoklad takovych
nekoneénd malych vzdélenosti, dovolim si tu uvést vétu, kterou
vyslovil podle Kistnerovy zpravy (,,Anfangsgriinde der hoheren
Analysis®, II., pfedml.) jiz Galileo ve svych Discorsi e dimonstra-
zioni matematiche etc., jisté jen v tmyslu, povzbudit p¥emysleni,
jakoby totiZ obvod kruhu byl tak velky jako jeho st¥ed.

Aby &tenéf nabyl piedstavy o zpisobu,

d ¢ jak se to pokouseli dokazovat, necht si
TN mysli &tverec abed, v ném# je z a jako

™ stiedu opsdn &tvrtkruh bd polomérem

\\.\ ab = a, pak vedena tsecka pr rovno-

p p p- —r  bé%né k ab, kterd protind ob& strany

T34

étverce ad a bc v p a r, uhlopficku ac
\ v n a étvrtkruh v m, kratce fedeno, zna-
my obrazec, kterym obvykle dokazu-
a b jeme, e kruh o poloméru pn je rovny

' Obr. 3. mezikruZi, které zbude, kdyZ odlouéime
kruh o poloméru pm od kruhu o polo-

méru pr; &ili Ze plati
w.pn?=x.pr — w.pm

Ptiblizuje-li se pr stale vice k ab, bude zfejmé kruh o poloméru
pn stile mensi a mezikru?i mezi kruhy o polomérech pm a pr bude
stile uZsi. Geomet¥i, ktefi nenachizeji Zadnou zdvadu v nekoneéné
malych vzdilenostech, rozsifili tento vztah také na ten p¥ipad,
kdy pr postoupi nekoneéné blizko k ab, tedy kdy nap¥. se vzdalenost

ap = dx, takZe by pak méla vyjit rovnice

w.da? = 7. a? — w(a® — da?),
o které se di vskutku prokizat, Ze je pouhou identitou. AvSak
v tom pi¥ipadé se stal podle jejich pfedstavy kruh o poloméru pn
nekoneéné malou veliéinou druhého ¥adu; naproti tomu mezikruZi,
které zbude po odloudeni kruhu o poloméru pm od kruhu o poloméru
pr by nyni mélo §ifku
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mr=-g.——+ 353

+ue,

P
ktera by jiZ sama byla nekoneéné malou veliéinou druhého ¥adu.
Za p¥edpokladu, %e pr piejde zcela v ab, stahl se nekoneéné maly
kruh o poloméru pn v jediny bod a a nekoneéné uzké mezikruzi
o &ifce mr se proménilo v pouhou obvodovou kruZnici kruhu o polo-
méru ab. A proto se domnéle poklddali za opravnéné uéinit zavér,
Ze pouhy stied a libovolného kruhu o poloméru ab je tak velky jako
cely jeho obvod.

To, co v tomto zavéru klame, bylo Vyvolénolzejména vmisenim
nekoneéné malého. Tim toti%Z byl &tena¥ sveden k posloupnosti
myslenek,. kterd jej nechd mnohem snadné&ji p¥ehlédnout, kolik
nesmyslu je v tvrzenich, %e z kruhu o poloméru pn zustava piece
jeSté st¥ed a, kdyZ misto bodu p zbude v tivaze jen bod a, a polo-
mér pn jiz vabec neexistuje, a Ze pravé tak mezikruZi, které vznikne
odlouéenim kruhu o mensim poloméru pm od kruhu o vétSim polo-
méru pr se nakonec stane obvodem kruhu pivodné vétsiho, jestliZe
oba poloméry a tim také kruhy si budou rovny. Nebot p¥i nekoneéné
malych veliinich jsme jisté zvykli na to, povaZovat je v jednom
p¥ipadé za sobé rovné, v jiném opét jednu z nich za vétsi nebo mensi
ne% jiné o nekoneéné malou veliéinu néjakého vysiiho ¥adu, a jindy
zase za zcela rovné nule. Chceme-li postupovat logicky, nesmime
ze spravné stanovené rovnice

w.pn? =7 .pr: — .pm?
kterd srovnava obé velikosti (plo¥né obsahy) kruhu, o nichZ se
mluvi, uzavirat nic jiného neZ to, e v tom p¥ipadé, kdy pr a pm
jsou si rovny, nemi kruh o poloméru prn Zidnou velikost, a tedy
viabec neexistuje.

Je oviem pravda (sam jsem uvedl v § 41 premisy, vedouci k této
pravdg), Ze jsou také kruhy s obvodem i bez ného a nic to neméni
na jejich velikosti, kterd zavisi jenom na jejich poloméru. A z toho
by jisté mohl né€kdo vyvozovat jesté jeden zdanlivy diukaz Galileovy .
véty, kdyZ by vySel z poZadavku, ktery je oviem p¥ipustny, Ze si
miiZeme myslit kruh o poloméru pm bez obvodu, aviak kruh o polo-
méru pr i s jeho obvodem. Pak by totiZ po odebrani kruhu s polomé-
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rem pm od kruhu s polomérem pr zbyl vskutku jen obvod kruhu
o poloméru ab, piejdeme-li od pr k ab. AvSak ani nyni se neda mluvit
o néjakém kruhu okolo a, ktery se stéhl do jediného bodu, a tim
méné by bylo p¥ipustné, chtit se odvolavat na hofeni rovnici a usu-
zovat z ni, e bod a a onen obvod jsou si rovny, ponévadz Fefena
rovnice jedna pouze o velikostech t¥i kruht, at jiZ je bereme s obvo-
dem nebo bez ného.

§ 47

Piiklad, o némZ jsme pravé mluvili, nebyl ani svym objevitelem
uveden za tim tlelem, aby lidé nad nim Zasli jako nad pravdou,
jak jsme se jiZ zminili. Avak za skuteénou pravdu se vydava udeni,
tykajici se obecné cykloidy, Ze pry ma nekoneénou kfivost v bodgé,
v ném? se styka se svou zikladni piimkou, neboli (coz znamena
pravé tolik) nekoneéné maly polomér kiivosti a je tu k ni kolma.
Je to zcela spravné, rozumime-li tomu tak, Ze polomér kfivosti
se nekoneéné zmensuje, zatimco oblouk cykloidy se zakladni p¥imce
nekoneéné piiblizuje; jakoZ i to, Ze jeho smér v samotném bodé
vstupu je k ni kolmy. JenZe to, co se ¥iki o nekoneéné malém polo-
méru kfivosti, nebo poloméru kiivosti, jenZ se stal rovnym nule,
spoliva (spravnéji vyjadieno) pouze v tom (protoZe kiivka, jak
znamo, postupuje nad svoji zakladni pfimkou v obou smérech do ne-
koneéna, a tedy nema 7adné hraniéni body), Ze se také v tomto
bodé setkaji dva oblouky tak, Ze tu vytvoii Spicku, nebot oba
stoji kolmo k zikladni p¥imce, a to takovou, kde maji oba tyZ smér,
nebo jak se jiZ méné spravné fika) kde jejich sméry sviraji nulovy
dhel.

Aviak vypoétem se miuZeme pFesvédéit, Ze tomu vskutku tak je,
aniZ bychom pochopili, jak k tomu dojde, ba dokonce jak je to viibec
mozné. Abychom si to osvétlili, nebot teprve tim se paradox roziesi,
musime nejdfive pochopit, proé smér, v ném# cykloida vystupuje
nad svou zikladni p¥imku, je k této pfimce kolmy.

Ze zpusobu, jak muZe byt sestrojena obecna cykloida, totiZ tak,
Ze opiSeme polomérem vytvarejiciho kruhu z kazdého bodu o zikladn{
p¥imky kruhovy oblouk, jenZ se ji dotyki, a odlou¢ime z né&j &ast
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om stejné délky, jako je vzdalenost hodu o od podatetniho bodu a,
takZe uvaZujeme o m jako o bodu cykloidy — plyne okam#itg,
Ze thel mao se bliZi stale vice pravému tihlu, éim vice se bliZi bod
o k a, nebot thel mao, jehoZ mirou je poloviéni oblouk om, je stale
mensi a pomér obou stran oa '
a om v trojtihelniku moa se
bliZi stale vice poméru rov-
nosti; a proto se thly u tfeti
strany am odlifuji od pra- m
vého dhlu stile méné. Sku-
teény vypodet to ukazuje g
zcela zietelné. Z toho vSak
plyne navic to, Ze oblouk
cykloidy am le#i zcela na

téZe strané seény am, totiZ

o
€
o

mezi ni a kolmici at, vzty-
denou v a; takZe ta udava Obr. 4

smér k¥ivky v bodé a. Ozna-

¢ime-li dale kruhovy oblouk o stiedu o, vychizejici z a, jako oa;
je zfejmé, Ze protne prodlouenou seénu om teprve v bodé r,
protoZe musi platit '

or = oa > om.

Je-li ted u né&jaky bod k¥ivky, leZici jesté bliZe a, existuje k nému
®, lezici na ao jesté blize k a, takZe o seéné wu plati totéz, co bylo
pravé tvrzeno o om, Ze totiZz kruhovy oblouk, opsany z w jako stiedu
polomé&ru wa, protne tsedku oy, prodlouzenou za y n¥kde v bods o.
ProtoZe je wa < oa, leZi také kruhovy oblouk ap uvnitf kruhového
oblouku ar, tedy mezi obloukem cykloidy ay a kruhovym obloukem
ar. Z toho vidime, Ze ke kazdému kruhovému oblouku ar, opsanému
libovolné malym obloukem oa, ktery se dotyka cykloidy am v a,
existuje jiny oblouk ag, ktery se ji v této oblasti je¥td vice bliZi;
jinymi slovy, Ze neexistuje %4dnéa sebe mensi kruZnice, ktera by se
dala pokladat za miru kiivosti v a, pokud by tu viibec néjaka byla.
Tedy tu neexistuje opravdu %¥4adna kiivest, nybr# kiivka, ktera
v tomto bodé nekonéi, ma tu Spicku, jak jiz vime.
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§ 48

Také se &asto povaZovalo za paradoxni, Ze¢ mnohé prostorové
rozlohy, které se rozprostiraji v nekoneéném prostoru
(tj. maji body, jejichZ vzajemna vzdalenost pfevySuje jakoukoli
danou vzdilenost), maji nicméné pouze koneénou velikost,
a jiné zase, které jsou omezeny v zcela koneéném prostoru
(tj. jejichz vSechny body leZi tak, Ze jejich vzajemné vzdélenosti
nepfekraduji danou vzdélenost) a pfece maji nekoneénou veli-
kost; nebo konefné, Ze mnohé prostorové rozlohy zachovavaji
koneénou velikost, alkoliv ocb8hnou nekoneénékrit okolo
jednoho bodu.

1. Musime tu pfedeviim rozliSovat, zda prostorovou rozlohou,
o ni%¥ se tu mluvi, rozumime celek, sloZeny z vice oddélenych
éasti (jako nap¥. hyperbola se étyfmi vétvemi), nebo jen celek
naprosto souvisly, tj. jen takovou rozlohu, kterd neobsahuje ani
jedinou &ast, jez by sama jestd piedstavovala rozlohu, na niZ by ne-
existoval alespori jeden bod, ktery by po pfipodteni k ostatnim
Castem s nimi opét vytvarel rozlohu.

Ze se mue v nekonetném prostoru rozprostirat rozloha, sesta-
vajici z oddélenych &asti, aniz by pfitom byla nekoneéné velka,
nepohorsi nikoho, kdo si uvédomi, Ze také nekoneéna ¥ada velidin,
zmen3ujicich se v geometrickém poméru, dava jen koneény soudet.
V tomto smyslu se mii%e oviem i dara rozprostirat do nekonedna
a pfece byt koneénou, jako pravé ¢ara, ktera vznikne, kdyZ naneseme
z daného bodu @ v daném sméru aR omezenou p¥imku ab, potom
viak ve vzdélenosti, kterd zustane stile stejni, pfimku cd, jeZ ma
pouze poloviéni velikost oproti pFedchozi, a pokradujeme podle
tohoto zikona do nekonecéna.

Mluvme vSak — a to bude v daldim stile — pouze o takovych
prostorovych rozlohich, které vyhovuji podmince, Ze jsou souvis-
lym celkem: pak je ovSem jasné, Ze mezi rozlohami nejniz-
§iho druhu, tj. éarami, nelze nalézt #adnou, ktera by se rozpros-
tirala do nekoneéna, aniZ by soufasné méla nekoneénou velikost
(délku). Nebot to vyplyvd nutné ze znimé pravdy, Ze nejkratii
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éarou, viude souvislou, ktera ma spojovat dva body, je pouze p¥imka,
jimi omezena*).
Jinak neZ u &ar je tomu u ploch, které se mohou stat pii téze

Vv

délce pouhym zmenSenim své &itky libovolng malymi, a u téles,
ktera pfi téZe délce a Sifce se mohou stét libovolné malymi pouhym
zmens$enim své vySky. Z toho lze pochopit, proé si nékdy zachovaji
koneénou velikost i plochy, které maji nekoneénou délku, i télesa,
ktera vedle nekoneéné délky maji jesté nekonecnou §ifku. I tomu
nejméné obeznalému bude pochopitelny piiklad, ktery mu dame,
poZadame-li ho, aby si myslil, Ze na p¥imce aR, jdouci do nekoneéna,
jsou naneseny stejné tiseky ab = 1 = bc = cd atd., pak aby si p¥ed-
stavil nad prvnim tvsekem ab Stverec b, nad druhym bc obdélnik
cy, ktery ma za vysku pouze polovici be, a tak nad kazdym dalsim
tisekem obdélnik o poloviéni vyice proti piedchazejicimu, tu jist®

*) ProtoZe dikaz této pravdy je tak kfétk}'q dovoluji si jej vlozit do této po-
zndmky. Neni-li ¢dra amonb p¥imd, musi na ni byt né&jaky bod o, lezici mimo
pfimku ab, takZe spustime-li z o kolmici ow na ab, plati o vzdélenostech

Obr. 5

aw < ao, bw < bo.

ProtoZe viak vSechny soustavy dvou bodd jsou si vzijemn& podobné,
existuje mezi body e a w ¢ira auw, podobn4 té é4sti amo dané &ary amonb,
ktera lezi mezi body a a o, a stejné tak ¢ira bvw, leZici mezi body b a w a po-
dobna té ¢asti bno dané Eary bnoma, kterdlezi mezi body b ao. Tato podobnost
viak také vyZaduje, aby se délka pfimky ew méla k délce auw jako délka
piimky ao k délce éasti amo a délka piimky bw k délce bvw jako délka p¥imky
bo k délce &4sti bno. A protoZe aw << ao, musi také auw < amo, a protoze bw < bo,
musi platit i bvw < bno. Proto je také celd auwvb < celd amonb. K¥iva
&4ra amonb, spojujici a s b, neni tedy nejkratif, nybrz auwvb je kratsi.
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Obr. 6

velmi brzo pozna, Ze souvislad plocha, kterou tu mi na mysli, sahi
do nekoneéna a p¥itom neni vétsi nez 2. Nebude pro néj o nic t&zi,
myslit si krychli o strané = 1 a pod ni podloZené druhé téleso, jehoZ

zakladnou by byl étverec o strané 2, tedy étyfikrat vétsi neZ zdkladna
pfedchozi krychle, aviak jehoZ vyska by byla jen i; pod toto téleso
podloZit t¥eti, jehoZ zakladnou by zase byl &tverec étyfikrat veétsi
nez predchazejici, avSak vyska by byla jen'% vysky pfedc.hoziho

télesa — a pYedstavit si, Ze se podle téhoZ zakona bude pokradovat
do nekoneéna. Pochopi, Ze délka a Sitka téles, ktera jsou tu postupné
podkladana, roste do nekoneéna, ackoliv jejich prostorovy obsah
je stile mensi a to tak, %e kaidy néasledujici je pouze polovinou
pfedchazejiciho; Ze tedy velikost pyramidovitého celku, jenZ tak
vznikne, nikdy nep¥ekroéi prostorovy obsah = 2, pfestoZe ma neko-
neénou zikladnu.

2. Jako se muZe vyskytnout jen u dvou vy3Sich druhi rozlohy,
totiz u ploch a téles, nikoli viak u éar, p¥ipad dosud zkoumany,
%e dojdeme jen k jejich koneéné velikosti, piestoze na sobé maji
néco nekoneéného (nekoneénou délku nebo i 3ifku): tak-plati opak
v piipadé, o kterém chceme mluvit, kdy rozloha, ackoliv se jevi byt
koneénou proto, ponévadZ je omezena ve zcela koneéném prostoru,
mé vskutku nekoneénou velikost. Tento piipad toti miZe nastat

jen u dvou niz8ich druhi rozlohy, u ¢ar a ploch, nikdy vak u téles.
Téleso, v némZ neexistuji body, jejichZ vzdalenosti by piekraéovaly
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jakoukoli danou veli¢inu, nemuze byt jisté nekoneéné. Tak to plyne
ihned ze zniamé pravdy, Ze koule o pruméru E je nejvétsi ze viech
téles, u nichZ vzdélenosti dvojic bodu nep¥ekraduji danou vzdale-
nost E. Nebot tato koule obsahuje ony body viechny a jeji velikost

. T ¥ 12 4% v 22 . ¥
je—¢- E3; kaZdé téleso nep¥esahujici tento prostor musi tedy nutné

i

v

byt mensi nez — . E3. Naproti tomu je nekoneéné mnoho d&ar,

které se daji zakreslit do prostoru jediné, jakkoli malé plochy, napf.
¢tvereéni stopy, a kazdé z nich muZeme jisté udélit alesporn
koneénou velikost, nap¥. délku stopy a pfipojenim jedné, nebo
i nekoneéné mnoha spojnic, je slouéit v jedinou éaru, vsude souvislou,
jejiz délka pak musi jisté byt nekoneéna. A pravé tak existuje neko-
neéné mnoho ploch, které se daji zakreslit do prostoru jediného,
jakkoli malého télesa, nap¥. krychlové stopy, z nich# ka%dé
muZeme udélit nap¥. velikost étvereéni stopy, a pfipojenim jedné
- dal’i spojujici plochy, nebo i nekoneéné mnoha takovych ploch,
muZeme viechny tyto plochy sloudit v jedinou, jejiZ velikost pak
bude nesporné nekoneénia. To vie nemuZe také nikoho udivit,
kdo nezapomene, Ze &ary, plochy a télesa neméfime toutéz jed-
notkou, a p¥estoZe je mno#ina bod ji% v jakkoli malé ga¥e nekoneéna,
musime v plofe pfedpokladat mnoZinu jisté nekoneén&krat vétsi
neZ v &are, a konetné v télese s toutéZ jistotou nekoneénékrat vétsi
nez v plose.

3. Tteti paradox, zminény na zalitku tohoto paragrafu, znél,
%e existuji také rozlohy, které nekoneénékrat obéhnou kolem uréitého
bodu a pfitom prece zachovavaji kone&nou velikost. Kdyby to méla
byt linearni rozloha, miaZe to nastat jenom tehdy, kdyZ je cela
dara v koneéném prostoru, jak jsme pravé vidéli v & 1. Za této
podminky vSak neni nic nepochopitelného v jevu, Ze zachovava
koneénou velikost, ackoliv uskuteéiiuje nekoneéné mnoho obéhu
kolem daného bodu; jen kdy% je splnéna dalsi podminka, Ze tyto
obéhy, zadinajici néjakou koneénou velikosti, ubyvaji p¥isluSnym
zpusobem a% do nekoneéna, coZ je poZadavek, umoZnény opét
okolnosti, Ze obéhy se uskuteériuji okolo pouhého bodu. Nebot
to dovoluje, aby vzdélenosti, které maji jednotlivé body takového
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ob&hu od tohoto stfedu, a tim také mezi sebou, ubyvaly do neko-
neéna; a pak nés jiz sama kruZnice pouduje, %e také délka tohoto
obéhu muZe byt do nekoneéna zmenSena. NaSim &tenaitm se jiZ
sama vynoii logaritmicka spirala jako p¥iklad éar, o kterych
mluvime, upneme-li pozornost jenom na tu jeji ¢ast, poéinajici né-
jakym danym bodem, ktera se piiblizuje stale vice stfedu, aniZ
by do négj vytstila.

Ma-li v8ak byt plocha nebo téleso takovou prostorovou rozlo-
hou, kterd koni nekoneéné mnoho obéhiar kolem daného bodu: pak
neni tfeba ani omezujici podminky, Ze se prostorovy ttvar nevzdaluje
v #4dném svém bodé od svého st¥edu nad uréditou vzdalenost. Necht
si Ctenaf mysli, abych véc wudinil co nejkratSeji srozumitelnou,
zminénou spirlu jako jisty druh osy tuseéek, z jejihoZ kazdého bodu
vystupuji pofadnice, kolmé k ni a k jeji roviné. Souhrn vSech téchto
pofadnic pak tvo¥i zfejmé plochu (valcovitou), kterd se na jedné
strand v nekone&né mnoha zavitech bli% stiedu, ani by ho doséhla,
na druhé strané v8ak se vzdaluje do nekoneéna. Jak bude tato plocha
velka, bude zaviset na zikong, podle néhoZ nechime poifadnice
vzrustat nebo ubyvat. Avak &ast, ubihajici ke st¥edu, zustane vidy-
koneéné, pokud nenechdme pofadnice v tomto sméru (tj. ve vétvi,
jejiz usetky jsou pouze koneéné) vzriustat do nekoneéna, ponévadi
ka?da plocha, v niZ ani tsefka ani pofadnice nevzristaji do neko-
neéna, je koneénd. AvSak i ta ¢ast plochy zustane koneéna, ktera
je nad onou vétvi spirily, vzdalujici se do nekoneéna, pokud pofad-
nice ubyvaji v rychlej$im poméru neZ tdsecéky (tj. délka oblouku
spiraly). Volime-li tedy za osu useek pf¥irozenou spiralu, jejiZ
vétev, ubihajici od poloméru = 1 ke stfedu, ma délku V:?-.-, a vezme-
me-li za ohraniéeni plochy oblouk hyperboly vy$siho ¥idu, pro ni%
plati rovnice yx* = a3: pak &ast této plochy, p¥islusnid ke vSem
vy$$im hodnotam x od x = a, mé jenom velikost a2, zatimco druha
éast, p¥islusni ke vSem mensim hodnotim x, roste do nekoneéna.
Vezmeme-li viaka > /2 a p¥emistime-li koncovy bod tsetky x = a
na bod spirély, ktery ma polomér 1, pak splyva st¥ed spiraly s konco-
vym bodem tsetky x = a — |/2, ma tedy jests konegnou velikost,
a ta &ast plochy, ktera lezi nad touto vétvi spirily, neni vétdi ne
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(2=t =em ot (2 )
e % a— |2 a—J2

takZe cela plocha, postavena nad spirdlou v obou smérech (kterou

dostaneme, kdyZ obé velikosti seteme v jejich kladné hodnotg) je
— a2 @ _L\__ @
~“+ (CE )

Tedy nap¥. pro a = 2 obnasi celd plocha jen 4(2 4 VE)

Velmi podobné je tomu u prostorovych rozloh. Je t¥eba jen
poznamenat, Ze &ast télesa, ubihajici ke stfedu, by zadala zasahovat
do prostoru jeho vlastnich sousednich ob&héi (vpravo i vlevo),
kdybychom jeho rozpéti chtéli zvétSovat v ifcei tloustce. Kdybychom
tomu chtéli zabranit a ziskat téleso, jehoZ vSechny &asti le#i vné
sebe, dospéli bychom k cili jiZz tim, %e bychom k- ploSe takového
druhu, o jaké jsme pravé uvaZovali a které piibliZovanim ke stfedu
piibyvalo stéle na Sifce, p¥ipojili jesté tieti rozmér, tloustku, ktera
by se v8ak zmenZovala ke stfedu v takovém poméru, aby obnasela
stale méné neZ polovinu vzdalenosti mezi dvéma néasledujicimi obéhy
spiraly. '

§49

Prostorové rozlohy, které maji nekoneénou velikost, jsou pravé
pro tuto velikost v tak rozmanitych a éasto i paradoxnich vztazich,
Ze musime jeSté podrobit alespori nékteré z nich zvlastni tvaze.

Tim, co bylo dosud fefeno, muZeme pokladat za dostateéné
objasnéné to viechno, Ze prostorovy tutvar, ktery obsahuje neko-
neénou mnoZinu bodd, nemusi proto je$té byt spojitou rozlohou,
pravé tak Ze u spojité rozlohy nemusi pravé jeji- velikost uréovat
jeji ‘mnoZinu bodu, Ze ze dvou rozloh, které povaZujeme za stejné
velké, muZe jedna obsahovat jesté o nekoneénou mnoZinu boda
vice nebo méné; ba dokonce, Ze plocha muZe obsahovat o nekoneénd
mnoho &ar vice nebo méné, téleso nekoneéné mnoho ploch vice
nebo méné nez rozloha téhoZ druhu, kterou poklidame za stejné
velkou.

1. Prvni, na co chceme obritit étenafovu pozornost, je, Ze mnoZina
bodi, obsaZena v jediné jakkoli kratké p¥imce az, je mnoZinou,
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kter4z musi byt pova¥ovina za nekone&nd v&t3i ne nekoneind
mnoZina téch bodu, které z ni vyjmeme, kdyZ zatneme u jednoho
z jejich hraniénich bodt @, vyjmeme po ném v odméfené vzdalenosti
druhy bod b, po ném v malé vzdalenosti tieti bod ¢ a tak bez konce
dal, pfi¢emZ zmenSujeme ony vzdalenosti podle néjakého zikona
tak, aby nekoneénid mmnoZina téchto vzdélenosti méla za soudlet
" vzdalenost mensi nebo rovnou vzdalenosti az. Ale ponévadZ také
ka#dy z nekoneéna mnoha vseku ab, be, c¢d . . . , na néz se rozklada az,
je pokazdé opét konecnou &arou: miZe se s ka’dym z nich uéinit
to, co jsme pravé pozadovali na az, tj. na kazdém z nich se da opét
prokizat takovad nekoneénd mnoZina bodu jako na az, jeZz jsou
zéroveini poloZeny v az. A proto takovd nekoneénd mnoZina musi
byt na celém az nekoneénékrat obsaZena.

2. Ka?dé pfimce, ba dokonce kaZdé prostorové rozloze vibec,
ktera je néjaké jiné nejen podobna, nybrz i (geometricky) rovna
(tj. shoduje se s ni ve viech znacich, které je mozno na ziklads
srovnavani s danou vzdilenosti udat v pojmech), musi byt
pfizndna i rovnid mnoZina bodu, pfipustime-li jen u obou stejny
zpusob ohraniéeni, nap¥. kdyZz u obou ¢ar koncové body pfipocteme
nebo nepfipoéteme. Nebot opak by mohl platit jen tehdy, kdyby
existovaly vzdélenosti, které sice jsou stejné, avSak piipoustély
by nestejné mnoZiny mezi obéma body, jejichZz vzdailenost udévaji.
To viak odporuje pojmu, ktery spojujeme se slovem geometricky
rovny; nebot jen tehdy nazyvame vzdalenost ac nerovnou vzda-
lenosti ab, a to vétsi neZ tuto, kdyZ v tom p¥ipadé, Ze b a ¢ le#i

Obr. 7

. ve stejném sméru, je bod b mezi a a c, a tim jsou viechny body mezi
a a b jisté také mezi a a c, opaéné vSak nelei viechny body mezi
a a c také mezi a a b.

3. Oznadime-li mnoZinu bodu, leZicich mezi a a b véetné a a b,
znakem E a zvolime-li tseCku ab za jednotku vSech délek, pak
mnoZina bodu v tseéce ac, jez ma délku n (¢imZ nyni rozumime
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vyhradng celé &islo), bude = nE — (n — 1), maji-li se p¥ipodist jeji
koncové body a a c.
4. MnoZina bodid ve &tvercové ploSe, jejiz strama je =1
(obvyklé mife pro plochy), bude = E2, p¥ipoéteme-li k ni obvod.
5. MnoZina bodu v kaZ?dém obdélniku, jehoZ jedna strana mé
délku m a druha n, bude véetné obvodu

mnE? —[n(m — 1) +mn — 1)]JE 4+ (m — 1) (n — 1)
6. Mnozina bodda v krychli, jejiz hrana je = 1 (obvyklé mife
téles), bude = E3, vetné bodu povrchu.

7. Mnozina bodi v kvadru, jehoZ hrany maji délky m, n, r bude
véetné povrchu:

mnr . E3 — [nr(m — 1) 4+ mr(n — 1) + mn(r — 1)]E2 +

+me—-1)(r—1)4+nm—1)(Fr—-1)+r(m—1)(n— 1] E —

—(m—1)(n—1)(r—1).

8. Pfimce, ktera sahd v obou smérech do nekoneéna, musime pfi-
psat nekonecnou délku a mnoZinu bodi, ktera je nekoneénékrat
vétsi nez mnozina bodua v tseéce = E, pfijaté za jednotku. Viem
takovym pfimkim musime téZz pfiznat stejnou délku a stejnou
bodovou mnoZinu; nebot uréujici dseky, kterymi se daji stanovit
na ka?dé ze dvou libovolnych p¥imek dva body, jimiZ ka%d4 z nich
prochazi, jsou si nejen podobné, nybrz i (geometricky) rovné, jestlize
vezmeme vzdalenost téchto bodu stejné velkou.

9. Libovelny bod na takové piimce ma viaéi obéma stranidm
p¥imky zcela podobnou polohu, a poskytuje také jen takové pojmové
zachytitelné znaky, jaké ma poloha kaZdého. jiného bodu toho
druhu. Zajisté se neda ¥ici, Ze takovy bod rozklada p¥imku ve dvé
stejné dlouhé Easti; nebot kdybychom to mohli ¥ici o jednom bodu
a, musili bychom to tvrdit ze stejného duvedu o kaZdém jiném
bodu b, coZ si viak odporuje, nebot kdyby bylo aR = aS, nemohlo
by také byt bR (= ba + aR) = bS(= aS — ab).

Obr. 8

93



Musime tedy tim spife tvrdit, e p¥imka na ob§ strany neomezen4
nema #4adny st¥ed, tj. Zadny bod, jehoZ uréeni by bylo moZno
podat ve vztahu k této éafe pouze pojmové.

10. Rovinné plose, kterou mezi sebou uzaviraji dvé rovnobézky
na ob& strany neomezené (tj. souhrn viech téch bodi, které jsou
obsaZeny na kolmicich, vedenych z ka?dého bodu jedné z téchto
rovnobéZek ke druhé z nich), musime p¥iznat nekoneéné velkou
plochu a mnoZinu bodu, kterd je nekoneénékrat vétsi neZ mnoZina
bodu étverce = E?, pfijatého za plosnou jednotku. Viem takovym
pruhiim mezi rovnobézkami, maji-li stejnou Sifku (délku kolmice),
musime té% pFisoudit stejnou velikost a stejnou mnoZinu bodu. Nebot
i ony se daji tak stanovit, Ze urdujici ¢asti jsou si nejen podobné,
nybrZ i geometricky rovné; jsou-li nap¥. urfeny rovnoramennymi
pravothlymi trojihelniky o stejné velkych stranich a stanovime-li,
%e jedna z téchto rovnobéZek ma prochazet zikladnou a druhi

vevs

protéjsim vrcholem.

11. Kolmice, zvolena libovolné v takovém pruhu, omezeném rovno-
bézkami, ma polohu z hlediska obou stran plochy podobnou, a ne-
poskytuje také #adné jiné znaky, které by bylo moZno pojmové
udat, ne% ty, které poskytuje poloha kaZ?dé jiné takové kolmice.
Oviemi’e se neda ¥ici, #e takovd kolmice rozkldda plochu ve dvé
geometricky rovné &asti. Nebot tento pfedpoklad by nas ihned
zapletl do zcela podobného sporu jako v & 9 a tim dokazuje svou
nepravdivost.

12. Posléze roving, ktera se rozprostira ve vech smérech do neko-
neéna, musime pfiznat nekoneéné velkou plochu a mnoZinu bodu,
kterd je k tomu nekoneénékrat vétsi neZ mnoZina bodd v pruhu
mezi rovnobézkami. AvSak pravé tak, jako musime pfiznat takovym
prubum stejné §ifky stejnou mnoZinu bodu, musime p¥iznat stejnou
nekoneénou mnoZinu bodi i vSem neomezenym rovindm. Nebot
také o nich plati, ¢ mohou byt urleny nejen podobnym, nybri
i (geometricky) rovnym zpusobem; nap¥. uréime-li kaZdou t¥emi
body které v ni leZi a tvofi sobé podobné a rovné trojihelniky.

13. Poloha libovolné neomezené p¥imky, leZici v takové neomézené
roving, je z hlediska obou stran roviny zcela podobni; a nadto
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poskytuje tytéZ znaky, které lze pojmové udat, jako poloha kazdé
jiné pFimky. Nicméné se neda fici, R )
Ze takova pfimka rozklada rovinu ve
dvé gasti geometricky stejné velké.
Nebot kdybychom to sméli tvrdit o
jedné p¥imce RS, musili bychom to
pfipustit také o ka#dé jiné R'S’, coZ F F F*
viak vede ke zfejmému sporu, pokud
chipeme ob& pifimky jako rovnobéiky.

14. Dvé._neomezené primky, leZici

v téZe roviné a nerovnobéiné, se tedy S S
nékde protinaji a tvo¥{ &ty¥i dhly (po Obr. 9

dvou rovné), a d&li tak celou plochu

neomezené roviny na &tyfi Gasti, z nichZ vidy dvé, omezené
rovnymi (podobnymi) dhly RaS = R'aS’, RaS’ = R'aS, jsou
si podobné. Kaida
z téchto &tyf¥ thlo-
vych ploch obsahuje
nekoneénou mnoZinu
prubhda, vymeze-
nych rovnobéi-
kami, rozprostiraji-
cich se na jednu stranu
do nekonedéna a maji-
cich libovolnou S$ifku,
jak jsme o nich uvazo-
vali v €. 11; odmysli-
me-li si jich v8ak libo- Obr. 10

volny poéet, zbyvijesté

uhlovy prostor, ktery je omezen stejnym tdhlem jako na zadatku.
Avsak pravé tak jako v & 9 a 10, neméme ani pravo nazvat ramena
téchto dhla sob& rovnymi, ani tak nazvat pruhy mezi rovnobéz-
kami, o nichZ maZeme dokazat, Ze jsou &astmi jejich plochy: pravé
tak nejsme oprivnéni nazvat tyto nekoneéné uhlové plochy navza-
jem rovnymi, tj. stejné velkymi, a to ani p¥i stejnych (podobnych)
uhlech. Je zfejmé, Ze ze dvou tdhlovych ploch RaS a Pa2' je prvni
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vétdi ne# druhid kdyz

=R bX 4 aS, cP + aR,
\ - ackoliv dhly samy jsou
c < =P rovny.

15. Cast prostoru,

kterou mezi sebou u-

zaviraji dvé neomeze-

né rovnobéiné roviny

(tj. souhrn vSech téch

S 2 bodi, které jsou obsa-

Obr. 11 Zeny na vSech kolmi-

cich, spusténych z kaz-

dého bodu jedné z nich na druhou) neboli neomezenou vrstvu,

jak bychom ji mohli nazvat, musime v kaZdém p¥ipadé prohlasit za

nekoneéné velkou, at mé jakoukoli §i¥ku (délku takové kolmice).

Pii stejné Sifce se vSak mohou tyto velidiny prohlasit za rovné a

dokonce i mnoZiny bodu v dvou takovych vrstvéach; stale podle
téhoZ zavéru, kterého jsme jiZz vicekrat (&. 8, 10, 12) uzili.

16. Libovolny rovnobéZny pruh, kolmy na roviny neomezené
vrstvy, ma polohu, kterd je viéi obéma stranam vrstvy zcela
podobna a stejné tak je podobna i poloha libovolného jiného pruhu
v téze vrstvé nebo i v kaZdé jiné neomezené vrstvé. Neda se viak
fici, Ze by musily byt stejné velké ony obé ¢asti, na néZ se vrstva
takovym rovnob&nym pruhem rozlozi.

17. Dvé neomezené roviny, které se protinaji, rozkladaji cely
nekoneény prostor ve &tyfi nekoneéné velké &asti, z nichZ vidy
dvé protilehlé jsou si nesporné podobné, aviak proto jesté hned
nemusi platit, Ze jsou stejné velké.

18.  Pravé tak nesméji byt vydavany za stejné velké prostory,
omezené dvéma podobnymi nebo (jak ¥ikdvame) stejnymi mnoho-
hrany, které omezuji jejich stény, prodlouZené do nekoneéna.

19. Ani dvé& &asti, na né% rozklada cely prostor jiZz sama jediné
nekoneéni rovina, nelze povaZovat za geometricky rovné,
tj. stejné velikosti, a tim méné je pokladat za stejné mnoZiny bodd,
piestoZe jsou si podobné.
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§50

Zbyva nam ted jesté kratce promluvit o téch paradoxech, s nimi%
se potkavame v oblasti metafyziky a fyziky.

V téchto védach pronasime tvrzeni: ,,ve vesmiru neexistuji
dvé zcela stejné véci a tedy také ne dva zcela stejné
atomy &i jednoduché substance; avSak takové jednoduché substance
musime piedpokliddat, pfipustime-li ve svété sloZena télesa;
musime té% koneéné predpokladat, Ze vSechny tyto substance jsou
proménlivé a Ze se stile méni.“ Tvrdim toto vSe, ponévadZ se
mi zd4, Ze jsou to pravdy, které se daji tak p¥esné a jasné dokazat,
jako kterakoli poucka matematiky. Pfece se vSak musime obavat,
Ze mnozi fyzikové budou pfi poslechu téchto vét jen vrtét hlavou.
Chlubi se toti%, Ze vyslovuji jen ty pravdy, kterym je uéi zkuSenost;
avSak zkuSenost nedokazuje Z4adny rozdil mezi nejmensimi &asti-
cemi téles, zejména téles jednoho druhu, nap¥. mezi nejmensimi
Casticemi zlata, které jsme ziskali z toho ¢i onoho dolu; zkuSenost
dale oviem udi, %e kazdé téleso je sloZené, aviak atomy, které by bhyly
zcela jednoduché a tim i bez v3i rozlohy, Ze jesté nikdo nevnimal;
zkuSenost koneéné ukazuje, ¥e ruzné latky, nap¥. kyslik, vodik
atd., vstupuji hned do této sloudeniny, hned do jiné, a mimoto
se projevuji hned témito, hned zase jinymi icinky — ale Ze by se tim
zménily ve svém nitru a Ze by se nap¥. kyslik poznendhlu zménil
na néco jiného, to Ze je pouze vybdjeno.

1. Podle mého nézoru je omyl, Ze by zkuZenost udila tomu,
co se tu tvrdi. ZkuSenost, pouha bezprostfedni zkuSenost ¢ vnimani,
nis neuéi bez spojeni s urfitymi pojmovymi pravdami ni¢emu
jinému, ne# tomu, Y¢ mame ta & ona pozorovani nebo ptedstavy
viubec. Odkud nam tyto piedstavy prichazeji, zda plisobenim néja-
kého jiného, od nas odli¥sného pfedmétu, ba dokonce, potfebuji-li
vubec pfiéinu, a jaké ma vlastnosti: o tom nés bezprostfedni vnimani
viibec nepoudi, nybrz to usuzujeme jen z uréitych istych pojmovych
pravd, které si musime rozumem pfimyslit, a usuzujeme na to
vétSinou jesté podle pouhého pravidla pravdépodobnosti, nap¥.
Ze tato Cervena, kterou pravé vidime, je zpusobena chorobnym stavem
naSeho oka, ona vuné zase blizkosti kvétiny. Naproti tomu nepotfe-
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bujeme Zadnych ziv&rh pouhé pravdépodobnosti, vyvozenych
ze zku¥enosti, abychom nahlédli, %¢ mezi kaZdymi dvéma vé&cmi
musi byt néjaky rozdil; ale miZeme to poznat po nepatrném roz-
mysleni s dplnou jistotou. Maji-li byt 4 a B dvé véci, musi byt jiz
proto také pravda, Ze véc A4 neni véci B, a toto je pravda, ktera
piedpoklada, Ze existuji dvé piedstavy A a B, z nichZ jedna p¥edsta-
vuje pouze véc A, nikoli viak B, a druhd jen véc B a nikoli A.
A jiz v této okolnosti tkvi rozdil (a to vnitini) mezi véci 4 a B.
Nahlédneme-li tak, Ze kazdé dvé véci maji nutné rozdily, jak maZeme
pokladat za opravnéné, pochybovat o takovém rozdilu jen proto,
Ze jej tu a tam nevnimame?, kdyZ pfece k takovému vnimani patii
zvlastni ostrost smysli a jesté mnohé jiné okolnosti.

2. Je spravné, Ze teprve zkuSenost nas uéi, Ze véci, které na nas
pusobi, je vice, a zejména Ze vSechny ty, které ndm zprostfedkuje
nizor, jsou sloZené. AvSak zkuSenost tomu udi jen za pied-
pokladu uréitych ryzich pojmovych pravd: jako je pravda, Ze rizné
ucinky mohou pfivodit jen ruzné p¥ifiny atd. AvSak neméné jisté
jsou ty pojmové pravdy, Ze kazda p¥iina musi byt nééim skuteénym,
a vie skuteéné Ze je budto substanci nebo souhrnem substanci, nebo
vlastnosti jedné &i vice substanci; a stejné tak, %e vlastnosti, které
jsou nécéim skuteénym, nemohou byt bez existence néjaké substance,
na ni% se nachizeji, a souhrny substanci nemohou byt bez jednodu-
chych substanci, které jsou jejich Eastmi. Z toho vSeho plyne
s piisnou nutnosti existence jednoduchych substanci a stane se
smésnym, nechtit je p¥ipustit, protoZe je — nevidime; a tim nesmysl-
néjsim, kdyZ dalsi pfemysleni uéi, Ze kazdé téleso, které jesté je
na$imi smysly vnimatelné, je sloZené, ba dokonce Ze musi byt
sloZeno z nekoneéné mnoZiny jednoduchych é&asti.

3. Podobny klamny zavér na neexistenci z nevnimatelnosti vznika,
nechceme-li uznat, Ze viechny koneéné substance podléhaji zméné,
kterd nikdy neustdva. Na své vlastni du8i sezndvame piece dosta-
teéné proménlivost jejich stavi, predstav, vlastnosti a sil. A jiZ
pouhi analogie ndm déva popud, usuzovat na néco podobného
u zvifecich du¥i a rostlin. Av3ak teprve rozumové divody nis
opraviiuji uznat, Ze se ve skutefnosti pfece vSechny substance
méni, i ty, které v rozmezi staleti nevykazuji Zadnou nimi pozoro-
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vatelnou zménu. Kdo to chce popirat, alespoii vzhledem k takzvané
nezivé hmoté a vzhledem k jejim jednoduchym &astem nebo
atomum, je donucen tvrdit, Ze viechny zmény, které se jevi v této
oblasti svéta, kdyZ nap¥. kus ledu, ktery byl jesté pfed chvili pevny,
nyni roztil a v nésledujici hodiné zmizi jako pira — Ze viechny
tyto zmény (f{kdm) nejsou ni¢im jinym, neZ pouhymi zménami
v prostorovych vztazich menSich a vétSich éastefek téchto téles,
pfidemZ se v nitru onéch &astefek samych neméni nic. Aviak jak
by mohlo ujit na3i pozornosti, %e pii tomto vykladu upadneme
do sporu? Nebot kdyby se v jednoduchych substancich samych
(v jejich nitru) nemohlo nic ménit: &im by byly zpisobeny zmény
v jejich vzijemnych prostorovych vztazich a jaké nasledky by mély
tyto pouhé vnéjsi zmény, jakym @delim by slouZily a na éem vibec
by se poznaly? Na vSechny takové otazky se d4 rozumné odpovédét
jen tehdy, kdy% jednoduchym substancim — totiZ takovym, které
nejsou nanejvys dokonalé, na néZ tedy muZe téinkovat vice sil nez
ony samy jiZ maji — pfizndme pravé proto schopnost zmény,
ponévadZ na sebe vzijemné ulinkuji a jejich mista povaZujeme
za takova jejich urleni, ktera obsahuji motiv, proé pravé pii
té a té mi¥e sil zpusobuje jedna substance u druhé v daném Easovém
intervalu pravé tyto zmény a ne snad mensi nebo vétsi. Jen za tohoto
pfedpokladu, ziejmého i obyéejnému lidskému rozumu, zmizi onen
spor v udeni o vesmiru, a je tieba abychom se jen povznesli nad
nékteré Skolské nazory, jiz skoro zastaralé, abychom shledali,
Ze je vie v souhlase.

§ 51

Prvni z téchto §kolskych nézoru, kterého se musime vzdat,
je mrtva nebo jen setrvaéna hmota, vymyslena star$imi fyziky,
jejiz viechny jednoduché éasti, pokud je ma, navzijem rovné a vééné
neproménné, nemaji mit %4dné vlastni sily, ledaZe by to byla jen
samotni setrvadéna sila. Cokoli je skuteéné, musi té% pusobit,
a tedy mit sily k pusobeni. Ale omezena substance, ktera je pravé
proto i proménlivd, nemiZe mit oviem Zadnou silu, jejiz Géinek
by svou povahou nepfipustil zménu, tedy zejména Zadnou tvoiivou
silu, nybrZ musi mit jen sily vyvolivajici zmény, které ostatné
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mohou byt bud imanentni, jako je sila vniméni, nebo tranzi-
entni, jako je sila pohybova.

AvSak muZe ndm byt i nadile dovoleno, stejné jako diive, p¥ed-
stavit si zpolatku véc mnohem jednoduSeji a predpokladat jen
existenci nékolika malo sil, misto nekoneéné mnoZiny sil, které
tu skuteéné spolupusobi, ba myslit si viibec takova télesa a jejich
vlastnosti, jeZ ve skuteénosti naprosto neexistuji, abychom uréili,
co tato télesa piivodi a naudili se tak postupné a s dostateénou pies-
nosti posoudit tdlinek, ktery vyplyne z uréitého spojeni vétsiho
mnoZstvi téles. Jenom nesmime predpokladat, aniZ bychom jesté
o véci zvlastd uvazili, Ze vysledek, ktery se v tomto vymySleném
piipadé musi objevit, bude také aZ do uréitého stupné shodny s tim
piipadem, ktery ve skuteénosti nastane. Pominuti této opatrnosti
zavinilo mnohy paradox, jak jesté uvidime.

§ 52

Jiny 8kolsky pfedsudek spoéiva v tom, Ze jakykoli pfedpoklad
pf¥imého pusobeni jedné substance na druhou je ve védé
nepfipustny. Pravda je pouze to, Ze nesmime nikdy p¥edpokladat,
Ze uréité pusobeni nisleduje bezprostfedné, aniZ bychom to dfive
dokézali; je pravda, %e by piestalo vSechno védecké studium, kdyby-
chom. chtéli kazdy jev, s nimZ se setkdme, vyloZit jen slovy, Ze je
vyvolan bezprostfedng. Sli bychom vak z¥ejm& piili§ daleko,
kdybychom prohlasili ka%dé plisobeni, které miZe vykonavat jedna
substance na druhou, jenom za zprostfedkované, a tim bychom
viubec nikde nepfipustili bezprostiedni Géinek. Nebot jak by jen
mohl povstat zprostfedkovany téinek, kdyby nebylo Zadného bez-

- prost¥edniho? ProtoZe to je dostatecné ziejmé, nechceme se u toho
déle zdrZovat, a spokojime se jen poznamkou, jak je podivné, Ze tak
veliky a obezietny myslitel jako Leibniz pfipadl na onu nestastnou
‘hypotézu pfedzjednané harmonie, kterd hyzdi cely jeho systém
kosmologie, jinak tak krasny, jen proto, Ze mu nebylo znimo Z4dné
prost¥edi, skrze néZ by mohly substance, které jsou jednoduché,
na sebe vzijemné pusobit.
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§53

S timto pfedsudkem je co nejiZeji spojen a jiZ tim vyvricen onen
pfedsudek mohem starfi, jakoby nebylo mo#né %adné pisobeni
(totiz #4dné bezprostiedni pusobeni) jedné substance na jinou,
kdy? je od ni vzdalena. Tvrdim tim spiSe, v nejost¥ejsim protikladu
k této piedstavé, Ze ka?dé pusobeni jedné substance (kterd je
v prostoru, a tedy omezena) na jinou je actio in distans; z toho pros-
tého davodu, Ze dvé jednoduché substance zaujimaji v kaZzdém
okamiiku také dvé ruzni jednoduchi mista, a tedy musi mit mezi
sebou néjakou vzdalenost. O zdanlivém sporu, ktery je mezi
timto tvrzenim a jednim naSim tvrzenim, %e totiZ prostor ma byt
spojité vyplnén, jsem jiZ mluvil d¥ive.

§ 54

4. Tim se ovSem prohfeSujeme proti jinému Skolskému p¥edsudku
novéjsi doby, podle néhoz by se mélo vidét, zejména v kazdé che-
mické slouceniné, pronikani substanci. KaZdou moZnost takového
pronikini bezpodmineéné popirdm; nebot jiZ v pojmu jednodu-
chého mista (nebo bodu) je obsaZeno, pokud vidim, Ze je to
misto, které muZe zaujimat jedna jedind (jednoduchd) substance.
Kde 'jsou dva atomy, tam jsou také dvé mista. Z naseho vykladu
prostoru, ktery jsme jiZ vicekrat opakovali, plyne rovné# ihned,
%e velikost zmény, kterou pfivodi vzajemné pusobeni dvou atomi
béhem dané doby, je uréeno jen velikosti vzdalenosti dvou atomu,
jez na sebe uéinkuji. Kdyby mohly existovat na jednom misté
dvé nebo vice substanci, tieba sebe kratsi dobu, byla by velikost

_jejich vzajemného pusobeni v této dobé naprosto neurditelna;
a kdyby to byl jen jediny okamZik, nebylo by mo#no uréit v ném
jejich stav.

§ 55

5. AvSak od Descartesovych dob se vynofil je$té jeden novy
gkolsky pFedsudek. Zatimco on sim se domnival (veden jisté velmi
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chvilyhodnym tdmyslem), Ze nemuZe nikdy dost pfehnat rozdil mezi
myslicimi a nemyslicimi substancemi (duchem a hmotou,
jak je nazval), pfipadl na tvrzeni, kaZdému obyéejnému lidskému
rozumu tak podivné, ba skoro nemyslitelné, 7e duchova bytost
se nejen nesmi povaZovat za néco rozprostranéného, tj. sklada-
jiciho se z- &asti, nybrZ ani za néco, co by existovalo v prostoru,
tedy za bytost, kterd by svoji p¥itomnosti vypliiovala tfeba jen
pouhy bod v prostoru. A ponévadi Kant Sel pozdéji dokonce
tak daleko, Ze prohlasil prostor (pravé tak jako &as) za pouhou
dvojici forem naSeho nazoru, kterym Zadny pfedmét neodpovida;
a protoZe postavil takika proti sobé dva svéty, inteligibilni
svét ducha a smyslovy svét: nelze se divit, kdyZ se alespoit
v Némecku tak hluboko upevnil pfedsudek o tom, Z%e duchovni
bytosti jsou neprostorové, Ze trva az do dneSniho dne ve Skolach.
Pokud jde o divody, jimiZz jsem tento pfedsudek potfel, jak se
domnivim, musim poukizat na jiné spisy, zejména na Wissen-
schaftslehre a na Athanasii. Tolik mi kaZdy musi pfiznat,
#e pro nazor mnou vysloveny, podle néhoZ musi existovat viechny
stvo¥ené substance ze spoleéného divodu jak v éase, tak v prostoru,
a cely jejich rozdil je pouhym rozdilem stupiiti, mluvi ve srovnéani
8 kaZdym jinym nézorem jiZ sama jeho jednoduchost.

§ 56

Zaujmeme-li toto hledisko, odpadne také velky paradox, ktery
se a% dodnes hledal stéle ve spojeni mezi duchovni a hmotnou
substanci. Jak jen muZe piisobit hmota na ducha a ten opét
na ni, kdyZ jsou tak nestejného rodu, to bylo prohlaseno za tajem-
stvi, které my lidé nemuZeme vyzkoumat. AvSak z uvedenych
nézori plyne, Ze toto vzijemné pusobeni musi byt alespoii zéasti
bezprostfedni, a potud v sobé nemiZe jisté mit nic tajemného
a skrytého; &m¥ jsme oviem nechtdli ¥ici, %¢ by nebyla hod-
na mnohého védeckého a badatelského dsili ta oblast téchto
déinku, které jsou néjak zprostfedkoviny, zejména orga-
nismy.
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§57

7. JestliZe si lidé p¥ed davnymi asy vymyslili substance bez
sil, chtéli zase v nové dobé sestrojit vesmir jen z pouhych sil bez
substanci. Byla to bezpochyby okolnost, Ze #adna substance nam
neprojevuje své byti jinak neZ svymi udéinky, tedy silami, ktera
vyvolala mylny vyklad pojmu substance jako souhrnu pouhych
sil. A hruby smyslovy obraz, na ktery poukazuje etymologie slov:
substance, substrit, subjekt, nositel a podobnych jinych,
zdénlivé podaval jasny dukaz, %e vSeobecnd vladnouci udeni, podle
néhoZ k existenci substance je zapotfebi jesté Gehosi zvlastniho,
éemu piisluSeji ony sily jako jeho vlastnosti, je zaloZena na pou-
hém smyslovém klamu; nebot nositele, podkladu ve vlastnim
slova smyslu, tu jisté nebylo tfeba. Musime vSak zastat u tohoto
smyslového vykladu? Jakékoli néco, dokonce pouhy pojem niéeho,
musime pfece povaZovat za pFedmét, kterému nenileZi jen jedna
vlastnost, nybrZ cely souhrn nekoneéné mnoha vlastnosti. Myslime
si proto jakékoli néco jako nositele ve vlastnim smyslu? Jisté ne!
Myslime-li si v8ak néco s tim uréenim, Ze je to néco skuteéného,
a to takové skutecno, které neni Zadnou vlastnosti jiného skuteéna,
pak to podfadime pojmu substance podle sprivného vykladu
tohoto slova. A takovych stvofenych substanci existuje, s vyjimkou
jedné nestvoiené, nekoneéné mnoho. Silami nazyvam ve smyslu
pfevladajiciho jazykového wuZiti vSechny ty vlastnosti substanci,
o nichZ musime predpokladat, %e jsou nejblizsi (tj. bezprostfedni)
piifinou'néjaké jiné vlastnosti, a to uvnit¥ nebo vné té substance,
kterd je vyvolava. Sila, kterd by nep¥isluSela #4dné substanci jako
jeji vlastnost, musila by byt né¢im skuteénym, ponévad? jako
pfiGina je nééim skuteénym, a p¥itom by se nevyskytovalana z4dné
jiné skuteénosti, takZe by se neméla nazjvat pouhou silou, nybri
piimo samostatné existujici substanci.

Po tom vSem, co jsme uvedli o podobnych vztazich (§ 38 a nésl.)
u ¢asu a prostoru, nevyZaduji Zadného dalsiho ospravedlnéni tyto
paradoxy — %e v bo#im stvofeni neexistuje #4dny nejvy%si stupeti
byti a #4adny nejniZ3i; Ze dile na ka?dém sebe vy3Sim stupni
a v ka#dé sebe starii dobé byli tvorové, kte¥i se rychlym pokrokem
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vySvihli pravé na tento stupeii; Ze viak také na kazdém sebe nizsim
stupni a v ka?dé sebe pozdéjsi dobé budou tvorové, kte¥i se pfes
svuj staly pokrok teprve nyni nachazeji na tomto stupni.

§ 59

Mnohem pohorslivéji vSak zni paradox: prestoe ,,veskery
nekoneény prostor vesmiru je viude a ve vSech dobéch tak
vyplnén substancemi, %e ani jediny bod neni ani okamZik bez sub-
stance, ktera by v ném byla, a e také ani jeden bod nepiechovava
dvé nebo vice substanci — miiZe pfece existovat nekoneénd mnoZina
ruznych stupfit hustoty, kterou maji razné ¢asti prostoru v ruz-
nych dobach, takZe t4%Z mnoZina substanci, kterd v tomto okamZiku
vypliiuje nap¥. kubickou stopu, by mohla byt v jiném &ase rozprost-
fena v prostoru milionkrat vétsim, a opét v jiném Case by mohla
byt zhusténa v tisickrat mensim prostoru, aniZ by byl p¥i rozpinani
néktery bod ve vétsim prostoru prazdny a aniz by musil bod v men-
$im prostoru pojmout pii zhustovani dva nebo tii atomy.*

Jsem si velmi dob¥e védom toho, %e tim tvrdim néco, co v oéich
vétsiny fyziku vypadd a7 do nynéjska jako nesmysl. Nebot jen
pravé proto, ponévad? se domnivaji, Ze fakt nestejné hustoty
téles nelze sloudit s piedpokladem spojité vyplnéného prostoru,
predpokladaji urditou pérovitost jako vieobecnou vlastnost viech
téles, dokonce i téch, u nich% (jako u plyna a éteru) pro to nemluvi
sebe mensi pozorovini, a v téchto pérech, z nichZ vétsi maji byt
veskrze naplnény plyny, tedy vlastné jen v pérech kapalin, jeZ
nebyly nikdy pozorovany, pfedpokladaji fyzikové jesté az do nynéjska
tak zvané vacuum dispertitum, tj. uréité prazdné prostory v takovém
mno#stvi a v takové rozloze, Ze sté%i bilionty dil prostoru, vyplné-
ného pouhym éterem, obsahuje skuteénou hmotu. Nicméné doufam,
%e vSem tém, ktefi néleZité uvaZili co bylo ¥efeno v §§ 20 a nésl.,
bude dostateéné jasné, proé neni viubec nic nemozného v tom,
%e ta? (nekonefnd) mnoZina atomi zaujimi hned vétsi prostor,
hned se opét stahne na mensi, aniZ by v prvnim p#ipadé zistal t¥eba
jen jediny bod onoho prostoru opustény, a v druhém p¥ipadé aniz
by jen jediny bod musil pfijmout dva atomy.
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§ 60

A nyni bychom se ji# sotva pohorsili nad tvrzenim (které bylo
jiZz beztak vysloveno star$i metafyzikou v uéeni o nexu cosmico),
Ze kaZda substance svéta je s kaZdou jinou v obapolném spojeni,
avSak tak, Ze zména, kterou jedna zpusobuje u druhé, je tim mensi,
¢im je v&t¥i jejich vzdalenost a Ze thrnny vysledek vlivu vSech
substanci na kaZdou jednotlivou je zménou, kterd se ¥idi
znidmym zédkonem spojitosti — pomineme-li piipad, kdy nastane
pfimy boZi zdsah, protoZe odchylka od tohoto zikona vyZaduje
silu, kterd by ve srovnani se spojitou silou musila byt nekoneéné
velka.

§61

Jakkoli snadno se da z pouhych pojmu vyvodit ueni o vladnou-
cich substancich, vyslovené jiZ v prvnim vydani Athanasie
(1829), 1ze v ném prece zpozorovat paradoxy, proéez je nutné zminit
se tu o nich nékolika slovy.

Vychazim toti# (viz citované misto) z té myslenky, Ze v kaZdé
dobé existuji substance, jejichZ sily jiz natolik vzrostly, Ze pusobi
s jistou pfevahou na vSechny okolni substance, a to at je toto okoli
jakkoliv malé, protoZe mezi kazdymi dvéma substancemi vesmiru
musi byt v kaZdém d&ase, jak zndmo, néjaky rozdil koneéné velikosti.
— Bylo by omylem, ktery by tento pfedpoklad ihned vystavil
podezieni z vnitiniho sporu, kdyby si chtél nékdo pfedstavovat,
Ze takova vladnouci substance musi mit sily, které pfevySuji sily
ovladané substance o nekone¢no. Tak tomu vibec neni. Dejme
tomu, Ze v prostoru konecné velikosti, nap¥. v prostoru koule, je sub-
stance (tfeba v jejim stfedu), ktera pfevySuje svymi silami viechny
ostatn{ substance v koneéném pomeéru, jako by to nap¥. bylo, kdyby
ka?da z nich méla pouze poloviéni silu proti oné. Adkoliv se pak
vibec neda pochybovat o tom, Ze celkovy uéinek téchto nekoneéns
mnoha slabsich substanci pfevySuje nekoneénékrat déinek silngjsi
substance tam, kde se nidhodné ve své ¢innosti spoji (jak se stava
napf., kdyZ se snaZi pifibliZit se k tstfednimu télesu, jak brzo usly-
sime): pfece mohou a musi byt jiné p¥ipady, kdy ony sily nesmé¥uji
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pravé k tému? cili, zejména se musi dat zpravidla ¥ci — p¥ihléd-
neme-li ted pouze k tomu téinku, ktery ka%?da ze substanci, nacha-
zejicich se v prostoru, sama vykonédva na kaZdou jinou a zase z jeji
strany pfijimi — Ze toto vzijemné pusobeni na strané silnéjsi sub-
stance je siln&j$i v tomtéZ poméru k jeji sile. V tomto p¥ikladu
tedy substance, o niZ jsme pfedpokladali, Ze je alespoii dvakrit
siln&j3i nez ka’?da ze sousednich, bude na kaZdou z nich alespoii
dvakrat silnéji pusobit, neZ ony pusobi na ni. A jen toto si myslime,
kdyZ% ¥ikdme, %Ze ovlada druhé substance.

§ 62

Avsak ngkdo snad fekne, e je-li tomu jen takto, pak musime
potkat nejen v nékterych prostorech, nybrz v ka?dém sebemensim
prostoru, ba dokonce v kazdém libovelném souhrnu atomi, jeden
vladnouci; nebot v kazdém souhrnu musi byt nékolik nejsilnéjsich,
pravé tak jako nejslabsich. Doufdm vsak, Ze Zadny z mych Etenaiu
nepotiebuje poudeni, Ze toto plati nejvyse o koneénych mnoZinach,
ale Ze tam, kde je mnoZina nekoneéna, muZe mit ka?dy ¢len nad
sebou jesté vétsi (nebo pod sebou jesté mensi) ¢len, aniz by néktery
z nich pfekro¢il danou koneénou veli¢inu (anebo pod ni klesl).

§63

Tyto vlddnouci substance, kterych jiz ve smyslu jejich pojmu
je v kaZdém koneéném prostoru jenom koneény podet, kazda z nich
viak obklopend hned vét$im, hned zase mensim obalem pouhych
sluZebnych substanci, vytvareji spojenim ve shluky koneéné velikosti
to, co nazyvame rozliénymi télesy, vyskytujicimi se ve svété
(plynnymi jakoZ i kapalnymi, pevnymi, organickymi atd.). V proti-
kladu k nim nazyvim éterem celou ostatni svétovou latku, ktera
vypliiuje vSechny kdekoli existujici prostory, aniZ by obsahovala
vyznaéné atomy, a tak spojuje vSechna télesa svéta. Neni tu misto
k rozboru, jak mnohé jevy, dosud jen nedokonale vysvétlené nebo
vibec nevysvétlené, se z dosavadniho pfedpokladu (i kdy#% jej chceme
pripustit jen jako piedpoklad) velmi lehce vysvétli. S ohledem
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na 1del tohoto spisu si musim dovolit jen n&kolik naznaki k objas-
néni zdanlivych spori.

JestliZe se viechny stvofené substance navzajem rozlifuji jen stup-
ném své sily, musi-li tedy byt pfiznén ka?dé z nich alespoii sebe-
mensi stupeii vnimavosti a pusobi-li viechny na vSechny: pak
neni nic pochopitelnéjsiho nez to, %e libovolnym dvéma substancim,
at jiz jakkoli ustrojenym, a tim spiSe dvéma vyznaénym substancim
se nejevi ka?da vzdilenost jako stejné vhodné (tj. takova
vzdalenost, kterd by jim dinila stejné dobie); nebot na velikosti
vzdalenosti zavisi jak velikost wéinku, které vykonavaji, tak téch,
které pfijimaji. JestliZze vzdilenost, ve které jsou, je vétsi neZ je pro
né vhodné: dostavi se u nich snaha, tuto vzdalenost zkratit, tedy
tak zvané p¥itahovani, v opatném piipadé viak odpuzovini.
Nesmime si myslit ani odpuzovani ani pFitahovani jako oboustranné,
a tim méné to, %e je doprovéizeno skutetnou zménou mista: avsak
smime piedpokladat jako jisté, Ze pro kaZdou dvojici substanci
ve vesmiru existuje dostateéné velka vzdalenost, aby p¥i ni a pfi
kaZdé vétsi vzdalenosti nastalo vzdjemné pfitahovani, a pravé tak
vzdalenost dostateéné mala, aby p¥i ni a p¥i ka?dé mensi nastalo
vzijemné odpuzovini. At se vSak v &ase jakkoliv méni velikost
uvedenych dvou vzdalenosti, které jsou mezemi p¥itahovani a odpu-
zovani pro dvé uvedené substance, a to nejen podle vlastnostf
téchto substanci samych, nybr% i podle vlastnosti sousednich sub-
stanci, leZicich v jejich celém okoli: je pfece nesporné, %e veskery
vliv, ktery na sebe vykonavaji dvé substance za okolnosti jinak
pochybnych, se musi zmenSovat s tbytkem jejich vzdalenosti; ji%
z toho duvodu, Ze také mnoZina téch substanci, které by mohly
zaujmout misto ve stejné vzdélenosti a mély by nérok na tentyz
uéinek, p¥ibyva se ¢tvercem oné vzdalenosti. Ponévadz dale pfevaha,
kterou méa ka%d4 vyznadna substance nad substanci pouze podii-
zenou, dostupuje vidy jen koneéné velikosti, a naproti tomu mnoZina
podiizenych substanci pfesahuje v kazdém prostoru mnoZinu onéch
prvnich nekoneénékrat: lze pochopit, %e velikost p¥itaZlivosti, kterou
pusobi vSechny substance v daném prostoru na jeden atom leZici
vné, se jevi byt pfiblizné ta%, dosahla-li jeho vzdalenost dostateéné
velikosti, jako velikost, které by pfitaZlivost nabyla i tehdy, kdyby
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onen prostor nemél #4dné vyznadné substance, nybr# obsahoval jen
stejné velkou mnoZinu obyéejnych atomi. Ve spojeni s pfedchozim
nis to vede k duleZitému zavéru, e mezi vSemi télesy, za pfed-
pokladu, Ze jejich vzijemna vzdalenost je dostatednsd
velka, existuje p¥itazliva sila, kterd je pFfimo dmérna
jejich masdm (tj. mnoZiné jejich atomi) a nep¥imo dmérna
étverci jejich vzdalenosti. Zadny fyzik ani astronom nagich
dnii nepopie, Ze tento zikon byl ve vesmiru pozorovéan; avsak zda se,
Ze se jen ziidka vzpomnélo na to, jak téZko je sluditelny s obvyklym
néizorem na vlastnosti elementérnich &astic ruznych téles Kdyby
totiZ se to mélo skuteéné tak, jak se véc dosud obecné vyklada,
Ze onéch 55 a vice jednoduchych latek, které chemikové poznali
na zemi, by tvofilo masu viech téles, se kterymi se tu setkdvame,
takZe ka?dé by bylo pouze souhrnem atomu jedné nebo druhé nebo
vétsiho poctu téchto latek, takZe nap¥. zlato by bylo pouze souhrnem
atomu zlata, sira souhrnem atomu siry atd.: pak at mi vyloZi, kdo
do dovede, &m je to, Ze latky, které se tak rozdilné chovaji pokud
jde o jejich sily, zejména ve stupni vzajemné pfitaZlivosti, jsou si
piece ve své vize veskrze rovny, tj. Ze jejich vahy se maji k sobé jako
jejich masy. Nebot znadmé zkuSenost uéi pfimo Ze tomu tak je, kdyz
koule z libovolné latky, majici stejnou vahu, se chovaji p¥i sriZce
pfesné tak, jak to musi éinit télesa o stejné hmoté (mase), kdyZ
se napf. pfivedou pii stejné rychlosti do klidu (pokud je Géinek prui-
nosti odstranén nebo poéita-li se s nim). Predpokladidme-li v3ak,
%e vSechna télesa nejsou vlastné z nifeho jiného neZ z nekoneéné
mnoZiny éteru, v némi je ve srovnini s touto mnoZinou zcela mizivy
pocet vyznaénych atomd, jejichZ sily p¥evysujisily éterového atomu
jen koneénékrat: pak pochopime, Ze pfitaZliva sila, kterou pusobi
celd zemékoule na tato télesa, nemuZe byt v Zidném piipadé citelnd
zvySena malym poétem onéch vyznaénych atomu, Ze tedy jejich
véha musi byt imérna jen jejich celé mase. Aviak i dnes jsou fyzi-
kové, ktefi povaZuji tepelnou latku (tedy v podstaté tutéz latku,
kterou ji sam ztotoZiiuji s éterem) za kapalinu, kterd je ve viech
télesech a nikdy se z nich neda tplné vypudit. Kdyby si tedy nebyli
na ne$tésti pfedstavovali tuto tepelnou latku jako imponderabilii
a kdyby se byli povznesli k nizoru, ¢ mnoZina stomu, které jsou
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jesté krom tepelného fluida v ka?dém individualnim télese, je proti
tepelné latce miziva (a jak blizko tomu byli, kdyZ nékdy poZadovali,
%e si musime p¥edstavovat atomy oddélené vzdilenostmi, které
jsou ve srovnani s jejich pruméry nekoneéné velké): pak by jim bylo
jisté byvalo zcela jasné, Ze je to jen tato tepelna latka, ktera uréuje
véhu vSech téles.

§ 64

Je nasnadé, Ze moc, kterou vyviji vyznaéna substance na své
nejbliz3i okoli, spoéiva, kdy% ne v jiném, tedy alespoii v jistém vngj- -
§im pFitahovani jejich sousednich atomi, prode% jsou atomy vkolo ni
a vzajemné vudi sobé hustéji stladeny, nez by jinak byly, a proto
pravé maji snahu, vzdalit se trochu pfi dané piilezitosti jak od
tohoto pFitahujicicho bodu, tak navzijem, tedy se navzajem odpu-
zovat; coZ je fakt, na ktery poukazuje tolik zkuSenosti, avSak k jehoz
vykladu se zcela zbyteéné piedpokladala prvopodateéni odpu-
divé sila mezi dasteCkami éteru,

§ 65

Z této okolnosti vyplyva snadny dikaz véty, kterou jsem vyslovil
jizv Athanasii, %e totiZ 24dné vyznaéna substance nedozna
uvnit¥ svého obalu takovou zménu, aby si nepodrZela uréity
(i kdyZ jakkoli maly) dil svého nejblizsiho okoli. Jisté se nikdo neo-
bava, Ze vyznacna substance a by mohla byt oloupena o ty atomy;
éteru, které jsou ji nejbliZe, jestliZe Zadny z jejich nejbliZsich okolnich
sousedit vyznaéného stupné b, ¢, d, e..neméni svoji vzdalenost
od a; pouze tehdy by mohla byt néjaka obava, kdyby néktera z nich
nebo i viechny se vzdalily. AvSak i kdy% se to stane, muZe jenom
¢ast éterovych &astic, obklopujicich a, sledovat unikajici substance
b, ¢c,d, e..., aviak &ast, a to 'téch které jsou nebliZe a, musi vidy
zistat; p¥idemZ nejen pfipoustim, Ze se tato &ast rozepne do Siriho
prostoru, nybrz dokonce tvrdim, Ze je to nutné. Podle stavu okolnosti
by sem dokonce mohly proudit z uréitych vzdalenych konéin éterové
atomy a vnikat do onéch prostoru, které jsou naplnény relativné
mnohem ¥id$im éterem, ponévad# vzdalenosti, do nichZ se rozptylily
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substance a, b, ¢, d, e . .. jsou p¥ili§ velké. Neni vak Zadny davod,
aby tento éter, pfichazejici zdaleka, vytlaéil dplné éter, ktery puvodné
obklopoval substanci a a chtél ziskat jeho misto. Eter sem proudici
musi jen zabranit vlastnimu rozpinéni éteru, obklopujiciho substanci
a, misto aby jej vypudil plné, a stladit jej natolik, aZ jeho hustota
je v rovnovaze se silami pfitazlivosti viech okolnich atomi.

§ 66
. Potom je moZno ihned odpovédét na mnohé otizky zpusobem,
ktery by mohl nékdo poklidat za paradoxni, kdyby to, co jsme
piedeslali, nezarudovalo vysvétleni. Takového druhu je otazka
po hranicich téles: kde vlastné jedno téleso konéi a druhé zacina?
Ja v8ak pokliddam za hranici télesa souhrn viech nejvnéjsnéjsich
atomi, které jesté k nému patii, tj. které jsou silnéji pfitahovany
jeho vyznaénymi atomy ne% jinymi vlddnoucimi atomy, které jsou
v sousedstvi; takZe zméni-li téleso svoje postaveni viadi svému
sousedstvi (nap¥. se od ného vzdali), odchézeji s nim, i kdyZ
snad ne toutéz rychlosti, pfece vSak tak, Ze nedojde k Zadnému
odloudeni atomu a #4dnému vstupu cizich atomi mezi né. Pfedpo-
kladame-li tento pojem hranice, ukaZe se brzy, Ze ohranideni télesa
je nééim velmi ménlivym, ba Ze se skoro stale méni, jak jen probiha
néjaka zména zéasti v ném samém, zéasti v sousednich télesech,
nebot viechny takové zmény mohou pochopitelné zpiisobit mnohé
zmény jak velikosti, tak i sméru p¥itazlivosti, ktera pusobi na atomy
néjakého télesa, a to nejen na ovladané, nybrz dokonce na vladnouci
Tak jisté Setné Castecky tohoto brku, které jeité kratce predtim
byly jeho ostatni hmotou silngji pfitahovany neZ okolnim vzduchem,
a tedy jesté k brku naleZely, budou nyni pfitahovény mymi prsty
silngji neZ hmotou brku a tim se od ného odtrhnou. — Pfesné&jsi
tivaha ukazuje, Ye mnoha télesa nemaji na urditych mistech vibec
%4dné hraniéni atomy, tj. nemaji takové atomy, které by jesté
nalezely k télesu a pohybovaly se s nim, kdyby se jeho poloha
zménila, a pfitom byly nejvnéjsnéjsi. Nebot opravdu, jakmile ma
jedno ze sousednich téles na nékterém misté nejvzdilenéjsi atom,
jenZ odchizi s nim, nemiZe mit druhé téleso jiZ proto Zadny takovy
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nejvzdalenéjsi atom, ponévad’? vSechny atomy éteru, které jsou
za nim, pat#i jiz k nému.

§ 67

Tim je také dina odpovéd na otazku, zda jsou télesa v pfimém
dotyku a kdy, ¢ zda jsou oddélena prostorem mezi nimi? Dovoluji
si totiZ (coZ se mi zda byt nejudelnéjsi) ten vyklad, Ze dvé télesa
se dotykaji, kdykoli nejvnéj$néj§i atomy, které podle vysvétleni
predchoziho paragrafu pat¥i k jednomu z nich, tvoii s atomy druhého
spojitou rozlohu: pak se jisté neda popfit, Ze existuje mnoho téles,
kterad se vzajemné dotykaji; nejen tehdy, je-li jedno z nich tekuté
¢i dokonce obé dvé, nybrz i kdyZ jsou pevné, pokud oviem napied

—odstranime silnym stiskem nebo jinak vzduch, ktery je mezi nimi,
a ktery na nich Ipi p#i obvyklych pomérech na zemi. Nedotykaji-li
se pbé télesa: pak musi byt prostor mezi nimi vyplnén néjakym jinym
télesem nebo alespoii pouhym éterem, ponévadz Zadny zcela prazdny
prostor neexistuje. D4 se tedy tvrdit, Ze vlastné kaZdé téleso je
ze viech stran v dotyku s nékterymi jinymi télesy anebo s pouhym
éterem, kdyZ takova télesa nejsou.

§ 68

Vzhledem k rozmanitym druhim pohybu, které se uskuteéiuji
ve vesmiru, bychom se mohli domnivat, %e kdyZ neni (podle naseho
nézoru) Zadnéa &ast prostoru prizdni, neni moiny jiny pohyb nez
jeden, pfi némi celd soudasné se pohybujici hmota tvoii jedinou
rozlohu, navracejici se. zpét do sebe samé, kde kaZda ¢ast hmoty
zaujima jen ta mista, kterd p¥imo predtim zaujimala jinid &ast
hmoty. Kdo v8ak zachoval v paméti to, co bylo feéeno v § 59 o roz-
licnych stupnich hustoty, kterymi prostor muZe byt vyplnén,
pochopi, Ze mohou a musi nastat i jiné pohyby. Zejména s jednim
pohybem, a to kmitavym, se musime takika stéle potkdvat nejen
u viech éterovych atomi, nybri také skoro u viech vyznaénych
atomu z davodu, ktery je tak ziejmy, Ze jej nepotfebuji teprve
uvadét. Jemu nejbliZze musi také byt otadivy pohyb, velmi béiny
zejména u tuhych téles. Jak si jej mame myslit, jak se da vysvétlit,
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Ze tytéz atomy, které jsou nyni na jedné strané osy, dospéji po pul- -
otadce na protéjsi stranu, aniZz by se odtrhly, jestliZe osou otaceni

je hmotna fara (coZ musi podle naSich nizora byt vidy): to muiZe

pfivést do rozpaku jen toho, kdo zapomene, Ze pravé tak v kontinuu,

jako mimo né, je kazdy atom v uréité vzdalenosti od kaZdého jiného

a proto muZe okolo né&j krouZit, aniZ by se odtrhl, nebo aniZ by se

pFitom dokonce otalel kolem sebe; toto otafeni kolem sebe sama

by bylo u jednoduché prostorové véci nééim, co by si samo odporo-

valo. '

§ 69

Ani? bychom chtéli tvrdit, Ze i jen jediny vladnouci atom nebo
oby&ejny atom opisuje ve vesmiru v néjaké dobé dokonale p¥imou
&arunebo dokonalou kruznici (coZ by p¥i nekoneéné mnoZiné poruch
které utrpi kaZ?dy atom déinkem ostatnich, mé&lo spife nekoneénd
velkou nepravdépodobnost): nesmime pfece prohlasit takové pohyby
za néco, co by samo o sob€ bylo nemozné. Zajisté viak smime tvrdit,
%e k opisovani nap¥. lomené Eary muZe dojit jen tehdy, kdyz
rychlosti atomu na konci tseku ab ponenihlu tak ubyva, Ze je
v bodé b nulou; nade? se v kazdém okamZiku, nasledujicim po pii-
chodu do b, musi dostavit opét rychlost (rostouci od nuly), nema-li
byt pohyb pieruSen koneénou dobou klidu.

Neni tomu tak u jistych jinych &ar, jako zejména u logaritmické
spiraly. I kdyZ si odmyslime vSechny poruchy z vnéjsku, shledame,
Ze je néco kontradiktorického v tom, %e by atom mél prob&hnout
v koneéné dobé t¥eba i jen tu ast této éary, ktera sméfuje ke stiedu,
pocdinajic néjakym jejim bodem: a jesté nesmysInéjsi je pozadovat,
aby atom, ktery ji opisuje, dosahl stfedu spiraly. Abychom toto
dokazali jen pro ten piipad, kdy atom postupuje po své drize stalou
rychlosti: mysleme si nejprve, %e se pohybuje sim. Pak se brzo
ukaZe, Ze na jeho pohyb po spirale se da nahliZet tak, jako by byl
sloZen ze dvou pohybi: jednoho rovnomérného pohybu po pruvedidi,
smérem ke stiedu, a tihlové rotace se stiedem v tomto bodé, jejiz
rychlost, rovnomérné vzrustajici, musi byt vétsi neZ jakakoli koneéna
veliéina, mé-li atom dospét libovolng blizko stfedu. Jisté tedy ne-
existuje v pfirodé sila, kterdi by mu mohla udélit tuto rychlost;
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a tim méng sila, ktera by mohla dat tuto rjrchlost celé mase atom1,
rozprostfené ve tfech rozmérech, jaké je zapotiebi, kdyz kaZzdy jeji
atom ma probéhnout vSech nekoneéné mnoho zavitu spirdly, aZ
ke stfedu v koneéné dobé. Aviak i kdyby ji mél, mohli bychom
o ném f¥ici, Ze dospél do stfedu? J4 sam nejsem toho minéni. Nebot
alkoliv muZeme fici, Ze tento stied tvoii s body spiraly (které ji
zcela nepochybné pat#i) kontinuum, protoie se mezi nimi najde
v kaZdé sebemensi vzdalenosti jeho soused: pfece chybi této linedrni
rozloze jesté druha vlastnost, kterou musi mit kazda rozloha, ma-li
byt opsina pohybem atomu, a to, ¢ ma v kazdém svém bodé jeden
nebo n&kolik urditych smérd. A tomu tak ve stfedu spiraly nent,
jak znamo.

Sem koneéné patii i Skadlivd otdzka, zda miZe podle naSich
nazori o nekonecnosti vesmiru dojit k posuvu vSeho vesmiru
v néjakém daném sméru nebo k jeho otiéivému pohybu kolem dané
osy & svétového stiedu? Odpovim, %e ani jeden, ani druhy pohyb
nemuZeme prohlasit za nemoZny z toho pouhého diuvodu, Ze by snad
nebylo moZno nalézt pro kazdy atom mista, na né% by vstoupil;
avSak musime je prohlasit za nemoZné, protoZe se nedostava p¥idin
(sil), které by takovy pohyb mély piivodit. Nebot neda se vymyslit
ani divod fyzicky nebo uspofidini obecné nutné (tj. které
je pouhym dusledkem ryze teoretickych pojmovych pravd), ani
moralni duvod nebo uspofddini jen podminéné nutné (tj.
které nachizime ve svété jen proto, ponévadz bih zpisobuje kaZdou
udélost prospéSnou blahu jeho stvofeni) — z néhoz by plynulo,
Ze se ve svété a takovym pohybem setkame.

§70

Uzavieme tyto tvahy dvéma paradoxy, které proslavil zejména
Euler. Jiz Bos$kovi¢ -upozornil na okolnost, Ze na jednu a tutéz
otazku po pohybu atomu a, pfitahovaného silou, nachézejici se v ¢
anepfimouimérnou étverci vzdélenosti, dostaneme dvé rizné odpové- -
di: podle toho, divime-li se na tento pfipad jako na pohyb, do néhoZ
pomalu pFechizi pohyb elipticky, kdyZ jeho rychlosti vrhu ubyva
k nule, nebo divame-li se na véc tak, jak je sama o sobé, abstrahujice
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zcela od této fikce. Kdyby atom a ziskal vrhem (nebo jinym zptisobem)
na zaditku svého pohybu sloZku rychlosti kolmou k ac: musil by
(zanedbame-li jakykoli odpor prostfedi) opisovat elipsu, jejiz jedno
ohnisko je ¢. Ubyva-li této slozky rychlosti do nekoneéna, ubyva
do nekoneéna také mensi osa této elipsy; proéeZz Euler usoudil,
Ze v tom piipadé, kdy atom nemé v bodé ¢ Ziadnou rychlost, musi
dojit k jeho kmitavému pohybu mezi body a a ¢; a jediné tento
pohyb Ze to je, do néhoZ p¥echazi onen pohyb elipticky, nema-li
se porusit zdkon spojitosti. — Jini, zejména Busse, shledalinaproti
tomu nesmyslnost v tom, Ze atom, jehoZ rychlost ve sméru ac ma
vzrustat p¥iblizenim k bodu ¢ do nekoneéna, by tu byl zcela bezdi-
vodné ve svém b&hu zabrzdén a puzen zpét v opaéném sméru (nebot
pfitomnost nééeho, co by bréinilo prichodu timto mistem, jako
t¥eba neprostupného atomu, ktery by tu byl nehybn& polozen, nebyla
vubec piedpokladana). Tvrdili tedy, Ze musi pfece ve svém pohybu
pokrafovat ve sméru ac za ¢, aviak nyni s ubyvajici rychlosti, aZ
dosahne konce tdseku cb = ca, pak se podobné z b vritit do a zpét
a tak stéle dal. — Podle mého nézoru tu nemohlo byt nic rozhodnuto
Eulerovym poukazem na zakon spojitosti. Nebot proti takovému
druhu spojitosti, kterd vskutku prokazatelné vladne u zmén ve
vesmiru (a to v rustu nebo poklesu sil jednotlivych substanci),
se jev, o néjz je veden spor, neprohfesuje, a to ani kdyZ nechdme atom
oscilovat v mezich a a b, ani kdyZ jej nechame oscilovat mezi a a c.
Avsak proti tomuto zakonu se prohfefime zpisobem, ktery
se nedi ospravedlnit, jiZz tim, Ze tu p¥edpoklddime sily,
a to pfitazlivou silu, ktera roste do nekoneéna; a jiZz proto
se nesmime divit, kdyZ se daji ze spornych premis vyvodit
i sporné zavéry. — Z toho v¥ak vidime, Ze nejen Eule-
!¢ rova odpovéd na otizku je nesprdvna, nybri i Busseho

odpovéd; nebot pFedpokldda jiz néco, co je samo o sobé

nemozné, totiz nekoneéné velkou rychlost v bodé ¢. Napra-

vi-li se tato chyba, pfedpoklada-li se tedy, Ze rychlost, jakou

atom postupuje, se iidi takovym zakonem, Ze zistava stéle

koneénou; pamatuje-li se téZ na to, Ze nemuZeme nikdy
b hovofit o pohybu jediného atomu, aniZ bychom p¥edpo-
Obr. 12 Kkladali prostfedi, v ném¥ se pohybuje, a vétsi nebo mensi
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mnoZstvi atomil, jeZ se soudasné s nim pohybuji: objevi se zcela
jing vysledek, jehoZ bliziim popisem se tu nepotfebujeme zabyvat.

Druhy paradox, ktery chceme jesté nékolika slovy uvést, se tyka
kyvadlového pohybu, a spoéiva v tom, e poloviéni doba kyvu
jednoduchého kyvadla o délce = r, poélitand pomoci nekoneéns

malého oblouku je, jak zndmo = -;—;— l/% ; kdeZto doba padu po te-
tivé tohoto oblouku, jejiZz délku p¥ece pokliddme obycejné za stejné
velkou s délkou oblouku, vyjde = VE ]/—;— . Ze Euler v tom vidél

paradox spoéiva jisté jen v jeho nespravné piedstavé o nekoneénd
“malém, které si myslil jako ekvivalentni nule. Ve skuteénosti vSak
neexistuji ani nekoneéné malé oblouky, ani tetivy; to viak, co tvrdi ma-
tematikové o svych tak zvanych nekoneéné malych obloucich a teti-
véach, dokézali vlastné jen pro oblouky a tetivy, které mohoubyt pokla-
dany za tak malé, jak si jen piejeme; a hofeni dv€ rovnice, spravné
pochopené, nemohou mit Z4dny jiny smysl ne ten: poloviéni doba

sNv2

kyvu kyvadla se blizi veli¢iné

T
2
vezmeme oblouk, na ném? je nechime kyvat, tak maly, jak chceme:
aviak doba padu po tetivé tohoto oblouku se blizi za téchZe okol-

~gL tak blizko jak chceme, jestliZe

nosti veli¢ing |/2 l/gL tak pfesné, jak jen chceme. A Ze tyto dvé veli¢iny

jsou rozdilné, Ze tedy oblouk a jeho tetiva se lisi vzhledem k zminéné
dobé padu, at je vezmeme jakkoliv malé: na tom neni nic podivného
pravé tak, jako na mnohych jinych jejich rozdilech, jejichZ vymizeni
nikdo neodekava, dokud oblouk a tetiva existuji, jako napiiklad
na tom rozdilu, %e oblouk si zachova vidy kfivost, jejiz velikost

N | . . o s sl e o .
bychom mohli mefit —, zatimco tetiva zdstava stile pfima, tj.

nemi Zadnou kiivost.
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