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§ 1.

Nicht zwar, wie Kastner sagt, alle, aber gewifi die
meisten paradoxen Behauptungen, denen wir auf dem Ge-
biete der Mathematik begegnen, sind S#tze, die den Begriff
des Unendlichen entweder unmittelbar enthalten oder
doch bei ihrer versuchten Beweisfihrung in irgendeiner
Weise sich auf ibn stiitzen. Noch unstreitiger ist es, daf§
gerade diejenigen mathematischen Paradoxien, die unsere
grofite Beachtung verdienen, weil die Entscheidung hoch-
wichtiger Fragen in mancher anderen Wissenschaft, wie in
der Metaphysik und Physik, von einer belriedigenden Wider-.
legung ihres Scheinwiderspruches abhingt, unter dieser
Gattung sich finden.

Und dieses ist eben der Grund, warum ich mich in der
voriiegenden Abhandlung ausschliefilich nur mit der Be-
trachtung der Paradoxien des Unendlichen befasse. DaB
es aber nicht mdglich sein wilirde, den Schein des Wider-
spruches, der an diesen mathematischen Paradoxien haftet,
als das, was er ist, als einen bloBen Schein zu erkennen,
wenn wir uns nicht vor allem deutlich machten, welchen
Begriff wir doch eigentlich mit dem Unendlichen verbinden,
erachtet man von selbst. Dies also schicken wir voraus.

§ 2.

Dafl man das Unendliche allem blofi Endlichen ent-
gegensetze, sagt schon das Wort. Und durch den Umstand,
daf} wir dic Benennung des Ersten aus jener des Zweiten
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2 Inbegriff.

ableiten, verridt sich uberdies, dafl wir uns auch den Be-
griff des Unendlichen als einen solchen denken, der aus
jenem des Endlichen erst durch Hinzuftigung eines neuen
Bestandteiles (dergleichen ja auch der blofle Begrift der
Verneinung schon ist) hervorgehe. Daff endlich beide
_ Begriffe auf Mengen, niher auf Vielheiten (d. h. auf
Mengen von Einheiten), somit auch auf Gréfen angewandt
werden, 148t sich schon aus dem Grunde nicht ableugnen,
weil es ja eben die Mathematik, d. h. die GroBenlehre
ist, wo wir am hiufigsten von dem Unendlichen sprechen,
‘indem wir endliche sowohl als unendliche Vielheiten, und
"nebst den endlichen Groflen auch nicht nur unendlich
grofle, sondern selbst unendlich kleine Groflen zum
Gegenstande unserer Betrachtung und — Berechnung so-
gar erheben. — Ohne noch anzunehmen, dafl jene beiden
Begriffe (des Endlichen namlich und des Unendlichen) sich
stets nur auf Gegenstinde anwenden lassen, an denen in
irgendeinem Betrachte sich Grofle und Vielheit nach-
weisen lafit, dirfen wir hoffen, dafl eine genauere Unter-
suchung der Frage, unter welchen Umstinden wir eine
Menge fiir endlich oder fiir unendlich erkliren, uns auch
dariiber, was das Unendliche tiberhaupt sei, Aufschlufl
gewdhren werde. '

§ 3.

Zu diesem Zwecke miissen wir jedoch bis zu einem der
einfachsten Begriffe unseres Verstandes zuriickgehen, um
uns (ber das Wort, das wir zu seiner Bezeichnung ge-
brauchen wollen, erst zu verstindigen. Es ist der Begriff,
der dem Bindewort und zugrunde liegt, den ich jedoch,
wenn er so deutlith hervortreten soll, als es die Zwecke
der Mathematik sowohl als auch der Philosophie in un-
zdhligen Fillen erheischen, am fiiglichsten durch die Worte:
ein Inbegriff gewisser Dinge oder ein aus gewissen
Teilen bestehendes. Ganze, glaube ausdriicken zu
konnen, wenn namlich festgesetzt wird, dal wir diese Worte
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in einer so weiten Bedeutung auslegen wollen, dafl sich
behaupten lasse, in allen Sitzen, wo man das Bindewort
und anzuwenden pflegt, also z. B. in den gleich folgenden:
,Die Sonne, die Erde und der Mond — stehen in
gegenseitiger Einwirkung aufeinander®; ,die Rose und
der Begriff einer Rose — sind ein paar sehr ver-
schiedene Dinge“; ,die Namen Sokrates und Sohn des
Sophroniskus — bezeichnen einerlei Person® — sei der
Gegenstand, von dem man in diesen Sitzen spricht, ein
gewisser Inbegriff von Dingen, ein aus gewissen
Teilen bestehendes Ganze: im ersten namentlich sei es
dasjenige Ganze, das Sonne, Erde und Mond miteinander
bilden, von welchem man aussagt, dafi es ein Ganzes sei,
dessen Teile in gegenseitiger Einwirkung aufeinanderstehen;
im zweiten sei es der Inbegriff, den die zwei Gegenstinde
ydie Rose und der Begriff einer Rose“ miteinander aus-
machen, woriiber man urteile, daf} sie zwei sehr verschiedene
Dinge wiren usw. Schon dieses wenige diirfte zur Ver-
stindigung {iber den hier in Rede stehenden Begriff ge-
niigen, wenn wir noch allenfalls beifiigen, dafl jeder be-
liebige Gegenstand 4 mit allen beliebigen andern B, C, D .. ..
in einen Inbegriff vereinigt werden konne oder (noch rich-
tiger gesprochen) an sich selbst schon einen Inbegriff bilde,
von dem sich manche mehr oder weniger wichtige Wahr-

heit aussagen lasse, sofern nur jede der Vorstellungen 4,

B, C,D....in der Tat einen anderen Gegenstand vor-
stellt, oder sofern nur keiner der Sitze: A4 ist dasselbe mit
B, A ist dasselbe mit £, B ist dasselbe mit C usw. wahr
ist. Denn ist z. B. 4 dasselbe Ding mit B, dann ist es
allerdings ungereimt, von einem Inbegriffe der Dinge 4 und
B zu reden.

§ 4.
Es gibt Inbegriffe, die, obgleich dieselben Teile 4, B, C,
D) .... enthaltend, doch nach dem Gesichtspunkte (Begriffe),

unter dem wir sie so eben auffassen, sich als verschieden
1*
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4 Menge, Summe, Grofle.

(wir nennen es wesentlich verschieden) darstellen, z. B. ein
ganzes und ein in Stiicke zerbrochenes Glas als Trinkgefafl
betrachtet. Wir nennen dasjenige, worin der Grund dieses
Unterschiedes an solchen Inbegriffen besteht, die Art der
Verbindung oder Anordnung ihrer Teile. Einen In-
begriff, den wir einem solchen Begriffe unterstellen, bei
dem die Anordnung seiner Teile gleichgiltig ist (an dem
sich also nichts far uns Wesentliches andert, wenn sich blof§
diese #ndert), nenne ich eine Menge; und eine Menge,
deren Teile alle als Einheiten einer gewissen Art 4, d. h.
als Gegenstinde, die dem Begriffe 4 unterstehen, betrachtet
werden, heifit eine Vielheit von 4. '

§ 5.

Bekanntlich gibt es auch Inbegriffe, deren Teile selbst
noch zusammengesetzt, d. h. abermals Inbegriffe sind. Unter
ihnen auch solche, die wir aus einem Gesichtspunkte be-
trachten, fiir den sich nichts an ihnen Wesentliches dndert,
wenn wir die Teile der Teile als Teile des Ganzen selbst
auffassen. Ich nenne sie, mit einem von Mathematikern
erborgten Worte, Summen. Denn das eben ist der Begriff
einer Summe, daf§ 4 (B C)=A-+ B-} C sein miisse.

. §e.

Betrachten wir einen Gegenstand als gehérig zu einer
Gattung von Dingen, deren je zwei, #/ und &, niemals ein
anderes Verhiltnis zueipandér haben koénnen, als daff sie
einander entweder gleich sind, oder dafl sich das eine von
ihnen als eine Summe darstellt, die einen dem andern
gleichen Teil in sich fafit, d. h. dafl entweder M/ = NV oder
M=N-|v» oder N=M-} u, wo von den Teilen » und g
abermals dasselbe gelten mufi, dafl sie nidmlich einander
entweder gleich, oder der eine als ein in dem andern ent-
haltener Teil anzusehen -sind: so betrachten wir diesen
Gegenstand als eine Groéfie.
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§7

Wenn ein gegebener Inbegriff von Dingen ....... A,
B,CDEF....LLM,N..... von einer solchen Beschaffen-
heit ist, dafl sich fir jeden Teil M irgendein und auch nur
ein anderer NV nachweisen 14t von der Art, daff wir nach
einem fiir alle Teile des Inbegriffes gleichen Gesetze
entweder /V durch sein Verhiltnis zu M, oder M durch sein
Verhiltnis zu /V bestimmen konnen: so nenne ich diesen
Inbegriff eine Reihe, und seine Teile die Glieder dieser
Reihe; jenes Gesetz, nach welchem entweder /V durch sein
Verhiltnis zu M, oder M durch sein Verhiltnis zu NV be-
stimmbar ist, das Bildungsgesetz der Reihe; das eine
dieser Glieder, welches man will, nenne ich (ohne durch
diese Benennung den Begriff einer wirklichen Zeit- oder
Raumfolge bezeichnen zu wollen) das vordere oder vor-
hergehende, das andere dashintere oder nachfolgende;
jedes Glied M, welches sowohl ein vorderes als ein nach-
folgendes hat, d. h. das nicht nur selbst aus einem andern,
sondern aus welchem.auch wieder ein anderes nach dem
fir die Reihe geltenden Bildungsgesetze ableitbar ist, nenne
ich ein inneres Glied der Reihe, wonach man von selbst
schon erachtet, welche Glieder ich, falls sie vorhanden
sind, duffere, welches das erste oder das letzte Glied
nenne *),

' § 8. .

Denken wir uns eine Reihe, deren erstes Glied eine
Einheit von der Art A4 ist, jedes nachfolgende aber aus
seinem vorhergehenden auf die Weise abgeleitet wird, daf§
wir einen ihm gleichen Gegenstand nehmend, denselben
mit einer neuen Einheit von der Art 4 zu einer Summe
verbinden: so werden offenbar alle in dieser Reihe vor-
kommenden Glieder — mit Ausnahme des ersten, das eine

*) Nihere Erliduterungen iiber diese wie tiber einige schon in
den vorigen Paragraphen aufgestellten Begriffe sind in der Wis-
senschaftslehre zu suchen.



6 Endliche und unendliche Vielheiten.

blofle Einheit von der Art A4 darbietet — Vielheiten
von der Art A sein und dies zwar solche, die ich end-
liche oder zihlbare Vielheiten, -auch wohl geradezu
(und selbst mit Inbegriff des ersten Gliedes) Zahlen, be-
stimmter: ganze Zahlen nenne.

§o -

Nach der verschiedenen Beschaffenheit des hier durch
A bezeichneten Begriffes kann es eine bald grofiere, bald
geringere Menge der Gegenstinde, welche er unter sich
fafit, d. h. der Einheiten von der Art A, und darum auch
eine bald grofBlere, bald geringere Menge der Glieder in
der besprochenen Reihe geben. Namentlich kann es der-
selben auch so viele geben, dafi diese Reihe, sofern sie
diese Einheiten alle erschopfen (in sich aufnehmen) soll,
durchaus kein letztes Glied haben darf; wie wir dies in
der Folge noch umstindlicher nachweisen wollen. Dies
also vorderhand vorausgesetzt, werde ich eine Vielheit,
die grofler als jede endliche ist, d. h. eine Vielheit, die so
beschaffen ist, dafl jede endliche Menge nur einen Teil von
ihr darstellt, eine unendliche Vielheit nennen.

§ 10.

Man wird mir, wie ich hoffe, zugeben, daf§ die hier auf-
gestellte Erklarung der beiden Begriffe einer endlichen
und einer unendlichen Vielheit den Unterschied zwischen
denselben in Wahrheit so bestimme, wie ihn diejenigen,
die diese Ausdriicke in einem strengen Sinne gebrauchten,
sich gedacht haben. Man wird auch zugeben, daf in diesen
Erklirungen kein versteckter Zirkel liege. Es handelt sich
also nur noch darum, ob wir durch eine blofile Erklarung
dessen, was eine unendliche Vielheit heifle, imstande sein
werden, zu bestimmen, was ein Unendliches tberhaupt
sel. So wire es, falls es sich zeigen sollte, es gebe streng
genommen nichts anderes, als eben nur Vielheiten, auf
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welche der Begriff des Unendlichen in seiner eigentlichen
Bedeutung angewandt werde, d. h. wenn es sich zeigen
sollte, dafl die Unendlichkeit eigentlich nur eine Beschaffen-
heit von Vielheiten ist, oder daff wir alles, was wir fiir
unendlich erkliren, nur darum so nennen, weil und in-
wiefern wir daran eine Beschaffenheit gewahren, die sich
als eine unendliche Vielheit ansehen 148it. Das ist nun,
dducht mir, wirklich. Der Mathematiker gebraucht dieses
Wort offenbar nie in einem anderen Sinne; denn es sind
tberhaupt fast nur Grofien, mit deren Bestimmung er sich
beschiftigt, wozu er sich der Annahme einer aus ihnen,
die von derselben Art ist, zur Einheit und des Begriffes
einer Zahl bedient. Findet er eine Gréfle, grofler als jede
Anzahl der zur Einheit angenommenen, so nennt er sie un-
endlich grof}; findet er eine so klein, dafi jedes Vielfache
derselben kleiner ist als die Einheit, so nennt er sie un-
endlich klein; und aufier diesen beiden Gattungen des
Unendlichenn und den von ihnen noch ferner abgeleiteten
Arten unendlich grofier und unendlich kleiner Gréfien von
hoherer Ordnung, die alle aus demselben Begriffe her-
vorgehen, gibt es fiir ihn sonst kein Unendliches.

§ 11.

Mit diesem den Mathematikern so wohl bekannten Un-
endlichen nun sind einige Philosophen, zumal der neueren
Zeit, wie Hegel und seine Anhidnger, noch nicht zufrieden-
zustellen, nennen es verichtlich das schlechte Unendliche
und wollen noch ein viel hoheres, das wahre, das quali-
tative Unendliche kennen, welches sie namentlich in
Gott und iiberhaupt im Absoluten nur finden. Wenn sie,
wie Hegel, Erdmann u. a. sich das mathematische Un-
endliche nur als eine Grofle denken, welche verdnder-
lich ist und in ihrem Wachstume keine Grenze hat (was
freilich manche Mathematiker, wie wir bald sehen werden,
als die Erklarung ihres Begriffes aufgestellt haben): so
pflichte ich ihnen in ihrem Tadel dieses Begriffes einer in

~
v



8 Mangelhafte Definitionen des Unendlichen.

das Unendliche nur wachsenden, nie es erreichenden
GroBle selbst bei. Eine wahrhaft unendliche Grofle,
z. B. die Linge der ganzen beiderseits grenzenlosen Ge-
raden (d. h. die Gréfie desjenigen Raumdinges, das alle
Punkte enthlt, die durch ihr bloBles begrifflich vorstellbares
Verhiltnis zu zwei gegebenen bestimmt sind), braucht eben
nicht verdnderlich zu sein, wie sie es denn in dem hier
angeftthrten Beispiele in der Tat nicht ist; und eine Grofle,
die nur stets groBer angenommen werden kann, als wir sie
schon genommen haben, und grofler als jede gegebene
(endliche) Grofle zu werden vermag, kann dabei gleichwohl
bestidndig eine blofl endliche Grofie verbleiben, wie dieses
namentlich von jeder Zahlgrofle 1, 2, 3, 4 ..... , gilt. Was
ich nicht zugestehe, ist bloff, dafl der Philosoph einen
Gegenstand kenne, dem er das Pridikat der Unendlichkeit
beizulegen berechtigt sei, ohne in diesem Gegenstande in
irgendeiner Beziehung erst eine unendliche Grofie oder.
doch Vielheit nachgewiesen zu-haben. Wenn ich dartun
kann, daf} selbst in Gott als in demjenigen Wesen, das wir
als die vollkommenste Einheit betrachten, sich Gesichts-
.punkte nachweisen lassen, aus welchen wir eine unendliche
Vielheit in ihm erblicken, und dafi es eben nur diese Ge-
sichtspunkte sind, aus denen wir ihm Unendlichkeit bei-
legen: so wird es kaum nétig sein, noch ferner darzutun,
dafl dhnliche Riicksichten auch in allen anderen Fillen, wo
der Begriff der Unendlichkeit in seinem guten Rechte ist,
zugrunde liegen. Ich sage nun: wir nennen Gott unendlich,
weil wir ihm Kréfte von mehr als einer Art zugestehen
miissen, die eine unendliche Grdfie besitzen. So miissen
wir ihm eine Erkenntniskraft beilegen, die wahre Allwissen-
heit ist, also eine unendliche Menge von Wahrheiten, weil
alle diberhaupt, umfafit usw. Und welcher wire denn der
Begriff, den man uns statt des hier aufgestellten von dem
wahren Unendlichen aufdringen will? Es soll das All sein,
das jedes beliebige Etwas umfafit, das absolute All, aufler
dem es nichts gibt. Nach dieser Angabe wire es ein Un-
endliches; das auch nach unserer Erklirung unendlich Vieles
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in sich schliefit. Es wire ein Inbegriff von nicht nur allen
wirklichen Dingen, sondern auch allem demjenigen, was
keine Wirklichkeit hat, den Sitzen und Wahrheiten an sich.
Und so dirfte denn — auch abgesehen von all den iibrigen
Irrtimern, die man in diese Lehre vom All verwoben
hat — kein Grund vorhanden sein, unsern Begriff von
dem Unendlichen zu verlassen, um jenen anzunehmen.

§ 12.

Doch auch so manche andere Erklirungen von dem Un-
endlichen, die selbst von Mathematikern und in der Meinung
aufgestellt wurden, dafl sie nur die Bestandteile dieses einen
und desselben Begriffes darboten, kann ich nicht umhin,
als unrichtig zu verwerfen.

1. In der Tat haben, wie ich nur eben vorhin erwihnte,
_einige Mathematiker, unter ihnen selbst Cauchy (in seinem
" Cours d’Analyse u. m. a. Schriften), der Verfasser des Ar-
tikels ,Unendlich® in Kligels Woérterbuche, geglaubt,
das Unendliche zu erkliren, wenn sie es als eine verander-
liche Grofle beschreiben, deren Wert unbegrenzt wichst
und fuglich gréfler werden konne, als jede gegebene,
noch so groBBe Gréfle. Die Grenze dieses unbegrenzten
Wachsens sei die unendlich grofie Grofie. So sei die
Tangente des rechten Winkels, als stetige Grofie gedacht,
unbegrenzt, ohne Ende, im eigentlichen Sinne unend-
lich. Das Fehlerhafte dieser Erklirung erhellt schon dar-
aus, weil das, was die Mathematiker eine veridnderliche
Grofie nennen, eigentlich nicht eine Grofle, sondern der
bloBe Begriff, die blofie Vorstellung von einer Gréfie
ist, und zwar eine solche Vorstellung, die nicht eine einzige,
sondern eine unendliche Menge voneinander verschiedener,
in ihrem Werte, d. h. in ihrer Grofiheit selbst sich unter-
scheidender Gréflen unter sich befaffit. Was man unend-
lich nennt, sind ja nicht jene verschiedenen Werte,
welche der hier zum Beispiel angeftihrte Ausdruck fang. ¢
far verschiedene Werte von ¢ darstellt, sondern nur jener
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einzelne Wert, von dem man (obgleich in diesem Falle mit
Unrecht) sich vorstellt, dafl jener Ausdruck ihn fir den

Wert ¢ = % annehme. Auch ist es wohl ein Widerspruch,

von der Grenze eines unbegrenzten Wachsens und bei der
Erklirung des unendlich Kleinen ebenso von der Grenze
einer unbegrenzten Abnahme zu reden. Und wenn man
jene fir das unendlich Grofie erkldrt: so sollte man der
Analogie nach diese, d. h. die blofle Null (ein Nichts) fiir
das unendlich Kleine erkliren; was doch gewifl unrichtig
ist und weder Cauchy noch Grunert zu sagen sich er-
lauben.

2. War die soeben betrachtete Erklirung zu weit, so
ist dagegen die von Spinoza und vielen anderen Philo-
sophen sowohl als Mathematikern angenommene, dafi nur
dasjenige unendlich sei, was keiner ferneren Ver-
mehrung fahig ist, oder dem nichts mebr beigefiigt
(addiert) werden kann, viel zu enge. Der Mathematiker
erlaubt sich zu jeder Grofle, auch der unendlich groflen,
noch andere, und nicht nur endliche, sondern selbst andere
schon bereits unendliche Grofien zuzusetzen, ja er verviel-
faltigt die unendliche Grofle sogar unendlichemal usw. Und
wenn einige noch dariiber streiten, ob dies Verfahren auch
ein gesetzmifliges sei: welcher Mathematiker, der nur nicht
alles Unendliche verwirit, wird nicht zugeben miissen, daf§
die Léinge einer nur nach der einen Seite hin begrenzten,
nach der andern aber in das Unendliche fortlaufenden
Geraden unendlich grof} sei, und gleichwohl durch Zusitze
nach der ersten Seite hin vergréfiert werden kénne?

3. Nicht befriédigender ist die Erklarung jener, die sich
genau an die Bestandteile des Wortes halten und sagen,
unendlich sei, was kein  Ende hat. Déachten sie dabei
nur an ein Ende in der Zeit, ein Aufhdren: so koénnten
nur Dinge, die in der Zeit sind, “endlich “oder unendlich
heilen. Allein wir fragen auch bei Dingen, die in keiner
Zeit sind, z. B. bei Linien oder Groflen iiberhaupt, ob sie
endlich oder unendlich sind. Nehmen sie aber das Wort
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in einem ‘weiteren Sinne, etwa gleichgeltend mit Grenze
tiberhaupt: so erinnere ich erstlich, dafi es gar manche
Gegenstinde gibt, bei denen man faglich nicht nachweisen
kann, dafl sich an ihnen eine Grenze befinde, ohne dem
Worte eine héchst schwankende, alles verwirrende Bedeu-
tung unterzuschieben, und die gleichwohl niemand zu den
unendlichen zihlt. So hat doch wohl ein jeder einfache
Teil der Zeit oder des Raumes (ein Punkt in der Zeit oder
im Raume) keine Grenzen, wird vielméhr selbst gewdhn-
lich nur als Grenze (einer Zeitlinge oder Linie) betrachtet,
ja von den meisten geradezu so definiert, nicht anders als
ob dies zu seinem Wesen gehorte; noch niemandem aber
fiel ein (es wire denn etwa Hegel), in dem blofien Punkte
eine Unendlichkeit sehen zu wollen. Ebensowenig kennt
der Mathematiker an der Kreislinie und an so vielen anderen
in sich zuriickkehrenden Linien und Flichen eine Grenze,
und betrachtet sie doch nur als endliche Dinge (es miifite
denn sein, dafi er auf die unendliche Menge der in ihnen
enthaltenen Punkte zu sprechen kidme, in welchem Betrachte
er aber auch an jeder begrenzten Linie etwas Unendliches
anerkennen mufl). Zweitens bemerke ich, daf§ es gar viele
Gegenstande giabe, die unleugbar begrenzt sind und dabei
doch als Groflen angesehen werden, die zu den unend-
lichen gehdren. So ist es nicht nur bei der schon friiher
erwdhnten Geraden, die nur nach einer Seite zu in das
Unmendliche reicht, sondern auch bei dem Fliachenraume,
den ein paar unendliche Parallelen, oder die beiden in das
Unendliche reichenden Schenkel eines auf einer Ebene ver-
zeichneten Winkels, zwischen sich einschliefflen, u. m. a. So
werden wir auch in der rationalen Psychologie eine Er-
kenntniskraft schon dann unendlich grofi nennen, wenn sie,
auch ohne allwissend zu sein, nur irgendeine unendliche
Menge von Wahrheiten, z. B. nur die ganze unendliche
Reihe der Dezimalstellen, welche die einzige Grofie }/E ent-
hilt, zu tberschauen vermag, -
4. Am gewohnlichsten heifit es: unendlich groB sej,
was grofler ist als jede angebliche Grofie. Hier bedarf
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es vor allem einer genaueren Bestimmung dariber, was
man sich bei dem Worte angeblich denke? Soll es nur
so viel bedeuten, dafl etwas mdglich sei, d. h. Wirklichkeit
haben koénne, oder nur, daBl es nichts Widersprechen-
des sei? Im ersten Falle beschrinkt man den Begriff des
Endlichen einzig auf jene Gattung von Dingen, die zu
den Wirklichkeiten gehoren, entweder zu aller Zeit
wirklich sind, oder doch zu gewissen Zeiten wirklich ge-
wesen sind oder mnoch werden sollen, oder wenigstens
irgend einmal zur Wirklichkeit gelangen koénnten. In
-diesem Sinne scheint in der Tat Fries (Naturphilosophie
§ 47) das Unendliche genommen zu haben, wenn er es das
Unvollendbare nennt. Der Sprachgebrauch aber wendet
den Begrift des Endlichen und ebenso auch jenen des Un-
endlichen auf beides, sowohl auf Gegenstinde an, denen
Wirklichkeit zukommt, wie namentlich auf Gott, als auch
auf andere, bei denen von gar keiner Existenz derselben
gesprochen werden kann, dergleichen die blofien Sitze und
Wabhrheiten an sich, samt ihren Bestandteilen, den Vor-.
stellungen an sich; indem wir endliche sowohl als unend-
liche Mengen derselben annehmen. Versteht man aber
unter dem Angeblichen alles dasjenige, was sich nur eben
nicht widerspricht: dann legt man es schon in die Er-
klirung des Begriffes, dal es kein Unendliches gibe; denn
eine Grofle, die grofler sein soll, als eine jede, die sich
nicht widerspricht, miifite auch groéfler als sie selbst sein,
was freilich ungereimt ist. AHein es gibt noch eine dritte
Bedeutung, in der man das Wort angeblich nehmen
konnte, wenn man- darunter nur etwa solches verstinde,
was eben uns nur gegeben werden kann, d. h. ein
Gegenstand unserer Erfahrung zu werden vermag. Doch
ich. frage jeden, ob er die Worte endlich und unend-
lich nicht jedenfalls in einem solchen Sinne nehme, und
— soll in der Wissenschaft ein niitzlicher Gebrauch von
ihnen gemacht werden — auch notwendig nur in einem
solchen Sinne nehmen miisse, dabei sie jedenfalls eine ge-
wisse innere Beschaffenheit der. Gegenstinde, die wir so
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nennen, keineswegs aber ein blofles Verhiltnis derselben
zu unserem Erkenntnisvermdgen, zu unserer Sinn-
lichkeit sogar (ob wir Erfahrungen iiber sie einziehen
kénnen oder nicht konnen) betreffen. Somit kann denn
‘die Frage, ob etwas endlich oder unendlich sei, gewiB
nicht davon abhingen, ob der in Rede stehende Gegen-
stand eine Groéfle besitze, die wir noch wahrzunehmen (etwa
zu Uberschauen oder nicht zu iberschauen) vermégen.

§ 13.

Sind wir nun mit uns einig geworden, welchen Begriff
wir mit dem Worte unendlich verbinden wollen, und
haben wir uns auch die Bestandteile, aus denen wir diesen
Begriff zusammensetzen, zu einem klaren Bewufitsein er-
hoben: so ist die nichste Frage, ob er auch Gegen-
stdndlichkeit habe, d. h. ob es auch Dinge gebe, auf die
er sich anwenden li4fit, Mengen, die wir in der erklirten
Bedeutung unendlich nennen dirfen? Und dieses wage
ich mit Entschiedenheit zu bejahen. Es gibt schon im
Reiche derjenigen Dinge, die keinen Anspruch auf
Wirklichkeit, ja nur auf Méglichkeit machen, un-
streitig Mengen, die unendlich sind. Die Menge der
Sitze und Wahrheiten an sich ist, wie sich sehr leicht
einsehen 14fit, unendlich; denn wenn wir irgendeine Wahr-
heit, etwa den Satz, dafl es Wahrheiten iberhaupt gebe,
oder sonst jeden beliebigen, den ich durch A bezeichnen
will, betrachten: finden wir, dafl der Satz, welchen die
Worte , A4 ist wahr“ ausdriicken, ein von A4 selbst ver-
schiedener sei; denn dieser hat offenbar ein ganz anderes.
Subjekt als jener. Sein Subjekt nimlich ist der ganze Satz
A selbst, Allein nach eben dem Gesetze, wie wir hier aus
dem Satze A diesen von ihm verschiedenen, den ich B
nennen will, ableiten, 1ifit sich aus B wieder ein dritter
Satz C ableiten, und so ohne Ende fort. Der Inbegriff all
dieser Sitze, deren jeder folgende zu dem nichst vorher-
gehenden in dem nur eben angegebenen Verhiltnisse steht,
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dafl er denselben zu seinem Subjekte erhebt und von dem-
selben aussagt, daf er ein wahrer Satz sei, dieser Inbegriff
— sage ich — umfafit eine Menge von Teilen (Sitzen),
die grofler als jede endliche Menge ist. Denn ohne meine
Erinnerung bemerkt der Leser die Ahnlichkeit, welche die
Reihe dieser Sitze nach dem soeben angegebenen Bildungs-
gesetze mit der im § 8 betrachteten Reihe der Zahlen hat;
eine Ahnlichkeit, bestehend darin, daf es zu jedem Gliede
der letzteren ein ihm entsprechendes der ersteren gibt, dafl
es somit fiir jede auch noch so grofie Anzahl auch eine
ihr gleiche Anzahl verschiedener Sitze gibt, und daff wir
immer noch neue Sitze dariber bilden kdnnen, oder besser
zu sagen, dafl es solche Sitze, gleichviel ob wir sie bilden
oder nicht, an sich selbst gibe. Woraus denn folgt, dafi
der Inbegriff all dieser Sitze eine Vielheit besitze, die
grofler als jede Zahl, d. h. die unendlich ist.

§ 14.

Aber wie einfach und einleuchtend auch der eben ge-
lieferte Beweis ist: doch gibt es eine betrichtliche Anzahl
gelehrter und sehr scharfsinniger Minner, die den Satz
selbst, den ich hier dargetan zu haben glaube, nicht nur
fir paradox, sondern geradezu fir falsch erkliren. Sie
leugnen, es gibe irgendein Unendliches. Nicht nur
unter den Dingen, die Wirkljchkeit haben, sondern auch
unter den tubrigen gibt es nach ihrer Behauptung kein
einzelnes, auch keinen Inbegriff mehrerer, an dem sich in
irgendeinem Betrachte eine unendliche Menge von Teilen
annehmen lieBe. Die Griinde, welche sie gegen das Un-
endliche im Reiche der Wirklichkeit erheben, wollen wir
spiter betrachten, weil wir auch spiter erst die Griinde
fir das Vorhandensein . eines solchen Unendlichen vor-
bringen werden. Hier also lafit uns nur die Griinde ver-
nehmen, durch welche dargetan werden soll, daf§ es nirgends,
nicht einmal unter den Dingen, die keinen Anspruch auf
Wirklichkeit machen, etwas Unendliches gibe. 1. ,Eine
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unendliche Menge“, sagt man, ,kann es schon aus dem
Grunde nirgends geben, weil eine unendliche Menge nie
in ein Ganzes vereinigt, nie in Gedanken zusam-
mengefafit werden kann.“ — Diese Behauptung mufl
ich geradezu als einen Irrtum bezeichnen, als einen Irrtum,
den die falsche Ansicht erzeugte, daB man, um ein aus
gewissen Gegenstinden a, b, ¢, d . ... bestehendes Ganze zu
denken, zuvor sich Vorstellungen, dic einen jeden dieser
Gegenstinde im einzelnen vorstellen (Einzelvorstellungen
von ihnen), gebildet haben miisse. So ist es durchaus nicht;
ich kann mir die Menge, den Inbegriff oder, wenn man so
lieber will, das Ganze der Bewohner Prags oder Pekings
denken, ohne mir einen jeden dieser Bewohner im einzelnen,
d. h. durch eine ausschliellich ihn nur betreffende Vor-
stellung, vorzustellen. Ich tue das wirklich jetzt eben, in-
dem ich von dieser Menge derselben spreche und z. B. das
Urteil fille, daB ihre Anzahl in Prag zwischen den beiden
Zahlen 100000 und 120000 liege. Es ist ndmlich, sobald
wir erst eine Vorstellung A4 besitzen, die jeden der Gegen-
stinde a, b, ¢, d . ..., sonst aber nichts anderes vorstellt,
tiberaus leicht zu einer Vorstellung zu gelangen, welche
den Inbegriff, den alle diese Gegenstinde zusammen aus-
machen, vorstellt. Dazu bedarf es in der Tat nichts anderen,
als den Begriff, den das Wort Inbegriff bezeichnet, mit
der Vorstellung 4 in der Art zu verbinden, wie es die
Worte: der Inbegriff aller A4, andeuten. Durch diese
einzige Bemerkung, deren Richtigkeit jedem, wie ich glaube,
einleuchten muf, fillt alle Schwierigkeit weg, die man' bei
dem Begriffe einer Menge, wenn sie aus unendlich vielen
Teilen besteht, finden will; sobald nur ein Gattungsbegriff,
der jeden dieser Teile, sonst aber nichts anderes umfafit,
vorhanden ist, wie dieses bei dem Begriffe: ,Die Menge
aller Sitze oder Wahrheiten an sich,“ der Fall ist,
wo der benétigte Gattungsbegriff kein anderer als der schon
vorliegende: ,ein Satz oder eine Wahrheit an sich* ist. —
Allein ich' darf noch einen zweiten Irrtum, den man in
jenem Einwurfe verrit, nicht ungeriigt lassen.
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Es ist die Meinung, ,dafl eine Menge nicht vorhanden
wire, wenn nicht erst jemand, der sie denkt, vorhanden
wire,“ Wer dies behauptet, der sollte, um so folgerecht
zu sein, als man es tberhaupt bei einem Irrtum sein kann,
nicht nur behaupten, dafi es keine unendliche Mengen
von Sitzen oder Wahrheiten an sich gibe, sondern er
sollte behaupten, dafl es Gberhaupt gar keine Sitze und
Wabhrheiten an sich gibe. Denn wenn wir den Begriff von
Sitzen und Wahrheiten an sich zu einem klaren Bewufit-
sein bei uns erhoben haben und an der Gegenstindlich-
keit desselben in der Tat gar nicht zweifeln: so konnen
wir wobl schwerlich” auf Behauptungen, wie die nur an-
gefiihrte ist, geraten, oder doch sicher nicht bei denselben
beharren. Um dies auf eine jedem einleuchtende Weise zu
zeigen, erlaube ich mir die Frage aufzuwerfen, ob an den
Polen der Erde nicht auch sich Koérper, flissige sowohl als
feste, befinden, Luft, Wasser, Steine u. dgl., ob diese Kérper
nicht nach gewissen Gesetzen aufeinander einwirken, z.B.
so, dafl die Geschwindigkeiten, die sie einander bei ihrem
Konflikte mitteilen, sich verkehrt wie ihre Massen ver-
halten u. dgl.,, und ob dieses alles erfolge, auch wenn kein
Mensch noch irgendein anderes denkendes Wesen da ist,
das es beobachtet? Bejaht man dieses (und wer miifite es
nicht bejahen?): dann gibt es auch Sitze und Wahrheiten
an sich, die alle diese Vorginge ausdriicken, ohne daf§
irgend jemand sie denkt und kennt. Und in diesen Sitzen
ist haufig von Ganzen und Mengen die Rede; denn jeder .
Kérper ist doch ein Ganzes und bringt gar viele seiner
Wirkungen nur durch die Menge der. Teile, aus denen er
besteht, hervor. Es gibt also Mengen und Ganze, auch
ohne daff ein Wesen, welches sie denkt, da ist. Und
wenn dies nicht wire, wenn diese Mengen nicht selbst da
wiren: wie konnten die Urteile, welche wir iiber sie fillen,
wahr sein? Oder vielmehr, was miifite der Sinn dieser
Urteile sein, wenn sie erst dadurch wahr werden sollten,
daf} jemand da ist, der diese Vorgiange wahrnimmt? Wenn
ich sage: ,Dieser Block loste sich vor meinen Augen von
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jenem Felsen ab und stirzte, die Luft durchschneidend,
herunter“; so mifite dies ungefibr folgenden Sinn haben:
Indem ich gewisse einfache Wesen dort oben zusammen-
dachte, entstand eine Verbindung derselben, die ich Block
nenne; diese Verbindung entfernte sich von gewissen
anderen, die sich, indem ich sie zusammen dachte, zu einem
Ganzen vereinigten, welches ich einen Felsen nenne; usw.

2. Allein man dirfte sagen: ,es bleibe bei-allem dem
wahr, dafl es nur unser Werk, und zwar ein grofienteils
sehr willkiirliches Werk sei, ob wir gewisse einfache Gegen-
stinde in einen Inbegriff zusammendenken oder nicht zu-
sammendenken wollen; und nur erst, wenn wir dies tun,
entstehen Verhaltnisse zwischen ihnen. Der mittelste Atom
in diesem an meinem Rocke befindlichen Knopfe und der
mittelste Atom in jenem Turmknopfe dort gehen einander
nicht das geringste an und stehen in gar keiner Verbindung
miteinander; erst durch mein gegenwirtiges Zusammen-
denken derselben entsteht eine Art Verbindung zwischen
- ihnen.“ — Auch diesem muf} ich widersprechen. Die bei-
den Atome waren, noch ehe das denkende Wesen ihre
Vorstellungen zusammenfiigte, in gegenseitiger Einwirkung
aufeinander, z. B. durch die Kraft der Anziehung u. dgl.;
und wenn anders jenes denkende Wesen infolge seiner
Gedanken nicht auch noch Handiungen vornimmt, die eine
Anderung in den Verhaltnissen zwischen den beiden Atomen
bewirken: so ist es durchaus unwahr, dafl erst durch jenes
Zusammendenken derselben Verhiltnisse unter ihnen ent-
stinden, die auflerdem unicht da wiren. Soll ich mit Wahr-
heit urteilen, daf§ jener Atom der niedere, dieser der hohere
sei, und da somit dieser durch jenen um irgendein Kleines
in die Hohe gezogen werde usw.: so miifite dies alles statt-
finden, auch wenn ich nicht daran gedacht hitte.

3. Doch andere sagen: ,Nicht, dafl ein Inbegriff von
einem denkenden Wesen wirklich gedacht werde, ist
dazu notwendig, daBl er bestehe: wohl aber ist dazu not-
wendig, dafl er gedacht werden kénne. Und weil nun kein
Wesen moglich ist, das eine unendliche Menge von Dingen

Bolzano, Paradoxien des Unendlichen. 2
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jedes im einzelnen sich vorzustellen und diese Vorstellungen
dann zu verbinden vermag: so ist auch kein Inbegriff, der
eine unendliche Menge von Dingen als Teile in sich fafite,
méglich.“

Wie irrig die hier wiederholte Voraussetzung sei, daf§
zu dem Denken eines Inbegriffs das Denken aller seiner
Teile im einzelnen, d. h. das Denken eines jeden einzelnen
Teiles vermittels einer denselben vorstellenden Einzelvor-
stellung erfordert werde, haben wir Nr. 1 schon gesehen;
auch brauchen wir nicht erst auf das allwissende Wesen
als auf ein solches zu verweisen, dem selbst die Auffassung
einer unendlichen Menge von Dingen, jedes im einzelnen,
keine Miithe verursacht. Allein wir diirfen nicht einmal die
erste Voraussetzung zugeben, ndmlich, daf§ das Vorhanden-
sein eines Inbegriffes von Dingen auf der Bedingung be-
ruhe, daBl ein solcher Inbegriff gedacht werden kann.
Denn das ,Gedacht-werden-kénnen einer Sache“
kann nie den Grund ihrer Moglichkeit enthalten; sondern
es ist vielmehr gerade umgekehrt die Moglichkeit einer
Sache erst der Grund davon, daf§ ein verniinftiges Wesen,
wenn es sich nicht eben irrt, die Sache méglich oder wie
man (nur uneigentlich) sagt, sie denkbar findet, sie denken
kann. Von der Richtigkeit dieser Bemerkung und von der
génzlichen Unhaltbarkeit der freilich sehr verbreiteten An-
sicht, welche ich hier bekdmpfe, wird man sich noch vélliger
iiberzeugen, wenn man sich die Bestandteile, aus welchen
der hochst wichtige Begriff der Méglichkeit besteht, deut-
lich zu machen sucht, Dafl man moglich dasjenige nennt,
was sein kann, ist offenbar keine Zerlegung dieses Be-
griffes; denn in dem Worte kdnnen steckt der Begriff der

Moglichkeit noch ganz. Aber noch unrichtiger wire es,
die Erklarung aufstellen zu wollen, dafl moglich dasjenige
sei, was gedacht werden kann. Denken im eigent-
lichen Sinne des Wortes, wo es auch schon das blofle
Vorstellen befafit, konnen wir uns auch das Unmégliche;
und denken es uns ja wirklich, so oft wir dariiber urteilen,
und es z. B. eben fiir unmoéglich erkliren; wie wenn wir

’
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sagen, dal es keine Grofle gebe und geben kénne, welche
durch o oder j — 1. vorgestellt wird. Aber auch wenn man
unter dem Denken hier nicht ein blofies Vorstellen, son-
dern ein eigentliches Fiirwahrhalten versteht, ist es falsch,
dafl alles moglich sei, was wir fiir wahr halten konnen.
Durch Irrtum halten wir ja zuweilen auch das Unmogliche,
z. B. daB wir die Quadratur des Zirkels gefunden hitten,
fir wahr. Es mifite also gesagt werden (wie ich schon
oben verbessernd annahm), moglich sei dasjenige, woriiber
ein denkendes Wesen, wenn es der Wahrheit gemaf urteilt,
das Urteil ausspricht, daB} es sein koénne, d. h, da} es mog-
lich sei. Eine Erkliarung, die einen offenbaren Zirkel ent-
hilt! Wir sind also wohl genétigt, die Beziehung auf ein
denkendes Wesen bei der Erklarung des Méglichen ganz
aufzugeben und uns nach einem anderen Merkmale umzu-
sehen. Moglich ist, hort man zuweilen auch sagen, ,was
sich nicht widerspricht. Allerdings ist alles, was
einen Widerspruch schon in sich selbst enthalt, z. B. daf§
eine Kugel keine Kugel sei, unmoglich. Aber nicht alles
Unmégliche ist nur eben von solcher Art, dafl der Wider-
spruch schon in den bloBen Bestandteilen, aus welchen
wir die Vorstellung desselben zusammengesetzt haben, vor-
kommt. Dafi ein Korper, der von sieben ebenen Seiten-
flichen eingeschlossen ist, von gleichen Seitenflichen ein-
geschlossen sei, ist unmoglich; aber das Widersprechende
liegt nicht schon in den Worten, die hier verbunden wer-
den, offen zutage. Wir miissen also unsere Erklirung er-
weitern. Wollten wir aber sagen, unmoglich sei, was mit
irgendeiner Wahrheit im Widerspruche steht: so wiirden
wir alles, was nicht. ist, auch eben darum schon fiir un-
moglich erklaren, weil der Satz, daB es ist, der Wahrheit,
daff es nicht ist, widerspriche. Wir wiirden also gar
keinen Unterschied zwischen dem Moglichen und dem Wirk-
lichen, ja dem Notwendigen sogar zulassen, was wir doch
alle tun. Wir sehen demnach, das Gebiet der Wahrheiten,
denen das Unmégliche widerspricht, miisse nur auf eine
gewisse Gattung derselben beschrinkt werden; und nun
. ' 2% )
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kann es uns kaum mehr entgehen, welche Gattung von
Woahrheiten dies sei. Es sind die reinen Begriffswahr-
heiten. Was irgendeiner . reinen Begriffswahrheit wider-
spricht, ist das Unmégliche zu nennen: méglich also,
was mit keiner reinen Begriffswahrheit im Widerspruche
steht. Wer einmal eingesehen hat, dies sei der richtige
Begriff der Moglichkeit, dem kann es kaum mehr in den
Sinn kommen, die Behauptung aufzustellen, dafl etwas nur
erst dann moglich sei, wenn es gedacht, d. h. von einem
denkenden Wesen, das sich in seinem Urteile nicht irrt,
fir moglich angesehen wird. Denn dieses hiefle ja sagen:
,Ein Satz widerspricht nur erst dann keiner reinen Be-
griffswahrheit, wenn es keiner reinen Begriffswahrheit
widerspricht, dafl es ein denkendes Wesen gibe, welches
von diesem Satze der Wahrheit gemifl das Urteil fillt, daf§
er keiner reinen Begriffswahrheit widerspreche.“ Wer sieht
nicht, wie gar nicht zur Sache gehorig diese Einmengung
eines denkenden Wesens hier sei? — Ist es aber ent-
schieden, dafi nicht das Denken die Moglichkeit erst
mache: wo bleibt noch irgendein Grund, aus dem ver-
meintlichen Umstande, dafl eine unendliche Menge von
Dingen nicht zusammen gedacht werden kann, zu fol-
gern, daBl es dergleichen Mengen nicht geben kénne?

§ 15

Ich betrachte es nun als geniigend dargetan und ver-
teidigt, daBl es unendliche Mengen, wenigstens unter den
Dingen, die keine Wirklichkeit haben, gibe; daB nament-
lich die Menge aller Wahrheiten an sich eine unendliche
sei. Man wird in ahnlicher Weise, wie § 13 geschlossen
wurde, auch zugeben, dafl -die Menge aller Zahlen (der
sogenannten natiirlichen oder ganzen, deren Begriff wir
§ 8 erklirten) unendlich sei. Aber auch dieser Satz klingt
paradox, und wir dirfen ihn eigentlich als die erste
der auf dem Gebiete der Mathematik erscheinenden Para-
doxien betrachten; denn die vorhin betrachtete gehort
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eigentlich noch in eine allgemeinere Wissenschaft als in die
Groflenlehre. -

»Wenn jede Zahl“, dirfte man sagen, ,ihrem Begriffe
nach eine blof endliche Menge ist, wie kann die Menge
aller Zahlen eine unendliche sein? Wenn wir die Reihe
der natiirlichen Zahlen:

1, 2,3, 45 6, . ... ... ...

betrachten: so werden wir gewahr, dafl die Menge der
Zahlen, die diese Reihe, anzufangen von der ersten (der
Einheit) bis zu irgendeiner, z. B. der Zahl 6, enthilt, immer
durch diese letzte selbst ausgedriicklt wird. Somit muf§ ja
die Menge aller Zahlen genau so grof als die letzte der-
selben und somit selbst eine Zahl, also nicht unendlich
sein.“

Das T4uschende diéses Schlusses verschwindet auf der
Stelle, sobald man sich nur erinnert, daff in der Menge
aller Zahlen in der natiirlichen Reihe derselben keine die
letzte stehe; daB somit der Begriff einer letzten (hdchsten)
Zahl ein gegenstandloser, weil einen Widerspruch in sich
schliefender, Begriff sei. Denn nach dem, in der Erklirung
jener Reihe (§ 8) angegebenen Bildungsgesetze derselben
hat jedes ihrer Glieder wieder ein folgendes. Dies Para-
doxon wire denn also durch diese einzige Bemerkung schon
als geldst zu betrachten. .

§ 16.

Ist. die Menge der Zahlen (namlich der sogenannten
ganzen Zahlen) unendlich: so ist um so gewisser die Menge
der Groflen (nach der § 6 und Wissenschaftslehre § 87
vorkommenden Erklirung) eine unendliche. Denn jener
Erkldarung zufolge sind nicht nur alle Zahlen zugleich auch
GroBen, sondern es gibt noch weit mehr Gréfien als Zahlen,
weil auch die Briche §, 4, %, 1, ....., ingleichen die
sogenannten irrationalen Ausdricke yz2, {2, ..... 7, e,
..... Groflen bezeichnen. Ja dieser Erklarung zufolge ist
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es auch kein Widerspruch, von Grofien zu reden, welche
unendlich grofl, und anderen, welche unendlich
klein sind, sofern man unter der unendlich grofien
Grdfle nur eine solche versteht, die bei der einmal zu-
grunde gelegten Einheit als ein Ganzes erscheint, von
welchem jede endliche Menge dieser Einheiten nur ein Teil
ist; unter der unendlich kleinen Grofie aber eine solche,
bei der die Einheit selbst als ein Ganzes erscheint, von
welchem jede endliche Vielheit dieser Gréfie nur einen
Teil ausmacht. — Die Menge aller Zahlen zeigt sich sofort
als ein nicht ‘zu bestreitendes Beispiel einer unendlich
groflen Grofle. Als einer Grofle, sage ich; freilich aber
nicht als Beispiel einer unendlich grofien Zahl; denn eine
Zahl ist diese unendlich grofie Vielheit allerdings nicht zu
nennen, wie wir nur eben im vorigen Paragraphen be-
merkten. Wenn wir dagegen die Grofle, die in Beziehunyg
auf eine zur Einheit angenommene andere unendlich grof
erscheint, nun selbst zur Einheit machen und die vorhin
als Einheit betrachtete mit ihr messen: so wird sich diese
jetzt als unendlich klein darstellen.

§ 17.

Eine hochst wichtige Gattung unendlich grofier Groflen,
die gleichfalls noch nicht in das Gebiet des Wirklichen
gehdren, obwohl sie Bestimmungen am Wirklichen sein
kénnen, sind Zeit und Raum. Weder die Zeit noch der
Raum ist etwas Wirkliches; denn sie sind weder Sub-
stanzen noch auch Beschaffenheiten an den Substanzen;
sondern sie treten.blof als Bestimmungen an allen unvoll-
kommenen (begrenzten, endlichen oder — was auf dasselbe
hinauslduft — abhingigen, geschaffenen) Substanzen auf;
indem sich jede der letzteren fortwihrend in einer gewissen
Zeit und auch in einem gewissen Raume befinden mu8;
dergestalt, daf§ jede einfache Substanz zu jedem Zeit-
punkte, d. h, in jedem einfachen Teile der Zeit, sich in
irgendeinem einfachen Teile des Raumes, d. h. in irgend-
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einem Punkte desselben aufhalten muff.” In der Zeit nun
sowohl als auch im Raume ist die Menge der einfachen
Teile oder Punkte, aus denen jene und dieser bestehen,
unendlich. Ja nicht nur die Menge der einfachen Teile,
aus denen die ganze Zeit und der ganze Raum zusammen-
gesetzt ist, d. h. die Menge der Zeit- und Raumpunkte,
welche es tuberhaupt gibt, ist unendlich grof§; sondern
schon die Menge der Zeitpunkte, die zwischen je zwei
einander auch noch so nahestehenden Zeitpunkten a und f,
ingleichen die Menge der Raumpunkte, die zwischen je
zwel einander auch noch so nahestehenden Raumpunkten
a und b liegen, ist unendlich. In eine Verteidigung dieser
Sitze brauche ich mich um so weniger einzulassen, da es
kaum irgendéinen Mathematiker gibt, der, falls er nur nicht
jedes Unendliche iberhaupt leugnet, sie uns nicht zuge-
stinde. — Die Gegner aller Unendlichkeit aber retten
sich, um das hier so klar vorliegende Unendliche nicht zu-
gestehen zu missen, hinter den Vorwand, ,dafl wir der
Punkte in Zeit und Raum freilich wohl immer mehrere,
als wir uns schon gedacht, hinzu denken konnen, dafi
aber die Menge derer, die es in Wirklichkeit gibt, doch
stets nur eine endliche bleibt“. Daraif entgegne ich aber,
dafl weder die Zeit noch der Raum, somit auch weder die
einfachen Teile der Zeit noch jene des Raumes etwas
Wirkliches sind; dafl es somit ungereimt sei, von einer
endlichen Menge derselben, die in der Wirklichkeit be-
stehen, zu reden; noch ungereimter aber, sich vorzustellen,
dafl diese Teile erst durch unser Denken ihre Wirklich-
keit erhalten. Denn daraus wiirde folgen, dafi die Be-
schaffenheiten der Zeit sowohl als jene des Raumes von
unserem Denken oder Fiirwahrhalten abhingen, und da8
somit das Verhéltnis des Durchmessers zum Umfange des
Kreises rational war, solange wir aus Irrtum dafiir hielten,
es wire rational, und dafl der Raum alle diejenigen Eigen-
schaften, die wir erst in der Folgezeit kennen lernen wer-
den, auch dann erst annehmen werde! — Berichtigen aber
die Gegner den obigen Ausdruck dahin, da nur ein
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Denken, welches der Wahrheit gemif} ist, die wahren Eigen-
schaften der Zeit und des Raumes bestimme: so sagen sie
etwas ganz Tautologisches, dafl nimlich das, was wahr ist,
wahr sei; woraus gewifl nicht das geringste gegen die von
uns behauptete Unendlichkeit der Zeit und des Raumes
geschlossen werden kann. Es ist somit jedenfalls ab-
geschmackt, zu sagen, dafl Zeit und Raum nur so viel
Punkte enthielten, als wir uns eben denken.

§ 18.

Wiewohl eine jede Grofle, iiberhaupt jeder Gegenstand,
der uns in irgendeiner Beziehung fiir unendlich gelten soll,
sich in eben dieser Beziehung mufl betrachtén lassen, als
ein aus einer unendlichen Menge von Teilen bestehendes
Ganzes: so gilt doch nicht umgekehrt, daff jede Grofle,
welche wir als die Summe einer unendlichen Menge anderer,
die alle endlich sind, betrachten, selbst eine unendliche
sein miisse. So wird z. B. allgemein anerkannt, daf§ die
irrationalen Gréflen, wie V;, in bezug auf die bei ihnen
zugrunde liegende Einkeit endliche Groflen: sind, obgleich
sie angesehen werden koénnen als zusammengesetzt aus
einer unendlichen Menge von Briichen von der Form

2

14 I 4
10+100+1000+ Tt

I0000

deren Zghler und Nenner ganze Zahlen sind; ebenso, dafl
die Summe der unendlichen Reihe Summanden von der
~ Form: a-}-ae-ae?2-}.... in inf. der endlichen Gréfle

e, gleichkomme, so oft e < 1 ist*). In der Behauptung

*) Da der gewdhnliche Beweis fir die Summierung dieser
Reihe nicht véllig strenge scheint, sei es erlaubt, bei dieser Ge-
Iegenheit folgenden anzudeuten. Nehmen wir a =1 und e positiv
an-(weil die Anwendung auf andere Félle sich von selbst ergibt),
und setzen wir als symbolische Gleichung

(1) S=1+4+e+er+4..... in inf.,
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also, dafl eine Summe von unendlich vielen endlichen

so ist wenigstens so viel gewiB, dafl S eine posi{ive, gleichviel

ob endliche oder unendlich grofile, Grofie bezeichne. — Es ist

aber auch fir jeden beliebigen ganzzihligen Wert von n
S=14+e+e?*+...fen—1fentent+14 ... in inf.

oder auch

(2) S= Il:e; -+ en 4 ent1 4 . ., in inf,
wofiir wir auch
—_— e 1
(@ S=-—_+FP

schreiben koénnen, wenn wir den Wert der unendlichen Reihe
1
enfentr1,.,., in inf. durch P bezeichnen; wobei wir wenigstens

1
dies sicher wissens dafi P eine von e und n abh#ngige, mefibare
oder unmeflbare, jedenfalls aber positive Gréfle bezeichnet. Die-
selbe unendliche Reihe kdnnen wir aber auch auf folgende Art
darstellen:

en 4 ent+I 4 ... ininf.=en[14 e ....in inf].

Hier hat nun die aus unendlich vielen Gliedern bestehende Summe
in den Klammern auf der rechten Seite der Gleichung, namlich
[1+e+e?+.....ininf)]
zwar ganz das Aussehen der in der symbolischen Gleichung
(1) = S gesetzten Reihe, ist aber gleichwohl mit ihr nicht far
einerlei zu halten; indem die Menge der Summanden hier und
in (1), obwohl beidemal unendlich, doch nicht dieselbe ist; son-

dern hier unstreitig um » Glieder weniger hat als in (1).
Wir kénnen also mit voller Zuversicht nur die Gleichung

. 2
fr 4 e+ e?+....in inf.] = S — P ansetzen, wobei wir annehmen

2
dirfen, daf§ P jedenfalls eine von » abhingige, stets positive Grofie
bezeichne. Sonach erhalten wir

1—en 2
(4) S=I_e+en S —P| oder
1—en 2 .
S[r—en =T — enP, oder endlich
\(5) St __° p
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Groflen selbst doch nur eine endliche Grofle gibe, liegt
sicher nichts Widersprechendes, weil sie sonst nicht als
wahr sich erweisen liefle. Das Paradoxe aber, das man
in ihr gewahren diirfte, geht nur daraus hervor, dafl man
vergifit, wie die hier zu addierenden Glieder immer kleiner
und kleiner werden. Denn daffi eine Summe von Addenden,
deren jeder folgende z. B. die Hilfte von dem nichstvor-
hergehenden betrdgt, nie mehr betragen kénne, als das
Doppelte des ersten, kann wohl niemand befremden, in-
dem bei jedem auch noch so spiten Gliede dieser Reibe
zu jenem Doppelten immer gerade so viel noch mangelt,
als dieses letzte Glied betrigt.

§ 19.

Schon bei den bisher betrachteten Beispielen des Un-
endlichen konnte uns nicht entgehen, dafl nicht alle unend-
liche Mengen in Hinsicht auf ihre Vielheit einander
gleich zu achten seien; sondern dafl manche derselben
grofler (oder kleiner) als eine andere sei, d.h. die andere
als einen Teil in sich schlieBe (oder im Gegenteile sich

Die beiden Gleichungen (3) und (5) geben durch Verbindung

oder

woraus zu ersehen, dafl, wenn wir »# beliebig groff annehmen

und dadurch den Wert von . il

s unter jede beliebige, auch noch

so kleine Grofie % herabdriicken, auch jede der Groflen i’ und
2

% - P fir sich unter jeden beliebigen Wert herabsinken miisse.

Ist aber dieses, so belehrt jede der beiden Gleichungen (3) und

(5), dafi, weil doch S bei einerlei e nur einen unverinderlichen

. . . I .
Wert haben, somit nicht von # abhingen kann, S= T seb
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[V
-1

selbst in der andern als blofier Teil befinde). Auch dieses
ist eine Behauptung, die vielen paradox klingt. Und frei-
lich alle, die das Unendliche als etwas Solches erkliren,
das keiner weiteren Vermehrung fahig ist, missen es nicht
nur paradox, sondern geradezu widersprechend finden,
daBl ein Unendliches grofler sei als ein anderes. Allein
wir haben schon oben gefunden, dafl diese Ansicht auf
einem Begriffe von dem Unendlichen beruhe, der mit dem
Sprachgebrauche des Wortes gar nicht tibereinstimmt. Nach
unserer nicht nur dem Sprachgebrauche, sondern auch dem
Zwecke der Wissenschaft entsprechenden Erklirung kann
niemand etwas Widerstreitendes, ja nur Auffallendes in
dem Gedanken finden, daf eine unendliche Menge grofier
als eine andere sein soll. Wem mufl es z. B. nicht ein-
leuchten, dafi die Linge der

b a
______5 - —R—

nach der Richtung aR unbegrenzt fortlaufenden Geraden
eine unendliche sei? Dafl aber die von dem Punkte b aus
nach derselben Richtung hinlaufende Gerade bR noch um
das Stiick b a grofler, denn aR zu nennen sei? Und dafl
die nach beiden Seiten aR und aS hin unbegrenzt fort-
laufende Gerade um eine Grofle, die selbst noch unendlich
ist, grofier zu nennen sei? usw.

A Y
§ 2o0.

Ubergehen wir nun zur Betrachtung einer hoéchst merk-
wiirdigen Eigenheit, die in dem Verhéltnisse zweier Mengen,
wenn beide unendlich sind, vorkommen kann, ja eigent-
lich immer vorkommt, die man aber bisher zum Nachteil
fiur die Erkenntnis mancher wichtigen Wahrheiten der Meta-
physik sowohl als Physik und Mathematik tibersehen hat,
und die man wohl auch jetzt, indem ich sie aussprechen
werde, in einem solchen Grade paradox finden wird, daf
es sehr notig sein dirfte, bei ihrer Betrachtung uns etwas
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linger zu verweilen. Ich behaupte niamlich: zwei Mengen,
die beide unendlich sind, koénnen in einem solchen Ver-
haltnisse zueinander stehen, dal es einerseits moglich ist,
jedes der einen Menge gehérige Ding mit einem der anderen
zu einem Paare zu verbinden mit dem Erfolge, dafl kein
einziges Ding in beiden Mengen ohne Verbindung zu einem
Paare bleibt, und auch kein einziges in zwei oder mehreren
Paaren vorkommt; und dabei ist es doch andererseits
moglich, dafl die -eine dieser Mengen die andere als einen
bloflen Teil in sich fafit, so daf§ die Vielheiten, welche sie
vorstellen, wenn wir die Dinge derselben alle als gleich,
d. h. als Einheiten betrachten, die mannigfaltigsten Ver-
hiltnisse zueinander haben.

Den Beweis dieser Behauptung werde ich durch zwei
Beispiele fiihren, in welchen das Gesagte unwidersprechlich
stattfindet. . .

1. Nehmen wir zwei beliebige (abstrakte) Grofien, z. B.
5 und 12: so leuchtet ein, daBl die Menge der Gréfien,
welche es zwischen Null und 5 gibt (oder die kleiner als
5 sind), ingleichen auch die Menge der Gréflen, die kleiner
als 12 sind, unendlich sei; und ebenso gewif} ist die letzte
Menge fiir grofler als die erste zu erkliren, da diese ja
unwidersprechlich nur ein Teil von jener ist. Wir konnen
sogar, wenn wir an die Stelle der GroSen 5 und 12 was
immer fiir andere setzen, nicht umhin zu urteilen, daf§ jene
beiden Mengen nicht immer dasselbe Verhaltnis gegenein-
ander behalten, sondern vielmehr in die Verschiedenartigsten
Verhiltnisse treten. Allein nicht minder wahr als alles dieses
ist auch nachstehendes: Wenn x was immer fiir eine zwischen
Null und 5 gelegene Grofie bezeichnet, und wir bestimmen
das Verhiltnis zwischen x# und ¥ durch die Gleichung

Sy=12%,
so ist auch y eine zwischen Null und 12 liegende Grofle;
~und umgekehrt, so oft y zwischen Null und 12 liegt, so
liegt x zwischen Null und 5. Auch folgt aus jener Glei-
chung, daBl zu jedem Werte von x nur ein Wert von y,
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und umgekehrt gehdre. Aus diesem beiden ist aber klar,
dafl es zu jeder in der Menge der zwischen Null und §
liegenden Groflen = x eine in der Menge der zwischen
o und 12 liegenden Gréflen = y gebe, die sich mit jener
zu einem Paare verbinden lifit, mit dem Erfolge, dafl nicht
ein einziges der Dinge, aus denen diese beiden Mengen
bestehen, ohne Verbindung zu einem Paare bleibt und
auch kein einziges in zwei oder mehreren Verbindungen
auftritt.

2, Das zweite Beispiel werde von einem r#umlichen
Gegenstande entlehnt. Wer es schon weiff, daf§ die Be-
schaffenheit des Raumes auf jene der Zeit, und die Be-
schaffenheiten der Zeit auf jene der abstrakten Zahlen und
Groflen sich griinden, brauchte freilich nicht erst aus einem
Beispiele zu ersehen, dafl es dergleichen unendliche Mengen,
wie wir soeben unter den Grofien tiberhaupt gefunden, auch
in der Zeit und in dem Raume gibe, Doch ist es wegen
der richtigen Anwendung, die wir von unserem Satze in der
Folge zu machen haben, nétig, wenigstens einen Fall, wo
solche Mengen vorhanden sind, im einzelnen zu betrachten.
Es seien also a, b, ¢ drei beliebige Punkte in einer Ge-
-raden, und das Verhiltnis der Entfernungen ab:ac ein
ganz beliebiges, doch so, dafl ac die grofiere von beiden
bezeichne. Dann wird, obgleich

die Mengen der Punkte, welche in den @b und ac liegen,
" beide unendlich sind, dennoch die Menge der Punkte in ac
jene der Punkte in ab ubertreffen, weil in der ac nebst
allen Punkten der @b auch noch alle der b¢ liegen, die in
ab nicht anzutreffen sind. Ja wir kdnnen sogar nicht um-
hin, wenn das Verhiltnis der Entfernungen ab: ac beliebig
abgeindert wird, zu urteilen, dafi auch das Verhiltnis dieser
zwei Mengen ein sehr verschiedenes sein werde.. Gleich-
wohl gilt auch von diesen zwei Mengen dasselbe, was vor-
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hin von den zwei Mengen der Grofien, die zwischen o und 3
und zwischen o und t2 liegen, in Hinsicht auf die Paare,
welche sich aus je einem Dinge der einen und je einem
der anderen Menge bilden lassen, erwiesen wurde. Denn
sei x irgendein Punkt in der ab: so wird, wenn wir in der
Richtung ax den Punkt ¥ so nehmen, daff das Verhiltnis

abrac=ax:ay

bestehe, auch y ein Punkt in ac sein. Und wenn umgekehrt
v ein PunLt in ac ist, wird x, wenn wir nur ax aus ay
nach derselben Gleichung bestxmmen, ein Punkt der a b sei.
Auch wird ein jedes andere x ein anderes ¥ und umgekehrt
ein jedes andere y ein anderes x bestimmen. Aus diesen
beiden Wahrheiten aber ist abermals zu ersehen, daf} sich
zu jedem Punkte der @b ein Punkt der ac¢, und zu jedem
der ac¢ ein Punkt der ab auswihlen lasse, mit dem Erfolge,
dafl von den Paaren, die wir aus je zwei solchen Punkten
bilden, behauptet werden kann, es sei kein einziger Punkt
weder in der Menge der Punkte von a6, noch in der Menge
der Punkte von a¢, der nicht in einem dieser Paare er-
schiene, und auch kein einziger, der zwei- oder mehrmal
daselbst erschiene.

§ 2r.

BloB aus dem Grunde also, weil zwei Mengen 4 und B
in einem solchen Verhiltnisse zueinander stehen, dafi wir
zu jedem in der einen A4 befindlichen Teile @, nach einer
gewissen Regel verfahrend, auch einen in B befindlichen
Teil 6 mit dem Erfolge aussuchen konnen, dafl die simt-
lichen Paare (a | b), die wir so bilden, jedes in 4 oder B
befindliche Ding enthalten und jedes nur einmal enthalten —
bloff aus diesem Umstande ist es — so sehen wir — noch
keineswegs erlaubt zu schlieBen, daB diese beiden Men-
gen, wenn sie unendlich sind, in Hinsicht auf die
Vielheit ihrer Teile (d. h. wenn wir von allen Verschieden-
heiten derselben absehen) einander gleich seien; sondern



Vergleichung unendlicher Mengen. 31

sie konnen trotz jenem Verhiltnisse zwischen ihnen, das
fir sich selbst allerdings beiderseits gleich ist, ein Verhalt-
nis der Ungleichheit in ihren Vielheiten haben, so dafi dic
eine derselben sich als ein Ganzes, davon die andere ein
Teil, herausstellen kann. Auf eine Gleichheit dieser Viel-
heiten wird erst geschlossen werden dirfen, wenn irgend-
ein anderer Grund noch dazukommt, wie etwa, dafl beide
Mengen ganz gleiche Bestimmungsgriinde, z. B. eine ganz
gleiche Entstehungsweise haben.

§ 22.

Das Paradoxe, das — wie ich gar nicht in Abrede
stelle — diesen Behauptungen anklebt, geht einzig aus dem
Umstande hervor, daf jenes gegenseitige Verhiltnis, welches
wir an den zwel miteinander verglichenen Mengen ﬁnden,
bestehend darin, dafl wir die Teile derselben mit dem schon
mehrmals erwihnten Erfolge paarweise zusammenstellen
kénnen, in jedem Falle, wo diese Mengen endlich sind,
allerdings hinreicht, um sie in Hinsicht auf die Vielheit
ihrer Teile fiir vollig gleich zu erkliren. Zwei endliche
Mengen namlich, wenn sie von einer solchen Beschaffenheit
sind, dafl wir zu jedem Dinge @ der einen, eines der anderen
b auffinden und zu einem Paare vereinigen kénnen, mit
dem Erfolge, daff in keiner der beiden Mengen ein Ding
zuriickbleibt, fir das sich kein entsprechendes in der anderen
vorfinde, und daBl es auch keines gibt, das in zwei oder
mehreren Paaren erschiene, sind ihrer Vielheit nach ein-
ander immer gleich. Es gewinnt also den Anschein, daf§
dieses auch der Fall sein sollte, wenn diese Mengen, statt
endlich, unendlich sind.

So scheint es, sage ich; aber bei einer niheren Be-
trachtung zeigt sich, daf} es kemeswegs so zu sein brauche,
indem der Grund, warum es bei allen endlichen Mengen
eintrifft, nur eben in ihrer Endlichkeit liegt, bei den un-
endlichen also wegféllt. Sind nidmlich beide Mengen A4
und B endlich, oder (denn auch schon dieses geniigt) wissen
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wir nur von der einen 4, daB sie endlich sei, und sehen
wir, um beide Mengen jetzt nur in Hinsicht auf ihre Viel-
heiten zu betrachten, von allem Unterschiede zwischen den
Dingen, aus denen sie bestehen, ab: so miissen wir, indem
wir irgendein beliebiges Ding in der Menge 4 durch 1,
irgendein anderes durch 2 bezeichnen usw. dergestalt, dafl
wir jedem folgenden immer die Zahl der Dinge, die wir
bisher betrachtet haben (dasselbe mit dazu genommen), zu
seiner Bezeichnung erteilen, irgend einmal bei einem Dinge
in A anlangen, nach dessen Bezeichnung keines mehr tbrig
ist, welches noch unbezeichnet wire. Dies unmittelbar zu-
folge des Begriffes einer endlichen oder zihlbaren Vielheit.
Erhielt nun dieses soeben besprochene Letzte in 4 die
Zahl # zu seiner Bezeichnung: so ist die Anzahl der Dinge
in 4=n. Weil nun zu jedem der Dinge in 4 eines in B
zu finden sein soll, das sich mit ihm in ein Paar vereinigen
lafit: so muB, wenn wir ein jedes der Dinge aus B mit
eben dem Zeichen bezeichnen, welches dasjenige aus 4 an
sich hat, mit dem es zu einem Paare vereinigt wird,, sich
finden, dal es der Dinge in B, die wir auf solche Weise
verbraucht haben, gleichfalls » gibt; indem ein jedes der-
selben ein Zeichen erhielt, das zu erkennen gibt, wie viele
wir bisher verbraucht. Somit erhellt, dafl es der Dinge in
B sicher nicht weniger gibt als #; denn diese Zahl fuhrt
eines (dasjenige, was wir zuletzt gebrauchten) wirklich.
Aber es gibt derselben auch nicht mehr; denn gibe es nur
noch ein einziges {iber die bisher verbrauchten; so gibe
es zu diesem keines in 4, mit dem es zu einem Paare
konnte vereinigt werden; was der.Voraussetzung wider-
spricht. Demnach ist die Zahl der Dinge in B weder
kleiner noch grofler als »#, also =#». Beide Mengen haben
somit eine und dieselbe, oder wie man auch sprechen kann,
die gleiche Vielheit. Dieser Schlufisatz fillt offenbar weg,
sobald die Menge der Dinge in A4 eine unendliche ist;
denn nun gelangen nicht nur wir Zihlenden nie an ein
Letztes in A4, sondern es gibt, kraft der Erklirung einer
unendlichen Menge, an und fir sich kein solches letztes
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Ding in A4, d. h. so viele man auch bereits bezeichnet habe,
so gibt es immer noch andere zu bezeichnen; daher ent-
fallt denn auch, trotzdem dafl es in der Menge der B gleich-
falls an Dingen nie fehlt, welche mit denen in 4 zu neuen
und immer neuen Paaren vereinigt werden koénnen, doch
aller Grund zu schlieBen, dafl die Vielheit beider Mengen
ein und dieselbe sei.
§ 23. )

Das nun Gesagte zeigt wohl, dafi der Grund, der die
notwendige Gleichheit endlicher Mengen bewirkt, sobald
das mehr besprochene Verhiltnis zwischen denselben statt
hat, bei den unendlichen Mengen wegfillt; es zeigt
uns aber noch nicht, wie und wodurch bei letzteren oft
eine Ungleichheit herbeigefiihrt werde. Dies wird uns erst
aus Betrachtung der angefiihrten Beispiele ersichtlich. Diese
lehren uns namlich, daff die aus den zwei zu vergleichenden
Mengen genommenen Teile a und b, die wir zu einem
Paare (a-}b) verbinden, in ihren Mengen nicht ganz
in derselben Weise erscheinen. Denn wenn die Teile
@' und &' noch ein zweites Paar bilden, und wir vergleichen
die Verhiltnisse, in welchen ¢ und o in der Menge 4, &
und &' aber in der Menge B erscheinen, untereinander: so
zeigt sich alsbald, dafl sie verschieden sind. Heben wir
(in dem ersten Beispiele) aus der Menge der Gréflen, die
zwischen o und 5 liegen, ganz nach Belieben zwei, etwa
die Gréflen 3 und 4, hervor: so sind die ihnen zugehérigen
(mit ihnen Paare bildenden) in B offenbar

i2 12
— .3 und — -« 4 d.i. 7} und 92.
5 3 5 4 7'5' 90

Verstehen wir nun (wie wir sollen) unter dem Verhilt-
nisse zwischen zwei Dingen den Inbegriff aller an ihrem
Vereine sich kundgebender Beschaffenheiten, so diirfen wir
an dem Verhiltnisse, in welchem die Teile 3 und 4 in der
einen, und 74 und 92 in der anderen Menge zueinander
stehen, nicht etwa einseitigerweise blof§ dasjenige Verhilt-

Bolzano, Paradoxien des Urnendlichen. 3
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nis, das man das geometrische zu nennen pflegt, be-
achten, sondern auf alles hierzu Gehoérige sehen, nament-
lich also auch darauf, daf§ der arithmetische Unterschied
zwischen den GroBlen 3 und 4 ein ganz anderer sei als
zwischen den Gréflen 7} und 9}; indem jener = 1, dieser
= 2% ist. Obwohl also jede Grofle in 4 oder B mit einer
und nur einer einzigen in B oder 4 zu einem Paare sich
vereinigen 1afit: so ist doch die Menge der Grofilen in B
eine andere (groBere) als in 4, weil auch der Abstand,
welchen je zwei solcher Gréflen in B voneinander haben,
ein anderer (groflerer) ist als der Abstand, welcher die
zwei ihnen zugehérigen in A4 voneinander trennt. Und
hieraus folgt natiirlich, dafl je zwei dieser Groéflen in B
eine andere (groflere) Menge von solchen Gréflen noch
zwischen sich haben, als es in A4 der Fall ist; und so-
mit ist kein Wunder, dafl auch die ganze Menge der
Groflen in B eine andere (groflere) ist als in 4. — Ganz
dhnlich verhilt es sich in dem zweiten Beispiele: daher wir
iiber dasselbe nichts weiter sagen wollen, als daff die Punkte
in ab, die mit den Punkten in ac¢ in Paare zusammen-
gedacht worden sind, einander alle niher stehen als die
ihnen zugehorigen in a@c¢; indem der Abstand je zweier
dort zu dem Abstande je zweier hier sich. immer wie ab:ac
verhalt.

§ 24.

Diirfen wir nun den Satz des § 20 durch das Bisherige
als zur Geniige erwiesen und erliutert ansehen: so ergibt
sich als eine der nichsten Folgerungen aus demselben,
dafl wir Zwei Summen von Gréflen, welche ein-
ander paarweise (d. h. je eine aus der einen mit je einer
aus der anderen) gleich sind, wenn ihre Menge un-
endlich ist, nicht sofort schon einander gleich-
setzen diirfen; es sei denn, daffl wir uns erst iiberzeugt
hitten, dal auch die unendliche Vielheit dieser Groflen in
beiden Summen die nimliche sei. Dafl die Summanden
ihre Summe bestimmen, und dafl somit gleiche Summanden
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auch gleiche Summen geben, ist wohl ganz unstreitig und
gilt nicht nur, wenn die Menge dieser Summanden endlich,
sondern auch, wenn sie unendlich ist. Nur muf}, weil es
verschiedene unendliche Mengen gibt, im letzteren Falle
auch erwiesen sein, dafl die unendliche Menge dieser Sum-
manden in der einen Summe genau die nimliche wie in
der anderen sei. Dies aber schlielen zu diirfen, ist es
nach unserem Satze keineswegs schon genug, wenn sich
auf irgendeine Weise zu jedem in der einen Summe be-
findlichen Gliede ein ihm gleiches auch in der anderen
ausfindig machen 148t; sondern dies wird mit Sicherheit
erst dann gefolgert werden konnen, wenn beide Mengen
gleiche Bestimmungsgriinde haben. In welche Un-
gereimtheiten die Rechrung mit dem Unendlichen ver-
wickle, wenn man dies iibersieht, werden wir in der Folge
aus manchem Beispiele ersehen.

§ 25.

Ich komme nun zu der Behauptung,” dafl es ein Unend-
liches nicht blof§ unter den Dingen, die keine Wirklichkeit
haben, sondern auch auf dem Gebiete der Wirklich-
keit selbst gibe. Wer immer nur, es sei durch eine
Reihe von Schliissen aus reinen Begriffswahrheiten, oder
auf sonst eine-andere Weise, zu der hochwichtigen Uber-
zeugung gelangt ist, dafl ein Gott sei, ein Wesen, welches
den Grund seines Seins in keinem anderen hat, und eben
deshalb ein allvollkommenes ist, d. h. alle Vollkommen-
heiten und Krifte, welche nur nebeneinander vorhanden
sein konnen, und jede derselben in jenem hochsten Grade,
in welchem sie nur nebeneinander sein koénnen, in sich
vereinigt: der nimmt schon eben hiermit das Dasein eines
Wesens an, welches in mehr als einem Betrachte, in seinem
Wissen, in seinem Wollen, in seinem Wirken nach
auflen (in seiner Macht) Unendlichkeit hat, unendlich
vieles (nidmlich das All der Wahrheiten) weifl, unend-
lich vieles (ndmlich die Summe alles nur an sich méglichen




36 Unendliches auf dem Gebiete der Wirklichkeit.

Guten) will, und alles, was es will, durch seine Kraft
nach auflen zu wirken, in Wirklichkeit setzt. Aus diescr
letzteren Eigenschaft Gottes ergibt sich die weitere Folge,
dal es auch aufler ihm Wesen, nidmlich geschaffene
gibt, die wir im Gegensatz zu ihm nur endliche Wesen
nennen; an denen sich aber dennoch manches Unendliche
nachweisen liafit. Denn schon die Menge dieser Wesen
mufl eine unendliche sein; ingleichen die Menge der Zu-
stande, die jedes einzelne dieser Wesen wihrend einer
auch noch so kurzen Zeit erfahrt, muf§ (weil jede solche
Zeit der Augenblicke unendlich viele enth&lt) unendlich
groB sein usw. Auch auf dem Gebiete der Wirklichkeit
begegnen wir also uberall einer Unendlichkeit.

§ 26.

Doch dieses zuzugestehen, weigern sich selbst mehrere
derjenigen Gelehrten, welche bei Dingen, die keine Wirk-
lichkeit haben (wie bei den bloflen Sitzen und Wahrheiten
an sich), ein Unendlichkeit nicht ableugnen zu kénnen ein-
sehen. Denn ein Unendliches sogar aui dem Gebiete der
Wirklichkeit zuzulassen, das, meinen sie, werde durch den
uralten Grundsatz, dafi alles Wirkliche eine durch-
gingige Bestimmtheit haben mu#fl, verboten. Allein
ich glaube, schon in der Wissenschaftslehre (Bd.1, § 45)
gezeigt zu haben, daf§ dieser Grundsatz in eben dem Sinne,
in dem er von allen wirklichen Dingen gilt, auch von
den unwirklichen gelte. Uberall nimlich gilt er blo8 in
dem Sinne, daf} jedem Gegenstande (jedem beliebigen Etwas)
von je zwel widersprechenden Beschaffenheiten die eine
zukomme, die andere abgesprochen werden misse. Wire.
es demnach gegriindet, dafl wir durch die Annahme einer
Unendlichkeit bei Dingen, die Wirklichkeit haben, gegen
diesen Grundsatz verstoflen: so dirften wir auch bei den -
unwirklichen Objekten unseres Nachdenkens von keiner
Unendlichkeit sprechen, also nicht einmal eine unendliche
Menge von Wahrheiten an sich oder von bloflen Zahlen
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zulassen. Doch wir verstoflen gegen den angezogenen
Grundsatz dadurch allein, dafl wir etwas fir unendlich er-
klaren, noch gar nicht. Wir sagen da nur, es gibe an
diesem Gegenstande in einem gewissen Betrachte eine Viel-
heit von Teilen, die grofler als jede beliebige Zahl ist;
also wohl allerdings eine Vielheit, die sich durch eine
blofle Zahl nicht bestimmen 148t. Daraus folgt aber
noch gar nicht, daBl diese Vielheit etwas auf keine Art
zu Bestimmendes sei; folgt durchaus nicht, dafl es auch
nur ein einziges Paar einander kontradiktorisch entgegen-
stehender Beschaffenheiten & und Nicht-b gibe, deren beide
ihr mtfiten abgesprochen werden. Was keine Farbe hat,
z. B. ein Satz, das laBt sich freilich nicht durch die An-
gabe seiner Farbe; was keinen Ton von sich gibt, nicht
durch die Angabe seines Tones bestimmen usw. Aber
deshalb sind dergleichen Dinge noch gar nicht unbestimm-
bar und machen keine Ausnahme von jenem Grundsatze,
daf von den beiden Pridikaten & oder Nicht-6 (blau oder
nicht-blau, wohllautend oder nicht-wohllautend usw.), wenn
wir sie nur so auslegen, wie wir es miissen, damit sie
kontradiktorisch bleiben, jedem Dinge eines derselben zu-
kommt. Ganz in der gleichen Weise, wie Nichtblau oder
Nichtwohlriechend eine Bestimmung (freilich nur eine sehr
weite) des pythagoriischen Lehrsatzes ist, ist auch die blofie
Angabe, daffi die Menge der Punkte zwischen » und # un-
endlich sei, eine von den Bestimmungen dieser Menge. Und
es bedarf oft gar nicht vieler Angaben, um eine dergleichen
unendliche Menge von Dingen vollstdndig, d. h. so zu
bestimmen, dafl alle ihre Beschaffenheiten blofl aus den
etlichen, die man soeben angab, schon von selbst folgen.
So haben wir die soeben erwihnte unendliche Menge von
Punkten zwischen s und » schon auf das vollkommenste
bestimmt, sobald wir nur die zwei Punkte m und # selbst
(etwa durch eine auf sie sich beziehende Anschauung) be-
stimmen. Denn-dann ist ja blofl durch jene wenigen Worte
von jedem anderen Punkte schon genau entschieden, ob
er zu dieser Menge gehdre oder nicht.
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§ 27.

Durfte ich in dem Bisherigen so manche Annahme eines
Unendlichen gegen ungerechte Bestreiter desselben ver-
teidigen: so mufl ich gegenwirtig mit gleicher Offenheit
bekennen, daffi viele Gelehrte, besonders aus der Klasse
der Mathematiker, auf der entgegengesetzten Seite zu
weit gegangen sind; indem sie bald ein unendlich
Grofles, bald ein unendlich Kleines in Fallen an-
genommen haben, wo meiner innersten Uberzeugung nach
keines besteht.

1. Gegen die Annahme einer unendlich groflen Zeit-
linge, wenn man darunter eine Zeitlinge versteht, welche '
entweder keinen Anfang oder kein Ende oder gar weder
das eine noch das andere hat (also die ganze Zeit oder
der Inbegriff aller Zeitpunkte tiberhaupt ist), habe auch ich
nichts einzuwenden: wohl aber finde ich es notig, sich das
Groflenverhiltnis, das eine zwischen zwei Zeitpunkten
gelegene Entfernung oder Zeitlinge zu jeder anderen
zwischen zwei Zeitpunkten gelegenen Entfernung oder Zeit-
linge hat, als ein bloB endliches, durch blofle Begriffe
vollig bestimmbares Groflenverhiltnis zu denken, also nie
eine durch Aunfang und Ende begrenzte Zeitdauer als un-
endlichemal grofler oder kleiner denn eine andere der-
gleichen Zeitdauer vorauszusetzen. Gerade dies aber tun
bekanntlich gar viele Mathematiker, indem sie nicht nur
von unendlich groflen Zeitriumen, die gleichwohl von beiden
Seiten begrenzt sein sollen, sondern noch ofterer von un-
endlich kleinen Zeitteilen sprechen, im Vergleiche mit
denen dann jede endliche Zeitlinge, z. B. einer Sekunde,
schon eben darum als unendlich grofl zugestanden werden
miifite. '

2. Ein Ahnliches gilt von den Entfernungen zwi-
schen je zweien Punkten im Raume, die meiner An-
sicht nach immer in einem blof endlichen (durch reine
Begriffe vollig bestimmbaren) Verhiltnisse zueinander stehen
konnen, wihrend nichts gewodhnlicher bei unseren Mathe-
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matikern ist, als- von unendlich grofien und unendlich
kleinen Entfernungen zu reden.

3. So ist es endlich auch mit den in der Metaphysik
sowohl als Physik anzunehmenden Kriften im Weltall,
deren keine wir als unendlichemal gréfier oder kleiner als
eine andere, wohl aber alle in einem durch blofle Begriffe
vollig bestimmbaren Verhiltnisse zu jeder anderen voraus-
setzen miissen; wie oft man sich auch das Gegenteil zu
tun erlaubt. Die Griinde, aus denen ich dies alles be-
haupte, werde ich hier allerdings niemandem ganz deutlich
zu machen vermogen, der die Begriffe, welche ich mit den
Worten: Anschauung und Begriff, Ableitbarkeit eines
Satzes aus anderen, objektive Abfolge einer Wahrheit
aus anderen Wahrheiten u. m. a. verbinde, endlich auch die
Erkldarungen von Zeit und Raum noch gar nicht kennt,
Wer jedoch wenigstens die beiden Abhandlungen: ,Ver-
such einer objektiven Begrindung der Lehre von
der Zusammensetzung der Kréafte“¥), und ,Versuch
einer objektiven Begriindung der Lehre von~den
drei Dimensionen des Raumes“**) gelesen, dirfte
nachstehenden Beweis nicht vollig unverstindlich finden.

Aus den Erklarungen der Zeit und des Raumes ergibt
sich unmittelbar, dafl alle abhéngigen (d. h. geschaffenen)
Substanzen fortwiahrend in gegenseitiger Einwirkung auf-
einander stehen; ingleichen, daBl es verstattet sei, von je
zwei Zeitpunkten a und g, wie nahe oder ferne sie auch
einander stehen mogen, den Zustand der Welt in dem
friheren « als eine Ursache und den Zustand der Welt
in dem spiteren g als eine (wenigstens mittelbare) Wirkung
zu betrachten, sofern wir nur noch die in der Zwischen-
zeit af etwa stattgefundenen unmittelbaren Einwirkungen
Gottes mit zu der Ursache rechnen. Hieraus folgt weiter,
dafl aus der Angabe der beiden Zeitpunkte a und B, aus
der Angabe der samtlichen Krifte, welche die geschaffenen

*) Prag 1842. In Kommission bei Kronberger & Rziwnas.
**) Prag 1843. In Kommission bei Kronberger & Rziwnas.
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Substanzen in dem Zeitpunkte a gehabt, aus der Angabe
der Orte, wo eine jede sich befunden, endlich aus An-
gabe der géttlichen Einwirkungen, welche die eine oder
die andere jener Substanzen innerhalb af erfuhr, — so-
wohl die Krafte, die eben diese Substanzen in dem Zeit-
punkte S erhielten, als auch die Orte, die ihnen zuteil
wurden, in der Art ableitbar seien, wie eine Wirkung
(gleichviel ob eine mittel- oder unmittelbare) aus ihrer voll-
stindigen Ursache ableitbar sein mufl. Dies nun wieder
erheischt, dafl alle Beschaffenheiten der Wirkung sich aus
Beschaffenheiten ihrer Ursache ableiten lassen, vermittels
eines aus lauter reinen Begriffen zusammengesetzten Ober-
satzes von der Form: Jede Ursache von der Beschaffen-
heit u, v/, u” ...... hat eine Wirkung von der Beschaffen-
heit w, w/, w"” ..... Eine leichte Folge hieraus, die wir
gerade zu unserem Zwecke benétigen, ist: Jeder Umstand
an der Ursache, der fur die Wirkung nicht gleichgiiltig,
d. h. der so geartet ist, dafl die Wirkung nicht fortwédhrend
gleich verbleibt, wie er auch immer sich dndere, muf} sich
durch blofle Begriffe, bei denen hochstens einige solche
Anschauungen, welche auch zur Bestimmung der Wirkung
erforderlich sind, zugrunde gelegt werden, vollstindig be-
stimmen lassen.

Nach diesen Vorausschickungen nun sind unsere oben
aufgestellten Behauptungen leicht zu begriinden. Denn
gibe es

1. auch nur zwei Zeitpunkte a und g, deren Entfernung
voneinander unendliche Male grofier oder kleiner als die
Entfernung zweier anderer y und 6 wire: so wiirde hier-
aus die Ungereimtheit hervorgehen, daf§ sich der Zustand
der Welt, der in dem Zeitpunkte g eintreten soll, schlechter-
dings nicht bestimmen liefle aus jenem Zustande derselben,
der in dem Zeitpunkte a stattfand, die in der Zwischenzeit
eingetretenen goéttlichen Einwirkungen sowohl als auch die
Grofle der Zeitlinge af dazugerechnet. Auch zur Be-
stimmung des Zustandes nimlich, in welchem sich die ge-
schaffenen Wesen, ja nur die Grofien ithrer Krifte in
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einem einzigen Zeitpunkte a befinden, ist die Zugrunde-
legung einer eigenen Zeiteinheit notig; denn weil diese
Krifte blofle Verinderungskrifte sind, so kann ihre
Grofle unmoglich anders als durch Beriicksichtigung einer
gegebenen Zeitlinge, innerhalb deren sie eine gegebenc
Wirkung zustande bringen, beurteilt werden. Nehmen wir
also (was uns verstattet sein mufl) die Zeitlinge yJ zu
dieser Zeiteinheit an: so wird selbst in dem giinstigsten
Falle, wenn sich bei dieser Zeiteinheit alle Krifte der ge-
schaffenen Substanzen, wie sie im Zeitpunkte a bestehen,
genau bestimmen lieflen, und wenn auch alles andere, was
zur vollstindigen Ursache des in dem Zeitpunkte § einge-
tretenen Weltzustandes gehort, sich ganz genau bestimmen
lieBe, doch die Entfernung, in welcher dieser Zeitpunkt selbst
von a steht, durch jene Zeiteinheit sich nicht bestimmen
lassen, indem sie blofi als eine unendlich grofie oder un-
endlich kleine sich herausstellt. Soll also umgekehrt
verstattet sein, jeden beliebigen Zustand der Welt (unter
den schon mehrmal erwihnten Bedingungen) als Ursache
von jedem beliebigen spiteren zu betrachten: so darf es
auch nicht zwei Zeitpunkte a und § geben, deren Entfernung
voneinander im Vergleiche zu der Entfernung, darin ein
Paar andere y und ¢ stehen, sich als unendlich grofi oder
klein herausstellen wirde. :

2. Gibe es auch nur zwei Punkte im Raume e und b,
deren Entfernung voneinander sich im Vergleiche zu einem
Paare anderer ¢ und & unendlich grof§ oder klein erfinde:
so wiirde es zur Bestimmung des Zustandes der Welt in
irgendeinem Zeitpunkte a unter anderem auch gehéren, die
Grofle der Kraft (etwa der Anziehung oder der Abstofung)
zu bestimmen, welche die in jenem Zeitpunkte soeben in
dem Orte a befindliche Substanz 4 auf die in dem Orte
b befindliche B ausiibt. Dies aber wiirde sich, wenn wir
(wie jedenfalls erlaubt ist) die Entfernung c¢d zur Lingen-
einheit annehmen, selbst in dem giinstigsten Falle, dafi es
bei allen iibrigen Kriaften gelinge, bei dieser einen Kraft
als etwas Unmogliches erweisen. Denn wenn die Kraft
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der Anziehung oder AbstoBung, welche die Substanz A4 auf
eine der B sonst vollig dhnliche Substanz in zur Lingen-
einheit angenommener Entfernung (= c¢d) austibt, auch
eine ganz bestimmte Grofle hitte: so wire doch, und zwar
gerade darum, weil diese Gréfile bestimmt ist, die GroBe
der Anziehung oder Abstoflung, mit welcher 4 auf B wirkt,
unbestimmbar, wenn das Verhiltnis der Entfernungen
ab:cd, von welchem sie jedenfalls abhingt, unendlich
und somit unbestimmt wire.

3. Gibe es endlich auch nur eine einzige Kraft %, die
sich in ihrem Vergleiche mit einer anderen / als unendlich
grofy oder klein darboéte: so wiirde, wenn wir den Zeit-
punkt, wo dieses Verhiltnis statt hat, durch a bezeichnen,
fir diesen-Zeitpunkt selbst in dem giinstigsten Falle, daB
alle ubrigen Krifte bei den zu ibrem Mafle gewdhlten Zeit-
und Raumeinheiten sich als endlich erwiesen héitten, wo
denn somit auch / eine endliche Gréfle wire, die Grofie &
sich eben darum als eine unendlich grofie oder kleine, d. h.
als unbestimmbar herausstellen. Hierdurch aber wiirde der
ganze Weltzustand im Zeitpunkte a als unbestimmbar er-
scheinen, somit die Unméglichkeit der Ableitung irgend-
eines spiteren Weltzustandes, als einer durch ihn hervor-
gebrachten Wirkung, eintreten.

§ =28.

In dem vorstehenden glaube ich nun die Grundregeln
festgestellt zu haben, nach denen sich alle befremdend
klingende Lehren, die wir noch in der Folge aufzufiihren
haben, beurteilen lassen und entschieden werden muf, ob
sie als Irrtimer aufgegeben oder als Sitze, die trotz ihrem
Anscheine der Widersinnigkeit doch Wahrheiten sind, bei-
behalten werden miissen. Die Ordnung, in der wir diese
Paradoxa vorfilhren, mag das wissenschaftliche Gebiet,
welchem sie angehbren, und ihre eigene groflere oder
geringere Wichtigkeit bestimmen, _

Die erste und umfassendste Wissenschaft, auf deren
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Gebiete uns Paradoxien des Unendlichen begegnen, ist —
wie uns schon einige Beispiele zeigten — die allgemeine
Groéflenlehre, wo es an solchen selbst in der Zahlen-
lehre nicht fehlt. Mit diesen wollen wir also beginnen.

Schon der Begriff einer Rechnung des Unend-
lichen hat, ich gestehe es, den Anschein, einen Selbst-
widerspruch zu esithalten. Denn etwas berechnen wollen,
heifit doch, eine Bestimmung desselben durch Zahlen
versuchen. Wie aber will man das Unendliche durch Zahlen
zu bestimmen versuchen — jenes Unendliche, das unserer
eigenen Erkldrung nach stets etwas Solches sein muf}, das
wir als eine aus unendlich vielen Teilen bestehende Menge,
d. h. als eine Menge betrachten, die grofier als eine jede
Zahl ist, die sonach unmoglich durch die Angabe einer
bloflen Zahl bestimmt werden kann? — Doch diese Be-
denklighkeit verschwindet, wenn wir erwigen, dafl eine
regelrecht vorgehende Rechnung des Unendlichen nicht
eine Berechnung, was eben an ihm durch keine Zahl be-
stimmbar ist, ndmlich nicht die Berechnung der unendlichen
Vielheit an sich, sondern nur eine Bestimmung des Ver-
hiltnisses zwischen dem einen und dem anderen Unend-
lichen bezwecke; eine Sache, die in gewissen Fillen aller-
dings ausfiihrbar ist, wie wir durch mehrere Beispiele zeigen
wollen.

§ =20.

- Wer zugesteht, daBl es unendliche Vielheiten und somit
auch unendliche Groéflen iiberhaupt gibe, der kann auch
nicht mehr in Abrede stellen, dafi es unendliche Groéflen
gabe, die sich durch ihre Gréfie (Grofiheit) selbst gar
mannigfach unterscheiden. Wenn wir z. B. die Reihe der
natiirlichen Zahlen durch

darstellen: so wird die Zeichnung

14+243444....Fnt@Fn4..... in inf.
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die Summe dieser natiirlichen Zahlen; folgende Zeichnung
aber

10420430440+ .. .n°4 (n+41)°+... in inf.
in welcher die einzelnen Addendi 19 2Y 3° ... insgesamt
bloBe Einheiten vorstellen, die blole Menge aller natiir-

lichen Zahlen darbieten. Bezeichnen wir diese durch N,
und bilden wir also die blof symbolische Gleichung

10420430, ... —+n4-(n—+1)°+...ininf. =N... (1),
und bezeichnen wir ebenso die Menge der natiirlichen Zahlen

von (n—} 1) durch N, und bilden somit die Gleichung

(n4 1)+ (n—42)0°4 (n+3)°...ininf.=N....(2):
so erhalten wir durch Abzug die gewiffi ganz untadehafte
Gleichung

n

o
194204304 . . n®"=n=N—N....(3)
1 o
aus der wir also ersehen, wie zwei unendliche Groéflen N

n
und N zuweilen einen ganz bestimmten endlichen Unter-
schied haben.
Bezeichnen wir dagegen die Grofie, welche die Summe

aller natiirlichen Zahlen darbietet, durch S, oder setzen die
blof§ symbolische Gleichung

1+243+..... +n4(m-+1)4...ininf=S..... 4)
an: so werden wir wohl auf der Stelle begreifen, dafi S

o
weit grofler sein miisse als N; aber nicht ebenso leicht
wird es uns gelingen, den Unterschied zwischen diesen
beiden unendlichen Gréflen oder auch ihr (geometrisches)
Verhaltnis zueinander auf eine genaue Art zu bestimmen.
Denn wollten wir, wie es wohl manche getan, die Gleichung

& N-(N41)
2
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aufstellen? so hitten wir zu ihrer Rechtfertigung kaum
einen anderen Grund, als weil bei jeder endlichen Menge
von Gliedern die Gleichung:

1 2dg4... ="

2
besteht, woraus zu folgen scheint, daff bei der ganzen un-

o
endlichen Menge der Zahlen nur n in N lUbergehe. Allein
so ist es in der Tat nicht; weil es ja ungereimt ist, bei
einer unendlichen Reihe von einem letzten Gliede derselben,

das den Wert 1(\)1 hitte, zu reden.
Die blof§ symbolische Gleichung (4) inzwischen zugrunde
gelegt, wird allerdings erlaubt sein, durch sukzessive Mul-

tiplikation beider Glieder mit N auch folgende Gleichungen
abzuleiten:

10.N—20. N4-30. N ... in inf. — (N)?
10+ (N) 220 . (N)2 - 50 (N)? . .. in inf. = (N)* usw.

wodurch wir uns iiberzeugen, dafi es auch unendliche Grofien
von sogenannten hdoheren Ordnungen gibe, deren die
eine die andere unendlichemal iibertrifft. Dafl es aber auch
unendliche Groflen gibt, die jedes beliebige rationelle so-
wohl als irrationelle Verhiltnisse a:f zueinander haben,

folgt ja schon daraus, weil, sofern N nur irgendeine sich
o
immer gleichbleibende unendliche Gréfle bezeichnet, a- N

o
und BN ein Paar gleichfalls unendliche Grdflen sind, die
sich wie a:f verhalten.

Nicht minder einleuchtend wird man es wohl auch finden,
dafl die ganze Menge (Vielheit) von Groflen, die zwischen
zwei gegebenen, z. B. 7 und 8, liegen, ob sie gleich eine
unendliche ist, und somit durch keine auch noch so
grofle Zahl bestimmt werden kann, doch lediglich nur von
der Grofle des Abstandes jener zwei Grenzgroflen vonein-
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ander, d. h. von der Grofie 8 — 7 abhinge und Somit eine
gleiche sein miisse, so oft nur dieser Abstand gleich ist.
Dieses vorausgesetzt, wird es, wenn wir die Menge aller
zwischen a und b liegenden Groflen durch

Mult. (b — a)

bezeichnen, unzihlige Gleichungen von folgender Form
geben: .
Mult. (8 — 7) = Mult. (13 — 12);

ingleichen auch von der Form
Mult. (b —a): Mult.(d —c¢)=b—a:d—c,

gegen deren Richtigkeit sich nichts Stichhaltiges einwenden
1aft.

AN

§ 3o0.

Und wie nun schon diese wenigen Beispiele geniigend
dartun, dafl eine Rechnung mit unendlich Groflem
bestehe, so auch besteht eine mit dem unendlich Kleinen.

Denn ist N unendlich grof}, so stellt ja

I

o

N .
notwendig eine Groéfie vor, die unendlich klein ist, und wir
werden wenigstens in der allgemeinen Groflenlehre keinen -
Grund haben, eine solche Vorstellung fiir durchaus gegen-
standlos zu erkliren. Denn um ein einziges Beispiel zu
geben, wenn man die Frage aufwirft, welche Wahrschein-
lichkeit es hat, dafl jemand, der eine Kugel auf das Gerate-
wohl abschieit, sie dergestalt abschieflen werde, daf§ ihr
Mittelpunkt auf seinem Wege genau durch den Mittelpunkt
jenes auf.diesem Baume hingenden Apfels hindurchgehen
werde: so mufl jeder zugestehen, dafi die Menge aller hier
moglichen Fille von einer gleichen oder noch geringeren
Wabhrscheinlichkeit unendlich sei, woraus denn folgt, daff
der Grad jener Wahrscheinlichkeit eine Gréfle habe = oder
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< irgendein = Hiermit ist aber auch schon erwiesen, daf}

wir der unendlich kleinen Gréflen unendlich viele haben,
"deren die eine zur anderen jedes beliebige Verhiltnis haben,
namentlich auch unendlichemal gréfler sein kann; daher
denn auch unendlich viele Ordnungen wie unter den un-
endlich grofien, so eben unter den unendlich kleinen Grofien
bestehen; und es wird unter Beobachtung gewisser Regeln
allerdings moglich sein, gar manche richtige Gleichungen
zwischen Groflen von dieser Art zu finden.

Ist es z. B. erst entschieden, dafl der Wert einer ver-
anderlichen Gréfle ¥ von einer anderen x in der Art ab-
hinge, dafl zwischen beiden fortwihrend die Gleichung
besteht:

y=x*-+}ax?4 bx?+}cx—-d
und vertrdagt es sich mit der Natur jener besonderen Gat-
tung von Groflen, welche hier x und y bezeichnen, dafl sie
auch unendlich klein werden, also auch unendlich kleine
Zuwichse annehmen konnen: so mufl, wenn wir & um
einen durch dx bezeichneten unendlich kleinen Teil zu-
nehmen lassen und die Veridnderung, welche dann y erfihrt,

durch dy bezeichnen, notwendig auch folgende Gleichung
bestehen:

y+dy=(x-+dx)*+a(x+} dx)*+ b (x| dx)?
~+c(x-+dx)+4d,
aus der unwidersprechlich auch die nachstehende fliefit:

%:(4x3+3ax2+2bx+c5+(6x2—|—3ax—|—b)dx

4 (4xt-2) dx? - dx,
die das Verhiltnis der beiden unendlich kleinen Gréfien als

ein nicht nur von @, b, ¢ und «x, sondern auch von dem -
Werte der Verinderlichen dx selbst abhingiges darstellt.
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§ 371

Allein die meisten Mathematiker, welche sich an die
Rechnung mit dem Unendlichen gewagt, gingen viel weiter,
als es nach den hier aufgestellten Grundsitzen geschehen
darf. Nicht nur erlaubten sie sich ohne Bedenken bald
ein unendlich Grofles, bald ein unendlich Kleines bei Grofien
vorauszusetzen, die ihrer Natur nach eines solchen unfihig
sind (wovon erst in der Folge Beispiele angefithrt werden
sollen): sondern sie nahmen sich auch heraus, Grofien,
welche aus der Summierung einer unendlichen Reihe her-
vorgehen, einander bald gleichzusetzen, bald wieder die
eine als grofler oder kleiner denn die andere zu erkldren,
blofl weil in beiden sich Glieder, welche in einem solchen
Verhiltnisse der Gleichheit oder Ungleichheit stehen, paar-
weise aufweisen lassen, obwohl ihre Mengen offenbar un-
gleich waren; sie wagten es, auszusprechen, dafl nicht nur
jede unendlich kleine GréBie in der Summierung mit einer
endlichen, oder auch jede von einer hodheren Ordnung
neben einer von niederer Ordnung, sondern auch jede
unendlich grofBle Grofle von niederer Ordnung in der
Summierung neben einer von hoherer Ordnung gleich
einer bloBen Null verschwinde; sie verfielen, um ihre
auf diesen Satz gestiitzte Rechnungsmethode nur einiger-
maflen zu rechtfertigen, auf die Behauptung, dafl es er-
laubt sei, auch eine blofie Null als Divisor zu betrachten,
und daBl der Quotient

1

= o
im Grunde nichts anderes als eine unendlich grofie
LA o . .
Grofle, der Quotient = aber eine ganz unbestimmte
o

Grofie bezeichne. Wir missen nachweisen, wie falsch
und irrefithrend diese Begriffe sind, weil sie auch heutzu-
tage noch mehr oder weniger im Schwange sind.
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§ 32.
Erst noch 1830 versuchte in Gergonnes Aunales de

Mathématique (T. 20, Nr. 12) ein mit M. R. S. Unterzeichneter
zu beweisen, dafl die bekannte unendliche Reihe

a—a-ta—a-a—a-......ininf.
: a . .
den Wert — habe; indem er, diesen Wert = x gesetzt,
i 2
schlieBen zu diirfen glaubte, daf§

‘x=—a—a-t+a—a+...ininf—=a—(@a—afa—a
-+ ...ininf)

und die in den Klammern eingeschlossene Reihe identisch
mit der zu berechnenden, somit abermals = x zu setzen sei,
welches denn

X=a—X

und somit x:—z- gibt.

Der Fehlschluf liegt hier nicht tief verborgen. Die Reihe
in den Klammern hat offenbar nicht mehr dieselbe Glieder-
menge, wie die zuerst = x gesetzte; sondern ihr fehlt das
erste a. Ihr Wert hitte also, falls er tiberhaupt angeblich
wire, durch x—a bezeichnet werden miissen; was aber
die identische Gleichung

x=a—-f+x—a

gegeben hitte.

yAber eben darin“, dirfte man sagen, ,liegt etwas Para-
doxes, daB diese Reihe, die doch gewiff nicht unendlich
grof} ist, keinen genau bestimmbaren, meflbaren Wert haben
sollte, zumal da sie durch eine in das Unendliche fort-
gesetzte Division von 2==1-}-1 in @ hervorgehe; ein Ur-
sprung, der ganz fiir die Richtigkeit der ‘Voraussetzung

spricht, daf§ ihr wahrer Wert doch nur —Z— sel.”

Bolzano, Paradoxien des Unendlichen. ' 4
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Ich erinnere, es sei doch eine an sich nicht unbegreif-
liche Sache, dal es auch Gréflenausdriicke gibe, die
keine wirkliche Grd8e bezeichnen, wie wir denn schon
die Null selbst als einen solchen allgemein anerkennen und
anerkennen miissen.

Eine Reihe insonderheit, wenn wir erkliren, sie nur
als eine Grofle, ndmlich nur als die Summe ihrer Glieder
betrachten zu wollen, mufl kraft des Begriffes einer Summle
(die zu den Mengen, d. h. zu denjenigen Inbegriffen gehort,
bei denen auf keine Ordnung ihrer Teile geachtet werden
soll) von einer solchen Beschaffenheit sein, dafi sie keine
Verdnderung in ihrem Werte erfihrt — welche Verinderung
wir auch in der Aufeinanderfolge ihrer Glieder vornehmen
mogen. Bei Groflen mufl namentlich sein:

(A—B) 4 C—A+ (B+C)— (A C)+B.
Dies Merkmal nun bietet uns einen klaren Beweis dar,
dafl die hier in Rede stehende Zeichnung:

a—a-}+a—a-ta—a-...ininf.

kein Ausdruck einer wirklichen Grofle sei. Denn sicher
wiirden wir an der hier vorgestellten Grofle, falls eine
vorgestellt wiirde, nichts dndern, wenn wir jene Zeichnung
so abdnderten:

(1) (a—a)+(a—a)+(a—a)4....ininf;

weil hier nichts anderes geschah, als dal je zwel unmittel-
bar einander folgende Glieder in eine Teilsumme vereinigt
wurden: was gewil moglich sein muf}, weil die gegebene
Reihe wirklich kein letztes Glied haben soll. Dadurch
erhalten wir aber

was offenbar nur =o ist.

Ebensowenig kann jedoch an der Grt')Be, die jener Aus-
druck vorstellt, falls er in Wirklichkeit eine vorste]lt sich
etwas dndern, wenn wir ihn so umformen:
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(2) a4+ (—a+t+a)+(—a+t+a)f(—a-ta)4....ininf

wo wir, mit Ubergehung des ersten, je zwei der folgenden
Glieder in eine Teilsumme verbinden, oder auch so:

(3) —at(a—a)f(a—a)t(a—a)4..... in inf.

was man aus (I) erhdlt, wenn man die Glieder in jedem
Paare versetzt, und mit dem so gewonnenen Ausdricke
dann dieselbe Verdnderung vornimmt, durch welche (2) aus
(1) hervorging. Wire somit der gegebene Grofienausdruck
nicht gegenstandslos, so mifiten die Ausdriicke (1),
(2) und (3) alle dieselbe Grofle bezeichnen; weil doch ein-
leuchtend ist, dafl die Vorstellung einer Summe von einer
und derselben' Menge von Groflen nicht mehrere vonein-
ander verschiedene Groflen vorstellen kann, wie es z. B.

wohl bei den Vorstellungen }+- 1, arc. Sin. :% u. a.m. der

Fall ist. Allein die hier vorliegende Grofienvorstellung:

1—1+t+1—1-}t1—1....iniof

miifite, wenn sie nicht durchaus gegenstandslos ist, mit
demselben Rechte, mit dem wir sie etwa der Null gleich-
setzen wollten (die man in uneigentlichem Sinne freilich
auch eine Gréfle zu nennen pflegt), auch =-}-a und auch
= —a gesetzt werden; was durchaus ungereimt ist, und
uns somit zu dem Schlusse berechtigt, dal wir hier eine
schlechterdings gegenstandslose Vorstellung vor uns haben.

Daf§ die besprochene Reihe durch eine in das Unend-
liche fortgesetzte Division von 2=1-1 in a zum Vor-
schein komme, ist wahr; aber alle Reihen, welche auf eine
solche Art zum Vorschein kommen, kénnen begreiflicher-
weise gerade darum, weil jene Division stets einen Rest
(hier abwechselnd bald — a bald -} a) zuriicklaf}t, den wahren

. . a
Wert des Quotienten (hler — | hochstens nur dann angeben,
2

wenn die durch fernere Division hervortretenden Reste’
4% B
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't [ —— — S

kleiner als jede auch noch so kleine Grofie werden; wie
dieser Fall bei der § 18 betrachteten Reihe a—{-ae-{-ae®
—...ininf., welche durch Division von 1‘—e in a erzeugt
wird, stattfindet, so oft e< 1 ist. Wenn aber, wie in dem
vorliegenden Falle, e = 1, oder wenn gar e > 1 ist, wo die
Reste somit nur um so hoher steigen, je weiter das Ge-
schift des Dividierens fortgesetzt wird, ist nichts begreif-

licher, als daBl der Wert der Reihe dem Quotienten‘

1—e
nicht gleichgestellt werden kénne. Oder wie sollte z. B.
die Reihe mit abwechselnden Vorzeichen:

I — 10 - 100 — 1000 -} T0000 — 100000 —}-. . . in inf,,

welche durch eine in das Unendliche fortgesetzte Division
. 1
von 1 -} 10 in 1 entsteht, =1 gesetzt werden dirfen? Wer

vollends wollte die aus lauter positiven Gliedern zusammen-
gesetzte Reihe

1} 10 -}~ 100 - 1000 ... in inf.

dem negativen Werte —% gleichschitzen, blofl weil I—»I;

durch Entwicklung auf diese Reihe leitet? Gleichwohl nimmt
solche Summierungen der vorhin erwihnte M. R. S. noch
immer in Schutz, und will z. B. die Richtigkeit der Gleichung

1—2-+4+4—8-416—32464—128-...in inf.::—%

nur aus dem Grunde erweisen, weil ja doch

X=1—2+4+4—8-+}+16—32464—...
=1—2(1—2+44—8+416—32-4...)=1— 2x

wire; wobei abermal tibersehen ist, dafl die in den Klam-

mern enthaltene Reihe gar nicht die nidmliche mit der ur-
spriinglich angenommenen sei, weil sie nicht mehr die
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ndmlich€ Menge der Glieder hat. Dafi auch dieser Gréfien-
ausdruck gegenstandslos sei, erhellt auf #hnliche Art, wie
bei dem frither betrachteten, weil er zu widersprechenden
Ergebnissen fihrt. Denn einerseits miifite sein:

T—2-+4—8-+4+16—32-}164—...
=1+ (—2+44)+(—8+16)+(—32464)+...
=1-+4+2+48-}32464...

andcrerseits cbenso gewif}:

— (1 —2) 4 (4 — 8) - (16 — 32) | (64 — 128) 4.
=—1—4—16—64—...

so daf} sich also durch einen doppelten berechtigten Vor-
gang einmal ein unendlich grofier positiver, das andere Mal
ein unendlich grofler. negativer Wert desselben Ausdruckes
ergibe,
§ 33

Wollen wir also in unseren Rechnungen mit dem Un-
endlichen nicht auf Irrwege geraten: so diirfen wir nie uns
erlauben, zwci unendlich grofie Groflen, dic aus Summie-
rung der Glieder zweier unendlicher Reihen entstanden
sind, schon darum fiir gleich, oder die eine fiir grofler
oder kleiner als die andere zu erkldren, weil je ein Glied
in der einen je einem in der anderen Reihe entweder gleich
oder grofler oder' kleiner als das der letzteren ist. Wir
durfen ebensowenig die eine Summe fir die grofiere er-
klaren, blofl weil sie die simtlichen Glieder der anderen
und nebstdem noch gar viele, sogar unendlich viele Glieder
{die alle positiv sind) in sich schlieit, welche der anderen
fehlen. Denn auch bei alledem kann sie noch kleiner, ja
unendlichemal kleiner sein als diese. Ein Beispiel liefert
uns die sehr bekannte Summe der Quadrate aller natiir-
lichen Zahlen, verglichen mit der Summe der ersten Po-
tenzen dieser Zahlen. Gewiff kann niemand in Abrede
stellen, dafl jedes Glied der Reihe aller Quadrate
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P2t 37 47 57 67 70 8 g7 100
-+ ...ininf =},

1+4+9—I—16+25+36+49+64isl~_H0fo S

weil es ja gleichfalls eine natiirliche Zahl ist, auch in der
Reihe aller ersten Pofenzen der natiirlichen Zahlen

14243444546+ 7+84 94011412
+ I3—}-I4-|—15—{—;6...in inf. =S

I
erscheine; ingleichen dafi in der letzteren Reihe S nebst

allen Gliedern der S noch gar viele (ja unendlich viele)
. 2
Glieder erscheinen, die in der Reihe S fehlen, weil sie nicht

2
eben Quadratzahlen sind. Gleichwohl ist S, die Summe
aller Quadratzahlen, nicht etwa kleiner, sondern unstreitig

I
grofler als S, die Summe der ersten Potenzen aller Zahlen.
Denn erstlich ist, trotz allem Anscheine des Gegenteils, die
Gliedermenge in beiden (noch nicht als Summe betrach-
teten und somit nicht in beliebige Mengen von Teilen zer-
legbaren) Reihen gewif§ dieselbe. Dadurch, dafi wir jedes

I 2
einzelne Glied der Reihe S in der S auf das Quadrat er-
heben, dndern wir blofi die Beschaffenheit (die Grofie) dieser
Gheder, mcht ihre Vielheit, Ist aber die Mcnge der Glieder

in S und S dieselbe: so liegt am Tage, daﬁ S viel grofler
“als S sein miisse, indem, mit Ausnahme des ersten Gliedes,
jedes der ubrigen in § entschieden grofier als das gleich-
vielste in é ist; so zwar, dafl § als Grofie betrachtet das

I
ganze S als einen Teil in sich fafit, und noch einen zweiten
Teil hat, der fir sich selbst abermals eine unendliche Reihe

X
von gleicher Gliederzahl mit S darbietet, nidmlich:

o, 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56 ... n (n — 1) ... ininf,
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darin, mit Ausnahme der zwei ersten, alle folgenden Glieder
I

grofler als die gleichvielsten in S sind, so daBl die Summe

der ganzen Reihe unstreitig abermals grofler als S ist.

Ziehen wir daher von diesem Reste die Reihe S zum zweiten-
mal ab; so erhalten wir als zweiten Rest eine Reihe von
derselben Gliedermenge

—1,0, 3,8, 15, 24, 35, 48 ... n (n— 2) .. in inf.
darin, mit Ausschluff der drei ersten Glieder, abermals alle

I
folgenden grofler als die gleichvielsten in S sind; so dafl

I
auch dieser dritte Rest ohne Widerspruch grofier als S zu
schitzen ist. Da sich nun diese Schlisse ohne Ende fort-

setzen lassen; so erhellt, daffi die Summe S unendlichemal

grofler sei als die Summe é; indéem wir allgemein
S—mS=(1—m)- (22 —2m)+(3*— 3m) | (4> — 4m)
+...(m?—m?)-+...4+nn-—m)-}..ininf

haben, in welcher Reihe nur eine endliche Menge von Glie-
dern, namlich nur die m-— 1 ersten negativ, das m*—o,
alle folgenden aber positiv sind und ins Unendliche wachsen.

. § 34-

Ehe wir die Unrichtigkeit der ubrigen, schon in § 31
erwihnten Behauptungen in das gehorige Licht stellen
konnen, miissen wir den Begriff der Null etwas genauer,
als man gewdohnlich tut, bestimmen®).

*) Sehr gern raume ich Herrn M. Ohm das Verdienst ein, in
seinem sehr schitzbaren ,Versuche eines vollkommen kon-
sequenten Systems der Mathematik“ (2. Aufl. Berlin 1828)
der erste gewesen zu sein, der auf die Schwierigkeiten in dem
Begriffe der Null das mathematische Publikum aufmerksam ge-
macht hat.
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Unstreitig wollen alle Mathematiker mit dem Zeichen o
nur einen solchen Begriff verbunden wissen, dafl es, A4 sei
was immer fiir ein GroBlenausdruck, unentschieden ob einer
wirklichen Grofle entsprechend, oder ganz gegenstandslos,
erlaubt bleibe, die beiden Gleichungen

I. A—A=o, II. AHo=A

zu schreiben. Hier wird nun jeder zugestehen, dafl dieses
nur verstattet sein kénne, wenn wir das Zeichen o selbst
nicht als die Vorstellung einer wirklichen Groéfle, sondern
als blofle Abwesenheit einer Gré8ie und die Zeichnung A + o
als eine Forderung betrachten, zu der etwaigen Grofle, die
A bezeichnet, in Wahrheit weder etwas zusetzen noch
abziehen zu wollen. Irrig wire es aber zu glauben, daf
schon die blofle Erklirung, dafl Null eine gegenstandslose
GrofBlenvorstellung sei, zur vollstindigen Bestimmung des
Begriffes, den Mathematiker mit diesem Zeichen verbinden,
hinreiche. Denn offenbar gibt es noch andere in der Mathe-
matik wbliche Groflenbezeichnungen, wie namentlich das in
der Analysis so ungemein wichtig gewordene Zeichen V — 1,
die gleichfalls gegenstandslos sind, die wir desungeachtet
nicht als gleichgeltend mit o ansehen und behandeln diirfen.
Bestimmen wir aber die Bedeutung des Zeichens o genauer
durch die Erklirung: es solle so aufgefait werden, dafi die
zwei Gleichungen I und II allgemein gelten: so stellen wir
einen Begriff auf, der einerseits vollig so weit ist, als der
bisherige Gebrauch und das Interesse der Wissenschaft es
fordert, und andererseits doch auch enge genug ist, um
jeden MiBbrauch desselben zu verhindern.

Es ist aber, ndher betrachtet, nicht blof§ der Begriff der
Null, der durch die festgesetzte Allgemeingiiltigkeit der
beiden Gleichungen I und II auf eine eigene Weise be-
stimmt wird, sondern es erfahren auch die Bégriffe des
Addierens und des Subtrahierens, welche hier unter
den Zeichen - und — auftreten, durch die Festsetzung
dieser Gleichungen eine eigentiimliche Erweiterung, die sehr
zum Vorteile dér Wissenschaft gereicht.
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Derselbe Vorteil der Wissenschaft verlangt noch iiber-
dies, man moge auch den Begriff der Multiplikation so
weit auffassen, dafl sich, was auch A4 sei (ob eine endliche
oder unendlich grofie oder unendlich kleine Gréfle, oder
auch eine blofile gegenstandslose Grofienvorstellung wie
y— 1 oder o) die Gleichung

. oXA=AXo=o0

ansetzen lasse.

Endlich miissen wir auch im Interesse der Wissenschaft
fordern, man mége auch den Begriff der Division so all-
gemein fassen, als es nur méglich ist, um nicht mit einer
der drei schon aufgestellten Gleichungen in Widerspruch
zu geraten, also auch in der Gleichung

Iv. BX(%)———(%)XB_—:A

dem Zeichen B einen so weiten Umfang zu geben, als es
nur jene drei Gleichungen in der ihnen schon zugestandenen
Allgemeinheit erlauben. Diese erlauben nun immerhin, daf§
B jede beliebige endliche sowohl als unendlich grole oder
unendlich kleine wirkliche Grofle, auch wohl die imaginare
Y — 1 bezeichne; schlechterdings aber nicht, dafi B=o
gesetzt werde, d. h. da§ wir die Null oder irgendeinen der
Null gleichgeltenden Ausdruck jemals als einen Divisor
anwenden. Denn da nach Il o(4)=o sein mufl, was
immer A sei: so mifite, wenn wir in IV B=o0 setzten,

auch B(%)—_—_o sein, welches mit der in IV geforderten

B
A = o wire, Ubereinstimmen wiirde. Wir miissen also, um
nicht in Widerspriiche zu geraten, die Regel festsetzen,
da man die Null oder einen der Null gleichgelten-
den Ausdruck nie als Divisor anwenden diirfe in
einer Gleichung, welche noch etwas anderes als
eine bloB identische sein soll, wie etwa

Gleichung B (»-) = A nur in dem einzigen Falle, wenn auch
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Dafl die Beobachtung dieser Regel durchaus notwendig sei,
beweisen nebst dem soeben Gesagten gar viele hochst un-
gereimte Folgerungen, die sich aus-véllig richtigen Vorder-
sitzen ergeben, sobald wir uns Divisionen mit Null erlauben.

Sei a was immer fiir eine reelle Gréfle: so stellt sich,
wenn das Dividieren durch einen der Null gleichgeltenden -
Ausdruck, z. B. 1 — 1, erlaubt sein soll, nach der bekannten,
gewifl ganz regelrechten Divisionsmethode folgende Glei-
chung dar:

I—1

wo der Summanden von der Form « jede beliebige Anzahl
auftreten kann. Ziehen wir nun zu beiden Seiten den
a

gleichen GroBenausdruck ab: so ergibt sich die hochst

ungereimte Gleichung:
LY

a-fa—...fa=o.
Sind @ und & ein Paar verschiedene Grofien: so gelten
die zwei identischen Gleichungen:

a—b=a—b>b ,
b—a=b—a. Also durch Addition auch
a—a=—b—Db oder

a(t—1)=>b(r—r1) -

Ist es nun erlaubt, die beiden Glieder einer Gleichung
durch einen der Null gleichgeltenden Faktor zu dividieren,
so erhalten wir das ungereimte Ergébnis a = b, was immer
- a und b sein moégen. Doch es ist allgemein bekannt, dafi
man nur allzu leicht bei grofieren Rechnungen auf ein un-
richtiges Ergebnis st68t, wenn man einen gemeinschaftlichen
Faktor aus beiden Gliedern der Gleichung “entfernt, ohne
sich erst iiberzeugt zu haben, dafi er nicht Null sei.
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§ 35

Es wird nun leicht sein zu zeigen, wie unrichtig die
von so manchen aufgestellte Behauptung sei, daff nicht nur
eine unendlich kleine Gréfie von hoherer Ordnung in der
Verbindung durch Addition oder Subtraktion mit einer
anderen von niederer Ordnung oder mit einer endlichen,
sondern auch jede endliche, ja selbst unendlich grofie von
jeder beliebig hohen Ordnung in ihrer Verbindung durch
Addition oder. Subtraktion mit einer anderen unendlich
groBen von hoherer Ordnung gleich einer blofien Null
verschwinde. Soll dies nun so verstanden werden —
und in dem gewohnlichen Vortrage, der noch etwas un-
vorsichtiger als die soeben gebrauchten Ausdriicke lautet,
warnt man vor einer solchen Mifideutung nicht — soll dieses,
sage ich, so ausgelegt werden, dafl man aus dem Komplexe
der beiden Gréflen M+ m, deren die erste unendlichemal
grofler ist als die zweite, diese schlechtegdings weglassen
diirfe, auch wenn in dem Verfolge der Rechnung die Grofie M
vielleicht selbst (etwa durch Abzug einer ihr gleichen) weg-
fallt: dann brauche ich die Irrigkeit dieser Regel nicht erst
zu beweisen.

Doch man wird sagen: So sei es nicht gemeint. Wenn
man die Gréfen M und M + m fiir gleich erklare, so meine
man nicht, dafl sie ein gleiches Resultat gewdhren, wenn
sie in fortgesetzter Rechnung neue Verbindungen durch,
Addieren oder Subtrahieren eingehen; sondern ihre Gleich-
heit bestehe nur darin, dafl sie bei dem Geschifte des
Messens, namentlich durch eine Gréfle /V, welche von
gleichem Range mit ihnen, in einem endlichen (also vollig
bestimmbaren) Verhiltnisse zu einer von ihnen z. B. zu M/
steht, gleiche Ergebnisse darbieten. Dies wire in der Tat
das Geringste, was man zu der Erkliarung, daBl ein Paar
Groflen gleich grof sind, zu fordern berechtigt ist. Aber
. leisten denn M und M+ m auch nur so viel? Steht die
eine derselben, z. B. M, in einem irrationalen Verhiltnisse
zum Mafle &V, so kann es sich allerdings treffen, daff wir .
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bei der gewshnlichsten Weise des Messens, welche zu jeder
beliebigen auch noch so grofien Zahl ¢ eine andere p von
der Beschaffenheit sucht, daB

_< <p-|-1

% m fortwihrend
in denselben Grenzen verbleibt, d. h. daBl sich auch

sei; und es kann sich figen, dafl auch

M + m I
P < (+m <p+
findet. Ist aber das Verhiltnis N rational: so gibt es ein
¢, fur welches
M . p .
N q

N
ein Unterschied zwischen diesen Groéflen selbst im Vergleiche
zu bloen Zahlen (endlichen Grofien) sich kund gibt. Wie
also dirften wir sie einander gleich nennen?

L]
und dagegen M+ m entweder > oder <% ist; wo also

§ 36.

Um solche Widerspriiche zu vermeiden, nahmen nach
Eulers Vorgange mehrere Mathematiker ihre Zuflucht zu
der Erklirung, daf§ die unendlich kleinen Grdfen in der Tat
blofie Nullen, die unendlich grofilen Gréflen aber die
Quotienten wiren, welche aus einer endlichen Gréfie durch
die Division mit einer bloflen Null hervorgehen. Durch
diese Feststellung hatte man das Verschwinden oder Weg-
werfen einer unendlich kleinen Grofie in ihrer Verbindung
durch Addition zu einer endlichen mehr als gerechtfertigt; .
desto schwieriger aber war es, das JDasein der unendlich
. groBen Groflen, ingleichen die Moglichkeit des Hervorgehens
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einer endlichen Gr68le durch die Division zweier unendlich
kleiner oder auch grofler Gréflen und das Vorhandensein
unendlich kleiner und grofler Gréflen hoherer. Ordnungen
begreiflich zu machen. Denn die unendlich grofie GroSe
kam auf diese Art durch eine Division mit Null oder einem
der Null gleichgeltenden Gréflenausdrucke (der eigentlich
eine gegenstandslose Vorstellung ist), also auf eine durch
die Gesetze des Rechnens verbotene Weise zum Vorschein;
an allen jenen endlichen oder auch unendlichen Grofien
aber, die man durch Division einer unendlichen in eine
andere unendliche Grofle hervorgehen lief}, haftete die Makel
der illegitimen Geburt vervielfacht.

Was noch am meisten fiir die Richtigkeit dieser Rech-
nung mit Nullen zu sprechen scheint, ist wohl die Art, wie
man den Wert einer von der verdnderlichen x abhingigen
Grofle y, der durch die Gleichung

Y= %x

bestimmt werden soll, in dem besonderen Falle berechnet,
wenn ein gewisser Wert von x==a entweder den Nenner
dieses Bruches allein oder den Nenner und den Zihler zu-
gleich zu Null macht. In dem ersten Falle, wenn ®a=o0
wird,; Fa aber eine endliche Grofle verbleibt, schlieit man,
dafl ¥ unendlich grofl geworden sei. In dem zweiten
Falle dagegen, wenn sowohl @a als F'a= o sind, schlieit
man, dafl die beiden Ausdriicke @x und Fx den Faktor
von der Form (x—a) ein- oder etlichemal enthalten und
somit von der Form

Px=(x—a)®.px; Fx=(x—a)- fx
sein missen: wo allenfalls px oder fx auch Konstante vor-

stellen konnen. Ist nun m >>#, so schlieBt man, da8, auch

nach einer den Wert des Bruches g—i—z nicht andernden Auf-

hebung der gemeinschaftlichen Faktoren im Nenner und im
Zshler, der erstere fiir x=a immer noch zu Null werde,
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und bleibt somit bei der Behauptung, dafl der Wert x=ua

ein unendlich grofles y gibe. Ist aber m =#, so sieht man,
Fx '

da -— :—f}— sein mufl), die endliche Grofle, die fa aus-
dx px @a
drickt, als den richtigen Wert von ¥ an. Und ist endlich

m <_n, so schlieBt man, weil jetzt

Fx (x—apm-ix
ox @x

fir x==a zu Null wird, dafl der Wert x = a die Gréfie v
zu Null mache.

Uber dies Verfahren denke ich so. Wenn der zu x =a
gehorige Wert von y in den angegebenen Fillen fiir co grof§
erklart wird: so kann das offenbar nur dann und dann nur
zufillig wahr sein, wenn die GroBle y zu der Art derer
gehort, die auch unendlich grofl werden kénnen; allein es
bleibt dabei, dafl dieses Ergebnis aus dem gegebenen Aus-
drucke, der hier eine Division durch Null verlangt, nicht
hervorgeht. Blo8 aus dem Umstande, daBl gcsagt wird,
der Wert von y sei immer der nimliche, den der gegebene
Ausdruck —fp-}; angibt, 148t sich nur schlieBen auf die Be-
schaffenheit der Grofle y fiir alle jene Werte von x, die
eine wirkliche Gréfle vorstellen, nicht aber fiir solche, bei
denen dieser Ausdruck gegenstandslos wird; wie dies
der Fall ist, wenn sein Nenner oder auch nur sein Zihler
oder gar beide zugleich Null werden. Wohl 148t sich sagen,
dafl die Gréfie y in dem zuerst erwihnten Falle, wo nur
$x=o0 ist, gréBer, und in dem zweiten Falle, wo nur
Fx=o ist, kleiner als jede gegebene werde, endlich im
% eine gleiche Anzahl von Faktoren von
der Form {x — a) im Nenner und Zihler enthilt, dem Werte

dritten Falle, wo

fa s
— so nahe komme, als man will, indem man x dem Werte a
pa

so nahe rickt, als man will: allein aus allem diesem folgt
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nichts far die Beschaffenheit dieses Wertes dort, wo der
F . .

Ausdruck Eix gegenstandslos ist, d. h. gar keinen Wert

darstellt, weil er entweder die Form o selbst oder die Form

c . o .
— oder gar die Form — annimmt. Denn der Satz von der
o o

Gleichheit des Wertes zweier Briiche, deren der eine sich
von dem anderen nur durch die Aufhebung eines gemein-
schaftlichen Faktors im Nenner und Zihler unterscheidet,
gilt wohl in allen Fillen, nur in dem Falle nicht, wo dieser
Faktor eine Null ist; weil sonst mit eben dem Rechte, mit

dem wir behaupten wollten, dafl 2—.:;-:% ist, auch be-
hauptet werden diirfte, dafl jede beliebige Grofle, z. B.

2 . . .
1000 =— sei. Denn sicher ist doch sowohl 3000:0=0,
3

2.0 2
als auch 2. 0=o0. Wenn also — = — gesetzt werden darf,
. 30 3

so darf auch

2 (3000-0) (2-3000)-0 =2-3000 1000
3X(2+0) (3:2)-0 3-2
gesetzt werden.

Der Fehlschluf}, der hier in die Augen springt, fallt oben
nur deshalb minder auf, da man die Division mit dem
einer Null gleichgeltenden Faktor (x—a) in einer Form
vornimmt, die diesen Nullwert verhiillt. Und weil die Fort-
schaffung desselben in jedem anderen Falle erlaubt ist, so
nimmt man um so zuversichtlicher an, sie auch in diesem
Falle sich erlauben zu diirfen, weil der fiir y sich heraus-
stellende Wert gerade so ausfillt, wie man ihn zu erwarten
berechtigt zu sein glaubt; nimlich wenn er ein endlicher
ist, genau wie das Gesetz der Stetigkeit ihn fordert, Null,
wenn die nichststehenden bis auf Null abnehmen, und un-
endlich grof}, wenn die nichststehenden in das Unendliche
zunehmen. Allein hierbei vergifit man, daf§ das Gesetz der
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Stetigkeit keinéswegs von allen verdnderlichen Grofilen be-
obachtet werde, ingleichen daff eine Grofle, welche so klein
wird, als man nur will, indem man x dem Werte @ so nahe
bringt, als man will, darum noch eben nicht fir x=a zu
Null werden miisse; und dafl sie ebensowenig, wenn sie
in das Unendliche wichst, wihrend sich x dem Werte a
ndhert, fir x=a in Wahrheit unendlich werde. Es gibt
ja namentlich in der Geometrie unzihlig viele Groflen, die
kein Gesetz der Stetigkeit kennen, z. B. die Groflen der
Linien und Winkel, die zur Bestimmung der Umfangslinien
und Oberflichen der Polygone und Polyeder dienen u.m. a.

§ 37.

Obgleich wir der bisherigen Darstellungsweise der Lehre
von dem Unendlichen so viele wichtige Mingel, wie ich
glaube, nicht mit Unrecht vorwerfen mogen: so ist es doch
bekannt, dafl man meistens ganz richtige Ergebnisse
erhilt, wenn man die Regeln, die in der Rechnung mit
dem Unendlichen allgemein eingefiithrt sind, mit der ge-
horigen Vorsicht befolgt. Solche Ergebnisse hitten sich
nimmer darbieten kdonnen, wenn es nicht eine Weise der
Auffassung und Handhabung dieser Rechnungsmethode
gibe, die wirklich untadelhaft ist; und gern will ich glauben,
dafl es im Grunde nur diese gewesen sein dirfte, die den
scharfsinnigen Erfindern jen\er Methode im Geiste vor-
geschwebt, ob sie auch nicht sogleich imstande waren,
ihre Gedanken hieriiber mit aller Deutlichkeit auseinandeér-
zusetzen; eine Sache, die in schwereren Fillen insgemein
erst nach wiederholten Versuchen gelingt.

Sei es mir denn verstattet, hier nur in wenigen Umrissen
anzudeuten, wie ich diese Methode des Rechnens glaube
auffassen zu miissen, damit sie vollkommen zu rechtfertigen
wire. Es wird geniigen, von dem Verfahren zu sprechen,
das bei dem sogenannten Differential- und Integral-
kalkiil zu beobachten ist, denn die Methode des Rechnens
mit dem unendlich Grofien ergibt sich dann schon durch
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den bloflen Gegensatz leicht, zumal nach .allem, was Cauchy
hiertiber schon geleistet,
Ich also bedarf hier schlechterdings nicht der so beengen-

den Voraussetzung, die man wohl sonst fiir nétig erachtete, °

daf§ die in Rechnung zu nehmenden Gréflen unendlich
klein werden kénnen; eine Beschrinkung, wodurch alle be-
grenzte Zeit- und Raumgréfien, auch alle Krifte begrenzter
Substanzen, also im_Grunde alle Grofien, an deren Be-
stimmung uns gerade am meisten liegt, aus dem Bereiche
dieser Rechnungsmethode im Vorhinein ausgeschieden wer-
den. Ich begehre nichts anderes, als daffl diese Groflen,
falls sie verdnderlich und doch nicht frei verinderlich,
sondern von einer oder mehreren anderen Gréflen abhangig
sind, ihre Abgeleitete (une fonction derivée nach der La-
grangeschen Erklirung) haben; wenn nicht fir alle Werte
ihrer Bestimmenden, wenigstens fir alle diejenigen, auf
welche die Rechnung als giiltig angewandt werden soll
Mit anderen Worten, wenn x eine der frei verinderlichen
Grolen und y=fx eine von ihr abhingige bezeichnet: so
mufl, wenn unsere Rechnung fiir alle innerhalb x=—a und
x=>0 liegende Werte von x ein richtiges Resultat geben

soll, ¥ in einer solchen Art von x abhingen, daff fir alle

innerhalb @ und 6 gelegenen Werte von x der Quodient
Ay fx+Ax)—ix
Ax Ax
“welcher zum Vorschein kommt, indem wir den Zuwachs
von ¥ durch den ihm zugehérigen von x dividieren, einer
entweder konstanten oder doch nur von x allein abhingigen
Grofle f'x so nahe kommt, als man will, wenn man nur
Ax klein genug nimmt, und dann noch immer so nahe
bleibt oder noch niher riickt, wenn Ax noch kleiner ge-
macht wird¥).
*) Es 1afit sich zeigen, dafl alle abhédngig verdnderlichen
GroBen, wenn sie nur iiberhaupt bestimmbar sind, an dies
Gesetz gebunden sein miissen in der Art, dafi Ausnahmen davon,

wenn auch in einer unendlichen Menge, stets nur fiir isoliert-
stehende Werte ihrer frei Verdnderlichen eintreten dirfer.

Bolzano, Paradoxien des Unendlichen. b

V%
f

1
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Ist eine Gleichung zwischen x und y gegeben, so ist
es insgemein eine sehr leichte und bekannte Sache, diese
Abgeleitete von y zu finden. Wire z. B.

(1) y?=ax?4-a’
so hitte man hier fiir jedes Ax, das nur nicht Null ist,
(2) y+AyP=akx+Ax)2+}ad
woraus sich nach bekannten Regeln l
Ay 2ax 4 aAx

® A=y FayayF oy
__2ax 2Ax—6axy Ay —z2axAy?

_ 432y
3y? oy*+oy* Ay-+3y2Ay?

ergibt. Und die gesuchte abgeleitete Funktion der »
oder (nach Lagrangescher Bezeichnung) j' wire

2aXxX

)
3y?
eine Funktion, die aus dem Ausdrucke von

Ly

Ax
hervorgeht, wenn wir nach der gehorigen Entwicklung des-
selben, namlich nach einer solchen, dabei wir im Zghler

und Nenner die in Ax oder in Ay multiplizierten Glieder
von den ibrigen trennen, also in dem Ausdrucke

2ax—+alx
3y?+3yAy+ Ay?

beides, Ax sowohl als Ay=o setzen.

Von welchem vielfiltigen Nutzen die Findung dieser
Abgeleiteten sei; auf welche Weise jeder einem endlichen
Zuwachse von x entsprechende endliche Zuwachs der y
vermittels solcher Abgeleiteten sich berechnen lasse; und
wie, wenn umgekehrt nur die abgeleitete /'x gegeben ist,
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auch die urspriingliche Funktion fx bis auf eine Konstante
bestimmt werden kann — brauche ich nicht zu sagen.
Weil wir aber, wie nur eben angemerkt wurde, die ab-
geleitete Funktion einer abhingigen Grofie y in bezug auf
ihre Veranderliche x erhalten, sobald wir in dem Ausdrucke

Ay
Ax

falls er erst so entwickelt wurde, dafl weder Ax noch Ay
irgendwo als Divisoren erscheinen, das Ax sowohl als
auch das Ay ==o0 setzen: so diirfte es wohl nicht so un-
schicklich sein, die Abgeleitete durch eine Zeichnung, wie
etwa folgende:

dy
dx
darzustellen, wenn wir hierbei erklidren, einerseits, daf§
alle in der Entwicklung von %37—( vorkommenden Ax, /Ay oder
die allenfalls statt ihrer angeschriebenen dx, dy als blofle
Nullen angesehen und behandelt werden sollen; — ander-
dy

seits aber, daff man die Zeichnung Iy nicht etwa als einen
y

Quotienten von dx in dy, sondern nur eben fir ein Sym-
bol der abgeleiteten von ¥ nach x anzusehen habe.

Daf} einem solchen Verfahren noch keineswegs der Vor-
wurf gemacht werden kénnte, es nehme Verhiltnisse zwischen
Groflen an, die gar nicht vorhanden sind (Null zu Null), ist
klar; denn man will jene Zeichnung ja eben fiir nichts anderes
als fiir ein bloles Zeichen angesehen wissen.

Ebenso untadelhaft wird es ferner sein, wenn man die
zweite abgeleitete Funktion von y nach x, d. h. diejenige
blof von x abhingige (oder vielleicht auch ganz konstante)
Grofle, welcher der Quotient

Nty
Ax?

v

h*
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so nahe kommt, als man will, sobald man nur auch Ax so
- klein, als man will, nehmen darf, durch

d’y
dx?

bezeichnet und dies so auslegt, dafl man die in der Ent-

2
wicklung vonix); vorkommenden Gréflen Ax, A?y als blofle
Nullen betrachten und behandeln, in der Zeichnung d‘;{?

aber nicht eine Division von Null in Null, sondern nur das
Symbol der Funktion erblicken miisse, in welche die Ent-

2
wicklung von A—)—r nach der soeben verlangten Veridnde-

Ax?
rung ubergeht.

Diese Bedeutungen der Zeichen —-

vorausgesetzt, kénnen wir strenge dartun, dafl eine jede von
einer anderen frei Verinderlichen x auf eine bestimmbare Art
abhingige verinderliche Grofie

y=1{x
hochstens mit Ausnahme gewisser isoliert stehender Werte

von x und Ax an die Gleichung

dfx , Ax? d2fx A Ax3 d3fx
f(X—*_AX)__—fX%'AX'd_x 1-2.dx2+1-2-3.dx3
Azt drf(x - pAx)

1-2...n dxn

worin p <1 ist, gebunden sei¥).

*) Der Beweis dieses Satzes fiir jede, gleichviel ob uns be-
kannte durch die bisherigen Zeichen darstellbare ‘oder nicht dar-
stellbare Art der Abhingigkeit der y von x, lange schon vom
Verfasser niedergeschrieben, wird vielleicht ehestens versffent-
licht werden. H.

-
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Wie viele wichtige Wahrheiten der allgemeinen Grofien-
lehre (besonders der sogenannten hoéheren Analysis) durch
diese einzige Gleichung begriindet werden konnen, ist nie-
mandem unbekannt. Aber auch in der angewandten Gréfien-
lehre, in der Raumlehre (Geometrie) und in der Kriften-
lehre (Statik, Mechanik usw.) bahnt diese Gleichung den
Weg zur Losung der schwierigsten Probleme, z. B. von der
Rektifikation der Linien, der Komplanation der Flichen,
der Kubierung der Korper, ohne irgendeiner hier wider-
sprechenden ‘Voraussetzung eines unéndlich Kleinen, noch
sonst eines anderen angeblichen Grundsatzes zu bedirfen,
dergleichen der bekannte archimedische u. a. m. sind.

Ist es aber erlaubt, Gleichungen von der Art, wie z. B.
die Formel fiir die Rektifikation der Kurven bei einem recht-
winkligen Koordinatensysteme

SV )

in der vorhin erklarten Bedeutung aufzustellen: so wird es
auch, ohne Gefahr zu irren, méglich sein, Gleichungen von
der Art, wie etwa folgende, niederzuschreiben:

d(a+bx+ cx?—4-dx3—4-....)=bdx 4 zcxdx—{—3dx2dx+
ds? = dx2 | dy2? -} dz?;

oder wenn » den Halbmesser des Kriimmungskreises bei
einer Linie von einfacher Krimmung bezeichnet,
. ds®
r=—-————; u.a m

d?2y.dx’

worin wir die Zeichen dx, dy, dz, ds, d?y usw. fortwahrend
nicht als Zeichen wirklicher Gréfilen, sondern sie vielmehr
als der Null gleichgeltend betrachten, und in der ganzen
Gleichung nichts anderes sehen, als einen Zeichenkom-
plex, der so geartet ist, dafi sich, wenn wir mit
demselben nur lauter Verdnderungen vornehmen,
welche die Algebra mit allen Zeichen wirklicher
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Groflen erlaubt (hier also auch ein Dividieren mit dx
-u. dgl.) — nie ein unrichtiges Ergebnis herausstellt,
wenn es zuletzt gelingt, die Zeichen dx, dy usw.
auf beiden Seiten der Gleichung verschwinden zu
sehen.

Daf} dieses so sei und sein miisse, ist leicht zu begreifen.
Denn wenn z. B. die Gleichung:

untadelig ist: wie sollte nicht auch die Gleichung
ds?=dx?-| dy?

untadelig sein; da sich nach der soeben erwihnten Ver-
fahrungsart aus dieser sofort auch jene ableiten 148t?

Endlich ist leicht zu erachten, dafl es auch keine Irrung
herbeifithren kénne, wenn wir in irgendeiner Gleichung,
welche die Zeichen dx, dy ..... enthilt, zur Abkiirzung
alle diejenigen Addenden, von welchen wir mit Bestimmtheit
vorauswissen, dafl sie am Schlusse der Rechnung als der
Null glelchgeltendwegfallen werden, gleich anfangs weglassen.
So kénnen wir es, z. B. wenn wir durch irgendeine Rechnung
erst auf die (aus 1 und 2 sich ergebende) Gleichung

3y2- Ay—+ 3yAy - Ay3= zaxAx+an-

geraten sind, die bei dem Ubergange zu den der Null gleich-
geltenden Zeichen die Gestalt

3y?-dy—+3y-dy?*+4dy*=2axdx+}a-dx?

annimmt, sogleich ersehen, dafl die Addendi, welche die
hoheren Potenzen dy2?, dy% dx? enthalten, zuletzt jeden-
falls wegfallen werden und somit alsbald nur

\ 3y?dy=-2axdx

ansetzen; woraus sich dann die gesuchte Abgeleitete von
y in bezug auf x
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d_y_zax
dx  3y?

alsbald ergibt.

Dies ganze Verfahren, dafl wir es schliefilich noch mit
einem Worte sagen, beruht auf ganz dhnlichen Grundsitzen,
auf welchen die Rechnung mit den sogenannten imagi-
niren Groflen (welche ja ebenso wie unsere dx, dy ...
blofle Zeichnungen sind) oder auch die in der neueren Zeit
erfundene abgekiirzte Divisionsmethode und andere ihnliche
Rechnungsabkiirzungen beruhen. Hier namlich ebenso wie
dort geniigt es, zur Rechtfertigung des Verfahrens nach-
zuweisen, dafl wir den eingefiihrten Zeichen

dy d%y s J—1 Y
(d"'dxdl" J—1, (—1), /___—_usw)

nur eine solche Bedeutung geben, und uns mit ihnen nur
solche Verinderungen erlauben, dafi zuletzt jedesmal,
wenn endlich statt der gegenstandslosen Zeichen
solche zum Vorschein kommen, die wirkliche Grofien
bedeuten, beide Glieder der Gleichung einander in
Wahrheit gleichgelten.

§ 38.

Wenden wir uns zu dem angewandten Teile der Grofien-
lehre, so begegnen uns die ersten Paradoxien auf dem Ge-
biete der Zeitlehre in dem Begriffe der Zeit selbst,
zumal inwiefern sie eine stetige Ausdehnuung sein soll
Es lasten aber die schon von alters her so beriihmten
scheinbaren Widerspriiche, die man in dem Begriffe
einer stetigen Ausdehnung eines Kontinuums zu finden
glaubte, in gleicher Weise wie auf der zeitlichen auch auf
der raumlichen, ja auch der materiellen; daher wir sie gleich
in Vereinigung betrachten wollen.

Sehr wohl erkannte man, dafl alles Ausgedehnte seinem
Begriffe nach aus Teilen zusammengesetzt sein miisse; er-
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kannte ferner, dafl sich das Dasein des Ausgedehnten nicht
‘ohne einen Zirkel aus der Zusammensetzung solcher Teile,
die schon selbst ausgedehnt sind, erklidren lasse; wollte
jedoch nichtsdestoweniger auch. einen Widerspruch in der
Voraussetzung finden, dafl’ es aus Teilen, die keine Aus-
dehnung haben, sondern schlechterdings einfach sind (Punkten
in Zeit, Raum, Atomen, d.i. eipfachen Substanzen im Weltall
auf dem Gebiete der Wirklichkeit), entstehe.

Wurde gefragt, was man an dieser letzteren Erklirung
anstoBig finde, so hief es bald, daBl eine Eigenschaft, die
allen Teilen mangelt, auch nicht dem Ganzen zukommen
kénne; bald, dafl doch je zwei Punkte wie in der Zeit so
auch im Raume, und ebenso auch je zwei Substanzen noch
immer eine Entfernung voneinander haben, somit nie ein
Kontinuum bilden.

Es bedarf aber wahrlich nicht vieler Uberlegung, um
das Ungereimte in diesen Einwiirfen zu erkennen. Eine
Beschaffenheit, die allen Teilen mangelt, soll auch dem
Ganzen nicht zukommen diirfen?* Gerade umgekehrt! Jedes
Ganze hat und muf§ gar manche Eigenschaften haben, welche
den Teilen mangelt. Ein Automat hat die Beschaffenheit,
gewisse Bewegungen eines lebenden Menschen fast tduschend
nachzuahmen, die einzelnen Teile aber, die Federn, Rider-
chen usw. entbehren dieser Eigenschaft. — Dafl je zwei
Zeitpunkte noch durch eine unendliche Menge dazwischen-
liegender Zeitpunkte getrennt sind; dafl es ebenso zwischen
je zwei Punkten im Raume eine unendliche Menge da-
zwischenliegender gibt, ja daf} es selbst im Reiche der Wirk-
lichkeit zwischen je zwei Substanzen noch eine unendliche
Menge anderer gibe — ist allerdings zuzugestehen; aber
was folgt hieraus, das einen Widerspruch enthielte? Nur
soviel folgt, dafl durch zwei Punkte allein, ja auch durch
drei, vier und jede blo endliche Menge derselben noch
kein Ausgedehntes erzeugt wird. Dies' alles gestehen wir
selbst, ja wir gestehen, daBl auch eine unendliche Menge
von Punkten nicht immer zur Erzeugung eines Kontinuums,
z. B. einer auch noch so kurzen Linie, hinreicht, wenn diese
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Punkte nicht zugleich die gehorige Anordnung haben.
Versuchen wir nimlich, uns den Begriff, den wir mit den
Benennungen ,eine stetige Ausdehnung oder ein Kon-
tinuum“ bezeichnen, zu einem deutlichen Bewufitsein zu
bringen: so kénnen wir nicht umhin zu erkliren, dort, aber
auch nur dort sei ein Kontinuum vorhanden, wo sich ein
Inbegriff von einfachen Gegenstinden (von Punkten in der
Zeit oder im Raume oder auch von Substanzen) befindet,
die so gelegen sind, dal jeder einzelne derselben fiir jede
auch noch so kleine Entfernung wenigstens einen Nachbar
in diesem Inbegriffe habe. Wenn dieses nicht der Fall ist,
wenn sich z. B. unter einem gegebenen Inbegriffe von
Punkten im Raume auch nur ein einziger befindet, der nicht
so dicht umgeben ist von Nachbarn, dafl sich fir jede —
nur klein genug genommene Entfernung ein Nachbar fiir
ihn nachweisen l4a8t: so sagen wir, dal dieser Punkt yer-
einzelt (isoliert) dastehe, und dafl jener Inbegriff eben ___
deshalb kein vollkommenes Kontinuum darbiete. Gibt es
dagegen nicht einen einzigen in diesem Sinne isoliert stehen-
den Punkt in einem, vorliegenden Inbegriffe von Punkten,
hat also jeder derselben fiir jede auch noch so kleine Ent-
fernung wenigstens einen Nachbar: so eriibrigt nichts mehr,
was uns berechtigen konnte, diesem Inbegriffe die Benen-
nung eines Kontinuums abzusprechen. Denn was noch sonst
wollten wir verlangen?

sDieses,“ erwidert man, ,dafl jeder Punkt einen
habe, den er unmittelbar berthrt!“ — Allein hier
fordert man etwas, das eine offenbare Unmoglichkeit ist,
einen Widerspruch in sich schliefit. Denn, wann doch wollt
Ihr sagen, dafl ein paar Punkte einander beriihren? Viel-
leicht wenn die Grenze des einen (etwa die rechte Seite
desselben) mit der Grenze des anderen (etwa der linken Seite
desselben) zusammenfillt? Aber Punkte sind ja einfache
Teile des Raumes, sie haben somit keine Begrenzungen,
keine rechte und linke Seite. Hitte der eine nur einen
Teil gemein mit dem anderen, so wire er schon durchaus
derselbe mit ihm; und soll er etwas von ihm Verschiedenes
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haben, so miissen beide ganz auseinander liegen, und es
mufl somit Raum da sein noch fiir einen zwischen ihnen
liegenden Punkt; ja, weil von diesem mittleren im Vergleiche
zu jenen beiden das namliche gilt, fiir eine unendliche Menge
von Punkten. ' '

,Aber das alles ist“, wie man sagt, ,nicht zu be-
greifen!* Allerdings 148t es sich nicht mit den Fingern
begreifen, allerdings auch nicht mit den Augen wahrnehmen;
wohl aber wird es erkannt durch den Verstand und erkannt
als etwas, das notwendig so und nicht anders sein kann,
so dafl ein Widerspruch nur erst danh angenommen wird,
wenn man cs anders, wenn man es sich unrichtig vorstellt.

Doch man fihrt fort: ,Wie unbegreiflich ist es, sich in
der kleinsten Linie noch eine Anh#dufung von unendlich
vielen Punkten, ja eine unendliche Menge solcher Anhiu-
fungen von Punkten vorzustellen, wie man dies alles nach
der gewohnlichen Lehre tun mufi! Denn selbst die kleinste
Linie soll man ja noch in eine unendliche Menge anderer
Linien zerlegen kénnen, indem man sie erst in zwei Hilften,
dann diese abermals in Halften und so ohne Ende fort zer-
legt!“ — Ich finde in dieser ganzen Gedankenverbindung
nichts Irriges und nichts Befremdendes, bis auf den einzigen
Ausdruck einer kleinsten Linie, den manche sich wohl
nur aus Mangel an Aufmerksamkeit entschliipfen lieflen,
weil es doch eine solche nicht gibt und geben kann, und
von derjenigen, die man hier eben betrachtet, geradezu
erklirt wird, dafl sie in kleinere zerlegt werden konne.
Jede unendliche Menge, nicht die der Punkte in einer Linie
allein, 148t sich in .Teile zerlegen, die selbst noch unend-
liche Méngen enthalten, ja in unendlich viele solche Teile.
Denn bedeutet oo eine unendliche Menge, so sind auch
oo o0 o0
248
Begriffe des Unendlichen.

» Wie aber® (dirfte man, falls die bisherigen Erlaute-
rungen nach einer lingeren Erwigung sich vielleicht doch
als befriedigend herausgestellt hitten, zuletzt sagen), ,wie

. unendliche Mengen. So liegt es in dem
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sollen wir die Behauptung derjenigen Mathematiker deuten,
die selbst erkliren, dafl das Ausgedehnte durch keine, auch
noch so grofie Aneinanderhdufung von Punkten erzeugt
und durch Zerlegung in eine auch noch so grofie Menge
von Teilen auch nie in einfache Punkte aufgelost werden
koénne?“ — Strenge zu reden, sollte man einerseits frei-
lich lehren, dafi nie eine endliche, eine unendliche Menge
von Punkten aber nur dann allein, dann aber auch immer
ein Ausgedehntes liefere, wenn die schon mehrmal erwihnte
Bedingung erfiillt wird, dafl niamlich jeder Punkt fir jede
hinreichend kleine Entfernung gewisse Nachbarn erhilt;
dabei aber sollte man andererseits zugestehen, daf auch
nicht jede Zerlegung eines gegebecnen Raumdinges in
Teile, namentlich keine Zerlegung in solche Teile, deren
Menge nur eine endliche ist, ja auch nicht jede solche, die
ins Unendliche geht (z. B. durch fortgesetzte Halbierungen),
wie wir nur vorhin sahen, bis an die einfachen Teile ge-
lange. Nichtsdestoweniger mufl man darauf beharren, daf§
jedes Kontinuum zuletzt doch aus nichts anderem als aus
Punkten und wieder nur Punkten hervorgehen konne. Und
beides vertriagt sich, nur recht verstanden, sehr wohl.

§ 30

Dal man an den Beschaffenheiten jener besonderen
stetigen Ausdehnung, welche die Zeit ist, auch noch be-
sondere Anstéfle nehmen werde, liefl sich im voraus erwarten.
Zumal denjenigen Philosophen, die wie die Skeptiker es
eigens darauf anlegten, die menschlichen Begriffe statt zu
verdeutlichen, nur zu verwirren und allenthalben scheinbare
Widerspriche zu finden, mufite die Lehre von. der Zeit
willkommenen Stoff darbieten. Wir werden jedoch hier nur
das Wichtigste erwihnen, zumal nicht alles, was hier vor-
gebracht wurde, den Begriff des Unendlichen beriihrte.

Man warf die Frage auf, ob die Zeit etwas Wirkliches
sei, und wenn dieses, ob Substanz oder Adhirenz, und im
ersten Falle, ob erschaffen oder unerschaffen? ,Wenn jenes,“
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meinte man, ,miisse sie einen Anfang genommen haben,
‘auch wohl einst wieder ein Ende nehmen, mithin sich
andern, demnach selbst wieder einer anderen Zeit bediirfen,
in der sie sich &ndert. - Noch ungereimter sei es, sie fir
Gott selbst, oder fir eine an ihm befindliche Adhérenz
zu erkliren. Gewifl sei es auch, dal man die Zeit der
Ewigkeit entgegensetze; was nun sei diese? Wie sei es
moglich, dafl eine unendliche Menge nicht nur von Augen-
blicken, sondern von ganzen Zeitlingen enthalten sei
in einem einzigen auch noch so kurzen Weilchen, z. B. in
einem einzigen Blick mit dem Auge, von dem jeder ein-
fache Zeitteil eben den Namen Augenblick hat? Doch
es ist in der Tat (sagte man zuletzt) gar keine Zeit vor-
handen! Denn die vergangene Zeit ist eben, weil ver-
gangen, offenbar nicht mehr da; die zukiinftige aber ist,
weil erst kinftig, jetzt noch nicht da: was endlich gegen-
wartig ist, das ist nichts anderes als ein blofler Augen-
blick in des Wortes strengstem Sinne, der keine Dauer,
somit auch keine Anspriiche auf den Namen einer Zeit
hat.“

Meinen Begriffen zufolge ist die Zeit allerdings nichts
Wirkliches im eigentlichen Sinne des Wortes, wo wir nur
den Substanzen und ihren Kriften Wirklichkeit bei-
legen. Ich halte sie also auch weder fiir Gott selbst noch
fur eine geschaffene Substanz, noch auch nur fir eine
Adhirenz weder an Gott,noch an irgend einer geschaffenen
Substanz, oder an einem Inbegriffe mehrerer. Sie ist auch
eben darum gar nichts Verdnderliches, sondern vielmehr
dasjenige, worin alle Verdnderung vorgeht. Wenn man das
Gegenteil sagt, wie in dem Sprichwort: die Zeiten dndern
sich, so wurde lidngst schon erinnert, dafl man hier unter der
Zeit nur die in ibr befindlichen Dinge und deren Zustinde
verstehe. Die Zeit selbst ist, um es nun niaher anzugeben,
diejenige an einer jeden (verinderlichen oder was ebenso-

’ viel ist) abhingigen Substanz befindliche Bestimmung,
deren Vorstellung wir zu der Vorstellung dieser Substanz
hinzuftigen miissen, um von je zwei einander widerspre-
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chenden Beschaffenheiten 6 und Nicht-4 ihr die eine
in Wahrheit beizulegen, die andere absprechen zu kénnen.
Genauer ist die hier erwihnte Bestimmung ein einziger
einfacher Teil der Zeit, ein Zeitpunkt oder Augenblick,
in welchem wir uns die Substanz x, der wir von je zwei |
widersprechenden Beschaffenheiten, 4 und Nicht-b, eine mit
Sicherheit beilegen wollen, vorstellen miissen; dergestalt,
dafl also unser Ausspruch eigentlich lauten muff: x in dem
Zeitpunkte ¢ hat entweder die Beschaffenheit & oder Nicht-4.
Gesteht man mir diese Erkliarung des Begriffes eines Augen-
blickes erst als richtig zu, dann kann ich auch deutlich an-
geben, was die Zeit selbst, und zwar die ganze Zeit oder
die Ewigkeit sei, namlich dasjenige Ganze, dem alle Augen-
blicke als Teile zugehdren. Und jede endliche Zeit, d. h.
jede innerhalb zweier gegebener Augenblicke enthaltene
Zeitdauer oder Zeitlinge erklire ich als den Inbegriff
aller der Augenblicke, die zwischen jenen zwei Grenzaugen-
blicken liegen. Diesen Erklirungen zufolge ist also kein
Unterschied zwischen der Zeit und der Ewigkeit, wenn
man unter jener nicht (wie es oft geschieht) eine beschrinkte,
endliche, sondern die ganze (nach beiden Richtungen hin
endlose) Zeit versteht. Wohl aber besteht ein grofier Unter-
schied in der Art, wie Gott und wie die verinderlichen
oder geschaffenen Wesen in dieser Zeit sich befinden. Diese
niamlich sind in der Zeit, indem sie sich in ihr ver-
indern, Gott aber ist zu aller Zeit ganz unverinderlich
derselbe. Dies hat Veranlassung gegeben, ihn allein ewig,
die ibrigen Wesen aber, seine Geschopfe, zeitliche Wesen
zu nennen. — Daf} jedes auch noch so kurze Weilchen,
wie ein Blick mit den Augen, schon eine unendliche Menge
ganzer Zeitlingen enthalte: dies sich in einem sinnlichen
Bilde auszumalen, mag eine schwere Aufgabe fiir unsere
Phantasie sein; genug, dafl der Verstand es begreift
und als etwas erkennt, das gar nicht anders sein kann,
Aus dem Begriffe der Zeit, den wir hier andeuteten, 1afit
sich -auch selbst der objektive Grund hiervon erkennen;
doch wiirde die Auseinandersetzung: desselben hierorts zu
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weitlaufig sein. Ungereimt wire nur, wenn wir bebhaupteten,
dafl in der kurzen Zeit die gleiche Menge von Augen-
blicken wie in der lingeren stecke, oder dafl die unend-
lich vielen Zeitlingen, in welche sich jene zerlegen lafit,
.von einer gleichen L#inge, wie bel irgendeiner lingeren
Zeit wiren.

Der Trugschlufl endlich, der die Realitit des Begriffes
der Zeit ginzlich vernichten will, liegt so am Tage, daf§
es kaum eines Wortes zu seiner Widerlegung bedarf. Wir
gestehen ja, dafl die Zeit uberhaupt nichts Existierendes
sei, und so hat freilich weder die vergangene, noch die
zukiinftige Zeit Existenz; denn selbst die gegenwirtige hat
keine: aber wie soll hieraus folgen, dafl die Zeit nichts
sei? Sind denn nicht auch Sitze und Wahrheiten an sich
— etwas, obgleich sich niemand einfallen 148t, zu behaupten,
dafl sie — wenn man mit ihnen nicht ihre Auffassung in
das Bewufitsein eines denkenden Wesens, also nicht wirk-
liche Gedanken oder Urteile verwechselt — etwas' Exi-
stierendes wiren?

) § 4o.

Hinsichtlich der Paradoxien in der Lehre vom Raume
ist es bekannt, dafl man auch diesen nicht zu erkliren ge-
wufit; dal man auch ihn haufig fir etwas Existierendes
gehalten, bald mit den Substanzen, die sich in ihm befinden,

. verwechselt, bald ihn sogar fiir Gott selbst, wenigstens fiir
ein Attribut der Gottheit gehalten; dafl selbst der grofie
Newton auf den Gedanken verfiel, den Raum fiir das
Sensorium der Gottheit zu erklaren; dafl man nicht nur
die im Raume befindlichen Substanzen sich oft bewegen,
sondern ihn selbst, d. h. die Orte ihre Orte veridndern lief};
daf man (seit Des Cartes) entdeckt zu haben glaubte,
nicht alle, sondern nur die sogenannten materiellen Sub-
stanzen befinden sich im Raume: bis endlich Kant sogar
auf den ungliicklichen, von vielen noch jetzt ihm nach-
gesprochenen Einfall geriet, den Raum sowohl als die Zeit
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gar nicht als etwas Objektives, sondern als eine blofle
(subjektive) Form unserer Anschauung zu betrachten;
dafl man seitdem die Frage aufgeworfen, ob andere Wesen
nicht einen anderen Raum, z. B. mit zwei oder vier Dimen-
sionen, haben; daB endlich Herbart uns vollends mit
einem doppelten, einem starren und stetigen Raum,
und einer ebensolchen doppelten Zeit hat beschenken wollen.
Uber dies alles habe ich mich schon an anderen Orten er-
klart.

Mir ist namlich der Raum, #hnlicherweise wie die Zeit,
keine Beschaffenheit der Substanzen, sondern nur eine
Bestimmung an denselben, so zwar, dal ich diejenigen
Bestimmungen an den geschaffenen Substanzen, welche den
Grund angeben, warum sie bei dem Besitze ihrer Beschaffen-
heiten in einer gewissen Zeit gerade diese Veridnderungen
ineinander hervorbringen, die Orte, an welchen sie sich
befinden, den Inbegriff aller Orte aber den Raum, den
ganzen Raum nenne. Diese Erklirung setzte mich in den
Stand, die Lehren der Raumwissenschaft aus jenen der Zeit-
lehre objektiv abzuleiten, also z. B. zu zeigen, daBl und
warum der Raum drei Ausdehnungen habe u. m. a.

Die Paradoxien also, die man schon in dem Begriffe
des Raumes, in jener Gegenstandlichkeit, die ihm trotz-
dem, dafl er nichts Wirkliches sei, zukommen soll, in der
unendlichen Menge seiner Teile und in dem stetigen Ganzen
gefunden, welches sie untereinander bilden, trotzdem, daf8
auch nicht zwei dieser einfachen Teile (Punkte) einander
unmittelbar berithren, diese Scheinwiderspriiche glaube ich
nicht ferner besprechen zu sollen, sondern als abgetan be-
trachten zu dirfen.

Das erste, was eine nihere Beleuchtung noch erheischt,
mdchte wohl der Begriff der Gro8e einer rdumlichen Aus-
dehnung sein. Dafl aller Ausdehnung Groéfle zukomme, .
dariiber ist kein Streit; auch dariiber ist man einig, daf§
sich, wie bei der einen zeitlichen, so auch bei den drei
rdumlichen Ausdehnungen die vorkommenden Grofilen nur
durch ihr Verhiltnis zu einer, die man willkiirlich als Ma#f-
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einheit angenommen hat, bestimmen lassen; ingleichen,
dafl diese zur Einheit angenommene Ausdehnung von eben
derselben Art, wie die durch sie zu messenden, also fir
Linien eine Linie, fiur Flichen eine Fliche, fiir Korper
ein Koérper*) sein misse. Fragen wir aber jetzt, worin das
cigentlich bestehe, was wir die Gré8le einer rdumlichen
Ausdehnung nennen, so mdéchte man wohl, zumal da eine
solche Ausdehnung doch aus nichts anderem als aus Punkten,
welche nach einer gewissen Regel geordnet sind, besteht,
bei einer Grofle aber nie auf die Ordnung, sondern nur
auf die Menge der Teile gesehen werden soll — sehr ge-
neigt sein, zu schlieflen, nur eben diese Menge der Punkte
sei es, was wir uns unter der Grofle eines jeden Raumdinges
denken; wie dieses auch der Name selbst zu bestitigen
scheint, wenn wir die Gréfle einer Fliche oder eines Kor-
pers geradezu den Inhalt dieser Raumdinge nennen. Den-
noch zeigt eine nihere Betrachtung, dies sei nicht so. Oder
wie koénnten wir sonst annehmen, was wir doch allgemein
und unbedenklich tun, daf§ sich die Grofle eines Raum-
dinges, z. B. eines Wiirfels, nicht im geringsten andert, ob
wir die Umgrenzung desselben, hier- also die Oberfliche

#) Vielleicht ist es manchem nicht unlieb, hier gelegenheit-
lich die Erklarung dieser drei Arten rdumlicher Ausdehnung zu
lesen. Gesteht man die § 38 gegebene Erklirung einer Aus-
dehnung tiberhaupt als richtig zu (und sie hat das Verdienst,
dafl sie mit einer leicht anzubringenden Erweiterung auch auf
diejenigen ‘Groflen der allgemeinen Gréflenlehre, welche
man stetig verdnderliche nennt, sich ausdehnen 148t), so sage
ich, ‘ein rdumlich Ausgedehntes sei einfach ausgedehnt, oder
eine Linie, wenn jeder Punkt fir jede hinlinglich kleine Entfer-
nung einen oder mehrere, keinesfalls aber so viele Nachbarn hat,
daB deren Inbegriff fiir sich allein schon ein Ausgedehntes
wire; ich sage ferner, ein rdumlich Ausgedehntes sei doppelt

. ausgedehnt oder eine Fliache, wenn jeder Punkt fiir jede hin-
langlich kleine Entfernung eine ganze Linie von Punkten zu seinen
Nachbarn hat; ich sage endlich, ein rdaumlich Ausgedehntes sei
dreifach ausgedehnt oder ein K6érper, wenn jeder Punkt fir
jede hinlinglich kleine Entfernung eine ganze Fliache voll Punkte
zu seinen Nachbarn hat.
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des Wiirfels (die doch selbst schon eine Grdfie hat) mit zu
dem Inhalte desselben rechnen, oder nicht? Und so ver-
fahren wir unstreitig, wenn wir z. B. die Gréie eines Wiirfels
von der Seite 2 achtmal so grof§ finden, als einen Wiirfel,
dessen Seite = 1 ist, ungeachtet der erste 12 quadratische
Seitenflichen von der Gréfle = 1 -weniger hat, als die
letzteren, indem durch ihre Zusammenstellung in einen
einzigen Wirfel von 24 solchen Quadraten, die in das
Innere des grofleren Wiirfels kommen, die Hilfte wegfallt.
Hieraus geht denn hervor, daf§ wir uns unter der Grofle
einer raumlichen Ausdehnung, sei es Linie, Fliche oder
Korper, eigentlich doch nichts anderes denken, als eine
Grofle, welche aus einer zur Einheit angenommenen Aus-
dehnung von derselben Art mit der zu messenden nach °
einem solchen Gesetze abgeleitet wird, daff, wenn wir, nach

eben diesem Gesetze verfahrend, aus dem Sticke M die

GréB8e m und aus dem Stiick /V die Grofie # ableiten, wir

nach demselben Gesetze verfahrend, aus dem durch die

Verbindung der Stiicke #/ und /V erzeugten Ausgedehnten, |
die Grofle m -}-n erhalten, gleichviel ob wir die Grenzen,

die M und N und das aus beiden entstehende Ganze

M- N haben, mit in Betracht ziehen oder nicht. Daf} sich

aus diesem Begriffe die allgemeinsten Formeln, welche die

Raumwissenschaft fiir die Rektifikation, die Komplanation

und die Kubierung aufzuweisen hat, in der Tat ableiten

lassen, ohne daffi es sonst einer anderen Voraussetzung,

namentlich auch nicht der félschlich so genannten Grund-

sitze des Archimedes bediirfte, ist in der schon § 37 er-

wahnten Schrift gezeigt.

§ 41.

Auf die seither gegebenen Erklirungen uns stiitzend,
dirfen wir nun ohne Besorgnis, man werde uns eines
Widerspruches beschuldigen kénnen, Sitze, wie folgende,
aufstellen, so paradox auch einige fiir die gewohnliche
Vorstellungsweise erscheinen mogen.

Bolzano, Paradoxien des Unendlichen. 6
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1. Der Inbegriff aller Punkte, die zwischen den beiden
- @ und b liegen, stellt eine Ausdehnung von einfacher Art
oder Linie dar; sowohl wenn wir die Punkte ¢ und & mit
dazurechnen, wo sie dann eine begrenzte Gerade ist, als
auch wenn wir den einen oder den anderen oder auch beide
Grenzpunkte nicht dazurechnen, wo sie also unbegrenzt,
in jedem Falle aber stets von derselben Linge ist, wie
vorher. Jede dergleichen unbegrenzte Gerade hat an der
Seite, wo ihr der Grenzpunkt fehlt, eben deshalb keinen
dufersten (entferntesten) Punkt, sondern hinter jedem steht
noch ein fernerer, obgleich ihre Entfernung stets eine end-
liche verbleibt.

2. Die Umfanglinie eines Dreieckes abc¢ lafit sich zu-
sammensetzen erstens aus der auf beiden Seiten begrenzten
Geraden ac, zweitens der nur auf einer Seite, bei ¢, be-
grenzten ac, und drittens der beiderseits Unbegrenzten b¢;
ihre Linge aber ist gleich der Summe der drei Lingen von
ab, bc und ca.

3. Wenn wir uns\voxstellen dafl die Gerade az durch
den Punkt & halbiert, das Stuck bz abermals durch den
Punkt ¢ halbiert, das ¢z wieder durch den Punkt & halbiert
und so ohne Ende fortgefahren werde; und wenn wir an-
nehmen, daf§ diese unendlich vielen Halbierungspunkte b,
¢, d, .... und der Punkt 2z aus dem Inbegriffe der Punkte,
die zwischen a und z liegen, hinweggedacht werden sollen:
so wird der Inbegriff der iibrigen noch immer den Namen
einer Linie verdienen, und ihre Grofile wird noch dieselbe
wie vorhin sein. Rechnen wir aber z mit zu dem Inbe-
griffe: so ist das Ganze kein stetig Ausgedehntes mehr zu
nennen; denn der Punkt z steht vereinzelt, weil es fir ihn
keine auch noch so kleine Entfernung gibt, von der gesagt
werden konnte, daf§ er fir diese und fir jede kleinere einen
Nachbar in diesem Punkteninbegriffe habe. Namlich fir alle

az
Entfernungen, welche der Form — unterstehen, fehlt es an
2

einem Nachbar fir z.
4. Wenn die Entfernung der Punkte ¢ und 4 der Ent-

LA Mww**-%@
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fernung der Punkte a und f§ gleicht: so muf§ auch die Menge
der Punkte zwischen @ und 6 der Menge der Punkte zwischen
a und f gleich angenommen werden.

5. Ausdehnungen, die eine gleiche Menge von Punkten
haben, sind auch von gleicher Gréfle, nicht aber umgekehrt
miissen zwei Ausdehnungen, welche von gleicher Grofle
sind, auch gleichviel Punkte haben. '

6. Bei einem Paar Raumdingen, welche einander voll-
kommen #hnlich sind, miissen sich auch die 'Mengen ihrer
Punkte genau wie ihre Gréf8en verhalten.

7. Ist also das GréB8enverhiltnis zwischen zwei einander
vollkommen #hnlichen Raumdingen ein irrationales: ist auch
das Verhiltnis zwischen den Mengen ihrer Punkte irrational.
Es gibt also Mengen (namlich unendliche nur), deren
Verhdltnis in jeder beliebigen Art irrational ist.

§ 42.

Unter diesen Sitzen, deren Anzahl (wie man sieht) leicht
vermehrt werden koonte, hat meines Wissens der sechste
allein in den Schriften der Mathematiker schon bisher eine
Beachtung gefunden; jedoch nur in der Art, dafl man im
Widerstreite \mit ihm den Satz aufstellte, ahnliche Linien
mifiten, wie verschieden sie auch in ihrer Grofe
wiren, doch eine gleiche Menge von Punkten be-
sitzen. Solches behauptete Dr. J. K. Fischer (Grundriff
der gesamten hoheren Mathematik. Leipzig, 1809. Bd. II
§ 51, Anm.) namentlich von #hnlichen und konzentrischen
Kreisbogen, aus dem beigefiigten Grunde, weil sich durch
jeden Punkt des einen ein Halbmesser ziehen liefle, der
einem Punkte des anderen begegnet. Bekanntlich aber hat
schon Aristoteles sich mit dieser Paradoxie beschiftigt.
Fischers Schlufweise verrit offenbar die Meinung, dafi ein
Paar Mengen, wenn sie auch unendlich sind, einander gleich
sein miissen, sobald nur jeder Teil der einen mit einem
der anderen zu einem Paare verkniipft werden kann. Nach
Aufdeckung dieses Irrtums bedarf es keiner weiteren Wider-

6%
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legung jener Lehre, von der sich uberdies gar nicht ein-
sehen liefle, warum wir, sofern sie richtig wire, diese Be-
hauptung der gleichen Punktenmenge nur eben auf Kreisbogen
und auf konzentrisch liegende und #hnliche beschrinken
miifiten, da sich der gleiche Grund auch fiir alle gerade
Linien und fiir die verschiedenartigsten, nichts weniger als
einander #hnlichen Kurven anfihren lieSe.

§ 43.

Kaum gegen eine in die Raumlehre gehdrige Wahrheit
diirften sich die Lehrer dieser Wissenschaft 6fter verstindigt
haben, als gegen die, dafl jede zwischen zwei Punkten
im Raume liegende Entfernung, somit auch jede
auf beiden Seiten begrenzte Gerade nur eine end-
liche sei, d. h. mit jeder anderen in einem durch blofle
Begriffe genau bestimmbaren Verhéiltnisse stehe. Denn es
wird kaum einen Geometer geben, der nicht zuweilen von
unendlich grofien Entfernungen gesprochen und eine
Gerade, die doch nach beiden Seiten hin ihre Grenzpunkte
haben sollte, unter gewissen Umstinden nicht hitte un-
endlich grofl werden lassen. Als Beispiel geniige uns
hier die Hinweisung auf jenes bekannte Linienpaar, welches
die, im geometrischen Sinne des Wortes zu verstehende,
Tangente und Sekante eines Winkels oder Bogens genannt
wird. Diese sollen nach der ausdriicklichen Erkldrung ein
Paar gerade Linien sein, welche nach beiden Seiten hin
begrenzt sind: und doch wie wenige gibt es, die ein Be-
denken tragen zu lehren, daB fiir den rechten Winkel Tan-
gente sowohl als Sekante unendlich grofl wiirden. Den-
noch wird man fiir diese irrige Lehre gleich auf der Stelle
bestraft durch die Verlegenheit, in die man hierbei gerit,
sobald man angeben soll, ob diese zwei unendlich grofien
Groflen als positiv oder als negativ anzusehen seien?:
Denn offenbar spricht derselbe Grund, der fiir das eine
angefithrt werden konnte, auch fiir das andere; weil ja be-
kanntlich eine durch den Mittelpunkt des Kreises gleich-
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laufend zu einer Berithrungslinie desselben gezogene Gerade
zu beiden Seiten dieser Berithrenden ein vollig gleiches Ver-
hiltnis hat, daher so wenig auf der einen als auf der anderen
Seite mit ihr zusammenstoBt. Auch in dem Grod8enaus-

drucke fiir diese beiden Linien =% liegt, da Null weder

als positiv noch als negativ angesehen werdgn kann, nicht
der geringste Grund, diese vermeintlich unendliche Grofle
eher fiur positiv oder fiir negativ zu erkliren. Es ist also
nicht blof§ paradox, sondern ganz falsch, das Vorhanden-
sein einer unendlich grofien Tangente des rechten Winkels
sowie sidmtlicher Winkel von der Form '

inn—}——}

anzunehmen.

Daf} es, strenge gesprochen, auch. fiir den Winkel =o
oder fir den =+ n-x weder Sinus noch Tangente gibe,
sei blofl gelegentlich erinnert. Der Unterschied in diesen
beiden Annahmen ist blofl, dal sich bei letzterer kein fal-
sches Ergebnis herausstellt, wenn man in Fillen, wo diese
Groflenausdriicke als Faktoren erscheinen, die Produkte wie
gar nicht vorhanden betrachtet, dort aber, wo sie als Divi-
soren auftreten, schliefit, dafl die Rechnung etwas Ungesetz-
liches verlange.

§ 44

Ein ebenso unberechtigtes Verfahren, welches jedoch
gliicklicherweise wenig Nachahmer fand, war es, wenn Joh.
Schulz die Grole des ganzen unendlichen Raumes
berechnen wollte, indem er aus dem Umstande, dafl sich
aus jedem gegebenen Punkte a nach allen Seiten hin, d. h.
in jeder Richtung, die es nur immer gibt, gerade Linien
in das Unendliche hinaus gezogen denken lassen, und aus
dem ferneren Umstande, daf§ jeder nur immer gedenkbare
Punkt m des ganzen Weltraumes in einer und nur in einer
dieser Linien liegen miisse, sich zu dem Schlusse berechtigt
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hielt, dal man den ganzen unendlichen Raum als eine Kugel
ansehen dirfe, .die aus dem willkiirlich gewihlten Punkte a
mit einem Halbmesser von der Grofle = oo beschrieben
wire; woraus sich ihm denn sofort ergab, dafl der ganze

unendliche Raum genau nur die Grofle 4 7008 habe.

Es wire ohhe Zweifel einer der wichtigsten Lehrsitze
der Raumwissenschaft, wenn dies als wahr gerechtfertigt
werden konnte. Und gegen die beiden Vordersitze (die
ich jedoch hier eben nicht genau nach Schulzens, mir
nicht vor Augen liegenden Vortrage darstellte) diirfte sich
kaum etwas Gegriindetes einwenden lassen. Denn wollte
jemand sagen, der zweite Vordersatz miisse schon darum
irrig sein, weil aus ihm eine sehr ungleiche Verteilung der
Punkte im Weltraume, nimlich eine viel dichtere Anhiufung
um den doch willkiirlich zu wéihlenden Mittelpunkt @ her-
um folgen wiirde: so gibe er nur zu erkennen, das § 21 f.
von uns bekdmpfte Vorurteil noch nicht tiberwunden zu
haben. Gefehlt und ganz offenbar gefehlt hat Schulz nur
darin, daBl er die Geraden, die aus dem Punkte a nach
allen Richtungen ins Unbegrenzte hinaus gezogen sein
miissen, wenn jeder Punkt des Raumes in irgendeiner der-
selben gelegen sein soll, dennoch als Halbmesser, somit
als beiderseits begrenzte Linien annahm. Denn nur aus
dieser Voraussetzung ist ja die Kugelgestalt des unendlichen

L

Raumes und die Berechnung seiner Grofle =—§—noo3 ge-

folgert. Aus diesem Irrtume flieit aber auch die Ungereimt-
heit, dal — weil es zu jeder Kugel doch auch einen sie
umschlieBenden Zylinder oder auch einen dergleichen
Wiirfel, ja noch gar viele andere Raumdinge, z B. unend-
lich viele sie umgebende andere Kugeln von gleichem
Durchmesser geben mufl — der angeblich ganze Raum
nicht der ganze, sondern ein blofler Teil ist, der noch un-
endlich viele andere Riume aufler sich hat.

. Die einzige Bemerkung, dafl eine, auch nur nach einer
Seite hin in das Unendliche hinaus gezogene Linie eben

i
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deshalb keine nach dieser Seite hin begrenzte Linie sei,
dafi also auch von einem Grenzpunkte derselben so wenig
gesprochen werden kénne, wie etwa von der Spitze einer
Kugel oder der Krimmung einer Geraden oder eines ein-
zelnen Punktes, oder dem Punkte des Zusammenstofes zweier
Gleichlaufenden — diese einzige Bemerkung, sage ich, reicht
hin, um die meisten Paradoxien (mysteria infiniti), die Bosco-
wich in s. Diss. de transformatione locorum geometricorum
(angehangt s. Elem. univ. Matheseos T. III. Romae 1754)
vorgebracht hat, in ihrer Nichtigkeit zu zeigen.

§ 45.

Nicht viel seltener als unendlich grofie hat man auch
unendlich kleine Entfernungen und Linien im Raume
angenommen, besonders wenn es ein scheinbares Bediirfnis
wurde, Linien oder Flichen, deren kein Teil (der noch selbst
ausgedehnt ist) gerade oder eben ist, gleichwohl als solche,
die gerade oder eben sind, zu behandeln, z. B. um ihre
Lange oder die Grofle ihrer Kriimmung oder auch wohl
gewisse fiir die Mechanik merkwiirdige Beschaffenheiten
derselben leichter bestimmen zu kénnen. Ja man erlaubte
sich in solchen Fillen sogar,” Entfernungen zu erdichten,
die durch unendlich kleine Groflen der zweiten, dritten u. a.
hoherer Ordnungen gemessen werden sollen.

"DaB man bei diesem Verfahren, besonders in der Geo-
metrie, nur selten auf ein falsches Resultat geriet, hatte
man bloff dem schon § 37 erwihnten Umstande zu danken,
dafl die veranderlichen Groflen, die sich auf riaumliche Aus-
dehnungen, welche bestimmbar sein sollen, beziehen, von
einer solchen Beschaffenheit sein miissen, daf} sie, hochstens
mit Ausnahme einzelner isoliert stehender Werte, eine
erste, zweite und jede folgende abgeleitete Funktion haben.
Denn wo dergleichen bestehen, da gilt dasjenige, was von
den sogenannten unendlich kleinen Linien, Flichen und
Koérpern behauptet wird, insgemein schon von allen Linien,
Flachen und Koérpern, die — ob sie gleich stets endlich

Vg
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verbleiben — doch so klein, als man nur will, genommen
~werden, d. h. (wie man sich ausdriickt) in das Unendliche
abnehmen kénnen. Solche veridnderliche Groflen also waren
es eigentlich, von denen galt, was man nur filschlicherweise
von den unendlich kleinen Entfernungen aussagte.

Daf} aber bei einer solchen Darstellung der Sache immer
doch viel Paradoxes, ja ganz Irriges vorgebracht und schein-
bar erwiesen werden mufite, begreift sich von selbst. Wie
anstdflig klang es z. B. schon, wenn man von jeder krum-
men Linie und Fliche behauptete, dafi sie nichts anderes
sei, als eine Zusammensetzung aus unendlich vielen geraden
Linien und ebenen Flichen, die nur unendlich klein vor-
ausgesetzt werden miifiten, besonders wenn daneben wie-
der unendlich kleine Linien und Fliachen, die gleichwohl
krumm seien, zugestanden wurden. Wie sonderbar war es,
wenn man von Linien, welche ir einem ihrer Punkte gar
keine Kriimmung, sondern z. B. einen Wendepunkt haben,
behauptete, daff ihre Kriimmung in diesem Punkte unend-
lich klein, ihr Kriimmungshalbmesser also unendlich grof§
wire; oder von Linien, die in einem ihrer Punkte in eine
Spitze auslaufen, daB ihre Kriimmung hier unendlich gro8,
ihr Kriimmungshalbmesser unendlich klein wire, u. dgl. m.

§ 46.

Als ein recht auffallendes und zugleich sehr einfaches
Beispiel, zu welchen Ungereimtheiten die Annahme solcher
unendlich kleinen Entfernungen Stoff und Veranlassung dar-
bot, erlaube ich mir hier nur die Anfithrung eines Satzes,
den nach Kiastners Berichte (Anfangsgriinde der hoheren
Analysis, Bd. II. Vorr.)) schon Galilei in s. Discorsi ¢ dimo-
strazioni matematiche etc., wohl nur in der Absicht, um das
Nachdenken zu wecken, aufgestellt hatte, nimlich, dafl der
Umfang eines Kreises so grofl als dessen Mittel-
punkt wire.

Um eine Vorstellung von der Art, wie man dies dar-
zutun suchte, zu erhalten, denke der Leser sich ein Qua-
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drat abcd, darin aus a als dem Mittelpunkte mit dem Halb-
messer ab=—a der Quadrant b6d beschrieben, dann die Ge-
rade pr parallel zu abd gezogen d
ist, die die beiden Seiten des Qua- .-~
drats ad und b¢ in p und », die
Diagonale ac in #, und den Qua-
dranten in s schneidet, kurz die P A
bekannte Figur, durch die man k!
darzutun pflegt, daf ein Kreis mit - ‘
dem Halbmesser p# gleich sei dem
Ringe, der durch Abzug des Krei-
ses mit pm von dem mit p7 zuriickbleibt; oder daf§

4

a b

n.pn’=um-pr’—azm.pm?

sei. Wenn pr stets niher zu ab heranriickt, wird offenbar
der Kreis mit p#n stets kleiner und der Ring zwischen den
Kreisen mit pm und p7» immer schmaler. Geometer also, die
keinen Anstofl an unendlich kleinen Entfernungen nahmen,
dehnten dieses Verhiltnis auch auf den Fall aus, wenn pr
unendlich nahe an ¢4 heranriickt, also z. B. der Abstand
ap=dx wird, wo dann die Gleichung

w-dx*=z-a?—a(a?—dx?)

eintreten sollte, die sich auch in der Tat als eine blofi
identische rechtfertigt. In diesem Falle aber war ihrer Vor-
stellung nach der Kreis mit p# ein unendlich Kleines der
zweiten Ordnung geworden; der Ring dagegen, der nach
dem Abzuge des Kreises mit pm von dem mit pr lbrig-
bleibt, hatte jetzt nur die Breite

1 dx? 1 dx¢

2 a 2.4 ad

die selbst schon ein unendlich Kleines der zweiten Ord-
nung war, erhalten. Wurde nun vollends angenommen,
dafl pr ganzlich in ab libergehe, so zog sich der unend-

1
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lich kleine Kreis mit p# in den einzigen Punkt ¢ zusammen,
und der unendlich schmale Ring von der Breite m» ver-
wandelte sich in die blofle Umfangslinie des Kreises mit
dem Halbmesser ab. Daher man berechtigt zu sein schien
zu dem Schlusse, dafl der blofle Mittelpunkt e jedes be-
liebigen Kreises mit ¢b so grof§ als die ganze Umfangslinie
desselben wire.

Das Tauschende in diesem Schlusse wurde vornehm-
lich durch die Einmengung des unendlich Kleinen erzeugt.
Durch dieses nidmlich wurde der Leser auf eine Gedanken-
reihe geleitet, die ihn viel leichter tibersehen lifit, wie vieles
Ungereimte in den Behauptungen liegt, dafi von dem Kreise
mit pn, wenn statt des Punktes p zuletzt der Punkt @ zu
betrachten kommt und gar kein Halbmesser wie p» mehr
vorhanden ist, doch noch der Mittelpunkt a bleibe,
und dafl ebenso der durch den Abzug des Kreises mit dem
kleineren Halbmesser pm von dem Kreise mit dem grofererd
Halbmesser pr entstehende Ring zuletzt, wenn beide Halb-
messer und somit auch Kreise einander gleich werden, zur
Umfangslinie des vorhin groéfileren werde. Denn freilich
bei den unendlich kleinen Gréfien ist man gewohnt, die-
selben Groflen bald als einander gleich, bald wieder die
eine als um ein unendlich Kleines einer héheren Ordnung
grofler oder kleiner als die anderen, bald auch als vollig
gleich der Null zu betrachten. Wollen wir schlufigerecht
verfahren, so diirfen wir aus der richtig angesetzten Gleichung

nepn?=um-pr2—m.pm?

welche die blofen Grofien (Flicheninhalte) der in Rede
stehenden Kreise vergleicht, nichts anderes schlieflen, als
daf fur den Fall, wo pr und pm einander gleich werden,
der Kreis mit pn gar keine Groéfie habe, demnach gar nicht
vorhanden sei.

‘Wahr ist es freilich (und ich habe die zu dieser Wahr-
heit fithrenden Primissen § 41 selbst aufgestellt), daf§ es
auch Kreise mit und chne Umfangslinie gabe, und daf§ dies

.
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an der Grofle derselben, die lediglich von der Grofie ihres
Halbmessers abhingt, nichts #ndere. Und daraus kénnte
wohl jemand noch einen neuen Scheinbeweis fiir den Satz
Galileis hernehmen wollen, indem er von der allerdings er-
laubten Forderung ausginge, da man den Kreis mit pm
sich ohne Umfangslinie, den Kreis mit p» aber samt seiner
Umfangslinie denken solle. Dann nimlich wiirde nach
Hinwegnahme des Kreises mit pm von dem mit pr, wenn
wir von pr zu ab iibergehen, in der Tat nur die Umfangs-
linie des Kreises mit @b iibrigbleiben. Aber auch jetzt
noch liele sich von keinem Kreise um a, der sich in einen
einzigen Punkt zusammengezogen habe, sprechen, und noch
viel weniger wire es erlaubt, sich auf die obige Gleichung
berufen zu wollen, um aus ihr zu folgern, daf§ der Punkt a
und jene Umfangslinie einander gleich grofl wiren, da die
besagte Gleichung nur von den Groflen der drei Kreise,
sie mogen mit oder ohne Umfangslinien betrachtet werden,
handelt,

§ 47

Das eben besprochene Beispiel wurde, wie schon er-
wihnt, von seinem Erfinder selbst nicht aufgestellt, um als
Wabhrheit angestaunt zu werden. Als ernste Wahrheit aber
lehrt man von der gemeinen Zykloide, sie habe in dem
Punkte, wo sie auf ihre Grundlinie trifft, eine unendlich
grofle Kriimmung oder (was ebensoviel heifit) einen un-
endlich kleinen Kriimmungshalbmesser und stehe hier in
senkrechter Richtung auf. Es hat dies auch seine vollige
Richtigkeit, versteht man es so, da der Kriimmungs-
halbmesser in das Unendliche abnimmt, wihrend der Zy-
kloidalbogen sich der Grundlinie in das Unendliche n#hert;
wie auch, dafl seine Richtung in dem Punkte des Eintrittes
selbst eine senkrechte ist. Nur was von dem unendlich
kleinen oder zu Null gewordenen Kriimmungshalbmesser
gesagt wird, besteht (richtiger ausgedriickt) blof darin, daf§
(weil die Kurve bekanntlich iiber ihrer Grundlinie nach
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beiden Seiten hin in das Unendliche fortgeht und somit
‘keine Grenzpunkte hat) auch in diesem Punkte zwei
Bogenstiicke zusammentreffen, und zwar in der Art, dafl
sie, weil beide senkrecht auf der Grundlinie ‘stehen, hier
miteinander eine Spitze bilden, und zwar eine solche, wo
beide nur eine und dieselbe Richtung haben, oder (wie
man schon minder richtig sagt) mit ihren Richtungen hier
den Winkel Null einschlieBen.

Allein man kann durch Rechnung tiberzeugt sein, daf}
sich dies alles in der Tat so verhalte, und doch nicht be-
greifen, wie es so komme, ja auch nur moglich sei. Um
auch dies einleuchtend zu machen, wodurch das Para-
doxon erst gelost wird, miissen wir zuvor begreifen, warum
die Richtung, in welcher die gemeine Zykloide tiber ihre
Grundlinie emporsteigt, eine senkrechte sei.

Aus der Art, wie die gemeine Zykloide konstruiert
werden kann, nidmlich, dafl man aus jedem Punkte o der
Basis einen diese beriihrenden Kreisbogen mit dem Halb-
messer des erzeugenden Kreises beschreibt und, von dem-
selben ein Stiick o von gleicher Linge mit der Entfer-
nung des Punktes o vom Anfangspunkte a abschneidend,
m als einen Punkt der Zykloide betrachtet — ergibt sich
sofort, dafl der Winkel mao einem rechten immer niher-
tritt, je niher man mit dem Punkte 0 zu a riickt, indem
der Winkel moa, dessen Mafi der halbe Bogen om ist,
immer kleiner und das Verhiltnis der beiden Seiten oa
. und omz im Dreiecke moa sich

Y | immer mehr dem Verhiltnisse

m der Gleichheit nihert; daher

die Winkel an der dritten
Seite am sich immer weniger
vom rechten unterscheiden.
Die wirkliche Berechnung
zeigt dies ganz deutlich. Hier-
aus folgt aber noch iiberdies,
dafy der Zykloidalbogen am ganz auf derselben Seite der
Chorde am, namentlich zwischen ihr und dem aus a er-

% () (o]
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richteten Lote a¢ liege; somit, dafl dieses die Richtung
der Kurve im Punkte a bezeichne. Beschreiben wir ferner
aus o als Mittelpunkt einen von a ausgehenden Kreisbogen
mit oa; so ist offenbar, daf} dieser die Chorde om erst in
einem Punkte » ihrer Verldngerung schneide, weil

or=o0a_>om

sein mufl. Ist nun u irgendein noch niher an a liegender
Punkt der Kurve, so gibt es fiir ihn ein noch n&her an «
liegendes @ in der @ao von der Art, dafi von der Chorde
wp dasselbe gilt, was soeben von der o behauptet wurde,
niamlich, daf ein aus @ als. Mittelpunkt mit dem Halb-
messer wa beschriebener Kreisbogen in die Verlingerung
wp tber p irgendwo in o eintrifft. Wegen wa < oa liegt"
aber der Kreisbogen a@p innerhalb des Kreishogens ar,
also zwischen dem Zykloidalbogen a¢x und dem Kreis-
bogen ar. Wir sehen demnach, dafl es zu jedem, mit
noch so kleinem Halbmesser oa beschrieBenen Kreisbogen
ar, den die Zykloide am in a beriihrt, einen anderen ap
gibt, der ihr noch niherkommt in dieser Gegend; mit
anderen Worten, daff es keinen auch noch so kleinen Kreis
gibt, der sich als Maf} der in « stattfindenden Kriimmung,
falls es hier eine gibt, ansehen liee. Es gibt also hier
‘in Wahrheit keine Kriimmung, sondern die Kurve, die in
diesem Punkte nicht endet, hat hier, wie wir schon wissen,
eine Spitze,

§ 48.

Paradox hat man es auch hiufig gefunden, dafl manche
riumliche Ausdehnungen, die sich durch einen unend-
lichen Raum verbreiten (d. h. Punkte haben, deren Ent-
fernung voneinander jede gegebene Entfernung tbersteigt),
gleichwohl nur eine endliche Grofie, und wieder andere,
die in einem ganz endlichen Raume beschrinkt
sind (d. h. deren simtliche Punkte so liegen,.dafl ihre Ent-
fernungen voneinander eine gegebene nicht tberschreiten),
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doch eine unendliche Gréfie besitzen; oder endlich, dafl
manche riumliche Ausdehnung eine endliche Grofie behilt,
ob sie gleich unendlich viele Umginge um einen
Punkt herum macht.

1. Wir miissen hier vor allem unterscheiden, ob unter
der raumlichen Ausdehnung, von welcher hier gesprochen
wird, ein aus mehreren voneinander getrennten Teilen
bestehendes Ganze (dergleichen z. B. die mit vier Zweigen
versehene Hyperbel ist), oder nur ein durchaus zusam-
menhingendes Ganze, d. h. nur eine solche Ausdeh-
nung verstanden werden soll, die keinen einzigen, selbst
noch eine Ausdehnung darstellenden Teil hat, an dem nicht
wenigstens ein Punkt vorhanden wire, der, zu den tibrigen
Teilen gerechnet, mit ihnen abermals ein Ausgedehntes
bildet. :

Daffi eine Ausdehnung, die aus getrennten Teilen be-
steht, durch einen unendlichen Raum sich ausbreiten kénne,
ohne darum schbn unendlich groff zu sein, wird niemand
anstoflig finden, der daran denkt, dafi auch eine unendliche
Reihe von Groflen, wenn sie im geometrischen Verhiltnisse
abnehmen, eine bloff endliche Summe darbietet. In diesem
Sinne also kann allerdings auch eine Linie sich ins Un-
endliche verbreiten, und doch nur endlich sein, wie gleich
diejenige, welche zum Vorschein kommt, wenn wir aus
einem gegebenen Punkte ¢ in gegebener Richtung a R eine
begrenzte Gerade ab auftragen, dann aber in einem sich
immer gleichbleibenden ‘Abstande eine Gerade cd, welche
nur halb so groff als die vorige ist, auftragen, und nach
demselben Gesetze in das Unendliche fortfahren.

Sprechen wir aber — und das soll in dem nun Folgen-
den immer geschehen — nur von solchen rdumlichen Aus-
dehnungen, die ein zusammenhingendes Ganzes ge-
wihren: so ist wohl einleuchtend, dafl unter den Ausdeh-
nungen der niedrigsten Art, d. h. den Linien, keine
zu finden sein konne, die sich in das Unendliche erstreckt,
ohne zugleich eine unendliche Grofie (Linge) zu haben.
Denn so ergibt es sich ja schon mit Notwendigkeit aus der
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bekannten Wahrheit, daBl die kiirzeste durchaus zusammen-
hingende Linie, die zwei gegebene Punkte miteinander ver-
binden soll, nur die Gerade zwischen denselben ist¥).
Anders als bei den Linien ist es bei den Flichen,
die bei derselben Linge blol durch Verminderung ihrer
Breite, und bei den Ko6rpern, die bei derselben Linge
und Breite blofi durch Verminderung ihrer Hohe so klein,
als man nur will, gemacht werden kénnen. Daraus begreift
sich denn, warum auch Flichen, die eine unendliche Lénge,
und Kérper, die neben einer unendlichen Linge auch eine

*) ‘Weil der Beweis dieser Wahrheit so kurz ist, erlaube ich
mir, ihn dieser Note einzuverleiben. Ist die Linie amonb nicht
gerade, so muf} es irgendeinen Punkt o in ihr geben, der aufler-
halb der Geraden aéb liegt und es sind, wenn wir aus o das Lot

m n

a > w 4

oo auf ab fillen, die Entfernungen
aw< ao, bw<bo.

Da aber alle Systeme zweier Punkte einander #hnlich sind, so
gibt es zwischen den Punkten @ und o eine Linie axw, dhnlich
dem zwischen den Punkten @ und o liegenden Stiicke amo der
gegebenen amonb, und zwischen den Punkten & und » ebenfalls
eine Linie 4»w, shnlich dem zwischen den Punkten 4 und o lie-
genden Stiicke b#o der gegebenen dnoma. Diese Ahnlichkeit
aber fordert auch, daf§ sich die Liange der Geraden aw zur Linge
der apw verhalte wie die Linge der Geraden .@o zur Linge des
Stiickes amo und die Linge der Geraden bw zur Linge b»w ®wie
die Linge der Geraden bo zur Linge des Stiickes dno. Weil
nun aw < ao, so muB auch auw <amo und weil bw < bo, so
mufl auch bvw < bno sein. Folglich ist auch das Ganze guwrd <
das Ganze amonb. Die krumme Linie amonbd ist also nicht die
kiirzeste zwischen @ und b, sondern die auw»b ist kiirzer.
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Grofle behaupten. Ein Beispiel, dafl auch der Unkundigste
~ begreiflich finden wird, geben wir ihm, wenn wir verlangen,
dafy er sich auf der in das Unendliche fortlaufenden Ge-
raden eR die gleichen Stiicke ab=1=bc=cd= usw,,
in das Unendliche aufgetragen denken, sodann tber dem
ersten Stiicke ab das. Quadrat ba, iiber dem zweiten b¢
das Rechteck ¢y, das nur die halbe Hohe &¢ hat, und so

a

a b c a e

tiber jedem folgenden ein Rechteck, halb so hoch als das
nichstvorhergehende vorstellen wolle, wo er gewifl sehr
bald erkennen wird, dafl die zusammenhingende Fliche,
. die ihm hier vorschwebt, in das Unendliche aeicht und
doch nicht groSer als 2 ist. Nicht schwieriger wird es
ihm sein, sich éinen Wiirfel zu denken, dessen Seite = 1.
ist, und diesem in Gedanken einen zweiten Korper unter-
zustellen, dessen Grundfliche ein Quadrat von der Seite 2,
also viermal so groff, als die Grundfliche des vorigen
Wirfels, die Hohe aber nur ¢ betrigt; diesem hierauf einen
dritten unterzusetzen, dessen Grundfliche abermals ein
Quadrat viermal so grofi als des nichstvorhergehenden,
die Hohe aber } von der Hohe des vorigen Korpers be-
tragt — und sich vorzustellen, dafl nach demselben Gesetze
in das Unendliche fortgefahren wiirde. Er wird begreifen,
dafl die Linge und Breite der Korper, die hier im Ver-
folge untersetzt werden, in das Unendliche wachsen, ob-
gleich ihr korperlicher Inhalt nur immer kleiner wird, so
zwhr, daB jeder folgende die Hilfte von dem nichstvorher-
gehenden betrigt; dafy also die Grofle des pyramidalischen
Ganzen, das so zum Vorschein kommt, trotz seiner un-
endlichen Basis doch nie den kérperlichen Inhalt — 2 iiber-
steige.
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2. Wie der bisher betrachtete Fall, wo eine Ausdeh-
nung, die etwas Unendliches (eine unendliche L&inge oder
auch Breite) an sich hat, und gleichwohl von einer nur
endlichen Grofie befunden wird, nur bei den zwei hoheren
Arten der Ausdehnung, den Fliachen und Kérpern, nicht
aber bei Linien eintreten kann: so findet das Gegenteil bei
dem Falle statt, auf den wir jetzt zu sprechen kommen,
wo eine Ausdehnung, die deshalb endlich scheint, weil sie
in einen ganz endlichen Raum beschrinkt ist, in der Tat
doch -eine unendliche Grofle besitzt. Dieser Fall namlich
kann nur bei den zwei niederen Arten der Ausdehnung,
den Linien und Flichen, keineswegs aber bei Korpern
Platz greifen. Ein Korper, in dem es keine Punkte gibt,
deren Entfernungen voneinander jede gegebene Grofie iiber-
schreiten, kann sicher nicht unendlich grofi sein. So er-
gibt es sich unmittelbar aus der bekannten Wahrheit, dafl
unter allen Korpern, deren Punkte eine gegebene Entfer-
nung £, der eine von dem anderen nicht iiberschreiten
sollen, der grofite eine Kugel vom Durchmesser £ sei.
Denn diese enthilt jene Punkte allzumal, und ihre Grofie

o T . . . . . .
ist nur -6—oE"; jeder andere diesen Raum nicht iiberschrei-

. . 7 .
tende Korper mufl also notwendig kleiner als 6 E3 sein.

Der Linien dagegen, die sich in den Raum einer einzigen,
auch noch so kleinen Fliche, z. B. eines Quadratschuhes,
einzeichnen lassen, gibt es unendlich viele, und jeder aus
ihnen kénnen wir eine wenigstens endliche Groéfle, z. B, die
Linge eines Schuhes, erteilen, auch durch Hinzufigung
einer oder auch unendlich vieler Verbindungslinien sie alle
zu einer einzigen durchaus zusammenhingenden Linie ver-
einen, deren Linge dann gewif§ eine unendliche sein muf.
Und vollig ebenso gibt es der Flichen, die sich in den
Raum eines einzigen, auch noch so kleinen Korpers, -
z. B. eines Kubikschuhes, einzeichnen lassen, unendlich
viele, deren jeder wir eine Grofe, z. B. die eines Quadrat-
schuhes, erteilen kénnen, und durch Hinzuftigung einer oder

Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, 7
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auch unendlich vieler Verbindungsflichen kénnen wir alle
diese Flichen zu einer einzigen wvereinen, deren Gréfle dann
unstreitig eine unendlich grofie sein wird. Dieses alles kann
auch niemand wundernehmen, der nicht vergifit, dafl es
nicht etwa dieselbe Einheit sei, mit der wir Linien, Flachen
und Korper messen, und daB, obgleich die Menge der
Punkte schon in jeder auch noch so kleinen Linie eine
unendliche ist, in einer Fliche diese Menge jedenfalls noch
unendlichemal grofler als in der Linie, in einem Korper
endlich mit ebensolcher Gewiflheit unendlichemal gréfier als
in der Fliche vorausgesetzt werden muSf.

3. Das dritte, im Anfange dieses Paragraphen erwéhnte
Paradoxon lautete, daff es auch Ausdehnungen gibe, die
eine unendliche Menge von Umldufen um einen gewissen
Punkt herum machen, und dabei gleichwohl eine endliche
Grofle behalten. Soll eine solche Ausdehnung lineir sein,
so kann dies, wie wir soeben in Nr. 1 sahen, nur dann
erfolgen, wenn sich die ganze Linie in einem endlichen
Raume befindet. Unter dieser Bedingung aber liegt durch-
aus nichts Unbegreifliches in der Erscheinung, daf sie eine
endliche Liange behalte, obgleich sie der Umldufe um einen
gegebenen Punkt unendlich viele vollbringt; wird nur die
fernere Bedingung noch erfillt, dafl diese Umliufe von
einer endlichen Grofle beginnend, in der gehodrigen Weise
bis ins Unendliche abnehmen, eine Forderung, die wieder
durch den Umstand ermoglicht wird, dafl es ein blofler
Punkt ist, um welchen jene Umldufe erfolgen sollen. Denn
dies erlaubt, daBl die Entfernungen, welche die einzelnen
Punkte eines solchen Umlaufes von diesem Mittelpunkte
und somit auch untereinander selbst haben, in das Unend-
liche abnehmen konnen; wo dann die Kreislinie selbst uns
lehrt, dal auch die Linge dieses Umlaufes in das Unend-
liche vermindert werden koénne. Die logarithmische
Spirale, wenn blof dasjenige Stiick derselben ins Auge
gefafit werden soll, das, anzufangen von einem gegebenen
Punkte dem Centro stets -sich ann#hert, ohne doch je in

“dasselbe einzufallen, wird sich unseren Leseren als Beispiel
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einer Linie, wie die hier besprochene, von selbst schon
aufgedrungen haben.

Soll aber die rdumliche Ausdehnung, welche der Um-
laufe um einen gegebenen Punkt unendlich viele macht,
eine Flache oder ein Korper sein: so bedarf es nicht ein-
mal der beschrinkenden Bedingung, dafl sich das Raum-
ding mit keinem seiner Punkte iiber eine bestimmte Weite
von seinem Mittelpunkte entferne. Denn um mich auf die
kiirzeste Weise verstandlich zu machen, denke sich der Leser
die nur erwihnte Spirale als eine Art Abszissenlinie, aus
deren jedem Punkte Ordinaten senkrecht auf sie und ihre
Ebene hervorgehen. Der Inbegriff all dieser Ordinaten
bildet dann offenbar eine Fliche (von der Art der zylin-
drischen), die nach der einen Seite hin sich in unendlich
vielen Windungen dem Mittelpunkte naht, ohne ihn je zu
erreichen, nach der anderen aber sich ins Unendliche ent-
fernt. Wie grof§ diese Fliche sei, wird von dem Gesetze
abhingen, nach dem wir die Ordinaten zu- oder abnehmen
lassen. Der dem Mittelpunkte zueilende Teil aber wird
jederzeit endlich verbleiben, solange wir die Ordinaten
nach dieser Seite (d. h. iber dem nur endlichen Abszissen-
zweige) hin nicht ins Unendliche zunehmen lassen, weil jede
Flache, in der weder Abszisse noch Ordinate ins Unend-
liche wachsen, endlich ist. Doch auch der Teil der Fliche,
der tuber dem anderen sich ins Unendliche entfernenden
Spiralzweige steht, wird endlich bleiben, so oft die Ordi-
naten in einem schnelleren Verhiltnisse abnehmen als die
Abszissen (d. h. die Bogenlinge der Spirale) zunehmen.
Wihlen wir also zur Abszissenlinie die natiirliche Spirale,
wo_der von dem Radius =1 dem Mittelpunkte zueilende
Zweig die Linge 1/_5 hat, und nehmen zur Begrenzung der
Flache den Bogen einer Hyperbel hoherer Art, fir den die
Gleichung yx?=a?: so hat derjenige Teil dieser Fliche,
der von x==a zu allen hoheren Werten von x gehért, doch
nur die Grofle @2, wihrend der andere, zu allen kleineren
Werten von x gehorige Teil in das Unendliche wichst.
Nehmen wir aber a>1/§ und verlegen den Endpunkt der

7*
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Abszisse x =a auf den Punkt der Spirale, der den Radius
I hat so fallt ihr Mittelpunkt mit dem Endpunkte der Ab-
szisse x_a—Vz zusammen, hat also noch eine endliche
Ordinate, und der Teil derselben, der tber diesem Zweige
der Spirale liegt, ist nicht grofler als

a3(1 1)_a2 at ( as a?)'
a x a—7V2 a—72 ’
die ganze nach beiden Seiten hin die Spirale bedeckende

Fliche (die zu erhalten wir ihre beiden Grofien nach ihrem
positiven Werte addieren miissen) ist also

‘ =a2+(

a3 a3
— gy =7
a—172 ) a—7V2
Also z. B. fiir a = 2 betragt die ganze Fliche nur 4 (24 72).
Eine sehr #hnliche Bewandtnis hat es auch mit den
korperlichen Ausdehnungen. Nur ist zu bemerken, daff hier
der gegen den Mittelpunkt zueilende Teil des Korpers,
wolite man seine Ausdehnung in die Breite und Dicke zu-
nehmen lassen, in den Raum seiner eigenen nichst an-
crrenzenden Umléiufe (rechts und hnks) eingreifen wiirde.
Woﬁte man dieses vermeiden, und einen Korper haben,
dessen sdmtliche Teile ausemander liegen, so kime man
unter anderem auch schon dadurch zum Ziele, daf§ man
einer Flache von der Art, wie die nur eben betrachtete
‘war, die bei ihrer Annaherung an den Mittelpunkt an
Brelte 1mmer zunahm, noch eine dritte Dimension, eine
chke bellegte, d1e Jedoch gegen den Mittelpunkt zu in
emem ‘solchen Verhiltnisse sich vermlnderte, dafl sie stets
weniger als die Hilfte des zwischen zwei nichsten Spiral-
windungen liegend(/en Abstandes betrigt.

§ 40.
Rﬁumliéﬂe Ausdehnungen, die eine unendliche Grofle
besitzeni, stehen eben in Hinsicht auf diese Grofie selbst



Menge der Punkte in rdumlichen Ausdehnungen. 101

in so verschiedenartigen und oft so paradoxen Verhiltnissen,
daB wir wenigstens einige derselben noch in besondere
Betrachtung ziehen miissen.

Dafl auch ein Raumding, das eine unendliche Menge
von Punkten enthilt, darum noch keine stetige Ausdehnung
sein miisse; wie auch, dafl es bei einer stetigen Ausdeh-
nung nicht eben die Menge der Punkte sei, die wir durch
ihre Grofile bestimmen; dafi von zwei Ausdehnungen, die
wir als gleich grofi ansehen, die eine noch um eine unend-
liche Menge von Punkten mehr oder weniger enthalten
konne denn die andere; ja, daf eine Fliche unendlich v1ele
Linien, ein Korper unendlich viele Flichen mehr oder
weniger als ein gleich grofl erachtetes Ausgedehnte der-
selben Art enthalten kénne: das alles kénnen wir schon
als hinreichend aufgeklirt aus dem bisher Gesagten be-
trachten.

1. Das Erste, worauf wir die Aufmerksamkeit des Lesers
richten wollen, ist, daBl die Menge der Punkte, die eine
einzige, auch noch so kurze Gerade az enthilt, eine Menge
ei, die als unendlich grofier betrachtet werden miisse,
denn die unendliche Menge derjenigen, die wir aus ersterer
ausheben, wenn wir, anzufangen von einem ihrer Grenz-
punkte @, in einer angemessenen Entfernung einen zweiten
b, nach diesem in einer kleineren Entfernung einen dritten
¢ herausheben und so ohne Ende fortfahren, jene Entfer-
nungen nach einem Gesetze vermindernd, dabei die unend-
liche Menge derselben in ihrer Summe gleich oder kleiner
als die Entfernung ez ist. Denn da auch die unendlich
vielen Stiicke ab, bc, ¢d ...., in welche az zerfillt, ins-
gesamt wieder endliche Linien sind: so kann mit jeder
vorgenommen werden, was wir soeben von @z verlangt,
d. h. in jeder lafit sich abermals eine solche unendliche
Menge von Punkten wie in der @z nachweisen, die zu-
gleich in der az stecken. Mithin muff in der ganien az
eine solche unendliche Menge von Punkten unendlichemal
enthalten sein. ’

2. Jeder Geraden, ja ]eder raumlichen Ausdebnung tiber-
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haupt, die einer anderen nicht nur #hnlich, sondern auch
(geometrisch) gleich ist (d. h. in allen durch die Ver-
gleichung mit einer gegebenen Entfernung begrifflich
darstellbaren Merkmalen mit ihr {bereinstimmt), muf
auch die gleiche Menge von Punkten zugestanden werden,
sofern wir nur auch die Art der Begrenzung in beiden
gleich annehmen, z. B. in beiden Linien die Grenzpunkte
mitrechnen oder nicht mitrechnen. Denn das Gegenteil
konnte nur statthaben, wenn es Entfernungen gibe, die,
obwohl gleich, doch eine ungleiche Menge von Punkten
zwischen den beiden Punkten, deren Entfernungen sie sind,
zulassen. Das aber widerspricht dem Begriffe, den wir
mit dem Wort geometrisch gleich verbinden; denn eben
dann nur nennen wir eine Entfernung @c ungleich mit einer
b

« <

anderen @b, und zwar gréf8er als diese, wenn in dem
Falle, dal 4 und ¢ beide in einerlei Richtung liegen, der
Punkt 6 zwischen ¢ und ¢ kommt, und somit alle Punkte
zwischen @ und & wohl auch zwischen.e und ¢, aber nicht
umgekehrt alle zwischen ¢ und ¢ auch zwischen a und &
liegen.

3. Bezeichnen wir die Menge der Punkte, die zwischen
@ und b liegen, samt a und & durch £, und erheben die
Gerade ab zur Einheit aller Langen, so wird die Menge
der Punkte in der Geraden ac, welche die Linge » hat
(worunter wir jetzt nur eine ganze Zahl verstehen), wenn
ihre Grenzpunkte a und ¢ mit eingerechnet werden sollen,
=nkE— (n— 1) sein.

- 4. Die Menge der Punkte in einer Quadratfliche,
deren Seite =1 ist (dem gewdohnlichen Mafle fiir Flichen),
wird, wenn wir den Umfang mit dazurechnen, = £? sein.

5. Die Menge der Punkte in jedem Rechtecke, dessen
eine Seite die Lange m, die andere die Linge » hat, wird
mit Einberechnung des Umfanges sein

=mnE2—[nm—1)4-m@m—r1)]E--(m—1)@0—1).
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6. Die Menge der Punkte in einem Wirfel, dessen
Seite = 1 (dem gewdhnlichen Mafle fiir Korper), wird, wenn
wir die Punkte der Oberfliche mit einrechnen, — £3 sein.

7. Die Menge der Punkte in einem Parallelepipedon,
dessen Seiten die Lingen m, »n, » haben, wird mit Einbezug
der Oberfliche sein:

mnr-E3—[or(m — 1)+ mr(n — 1)~} mn (r — 1)] E?

st+mmh—1)r—1)4nm—1)(r—1)
+rm—I1)n—1n]E—m—r1)(n—1)(r—1).

8. Einer Geraden, die beiderseits in das Unendliche
reicht, miissen wir eine unendliche Lange und eine Menge
von Punkten zuschreiben, welche unendlichemal so grof§
ist, als die Menge der Punkte in der zur Einheit an-
genommenen Geraden = £. Wir missen auch allen
solchen Geraden die gleiche Linge und die gleiche
Punktenmenge zugestehen; weil die bestimmenden Stiicke,
durch die sich fiir ein Paar solcher Geraden zwei Punkte
bestimmen lassen, durch welche sie gehen, wenn wir den
Abstand zwischen diesen Punkten gleich grofi annehmen,
einander nicht nur #hnlich, sondern auch (geometrisch)
gleich sind.

9. Die Lage eines in einer solchen Geraden beliebig
angenommenen Punktes ist nach beiden Seiten der Geraden
ganz #ahnlich, bietet auch nur lauter solche begrifflich er-
faflbaren Merkmale dar, wie sie die Lage jedes anderen
Punktes der Art hat. Gleichwohl 148t sich nicht sagen,
dafl solch ein Punkt die Linie in zwei gleich lange Teile
zerlege; denn dirften wir das von-einem Punkte @ sagen,
so mifiten wir es auch von jedem anderen & aus gleichem
Grunde behaupten, was sich doch widerspricht, indem, wenn
aR=aS whire, nicht auch bR(=ba-+}aR)=bS(=aS
— ab)

R : >S
a b

“sein konnte. Wir miissen also vielmehr behaupten, dafl
eine beiderseits unbegrenzte Gerade gar keinen Mittel-
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punkt, d. h. gar keinen Punkt habe, der durch sein blofles
" begrifflich auffafibares Verhiltnis zu dieser Linie bestimmt
werden konne.

10. Der ebenen Fliche, die zwei einander gleichlaufende,
nach beiden Seiten unbegrenzte Gerade zwischen sich ein-
schlieflen (d. h. dem Inbegriffe aller derjenigen Punkte,
welche die Perpendikel aus jedem Punkte der einen dieser
Parallelen auf die andere enthalten), miissen wir einen un-
endlich grofien Flichenraum und eine Menge von Punkten
zugestehen, der unendlichemal so grof§ ist, als die Menge
in dem zur Flicheneinheit angenommenen Quadrate = £72,
Wir miissen auch allen solchen Parallelestreifen, wenn sie
die gleiche Breite (Linge des Perpendikels) besitzen, eine
gleiche Gréfle und Punktenmenge beilegen. Denn auch sie
lassen sich in einer Weise bestimmen, dafi die bestimmen-
den Stiicke einander nicht nur #hnlich, sondern auch geo-
metrisch gleich sind; z. B. wenn wir sie durch die Angabe
cines gleichseitig rechtwinkligen Dreiecks von gleicher Seite
bestimmen, von dem wir festsetzen, dafl die eine dieser
Parallelen durch die Grundlinie, dic andere durch die Spitze
des Dreiecks gehe.

11. Die Lage eines in einem solchen Parallelstreifen
beliebig angenommenen Perpendikels ist zu beiden Seiten
der Flache die #hnliche, bietet auch keine anderen begriff-
lich erfaflbaren Merkmale- dar, wie sie die Lage jedes
anderen dergleichen Perpendikels darbietet. Gleichwohl 148t
sich nicht sagen, dafl ein solches Perpendikel die Fliache
in zwel einander geometrisch gleiche Teile zerlege.
Denn diese Annahme wiirde uns alsbald in einen ganz
dhnlichen Widerspruch wie Nr. 9 verwickeln, und beweist
dadurch ihre Falschheit.

12. Einer Ebene, die nach allen Richtungen hin in das
Unendliche geht, miissen wir einen unendlich groien Flichen-
raum und eine Menge von Punkten zugestehen, die noch
unendlichemal grofler ist als die Menge der Punkte, die
sich in einem Parallestreifen befinden. Wie aber allen
dergleichen Parallelstreifen von gleicher Breite unterein-
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ander, so miissen wir auch allen dergleichen grenzlosen
Ebenen die gleiche unendliche Menge von Punkten unter-
einander zugestehen. Denn auch von ihnen gilt, daf} sie
bestimmt werden konnen auf eine nicht blofl #hnliche,
sondern auch (geometrisch) gleiche Weise; wie z. B. wenn
wir sie jede durch drei in ihr liegende Punkte, welche ein
dhnliches und gleiches Dreieck bilden, bestimmen.

13. Die Lage einer in einer solchen grenzenlosen Ebene
beliebig angenommenen unbegrenzten Geraden ist nach
beiden Seiten der Ebene ganz #hnlich; sie i
‘bietet uiberdies dieselben begrifflich dar- R FE R
stellbaren Merkmale dar, wie die Lage
jeder anderen Geraden der Art. Dennoch
ist nicht zu sagen, daf} eine solche Gerade F/ F [F”
die Ebene in zwei geometrisch gleich
grofle Teile zerlege. Denn diirften wir
das von einer Geraden RS behaupten, so
mifiten wir es von jeder anderen R'S' g
auch zugeben, was doch auf einen offen-
baren Widerspruch fithrt, sobald wir diese Geraden einander
gleichlaufend nehmen.

14. Zwei unbegrenzte Gerade, die in derselben Ebene
liegend einander nicht gleichlaufen, somit sich irgendwo
schneiden und vier (paarweise gleiche) Winkel bilden, teilen
den ganzen Flichenraum der unbegrenzten Ebene in vier
Teile, davon je zwei von s
den gleichen (dhnlichen) R
Winkeln RaS = R'aS’,

RaS'= R'aS umspannte

einander #dhnlich sind.

Jeder dieser vier Winkel- a
raume enthalt eine unend-

liche Menge nach einer

Seite hin sich ins Unend- = . ‘ ' S
liche erstreckender Par- ' ‘
allelstreifen, dergleichen wir in Nr. 11 betrachteten,
von jeder beliebigen Breite; und nach jeder endlichen Menge

!

!
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 derselben, welche wir in Gedanken wegnehmen, ertbrigt
noch ein Winkelraum, umspannt von einem gleichen
Winkel wie anfangs. Allein sowenig wir nach Nr. 9 und
11 berechtigt sind, die Schenkel dieser Winkel, oder auch
die Parallelstreifen, die wir als Teile ihres Flichenraumes
nachweisen konnen, einander gleich zu nennen: sowenig "
sind wir auch, und zwar aus #hnlichen Griinden wie dort,
berechtigt, diese unendlichen Winkelrdume auch selbst
bei gleichen (&hnlichen) Winkeln einander gleich, d. h.
a b gleic.h grofy zu nennen.
R So ist es von den zwei
X \ P Winkelflichen RaS und
X PaZX offenbar, dafi die
erste grofler ist als die
zweite, obgleich die Win-
kel selbst einander gleich
S s sind, wenn 62#aS, cP

#aR.

15. Den Kérperraum, den zwei einander gleichlaufende
grenzlose Ebenen zwischen sich einschliefen (d. h. den In-
begriff aller derjenigen Punkte, weélche die simtlichen aus
einem jeden Punkte der einen auf die andere Ebene ge-
fallten Perpendikel enthalten), diese (wie man sie nennen
konnte) grenzlose Kodrperschicht miissen wir jedenfalls
fiir unendlich grofl erklaren, wie auch die Breite der-
selben (die Linge eines solchen Perpendikels) sein mag.
Bei gleicher Breite aber dirfen wir diese Grofle, ja auch
die Menge der Punkte in zwei solchen Korperschichten far
gleich ‘erkldaren; immer nach demselben Schlusse, den wir
schon mehrmal (Nr. 8, 10, 12) angewandt haben.

v 16. Die Lage, die ein in einer unbegrenzten Kérper-
schicht beliebig angenommener auf ihre Ebenen senk-
rechter Parallelstreif nach seinen beiden Seiten hin zu
jener Korperschicht hat, ist sich ganz &hnlich, und auch
die Lage, die ein anderer Parallelstreif dieser Art zu der-
selben oder auch zu jeder beliebigen anderen grenzlosen
Korperschicht hat, ist #hnlich. Dennoch 148t sich nicht
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sagen, dafl jene beiden Teile, in welche die Korperschicht
durch einen solchen Parallelstreif zerlegt wird, von gleicher
Grofie sein mifiten.

17. Zwei unbegrenzte Ebenen, welche einander durch-
schneiden, zerlegen den ganzen unendlichen Raum in
vier unendlich grofle Teile, deren je zwei gegeniiber-
stehende einander unstreitig dhnlich sind, nicht aber so-
fort fiir gleich grofi gelten diirfen.

18. Ebensowenig dirfen die Korperriume, die zwei
einander dhnliche oder (wie man zu sagen pflegt) gleiche
Korperecken zwischen ihren in das Unendliche verlan-
gerten Seitenflichen einschliefen, fiir gleich groff ausgegeben
werden.

19. Auch die zwei Teile, in welche schon eine ein-
zige unendliche Ebene den ganzen Raum zerlegt, sind,
obwohl dhnlich, doch nicht als geometrisch gleich, d. h.
als von gleicher Grofle, um so weniger, als aus einer
gleichen Menge von Punkten bestehend, zu betrachten.

§ s0.

Es eriibrigt uns jetzt noch eine kurze Besprechung der-
jenigen Paradoxien, die uns auf dem Gebiete der Meta-
physik und Physik begegnen. .

In diesen Wissenschaften stelle ich die Sitze auf: ,es
gédbe nicht zwei einander durchaus gleiche Dinge,
somit auch nicht zwei einander durchaus gleiche
Atome oder einfache Substanzen im Weltall; notwendig
aber miisse man dergleichen einfache Substanzen voraus-
setzen, sobald man zusammengesetzte Korper in der:
Welt annimmt; man misse endlich auch voraussetzen, daf
alle diese einfachen Substanzen verdnderlich sind und
sich fortwihrend veridndern.“ Ich behaupte dies alles, weil
es mir deucht, es seien Wahrheiten, die sich so strenge
und einleuchtend dartun lassen, als irgendein Lehrsatz der
Mathematik. Gleichwohl mufl ich befiirchten, dafi die
meisten Physiker diese Sitze nur kopfschiittelnd anhéren
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werden. Sie nimlich ;ﬁhmen sich, nur Wahrheiten auf-
- zustellen, welche Erfahrung sie lehrt; Erfahrung aber
weise gar keinen Unterschied nach zwischen den kleinsten
Teilen der Kérper, besonders von einerlei Art, z. B. zwischen
den kleinsten Teilen bei einem Golde, dafl wir aus dieser
oder aus jener Mine gewonnen haben; Erfahrung lehre
ferner wohl allerdings, daBl jeder Korper zusammengesetzt
sei, Atome aber, die durchaus einfach und sonach auch
ohne alle Ausdehnung wiren, habe noch niemand wahr-
genommen; Erfahrung zeige endlich, dafl die verschiedenen
Stoffe, z. B. Sauerstoff, Wasserstoff usw., bald diese, bald
jene Verbindungen untereinander eingehen und hiernéchst
bald diese, bald jene Wirkungen &uflern — dafi aber sie
selbst in ihrem Inneren dadurch verindert wiirden und
dafl z. B. der Sauerstoff nach und nach zu einem anderen
Stoff sich umwandle, das werde blof erdichtet.

1. Meines Erachtens ist es ein.Irrtum, dafl die Erfah-
rung lehre, was hier behauptet wird. Erfahrung, blofe,
unmittelbare Erfahrung oder Wahrnehmung ohne Verbin-
dung mit gewissen reinen Begriffswahrheiten lehrt uns nichts
anderes, als daf wir diese und jene Anschauungen oder
Vorstellungen tiiberhaupt haben. Woher uns diese Vor-
stellungen kommen, ob durch die Einwirkung irgendeines
von uns verschiedenen Gegenstandes, ja ob sie iiberhaupt,
nur einer Ursache bediirfen, welche Beschaffenheiten diese
habe: dariiber lehrt uns die unmittelbare Wahrnehmung
gar nichts, sondern das schlielen wir nur aus. gewissen
reinen Begriffswahrheiten, die wir durch die Vernunft hin-
zudenken miissen, und schliefen es meistens nur nach einer
bloflen Regel der Wahrscheinlichkeit, z. B., dafi dieses Rot,
das wir soeben sehen, durch einen krankhaften Zustand
unseres Auges, jener Wohlgeruch aber durch die Nihe
einer Blume hervorgebracht werde. Dagegen, um einzu-
sehen, dafl zwischen je zwei Dingen irgendein Unterschied
obwalten miisse, bedarf es gar keiner aus der Erfahrung
abgezogenen Schliisse' der bloflen Wahrscheinlichkeit; son-
dern das kénnen wir durch ein geringes Nachdenken mit
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aller Sicherheit erkennen. Sollen 4 und B- zwei Dinge
sein, so mufl eben deshalb die Wahrheit bestehen, dafi das
Ding A4 nicht das Ding B sei, eine Wahrheit, welche vor-
aussetzt, daBl es zwei Vorstellungen 4 und B gibt, deren
die eine nur das Ding 4, nicht aber B, die andere nur
das Ding B, nicht aber 4 vorstellt. Und schon in diesem
Umstande liegt ja ein Unterschied (und zwar ein innerer),
welchen die Dinge 4 und B voneinander haben. Sehen
wir auf diese Art, dafl je zwei Dinge mit Notwendigkeit
gewisse Unterschiede haben, wie kénnen wir uns berechtigt
glauben, an einem solchen Unterschiede zu zweifeln, blof
weil wir ihn hier und da nicht wahrnehmen? da doch zu
dieser Wahrnehmung eine besondere Schirfe der Sinne
und noch viel andere Umstinde gehoren.

2. DaB erst Erfahrung uns lehre, es gibe der'Dinge,
die auf uns einwirken, mehrere, und namentlich alle die-
jenigen, die Anschauungen in uns vermitteln, seien zu-
sammengesetzt, hat seine Richtigkeit. Doch lehrt die
Erfahrung dieses nur unter Voraussetzung gewisser reiner
Begriffswahrheiten: wie daf verschiedene Wirkungen nur
durch verschiedene Ursachen hervorgebracht werden kénnen
usw. Aber nicht minder gewifl sind die Begriffswahrheiten,
dafl jede Ursache irgendein Wirkliches sein miisse, alles
Wirkliche aber entweder eine Substanz oder ein Inbegriff
mehrerer Substanzen oder Beschaffenheiten an einer oder
mehreren Substanzen sei; ingleichen, daffi Beschaffenheiten,
die etwas Wirkliches sind, nicht sein kénnen, ohne das
Dasein einer Substanz, an der sie sich befinden und In-
begriffe von Substanzen nicht ohne einfache, welche die
Teile dieser Inbegriffe bilden.: Daraus folgt aber das Da-
sein einfacher Substanzen mit strenger Notwendigkeit, und
es wird ldcherlich, letztere nicht annehmen zu wollen, weil
man sie nicht — sieht; und um so ungereimter, wenn
ferneres Nachdenken lehrt, daB jeder Korper, der noch fiir
unsere Sinne wahrnehmbar sein soll, zusammengesetzt, ja
aus einer unendlichen Menge einfacher Teile zusammen-
gesetzt sein miisse.
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3. Ein dhnlicher Trugschluf§ von dem Nichtwahrnehmen
auf das Nichtvorhandensein ist es, wenn man nicht zugeben
will, daff alle endliche Substanzen einer nie aufhdrenden
Verinderung unterliegen. An unserer eigenen Seele
kennen wir die Ver#nderlichkeit ihrer Zustinde, Vorstel-
lungen, Beschaffenheiten und Krifte doch zur Geniige; auf
ein Ahnliches auch bei den Seelen der Tiere und bei den
Pflanzen zu schlielen, werden wir schon durch die blofle
Analogie veranlafit. Dafi aber alle, auch diejenigen Sub-
stanzen, welche durch einen Zeitraum von Jahrhunderten
keine uns merkbare Verinderung beweisen, doch in der
Tat sich 4ndern, werden wir erst durch Griinde der Ver-
nunft berechtigt anzunehmen. Wer dies bestreiten, wenig-
stens in bezug auf die sogenannte leblose Materie und
hinsichtlich ihrer einfachen Teile oder Atome in Abrede
stellen will, sieht sich gendétigt zu der Behauptung, daf}
alle Verinderungen, die uns in diesem Teile der Schépfung
erscheinen, wenn z. B. ein Stiick Eis, das vor einer Weile
noch fest war, jetzt schon geschmolzen ist und in der
nichsten Stunde sich in Dampfform verflichtigt — daf§
(sage ich) alle diese Veranderungen nichts als blofie Ande-
rungen in den ortlichen Verhiltnissen der kleineren oder
grofleren Teilchen dieser Korper sind, dabei sich in dem
Inneren jener Teilchen selbst nichts #ndert. Aber wie
mochte man nicht bemerken, dafl man bei dieser Erklirung
in einen Widerspruch verfalle? Denn koénnte sich in den
einfachen Substanzen selbst (in ihrem Inneren)nichts 4ndern:
wodurch nur kénnten Veridnderungen in ihren 6rtlichen Ver-
hiltnissen untereinander bewirkt werden, und welche Folgen
sollten diese bloff auleren Veranderungen haben, zu welchen
Zwecken sollten sie dienen, und woran sollten sie ‘auch nur
erkannt werden kénnen? Auf alle diese Fragen liafit sich
nur verniinftig antworten, wenn wir den einfachen Sub-
stanzen — nimlich denjenigen, welche nicht allvollkommen
sind, also der Krifte mehrere, als sie schon haben, an-
nehmen kénnen — eben deshalb die Fihigkeit einer Ver-
dnderung durch gegenseitiges Einwirken aufeinander zu-
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gestehen, und ihre Orte als diejenigen Bestimmungen an
denselben betrachten, welche den Grund enthalten, warum
sie bei dem Besitze gerade dieses Mafles von Kriften in
einem gegebenen Zeitraume gerade diese und nicht eine
groflere oder geringere Veridnderung die eine in der anderen
bewirken. Nur unter dieser, auch dem gemeinen Menschen-
verstande so einleuchtenden Voraussetzung verschwindet
jeder Widerspruch in der Lehre vom Weltall, und es be-
darf nur, uns tiiber einige, fast schon veraltete Schul-
meinungen zu erheben, um alles im Einklang zu finden.

§ 51.

1. Die erste dieser Schulmeinungen, die wir aufgeben
miissen, ist die von den ilteren Physikern erdachte tote
oder bloff trige Materie, deren einfache Teile, wenn sie
ja solche hat, einander alle gleich und ewig unverinder-
lich, gar keine eigenen Krifte, es wire denn die sogenannte
Kraft der Tragheit allein, besitzen sollen. Was immer
wirklich ist, das muf} ja auch wirken, und somit Krifte
zum Wirken haben., Eine beschrinkte Substanz aber,
die eben deshalb auch verinderlich ist, kann allerdings
keine Kraft, die ihrer Natur hach keine Verinderung in
ihrem Wirken zuliee, also iusonderheit keine Kraft des
Schaffens, sondern sie mufl blole Verinderungskrifte
besitzen, die Ubrigens entweder immanent, wie die Kraft
des Empfindens, oder transient, wie die Bewegkraft,
sein konnen.

Immerhin mag es uns, nach wie vor, verstattet bleiben,
um den Erfolg, welcher aus einer gewissen Verbindung
mehrerer Korper hervorgehen werde, allmihlich mit hin-
reichender Genauigkeit beurteilen zu lernen, uns den Fall
anfangs weit einfacher vorzustellen und statt der unend-
lichen Menge von Kriften, die in Wahrheit hier zusammen-
wirken, nur das Vorhandensein einiger wenigen anzunehmen,
ja tberhaupt uns Korper und Beschaffenheiten derselben
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zu denken, die in der Wirklichkeit gar nicht vorhanden
sind, um zu bestimmen, was diese hervorbringen wiirden.
Nur diirfen wir nicht, ohne die Sache erst eigens erwogen
zu haben, voraussetzen, dafl der Erfolg, der sich in diesem
erdichteten Falle einstellen miifte, auch mit demjenigen,
der in der Wirklichkeit eintreten wird, bis auf einen ge-
wissen Grad ibereinstimmen werde. Die Auflerachtsetzung
dieser Vorsicht hat manches beriihmte Paradoxon ver-
schuldet, wie wir noch sehen werden.

§ 52.

2. Ein anderes Vorurteil der Schule ist es, dafi jede
Annahme einer unmittelbaren Einwirkung einer
Substanz auf eine andere in der Wissenschaft un-
erlaubt sei. Wahr ist nur, daff wir nie, ohne es erst er-
wiesen zu haben, voraussetzen diirfen, eine gewisse Ein-
wirkung erfolge unmittelbar; wahr ist es, daff alles wissen-
schaftliche Studium aufhdren wiirde, wollten wir jede uns
vorkommeénde Erscheinung damit erkliren, daf wir nur
sprichen, sie werde unmittelbar erzeugt. Allein wir gehen
offenbar zu weit und verfallen in einen neuen, gleichfalls
sehr nachteiligen Irrtum, wenn wir jede Einwirkung, die
eine Substanz auf eine andere ausiiben soll, fiir eine blo§
mittelbare erkliren, somit gar kein unmittelbares Wirken
irgendwo zulassen wollen. Denn wie nur kénnte ein mittel-
bares Wirken zustande kommen, wenn es kein unmittelbares
gdbe? Da dies einleuchtend genug ist, so wollen wir uns
hierbei nicht linger aufhalten, sondern uns nur begniigen
zu sagen, wie merkwiirdig es sei, dafl ein so grofier und so
umsichtiger Denker wie Leibniz nur eben aus diesem An-
lasse, weil ihm kein Mittel bekannt war, wodurch Sub-
stanzen, die einfach sind, aufeinander sollten einwirken
konnen, auf jene ungliickliche Hypothese der prista-
bilierten Harmonie verfiel, ‘'welche sein ganzes sonst so
schones System der Kosmologie verunstaltet.
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§ 53

3. Mit diesem Vorurteile innigst zusammenhingend und
damit schon von selbst widerlegt, ist jenes noch viel éltere,
es sei keine (namlich keine unmittelbare) Einwirkung einer
Substanz auf eine andere, in der Ferne von ihr befind-
liche moglich. Im schroffsten Widerspruche mit dieser Vor-
stellung behaupte ich vielmehr, dafl jede Einwirkung einer
(im Raume befindlichen, also beschriankten) Substanz auf
eine andere eine actio in distans sei; aus dem ganz ein-
fachen Grunde, weil je zwei verschiedene Substanzen in
jedem Augenblicke auch zwei verschiedene einfache Orte
einnehmen, also eine Entfernung zwischen sich haben
miissen. Den scheinbaren Widerspruch, der zwischen dieser
und einer anderen unserer Behauptungen liegt, dafl der Raum
stetig erfiillt sein soll, habe ich schon oben besprochen.

§ 54-

4. Hiermit verstoflen wir aber freilich auch gegen ein
anderes Vorurteil der Schulen neuerer Zeit, die ein Durch-
dringen der Substanzen, namentlich in jeder chemischen
Verbindung eiblicken wollen. Jede Moglichkeit eines solchen
Durchdringens leugne ich unbedingt; weil es, soviel ich
einsehe, schon in dem Begriffe eines einfachen Ortes
(oder Punktes) liegt, dafl er ein Ort sei, der nur eine ein-
zige (einfache) Substanz beherbergen kann. Wo zwei Atome
sind, sind auch zwei Orte. Aus unserer schon mehrmal
wiederholten Erklarung vom Raume ergibt es sich gleich-
falls unmittelbar, dafl nur die Grofle, welche die Entfernung
zweier aufeinander wirkender Atome hat, die Grofie der
Veranderung bestimme, welche sie innerhalb einer gegebenen
Zeitdauer ineinander bewirken. Kdnnten zwei oder mehrere
Substanzen durch eine, auch noch so kurze Zéit in einem
und demselben Orte sein, so wire die Grofle ihres gegen-
seitigen Einwirkens in dieser Zeit absolut unbestimmbar;
und wire ‘es auch nur ein einziger Augenblick, so wire ihr
Zustand in demselben nicht zu bestimmen.

Bolzano, Paradoxien des Unendlichen. 8
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§ 55.

5. Doch seit Descartes erhob sich noch ein neues
Vorurteil in den Schulen. Indem er (wohl aus sehr 1&b-
licher Absicht) den Unterschied zwischen denkenden und
nichtdenkenden Substanzen (Geist und Materie, wie
" er sie nannte) nicht hoch genug glaubte ansetzen zu konnen,
verfiel er auf jene dem gemeinen Menschenverstande so
auffallende, ja fast undenkbare Behauptung, dafl ein gei-
stiges Wesen nicht nur nicht als ein ausgedehntes, d. h.
aus Teilen bestehendes, sondern nicht einmal als irgendein
im Raume befindliches, also auch nur einen einzigen Punkt
im Raume durch seine Gegenwart erfiillendes Wesen an-
gesehen werden dirfe. Da nun in spiterer Zeit Kant gar
so weit ging, den Raum (nicht minder wie die Zeit) fiir
ein paar blofle Formen unserer Sinnlichkeit zu erkliren,
denen kein Gegenstand an sich entspreche; da er zwei
Welten, eine intelligible der Geister- und eine Sinnen-
welt, einander geradezu entgegensetzte: so ist es nicht zu
bewundern, wenn sich das Vorurteil von der Unriumlich-
keit der geistigen Wesen in Deutschland wenigstens so tief
festsetzte, daB es bis auf den heltigen Tag in unseren
Schulen noch besteht. Hinsichtlich der Griinde, durch die
ich dieses Vorurteil bekdmpft zu haben glaube, muf§ ich
auf andere Schriften, vornehmlich auf die Wissenschafts-
lehre und Athanasia verweisen. So viel wird jeder zu-
gestehen miissen, dafl die von mir aufgestellte Ansiclit,
zufolge der sich alle geschaffenen Substanzen aus einem
gemeinschaftlichen Grunde -wie in der Zeit so auch im
Raume -befinden miissen, und aller Unterschied in ihren
Kriften ein blofler Gradunterschied ist, sich. schon durch
ihre Einfachheit vor jeder anderen, die man bis jetzt ge-
kannt, empfehle.

§ 56—.
- 6. Bei dieser Ansicht fillt auch das grofie Paradoxon
hinweg, das man bisher noch immer in der Verbindung
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zwischen den geistigen und materiellen Substanzen
gefunden. Wie die Materie auf den Geist und hinwieder
dieser auf jene einwirken kénne, wenn beide so ungleich-
artig waren, bat man fiir ein uns Menschen unerforschliches
Geheimnis erklidrt. Aus den obigen Ansichten aber ergibt
sich, dafi diese gegenseitige Einwirkung, teilweise wenig-
stens, eine unmittelbare sein misse, insofern also gewifl
nichts uns Geheimes und Verborgenes an sich haben kénne;
womit wir jedoch allerdings nicht gesagt haben . wollen,
dafl es nicht sehr viel Wissens- und Forschenswiirdiges in
demjenigen Teile dieser Einwirkungen gibe, welche auf
irgendeine Weise, besonders durch Organismen ver-
mittelt werden.

§ 57.

7. Ersann man sich vor alters Substanzen ‘ohne
Krafte, so wollte die neuere Zeit umgekehrt aus blofien
Kriften ohne Substanzen das Weltall kounstruieren.
Der Umstand, dafl jede Substanz ihr Dasein uns nicht
anders kundgebe als durch ihre Wirkungen, somit durch
die Krifte, war es ohne Zweifel, der die irrige Erklirung
des Begriffes einer Substanz, dafi sie ein Inbegriff von
blo8en Kriften wire, veranlat hatte. Und das grob-
sinnliche Bild, auf welches die Etymologie der Worte:
Substanz, Substrat, Subjekt, Trager u. dgl. hinweisen,
schien einen klaren Beweis zu liefern, daffi die allgemein
herrschende Lehre, zum Dasein einer Substanz bediirfe es-
doch eines eigenen Etwas, dem jene Krifte als Be-
schaffenheiten desselben angehdren, eine blofle Tiu-
schung der Sinnlichkeit sei; denn eines Trigers, einer
Unterlage in des Wortes eigentlichem Sinne bedarf es
hier ganz gewif§ nicht. Aber miissen wir denn bei dieser
sinnlichen Auslegung bleiben? Jedes beliebige Etwas, selbst
den bloflen Begriff des Nichts missen wir doch als einen
Gegenstand betrachten, dem nicht blof eine, sondern ein
ganzer Inbegriff unendlich vieler Beschaffenheiten zukommt.

8%
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Denken wir deshalb wohl jedes beliebige Etwas als einen
-Trager im eigentlichen Sinne? Sicherlich nicht! Wenn wir
uns aber ein Etwas mit der Bestimmung denken, dafi es
ein Wirkliches und ein solches Wirkliches sei, das keine
Beschaffenheit von einem anderen Wirklichen ist, dann
fassen wir es unter dem Begriffe einer Substanz nach
der rechten Erklirung des Wortes auf. Und solcher Sub-
stanzen gibt es, aufler der einen unerschaffenen, eine un-
endliche Menge geschaffener. Kréfte nennen wir dem
herrschenden Sprachgebrauch zufolge alle diejenigen Be-
schaffenheiten dieser Substanzen, die wir als nichsten (d. h.
unmittelbaren) Grund irgendeines anderen in oder aufler-
halb der es bewirkenden Substanz voraussetzen miissen.
Eine Kraft, die sich an keiner Substanz als Beschaffenheit
derselben befinde, wire eben deshalb, weil sie als Ursache
doch etwas Wirkliches, sonach ein Wirkliches sein miifite,
das sich an keinem anderen Wirklichen befindet, nicht
eine blofle Kraft, sondern schon eine fiir sich selbst be-
stehende Substanz zu nennen.

§ 58.

Dafi keine Stufe des Daseins die hochste, keine
die niedrigste in Gottes Schopfung sei; dafl es ferner
auf jeder, auch noch so hohen Stufe, zu jeder auch noch
so frithen Zeit Geschépfe gegeben habe, die durch ihr
schnelles Fortschreiten bereits auf diese Stufe sich empor-
geschwungen haben; dafl es aber auch auf jeder, noch so
niedrigen Stufe und zu jeder noch so spiten Zeit Geschépfe
geben werde, die sich trotz ihrem steten Fortschreiten jetzt
erst auf dieser Stufe befinden — diese Paradoxa bediirfen
nach allem, was wir {iber #hnliche Verhiltnisse (§ 38f.) bei
Zeit und Raum erwéhnt, keiner weiteren Rechtfertigung.

§ 59.

Viel anstfiiger lautet jedoch das Paradoxon: jes
konne trotzdem, dafl der gesamte unendliche Raum
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des Weltalls iiberall und zu allen Zeiten in der Art er-
fillt ist mit Substanzen, dafl auch kein einziger Punkt nur
einen Augenblick ohne eine ihm innewohnende Substanz
ist, und auch kein einziger Punkt zwei oder mehrere be-
herbergt — doch eine unendliche Menge verschiedener
Grade der Dichtigkeit geben, mit welcher verschiedene
Teile des Raumes zu verschiedenen Zeiten erfillt sind,
dergestalt, dafl dieselbe Menge von Substanzen, welche in
diesem Augenblicke z. B. diesen Kubikschuh ausfillt, zu
einer anderen Zeit durch einen millionenmal gréfleren Raum
verbreitet sein mochte, und wieder zu einer anderen in
einen tausendmal kleineren zusammengedringt sein werde,
ohne dafi bei der Ausbreitung irgendein Punkt in dem
groferen Raume leer stand, noch bei der Verdichtung
irgendein Punkt in dem kleineren Raume zwei oder mehr
Atome aufzunehmen brauche.”

Dafi ich hiermit etwas behaupte, das in den Augen der
meisten Physiker bis jetzt als eine Ungereimtheit erscheint,
weif) ich recht wohl. Denn eben nur, weil sie vermeinen,
daB sich das Faktum der ungleichen Dichtigkeit der
Korper mit der Voraussetzung eines stetig erfiillten Raumes
nicht vereinigen lasse, nehmen sie eine Art Porositit als
allgemeine Eigenschaft aller Korper, ‘auch selbst derjenigen
an, bei denen (wie bei den Gasen und dem Ather) nicht
die geringste Beobachtung dafir spricht, und in diesen
Poren, deren groflere insgemein mit Gasen erfiillt sein
_sollen, also eigentlich nur in den nie gesehenen Poren der
Fliissigkeiten nehmen die Physiker auch noch bis jetzt ihr
sogenanntes vacuum dispertitum, d. 1. gewisse leere Riume
in solcher Menge und Ausdehnung an, dafl kaum der
billionste Teil eines mit blofem Ather erfiillten Raumes
wahre Materie enthilt. Gleichwohl hoffe ich, dal es allen
denjenigen, welche das in den §§ 2o ff. Gesagte gehorig in
Erwédgung zogen, klar genug sein werde, wonach es so
ganz und gar nichts Unmoégliches enthalte, dafi sich die-
selbe (unendliche) Menge von Atomen bald durch einen
groBeren Raum verbreite, bald wieder in einen kleineren
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zusammenziehe, ohne daff in dem ersten Falle auch nur
ein einziger Punkt in jenem Raume verlassen dastehe, im
zweiten auch nur ein einziger Punkt zwei Atome aufnehmen
miifite.

§ 6o.

Und nun diirfte man kaum viel Anstoff nehmen an einer
Behauptung (die ohnehin auch in der #lteren Metaphysik,
in der Lehre de nexu cosmico, schon aufgestellt wurde), dafi
jede Substanz in der Welt mit jeder anderen in stetem
‘Wechselverkehr stehe, doch - so, dafl die Verdnderung,
welche die eine in der anderen bewirkt, um so geringer
wird, je groBler der zwischen ihnen liegende Abstand; und
dafl das Gesamtergebnis des Einflusses aller auf
jede einzelne eine Verinderung ist, die — abgeschen:
von dem Falle, wo ein unmittelbares Einwirken Gottes
statt hat — nach dem bekannten Gesetze der Stetig-
keit vorgeht; weil eine Abweichung von diesem letzteren
eine Kraft fordert, die im Vergleiche mit einer stetigen
unendlich grofl sein miifite.

§ 61.

So leicht auch die schon in der ersten Ausgabe der
Athanasia (1829) aufgestellte Lehre von den herrschen-
den Substanzen aus blofilen Begriffen sich ableiten laft,
so wird man doch auch in ihr Paradoxien erblicken, wes-
halb es nétig ist, sie mit einigen Worten hier zu er-
wihnen.

Ich gehe nimlich (a.a.0.) von dem Gedanken aus, daff
es, weil doch bekanntlich zwischen je zwei Substanzen im.
Weltall zu jeder Zeit irgendein Unterschied von endlicher
Grofle stattfinden muf}, zu jeder Zeit auch Substanzen gibe,
die in ihren Kriften bereits so herangewachsen sind, dafi
sie eine Art von Ubermacht tiber alle in einem, sei es auch
noch so kleinem Umfange, um sie herum liegenden Sub-
stanzen austiben. — Es wire ein Irrtum, der diese Annahme
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sogleich in den Verdacht eines inneren Widerspruches
brichte, wollte sich jemand vorstellen, dafi solch eine
herrschende Substanz Krifte besitzen miisse, welche die
der beherrschten um ein Unendliches tbertreffen. Aber
so ist es keineswegs. Denn setzen wir, in einem Raume
von endlicher Grofile, z. B. in dem einer Kugel, befinde
sich (etwa im Mittelpunkte derselben) eine Substanz, die
in ibren Kriften jede der tibrigen in einem endlichen Ver-
hiltnisse iiberragt, wie es z. B. wére, wenn jede der letzteren
etwa nur halb so stark wire als sie. Obgleich nun gar
nicht bezweifelt werden kann, daf§ die Gesamtwirkung dieser
unendlich vielen schwicheren Substanzen dort, wo sie zu-
fallig sich in ihrer Titigkeit vereinen (wie z. B. nach dem,
was wir bald héren werden, bei ihrem Bestreben zur An-
niherung an einen Zentralkérper zu geschehen pflegt), die
Wirksamkeit der einen stirkeren unendlichemal iiberwiegt:
so kann und mufl es doch andere Fille geben, wo jene
Kréfte nicht eben nach demselben Ziele streben, nament-
lich mufl, wenn wir blofl jene Einwirkung jetzt ins Auge
fassen wollen, die eine jede der in dem Raume befindlichen
Substanzen fiir sich allein auf eine jede andere ausiibt und
von ihr gegenseitig erfihrt — in der Regel gesagt werden
konnen, dafi dieses gegenseitige Einwirken auf Seite der
stirkeren Substanz in demselben Verhiltnisse mit ihrer
Stirke das stirkere sei. In diesem Beispiele also wird die
Substanz, die wir als wenigstens doppelt so stark denn
jede ihrer benachbarten annehmén, auf jede derselben
wenigstens doppelt so stark einwirken, als diese auf sie
riickwirken. Und das nur ist es, was wir uns denken,
wenn wir sagen, dafl sie die anderen beherrsche.

§ 62.

Allein, sagt vielleicht jemand, wenn sich die Sache nur
so verhilt, dann muff man nicht blof§ in einigen, sondern
in jedem, auch noch so kleinen Raume, ja in jedem be-
liebigen Inbegriffe von Atomen einen herrschenden antreffen;
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denn einen stirksten mufl es wohl ebenso, wie einen
schwichsten Atom in jedem Inbegriffe mehrere geben.
Ich hoffe jedoch, dafl keiner meiner Leser der Belehrung
-bediirfe, dafl dieses héchstens von endlichen Mengen gelte,
dafl aber dort, wo eine unendliche Menge sich befindet,
jedes Glied .noch ein grofleres iiber (oder ein kleineres
unter) sich haben koénne, ohne dafi gleichwohl irgendeines
derselben eine gegebene endliche Gréfle iiberschreitet (oder
auch unter sie herabsinkt).

§ 63.

Diese herrschenden Substanzen, die also schon ihrem
Begriffe nach in jedem endlichen Raume nur in endlicher
Menge, aber jede umgeben mit einer bald gré8eren bald
kleineren Hille blof8 dienender Substanzen auftreten, sind
es nun, welche vereinigt in Haufen von endlicher Grofie
das bilden, was wir die mannigfaltigen in der Welt vor-
kommenden Koérper (gasférmigen sowohl als tropfbar
fliissigen, festen, organischen usw.) nennen. Im Gegensatze
mit ihnen nenne ich den ganzen noch iibrigen Weltstoff,
der, ohne ausgezeichnete Atome zu besitzen, alle noch sonst-
wo vorhandenen Riume erfillt und somit alle Kdrper der
Welt verbindet, den Ather. Es ist hier nicht der Ort,
auseinanderzusetzen, wie manche bisher nur unvollkommen
oder noch gar nicht erklirte Erscheinung sich aus der bis-
herigen Annahme (wenm man sie ja nur als Annahme zu-
lassen will) mit grofler Leichtigkeit erklire. Nur ein paar
Andeutungen, welche durch scheinbare Widerspriiche auf-
gehellt werden, muf§ ich mir gemiB dem Zwecke dieser
Schrift erlauben.

Unterscheiden sich alle geschaffenen Subsfanzen unter-
einander nur durch den Grad ihrer Krifte, muf} also jeder
irgendein, sei es auch noch so geringer Grad der Emp-
findung eingerdumt werden, und wirken alle auf alle: so
ist nichts begreiflicher, als daB fir jede zwei, wie immer
geartete, um so gewisser fiir je zwei ausgezeichnete Sub-
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stanzen nicht eine.jede Entfernung als ihnen gleich-
genehm (gleichwohltuend fir sie) erscheine; weil von der
Grofle der Entfernung die Gréfile der Einwirkungen, die sie
ausiiben sowohl als auch erleiden, abhingt. Ist die Ent-
fernung, in der sie sich eben befinden, grofler als es der
einen genehm ist: so wird sich bei ihr ein Bestreben, diese
Entfernung zu kiirzen, also ein sogenanntes Anziehen, im
entgegengesetzten Falle aber Abstofien einstellen. Weder
jenes noch dieses miissen wir uns immer beiderseitig, um
so weniger immer von dem Erfolge einer wirklichen Orts-
verinderung begleitet denken: wohl aber diirfen wir als
sicher annehmen, daf} es fir je zwei Substanzen im Welt-
all eine Euntfernung gibe, grofl genug, daf§ fiir diese und
alle grofleren ein beiderseitiges Anziehen, und ebenso auch
eine Entfernung klein genug, daf} fir sie und alle kleineren
ein beiderseitiges Abstoflen statt hat. Wie sehr sich aber
auch die Grofe der hier besprochenen zwei Entfernungen,
welche die Grenzen des Anziehens und Abstoflens fir zwei
gegebene Substanzen sind, mit der Zeit nicht nur nach der
Beschaffenheit dieser Substanzen selbst, sondern auch nach
der Beschaffenheit der in ihrer ganzen Umgegend liegen-
den Nachbarsubstanzen idndern mag: so ist doch unstreitig,
daf} aller EinfluBl, den zwei Substanzen unter {ibrigens &hn-
lichen Umstinden aufeinander ausiiben, mit der Zunahme
ihrer Entfernung voneinander sich vermindern miisse; schon
aus dem Grunde, weil auch die Menge derer, welche in
gleicher Entfernung Platz greifen kénnten und einen An-
spruch auf dieselbe Einwirkung hitten, wie das Quadrat
jener Entfernung zunimmt. Da ferner das Ubergewicht,
das jede ausgezeichnete Substanz iiber eine blofi dienende
hat, stets nur eine endliche Grofle ersteigt, wogegen die
Menge der letzteren in jedem Raume jene der ersteren
unendlichemal tbertrifft: so begreift sich, daf} die Grofle
der Anziehung, welche die siamtlichen, in einem gegebenen
Raume befindlichen Substanzen auf einen, auflerhalb ge-
legenen Atom ausiiben, wenn die Entfernung desselben eine
hinldngliche Grofie erreicht hat, nahezu eben die nimliche
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ist, welche auch dann stattfinde, wenn jener Raum gar
keine ausgezeichneten Substanzen, sondern nur eine gleich
grofle Menge gemeiner Atome enthielte. Dies mit dem
Fritheren verbunden, fithrt zu dem wichtigen Schluflsatze,
dafl zwischen allen Kérpern, wenn ihre Entfernung
voneinander erst eine hinreichende Grofle besitzt,
eine-Kraft der Anziehung bestehe, die sich gerade
wie die Summe ihrer Massen (d. h. die Menge ihrer
Atome), und umgekehrt wie das Quadrat ihrer Ent-
fernung verhilt. Daffi dieses Gesetz im Weltall beob-.
achtet werde, leugnet kein Physiker noch Astronom in
unseren Tagen; wie schwer es sich aber mit der gewohn-
lichen Ansicht von der Beschaffenheit der Elementarteile
der verschiedenen Korper vertrage, scheint man noch selten
bedacht zu haben. Verhielte es sich namlich wirklich nur
so, wie man die Sache bisher gemeiniglich darstellt, daf}
jene 55 und mehr einfache Stoffe, die unsere Chemiker
auf Erden kennengelernt haben, die Masse ‘der sidmtlichen
hier anzutreffenden Korper in der Art bildeten, dafl jeder
eigentlich nichts anderes als ein bloBer Inbegriff von Atomen
des einen oder des anderen oder etlicher dieser Stoffe zu-
sammen wire, so dafl z. B, das Gold ein blofler Inbegriff
von lauter Goldatomen, der Schwefel ein Inbegriff von
lauter Schwefelatomen wére usw.: dann erklire mir, wer
es vermag, woher es komme, dafl Stoffe, die so verschieden
in ihren Kriften, namentlich in dem Grade ihrer gegen-
- seitigen Anziehungen sich verhalten, in ihrem Gewichte
gleichwohl einander durchgingig gleichen, d. h. dafi ihre
Gewichte sich wie ihre Massen verhalten. Denn daff dieses
stattfinde, beweist unmittelbar die bekannte Erfahrung, daf§
Kugeln von jedem beliebigen Stoffe, wenn sie von gleichem
Gewichte sind, beim Anstofile gegeneinander sich genau so
verhalten, wie Koérper von gleicher Masse es.tun miissen,
also z B. bei gleicher Geschwindigkeit (wiefern die Ein-
wirkung der Elastizitdt beseitigt oder Rechnung von ihr
getragen wird) einander zur Ruhe bringen. Nehmen wir
aber an, daf§ alle Korper eigentlich aus nichts anderem als
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aus einer unendlichen Menge von Ather bestehen, in welchem
eine gegen diese Menge ganz verschwindende Anzahl von
ausgezeichneten Atomen sich befindet, deren Krifte die
eines Atheratoms nur endlichemal iiberragen: so begreift
man, dafy die Kraft der Anziehung, die diese Korper von
seiten des ganzen Erdballs erfahren, durch die geringe Zahl
jener ausgezeichneten Atome in keinem Falle merklich er-
hoht werden konne, dafi ihr Gewicht somit nur ihrer ganzen
Masse proportional sein miisse. Doch es fehlt auch schon
jetzt nicht an Physikern, welche den Wirmestoff (also im
Grunde den nimlichen Stoff, den ich selbst mit dem Ather
identifiziere) als eine Flissigkeit betrachten, die sich in
allen Korpern befinde und nie ganz aus denselben sich
austreiben lasse. Hitten sie also nicht ungliicklicherweise
die Vorstellung aufgefaBt, dafl dieser Wiarmestoff impon-
derabel wire, und hitten sie sich erhoben zu der Ansicht,
daf§ die Menge der Atome, die jedem besonderen Kérper
noch nebst dem Wirmestoffe beiwohnt, gegen diesen eine
verschwindende sei (und wie nahe waren sie auch nicht
hieran, wenn sie zuweilen verlangten, dafl man die ersteren
sich getrennt voneinander durch Entfernungen: zu denken
habe, die im Vergleiche zu ihren Durchmessern unendlich
grof'sind): so wire ihnen wohl bald véllig klar geworden,
dafl nur eben dieser ihr Wirmestoff es sei, der das Ge-
wicht aller Koérper bestimmt.

§ 64.

Leicht zu erachten ist, dafl jene Herrschaft, die eine
ausgezeichnete Substanz tber ihre nichste Umgebung aus-
ibt, wenn in nichts anderem, wenigstens in einer gewissen
starkeren Anziehung ihrer Nachbaratome besteht, infolge-
dessen sich diese dichter, als es sonst wire, um sie
herum und aneinander gedringt finden, und eben deshalb
ein Bestreben haben, sich bei gegebener Gelegenheit wie-
der von diesem Anziehungspunkte sowohl als untereinander
etwas weiter zu entfernen, also einander abstoBien; eine
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Sache, auf die so viele Erfahrungen deuten, zu deren Er-
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