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IV.

UBER HALTUNG, RICHTUNG, KRUMMUNG
UND SCHNORKELUNG BEI LINIEN
sowohl als Fldchen sammt einigen verwandten Begriffen

VORWORT

Unter denjenigen Lehren der Raumwissenschaft, von denen man
allgemein zugibt, daB} ihre Darstellung noch grole Méangel und Unvoll-
kommenheiten hat, diirfte es nichst der Lehre von den Parallelen,
dem Satze von den drei Dimensionen des Raumes und den drei
Problemen, welche die Rectification der Curven, die Compla-
nation der IFlachen und die Cubirung der Korper betreffen;
— wohl keinen Gegenstand geben, der noch so viel zu wiinschen iibrig
lieBe, als die Lehre von der Haltung, Richtung, Kriimmung
und Schnoérkelung der Linien sowohl als Flachen. Denn dal}
man fiir die zwei Begriffe, die ich hier mit den Worten Haltung und
Schnorkelung bezeichne, nicht einmal noch eine Benennung gehabt,
wird man mir ohne Widerspruch zugestehen: allein wie Vieles fehlt,
daB auch nur derjenige Begriff, welchen man unter dem Worte Kriim-
mung verbindet und am Ausfiihrlichsten betrachtet hat, gehorig auf-
gehellt ware.%®) Und nicht bloB dem Begriffe mangelt noch Deutlich-
keit: auch in der Art, wie man die Kriimmung namentlich bei Linien
von sogenannter doppelter Krimmung bestimmt, liegt etwas
ganz Willkiirliches, ja Falsches. Denn durch den Kreis, den man uns als
ihren angeblichen Krimmungskreis, d. L. als diejenige Linie dar-
stellt, die in allen ihren Puncten die namliche Kriimmung besitzen soll,
welche die Curve in einem Puncte hat, wird jene Eigenthiimlichkeit,
die diese Kriimmung gerade darum hat, weil sie nicht eine einfache,
sondern doppelte Kriimmung ist, d. h. weil auch das kleinste Stiick
der Curve in keiner Ebene liegt, so wenig ausgedriickt, als etwa die
Natur der Kriimmung einer Linie von einfacher Kriimmung durch eine
sie berithrende Gerade ausgedriickt wiirde, d. h. gar nicht.®®) Was
endlich den schon von Newton gemachten Vorschlag anlangt, die
Aenderung (Zu- oder Abnahme), die eine Curve in ihrer Kriimmung
erfahrt, durch eine sie osculirende Parabel zu bestimmen, dieser Vor-
schlag, der seitdem noch durch keinen besseren verdringt worden ist,
war — wenn ich aufrichtig gestehen soll, wie es mir vorkommt — ein
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ganz verungliickter Gedanke. Denn sollen wir die Art, wie die Kriim-
mung einer Linie in einem gegebenen Puncte zu- oder abnehme, durch
eine andere Linie bestimmen, so haben wir dabei offenbar nur den
Zweck, die Art jener Zu- oder Abnahme durch diese andere Linie an-
schaulicher zu machen. Wir sollten sonach eine Linie wihlen, in welcher
diese Zu- oder Abnahme bestindig dieselbe verbleibt. Diese Bedingung
aber erfiillt nicht eine einzige parabolische Linie, sondern (unter den
Linien von einfacher Kriimmung) offenbar nur die logarithmische
Spirale.%?)

Viel schlimmer als mit den Linien steht es begreiflich und zuge-
standenermaflen noch mit der Lehre von der Krimmung der Flachen,
welche der eine Geometer auf diese, der andere auf jene Weise behan-
delt.%8)

Betreffend nun das erste unter den drei gleich eingangs erwahnten
Desideraten der Geometrie, nimlich die Theorie der Parallelen:
s0 mag es mir gegenwirtig wohl schon erlaubt seyn mit einiger Zuver-
sicht zu sagen: die hier obwaltende Schwierigkeit hatte ich in meiner
ersten im J. 1304 erschienenen Schrift: Betrachtungen iiber einige
Gegenstinde der Elementargeometrie*) (in der ersten Abth.)
behoben. Denn daBl das 11. Axiom Euklids erwiesen ist, sobald sich die
Lehre von der Aehnlichkeit der Dreiecke auf eine von jenem Axiom
ganz unabhingige Art erweisen laf3t, wird kein Mathematiker in Abrede
stellen. Wer ferner den Unterschied zwischen Beweisen, die eine blofle
Gewilmachung sind, und zwischen solchen, die eine objective Be-
grindung, nicht nur das §7:, sondern auch das didre liefern sollen,
nur einigermaflen verstehet, wird anerkennen, dafl wir eines Beweises
der ersteren Art fiir jenes Axiom gar nicht bediirfen, weil ja doch kein
Verniinftiger die Wahrheit des hier in Rede stehenden Satzes bezwei-
felte und bezweifelt, daB3 es sich also hier blo um eine objective Be-
grimdung desselben handle. Ein solcher wird auch einsehen, dal3 wenn
irgend eine Ableitung jenes Axioms den Namen einer objectiven Begriin-
dung desselben verdient, so sey es die von mir angegebene, die das Zu-
sammengesetztere stets aus dem Einfacheren folgert. Dafl endlich in
Absicht auf die Lehre von der Aehnlichkeit die allgemeine Wahrheit
fest steht, dall alle Dinge, deren bestimmende Stiicke einander dhnlich
sind, selbst dhnlich seyn miissen; woraus sich dann nicht nur die zur
Begriindung der Parallelentheorie nothigen Lehrsitze von der Aehnlich-
keit der Dreiecke, sondern noch tausend andere Lehrsitze von der
Aehnlichkeit geometrischer Objecte mit der groBten Leichtigkeit und

*) In Commission bei Kronberger und Rziwnac in Prag.
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wie die Folge aus ihrem Grunde ergeben: liegt mir zu deutlich vor, als
daB ich daran noch ferner zweifeln konnte. '

Was gegen meine Beweisart von Andern vorgebracht worden ist,
wie: ,,In der Mathematik soll man nicht aus Begriffen, sondern aus
Grundanschauungen schlieffen: dergleichen Dreiecke, wie der Vf. sie
annimmt (die nur aus drei mit geraden Linien verbundenen Puncten be-
stehen), wollen wir nicht‘; u. d. gl. — war viel zu seicht, um mich in
meinen Uiberzeugungen zu erschiittern.

Einen Versuch, die Lehre von den drei Dimensionen des
Raumes auf eine objective Art zu begriinden, worin das zweite
oben erwiahnte Desideratum der Geometrie bestehet, — diesen gleich-
falls nicht erst vor Kurzem, sondern vor neun und zwanzig Jahren be-
reits erdachten und seitdem oft gepriiften Versuch habe ich der ver-
ehrten Gesellschaft vor einigen Monaten vorgelegt, und um ihr Gutach-
ten ersucht, welches nicht ungiinstig ausfiel. Der hier gefiihrte Beweis
ist von der Art, dafl mittelst der darin erwiesenen Vordersitze noch
viele andere Lehren der Geometrie, deren fehlerhaften Beweis man bisher
weniger beachtet hat, oder die auch noch gar nicht aufgestellt worden
sind, ihre objective Begriindung finden.

Mit meinem Versuche iiber das dritte der oben bezeichneten geo-
metrischen Desiderata habe ich in der Schrift: Die drei Probleme
der Rectification, der Complanation und der Cubirung, ohne
Betrachtung des unendlich Kleinen, ohne die Annahme des
Archimedes und ohne irgend eine nicht streng erweisliche
Voraussetzung gelost; zugleich als Probe einer ganzlichen
Umstaltung der Raumwissenschaft allen Mathematikern zur
Priiffung vorgelegt (Leipzig, b. P. G. Kummer) — bereits im J. 1817
hervorzutreten gewagt. Auch hier ist mir noch von Niemand ein Fehl-
schlu nachgewiesen, ja auch nur vorgeriickt worden*); sondern man

*) Ein FehlschluB, ja eine vollige ,,Erschleichung* des Zuerweisenden wird
mir — (ich rede hier bloB von meinen mathematischen Schriften; bei andern ist es
freilich ein anderes gewesen!) — in meinem Leben zum erstenmale vorgeworfen
von einem ,,Berliner Recensenten‘ und zwar soll diese Erschleichung sich
befinden in der Schrift ,,Versuch einer objectiven Begriindung der Lehre
von der Zusammensetzung der Kriafte' (Prag 1842, in Com. b. Kronberger
u. Rziwnac), wo ich (§ 52) drei in einerlei Geraden liegende und einander das
Gleichgewicht haltende Krifte x, y, 2z, oder (was eben so viel ist) drei sie vor-
stellende Gerade oder auch nur GréBen tiberhaupt betrachte, und nachdem ich
§ 50 bewiesen, daf} unter solchen Umstiinden: erstens jede der drei GroBen z, y, z

. . . . . z
durch die beiden andern bestimmt sei, so zwar, daf} das Verhiltni — schon
x

durch das Verhiltnif3 y—bestimmt ist. daB} zweitens die Ordnung, in der man
r
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hat sich begniiget bloB zu sagen, dal die hier aufgestellten Erklarungen
von Linie, Flache, Korper, Linge u. s. w. entbehrlich, ja licherlich
waren, aus dem merkwiirdigen Grunde, weil ja ein Jeder schon wisse,
was fiir Begriffe man mit diesen Worten verbinde! Man hat sich ferner
geiirgert, daB ich die archimedischen und andere #hnliche Voraussetzun-
gen nicht als echte Grundsitze will gelten lassen, da sie ja doch so
einleuchtend wiren. Man hat also nur zu erkennen gegeben, daf3
man nicht wisse, um was es sich bei einer streng wissenschaftlichen
Darstellung (die freilich nicht etwa fiir den Schulunterricht ist) handle.**)

Wenn ich nun heute der Gesellschaft meinen Versuch iiber das
vierte grole Desideratum in der Raumwissenschaft, iiber die Lehren
von der Haltung, " Krimmung und Schnorkelung der Linien
und Flachen vorzulegen wage, mufl ich gleich anfangs bekennen, daf3
ich hier keineswegs im Stande sey, die ganze auf diesen Lehren lastende
Schwierigkeit zu beheben, und daf} die gegenwirtige Arbeit mehr als
die simmtlichen friiheren nur als ein unvollstindiger Versuch be-
trachtet und beurtheilet seyn wolle. Auch muf3 ich anmerken, daB ich
die Rechnungen, welche zur vollstandigen Losung der hier besproche-
nen Probleme nothwendig sind, keineswegs ausgefiihrt habe, und diefl
zwar nicht bloB darum, weil es hierorts weitliufig gewesen wire, son-
dern auch, weil ich mir zur Ausfithrung mehrerer derselben die néthigen
Krafte gar nicht mehr zutrauen kann. Ich mufl mich also begniigen, hier

diese GroBen betrachte, d. h. welche derselben man als erste, welche als zweite
ansehe, willkiirlich ist: aus dem Ersten schliele, dal man die Gleichung

2
—=f (?) habe, und aus dem Zweiten sodann, daB man durch Vertauschung
x x

von z und y auch —=f (—) ansetzen konne. Gegen die Richtigkeit der beiden
Y Y

hier gebrauchten Pramissen nun hat der Recensent in der Berliner literarischen
Zeitung 1843, No. 5, art. 152 nichts einzuwenden; auch die erste Gleichung gibt
er mir unbedenklich zu: aber in der Ableitung der zweiten soll ,,die Erschlei-

chung liegen; denn diese soll aus der zweiten Préamisse — nicht folgen.
Obgleich es also erlaubt ist, « mit ¥ und y mit = zu vertauschen, so soll es doch
. z y z x
nicht erlaubt seyn, aus — = f|{=] zu folgern — = f |-} ?!
x x y y

**) Nur ein Recensent brachte die etwas scheinbarere Einwendung vor, daf3
ich mir eine unzulidssige Rechnung mit Nullen erlaube, wenn ich aus dem Um-
stande, weil eine stetige GréBe Fz + 2 bestimmt wird blo8 durch die Werthe
der unendlich vielen Grolen fz 4 w!, fx + w? fo + b, fx + 04, ... (WO 2, 0l
w? 0®, w4, ... GroBensind, die gleichzeitig bis auf Null abnehmen), den Schlu
ziehe, daf} sich der Werth von Fa durch den alleinigen Werth von fz bestimmen
lassen miisse. Hiernichst wire es schon eine Nullrechnung, wenn wir sagen, daB

a + nzx a
der Werth von atne fiir x = 0 in den Werth — iibergehe.
+ ma b
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nur die allgemeinsten Begriffe angedeutet zu haben; und hoffen, daB
wenn nur diese sich bewihren, dann wohl auch einst sich Jemand
finden werde, der die zu ihrer Anwendung nothigen Rechnungen vollendet.

§ 1.9)

Wenn wir in der Raumwissenschaft von einem Raumdinge
oder raumlichen Gegenstande sprechen: so verstehen wir darunter
keineswegs das, was diese Ausdriicke ihrer Zusammensetzung nach frei-
lich bedeuten konnten, ein eigenes Ding, das sich im Raume be-
findet, von diesem selbst also noch zu unterscheiden wire, somit wohl
etwas Wirkliches, irgendeine einzelne endliche Substanz oder ein
Inbegriff mehrerer seyn miillite; sondern wir denken uns dabei nur einen
Ort, den solche Substanzen moglicher Weise ausfiillen konnten; also
entweder nur einen einzigen Punct (als den moglichen Ort einer
einzigen Substanz) oder einen Inbegriff mehrerer, allenfalls selbst
unendlich vieler Puncte. Diel gilt sogar noch dann, wenn wir uns
— etwa zur Abkiirzung der Rede oder zu mehrerer Versinnlichung —
erlauben, von gewissen Verinderungen zu sprechen, welche ein
Raumding erfahre, indem es statt dieser oder jener Theile einige andre
erhalte; u. ds. Auch hier noch bleiben es die bloBlen Orte, die wir betrach-
tet wissen wollen.

§ 2.

Alle Puncte, aus deren Inbegriffe ein zusammengesetztes
Raumding bestehet, nenne ich unter einander Nachbarn?); ganz
abgesehen davon, wie weit je zwei derselben von einander abstehen
mogen und ob es noch einige andre demselben Raumdinge zugehorige
Puncte, die zwischen ihnen liegen, gebe oder nicht.

$3.

Bei einem Raumdinge, welches aus mehreren Puncten bestehet,
konnen wir hinsichtlich eines jeden einzelnen derselben m die Frage
aufwerfen, ob dieser Punct auch einen oder etliche Nachbarn, die eine
gegebene Entfernung ¢ von ihm haben, besitze? Wenn der Punct ¢
in einem Raumdinge so liegt, dal} keine auch noch so kleine Entfernung
angeblich ist, von der behauptet werden konnte, fiir diese und fir
alle kleineren Entfernungen, die es nur iiberhaupt gibt, besitze ¢
einen oder etliche Nachbarn: so sage ich, 4 stehe isolirt oder verein-
zelt in diesem Raumdinge. Ein solcher vereinzelt stehender Punct ist
in dem Raumdinge, welches die Gleichung

v 1+Vi—ae+a)+tVai—a)2—2)
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vorstellt,’) wenn x und y rechtwinklige Coordinaten sind, fiir die
Abszisse « = 1; und in dem Raumdinge, das wir erhalten, wenn wir
erst einen Punct a beliebig annehmen, dann in einer aus ihm ausgehenden
Richtung in jeder Entfernung, die der Form

m
2n
unterstehet (m und n ganze Zahlen) einen Punct annehmen, sonst aber
keine andern setzen. stehet jeder Punct isolirt. ‘

§ 4.

Ein Raumding, das keinen einzigen isolirt stehenden Punct hat, in
welchem: sonach jeder Punct fiir jede, wenn auch nicht beliebig grofe,
doch hinlinglich kleine Entfernung gewisse Nachbarn besitzt, nenne
ich ein ausgedehntes, continuirliches Raumding, auch eine Aus-
dehnung. Ein Raumding dagegen, dessen jeder Punct vereinzelt stehet,
nenne ich ein discontinuirliches Raumding.

§ 5.

Alle Raumdinge, die aus einer bloB endlichen Menge von Puncten
bestehen, sind eben darum schon discontinuirlich; umgekehrt aber
folgt bloB daraus, dafl die Menge der Puncte in einem Raumdinge
unendlich ist, noch gar nicht, dal} es ein continuirliches sey, wie
gleich das zweite Beispiel in § 3 beweiset.

§ 6.

Um bei einem Begriffe, auf den wir in der Folge sehr oft zu sprechen
kommen, das ewige Einerlei im Ausdruck zu vermeiden, erinnern wir,
daB wir von einem Verhéltnisse, welches wenn nicht fiir jede beliebig
groBe, doch fiir jede beliebig kleine Entfernung von einem Puncte, und
fir jede, die kleiner als eine gewisse ist, gilt, zur Abwechslung auch
sagen, da} es fiir jede hinlanglich kleine Entfernung von diesem
Puncte, oder fiir die kleinsten Entfernungen, oder auch in der
nichsten Umgebung von ihm gelte.

§7.

Ein Ausgedehntes, dessen jeder Punct fiir jede hinlanglich kleine
Entférnung der Nachbarn nur so viele hat, dafl ihr Inbegriff, fiir eine
jede dieser Entfernungen fiir sich allein betrachtet, noch kein Aus-
gedehntes darstellt, nenne ich ein Raumding von einer einzigen
oder einfachen Ausdehnung, auch eine Linie. Ein Raumding,
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dessen jeder Punct fiir jede hinldnglich kleine Entfernung der Nachbarn
so viele hat, dafl ihr Inbegriff fiir eine jede dieser Entfernungen fiir
sich allein betrachtet selbst noch ein Raumding von einfacher Aus-
dehnung darstellt, nenne ich ein Raumding von zweifacher oder
doppelter Ausdehnung, auch eine Fléiche. Ein Raumding endlich,
dessen jeder Punct fiir jede hinlinglich kleine Entfernung der Nachbarn
so viele hat, dafl ihr Inbegriff fiir eine jede dieser Entfernungen fiir sich
allein betrachtet schon ein Raumding von doppelter Ausdehnung dar-
stellt, nenne ich ein Raumding von dreifacher Ausdehnung oder
einen Korper.

Wenn wir von dem in einer Ausdebnung liegenden Puncte ¢ eine
Beschaffenheit betrachten, die obgleich vielleicht noch mehreren, doch
nicht so vielen Nachbarn des 7 zukommen kann, dal} ihr Inbegriff fiir
sich allein schon ein Raumding von derselben Art der Ausdehnung, wie
das gegebene, darstellt: so nenne ich 7 hinsichtlich dieser Beschaffenheit
einen aullerordentlichen oder besonderen, singuldren Punct,
und in dem Falle, wenn der Inbegriff aller diese Beschaffenheit theilender
Puncte ein discontinuirliches Raumding darbeut, nenne ich ihn
wohl auch einen bezugsweise auf diese Beschaffenheit isolirt stehenden
Punct, Im Gegensatze von solchen auBerordentlichen Puncten nenne
ich die iibrigen ordentliche, gewohnliche oder gemeine. So nenne
ich die Puncte im Umfange eines Wiirfels hinsichtlich dieser Eigenschaft
aullerordentliche, weil ihr Inbegriff fiir sich allein nicht einen Korper,
sondern nur eine Fliche, also eine Ausdehnung anderer Art, als der
Wiirfel ist, bildet; dagegen die Puncte, deren Entfernung vom Mittel-
puncte des Wiirfels kleiner als seine halbe Seite ist, sind Puncte, die
wir hinsichtlich dieser Eigenschaft gemeine Puncte heilen, weil ihrer
so viele sind, daB3 ihr Inbegriff abermal einen Koérper darstellt. Die Puncte
an den sechs Ecken des Wiirfels nenne ich sogar hinsichtlich dieser
Eigenschaft isolirt stehende Puncte, weil ihr Inbegriff fiir sich allein
gar keine Ausdehnung, sondern ein discontinuirliches Raumding
vorstellt.

§ 9.

Die hier gelieferten lirklarungen, besonders des § 7, sind, wie ich
glaube, wesentlich besser als diejenigen, die ich vor mehr als 27 Jahren
in den ,,Drei Problemen u. s. w.*“ geliefert.”?) Von selbst versteht es
sich aber, daB man in einem Systeme der Raumwissenschaft noch vor
der Aufstellung derselben die Moglichkeit der hier beschriebenen Raum-
dinge nachweisen muf}; und begreiflich machen, wie die Einfiihrung
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dieser drei Klassen derselben sogar nichts Willkiirliches sey, sondern
durch die Natur der Sache selbst geboten werde. In einem vollstandigen
Lehrbegriffe mufl auch (was eben nicht schwer ist, ja in der genannten
Abhandlung in den §§ 17, 43 und 53 schon angedeutet wurde) erwiesen
werden, dafl diese Raumdinge, sofern sie iiberhaupt etwas bestimm-
bares seyn sollen, in allen ihren (unendlich vielen) Theilen und Ein-
richtungen bestimmbar seyn miissen durch die bloBe Angabe einiger
reiner Begriffsregeln, sobald erst so viele lediglich durch ihre -Be-
ziehung auf gehabte Anschauungen bestimmbare Stiicke gegeben sind
als zur Bestimmung eines jeden Punctes im Raume vermittelst bloBer
Begriffe hinreichen. Dergleichen sind, wenn 1. irgend ein einzelner
Punect, 2. drei aus demselben senkrecht auf einander ausgehende
Richtungen und 3. eine Entfernung gegeben wird. Um eine Linie
zu bestimmen, bedarf es dann nur der Angabe eines oder mehrerer
Paare von Gleichungen von der Form

f(x: Y, 2) = Oa <P(x, Y, z) = 0:

worin z, ¥,z die sogenannten Coordinaten der Linie bedeuten, die
Zeichen f und ¢ aber Functionen vorstellen, deren Veranderliche sich —
hochstens mit Ausnahme einer (endlichen oder unendlichen) Menge isolirt
stehender Werthe — nur nach dem Gesetze der Stetigkeit dndern
und ihre Abgeleiteten haben; wobei endlich noch angezeigt werden
mull, innerhalb welcher Werthe der z, g,z ein jedes dieser Paare von
Gleichungen gelte.*) Auf eine dhnliche Art verhalt es sich bei Flachen
und Korpern.

§ 10.

Man sagt, dafl ein Paar Linien am,an (Fig. 1) oder Flachen
mam, nan (Fig. 2) um einen gemeinschaftlichen Punct @ herum
einander naher kommen als ein Paar andrer Linien a'm’, a'n’ oder
Flachen m'a’m’, n'a’n’ um ihren gemeinschaftlichen Punct a’, wenn
die Nachbarn, die jener Punct fiir jede hinlanglich kleine Entfernung
in dem einen und in dem andern Raumdinge findet, in dem einen Paare
stets niher als in dem anderen beisammen stehen. Wenn ein Paar Linien
oder Flichen in einem gegebenen Puncte einander so nahe kommen, als

*) Wie nothwendig dergleichen mehrere Paare von Gleichungen und die
Bestimmung der Grenzen ihrer Giiltigkeit oft sey, kann man noch ungleich deutli-
cher als aus dem Wenigen, daf3 ich a. a. O. dariiber gesagt, aus den erst kirzlich
erschienenen zwei Schriften des Hrn. Prof. Doppler: ,,Versuch einer analytischen
Behandlung beliebig begrenzter u. zusammengesetzter Linien, Flichen u. Korper
(Prag, 1839) und ,,Versuch einer Erweiterung der analytischen Geometrie auf
Grundlage eines neu einzufithrenden Algorithmus‘ (Prag, 1842) ersehen.?3)
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ein Paar Linien oder Flichen, die mit den vorliegenden congruibel*)
sind, einander nur kommen konnen: so sagt man, daB sie in diesem Puncte
sich an einander schmiegen, oder sich osculiren, oder auch
schlechtweg nur, dall sie einander beriihren, einen Contact mit -
einander haben. Das Anschmiegen oder Beriihren in diesem Sinne
gekommen, ist ein Verhaltnil von der Art derer, die ich (in der Wissen-
schaftslehre Bd. I, § 80) gegenseitige nenne, d. h. an welchen beide
das Verhaltnil bildende Glieder in gleicher Weise Theil nehmen.?¢)

§11.

In einem etwas veranderten, enger gewordenem Sinne nimmt man
das Anschmiegen oder den Contact, wenn man die Linie oder Flache,
die sich an eine gegebene in einem gegebenen Puncte der-
gselben anschmiegen soll, als eine nach ihrer Gestalt oder GroBle
u. ds. noch nicht vollig bestimmte Linie oder Fliche betrachtet,
und eben diejenigen nihern Bestimmungen sucht, dadurch sie der ge-
gebenen in dem bezeichneten Puncte so nahe komme, daf sie bei keiner
andern Bestimmung dieser Stiicke naher zu kommen vermogte. Hierbei
kann der Umstand, in welchem ihrer eigenen Puncte das An-
schmiegen stattfinden soll, unsrer beliebigen Bestimmung anheim ge-
stellt seyn, oder es ist auch in Betreff seiner schon etwas, z. B. dal}
er der Scheitelpunct der anschmiegenden Linie oder Flache seyn soll
u. ds., festgesetzt. In jedem Falle bleibt das Anschmiegen in dieser zwei-
ten Bedeutung ein bloB eipseitiges Verhiltnil: nur Eines der beiden
Raumdinge betrachten wir als gegeben, und nur das Andere als mehr
oder weniger verdanderlich in seiner Gestalt, Grofle u. dgl. Daf} aber diese
zweite Bedeutung eine engere sey, sieht man schon daraus, weil ein
Raumding, das sich an ein gegebenes anschmiegen soll in diesem zweiten
Sinne, ihm eben darum auch so nahe kommen muf}, daBl kein anderes
demselben congruibles naher zu treten vermogte; wihrend doch umge-
kehrt das Letztere nicht sofort zum Ersteren geniiget.

*) Congruibel nennen wir ein Paar Raumdinge, wenn sie von einer solchen
Beschaffenheit sind, daB ein und derselbe materielle Gegenstand wie den Ort
des einen, so auch den Ort des andern auszufiillen vermag, ohne irgend eine Ver-
énderung in der Verbindung seiner Theile zu erleiden.”®) Diese Verstindigung
tber den Begriff der Congruibilitét enthélt zwar den Begriff der Bewegung,
und wire darum zur Aufnahme in ein streng wissenschaftliches System der Raum-
lehre nicht geeignet, sondern dort gebe ich ein ganz anderes Merkmal an, dadurch
sich congruible und incongruible Raumdinge unterscheiden. Da aber die Mitthei-
lung dieses anderen Merkmals hierorts zu weitldufig wire; so mag das nur eben
Gesagte fiir den Zweck einer blofen Verstdandigung geniigen. (Uiber den Unter-

schied zwischen einer Verstindigung und Erklirung s. die Wissenschaftslehre
Bd. IV, §668).75) “
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§12.

Meistentheils Lillt sich ein seiner Beschaffenheit nach noch nicht
vollig bestimmtes Raumding an ein gegebenes andres um so genauer
(oder inniger) anschmiegen (oder, wic Andere sagen, es laflt sich
ein Contact von um so hoherer Ordnung erreichen), je mehrere Beschaf-
fenheiten an jenem Raumdinge noch unserer freien Bestimmung anheim
gestellt sind. Meistentheils, sage ich; denn freilich kann es auch
solche Beschaffenheiten geben, die — wir mogen sie so oder anders be-
stimmen —-- fiir den Zweck der Anschmiegung gleichgiiltig sind. So mag
es z. B. festgesetzt seyn oder nicht, wie viele Grade ein Kreisbogen von
beliebigem Halbmesser, der sich an eine gegebene Ellipse anschmiegen
soll, betrage: fiir das Anschmiegen ist dieser Umstand gleichgiiltig, weil
es sich hier blo um die Anndherung handelt, die in der nachsten Um-
gebung des gemeinsamen Punctes statt hat. Dagegen werden wir eine
Parabel von beliebigem Parameter einer gegebenen Curve, z. B. einer
Ellipse in einem gegebenen Puncte der letztern allerdings genauer an-
schmiegen konnen, wenn uns die Wahl des Punctes in der Parabel, den
sie mit der Ellipse gemein haben soll, freigestellt ist, als im Gegen-
theil. Bekannt ist es ferner, dafl das Anschmiegen eines Raumdinges
an ein andres in der weitern, ja selbst der engern Bedeutung nicht hin-
dert, dall beide Raumdinge sich in demselben Puncte auch schneiden.
Denn ohne die genaue Erklarung des letztern Begriffes (die nicht die
leichteste ist) hier schon vorauszusetzen, berufe ich mich nur auf das
bekannte Beispiel, daB3 der Kreis eine Curve von einfacher Kriimmung,
welche er osculirt, in eben diesem Puncte auch schneide und schneiden
miisse, so oft ihre Kriimmung nur eben im Wachsen oder im Abnehmen
ist. Endlich ist vielleicht auch noch das nicht iiberfliissig zu erwahnen,
dall es nicht immer moglich sey, eine Linie oder Flache, bei der ge-
wisse Beschaffenheiten unsrer Bestimmung freigestellt sind, in der Art
zu bestimmen, daBl ein wirkliches Anschmiegen derselben an eine ge-
gebene andere Linie oder Fliache in dem zweiten engeren Sinne erfolge;
sondern dal} hier zuweilen, wie es auch anderwirts geschieht, Aufgaben
vorkommen, die etwas Unmogliches fordern. Von der Art wéhre z. B.
die Forderung, eine gegebene Gerade durch einen Kreis zu osculiren;
denn so groB8 wir auch den Halbmesser desselben annahmen, gibe es
immer einen von noch groBerem Halbmesser, der der Geraden noch
niher kiame. Da es hier nicht meine Absicht ist zu untersuchen, auf
welche Weise die allgemeine Aufgabe, von der wir jetzt gesprochen,
dort, wo es moglich ist, geloset werden konne: so sey es genug zu erinnern,
daBl schon Cauchy gegriindete Einwendungen gegen dasjenige Ver-
fahren vorgebracht hat, das von Lagrange angegeben, noch bis jetzt
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allgemein gelehrt wird. Die von Cauchy selbst vorgeschlagene Methode
1aBt man bei Seite liegen, vermuthlich nur wegen des AnstoBes, den
die hier vorkommende Rechnung mit unendlich kleinen Groflen
verschiedener Ordnungen, davon die hoheren im Vergleiche mit einer
niederen immer verschwinden sollen, verursacht. Doch ich bekenne offen,
daB ich in dieser Rechnungsart in dem Geiste, wie sie Cauchy aufge-
fafit hat, nichts Irriges oder Unzuverlaliges finde; und ich meine, dafl
dieser scharfsinnige Gelehrte, der zur Erweiterung unseres mathema-
tischen Wissens schon so Vielfaltiges geleistet hat, durch diese von
ihm erdachte Behandlungsweise des Unendlichen sich auch ein eigenes
bisher noch nicht genug gewiirdigtes Verdienst um die Begriindung
dieser Wissenschaft beigelegt hat.??) '

§13.

In einem Raumdinge von dreifacher Ausdehnung (Korper) hat
jeder Punct, der nur nicht eben an seiner Oberfliche liegt, fiir eine jede
hinlanglich kleine Entfernung der Nachbarn so viele, dal ihr Inbegriff
fiir sich selbst eine ganze Kugelflache bildet, d. h. er besitzt eigent-
lich alle Puncte, die es fiir diese Entfernung nur tiberhaupt
gibt, zu seinen Nachbarn. Nicht so ist es bei den zwei iibrigen Arten
der raumlichen Ausdehnung, in welchen jeder Punct fiir eine jede Ent-
fernung, die kleiner als eine gewisse ist, nur einen Theil der Puncte,
die es fiir diese Entfernung iiberhaupt gibt, zu seinen Nach-
barn hat. In einer Flache namentlich bildet der Inbegriff dieser
Nachbarn fiir jede hinlanglich kleine Entfernung eine bald so, bald anders
gestaltete (jedesmal auf einer Kugelfliche liegende) Linie. So stellt
der Inbegriff aller Nachbarn, die es zu jedem Puncte einer unbegrenz-
ten Ebene gibt fiir jede beliebige Entfernung, eine ganze Kreislinie
dar; bei einer unbegrenzten Cylinderflache dagegen bilden die
Nachbarn jedes Punctes fiir jede hinlanglich kleine Entfernung eine
gewisse in sich zuriickkehrende Linie von doppelter Kriimmung, die
einer Kreislinie um so naher kommt, je kleiner wir die Entfernung neh-
men, u. s. w. In einer Linie hat jeder Punct anzufangen von einer
gewissen Entfernung fiir jede kleinere der Nachbarn insgemein nur zwei,
zuweilen aber auch nur einen oder mehr als zwei, jedesmal doch nur
so viele, dal} ihr Inbegriff (wie wir schon wissen) ein discontinuirliches
Raumding darstellt. So gibt es in der geraden Linie zu jedem inneren
Puncte derselben zwei in entgegengesetzten Richtungen liegende Nach-
barn; an ihrem Grenzpuncte hat sie nur einen einzigen Nachbar; in ihrem
Winkelpuncte hat jede gebrochene Gerade zwei Nachbarn, liegend
in Richtungen, die einen Winkel bilden; dasselbe ist der Fall bei jeder
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Kreislinie, bei der wir tiberdiefl bemerken, dafl die erwahnten Richtungen
bei gleicher Entfernung einen um desto stumpferen Winkel bilden, je
groBler der Halbmesser des Kreises ist; u. s. w.

§ 14.

Wohl diirfen wir also einem jeden Ausgedehnten, das keine
korperliche Ausdehnung hat, in jedem seiner Puncte eine Beschaf-
fenheit beilegen, welche wir uns als den nachsten Grund davon
denken, warum die Raumding in jedem seiner Puncte fiir eine jede
hinlanglich kleine Entfernung aus dem ganzen Vorrathe von Puncten,
die es fiir diese Entfernung iiberhaupt gibt, nur eben jene und sonst
keine anderen sich als Nachbarn aneignet. Es werde mir ver-
stattet, diese Beschaffenheit eines Raumdinges in jedem seiner Puncte
seine Haltung in diesem Puncte zu nennen.

§ 15.

Wie ungern ich mir auch herausnehme, in irgend einer Wissenschaft
ein neues Kunstwort in Vorschlag zu bringen, oder an der Bedeutung
eines schon eingefiihrten eine Abanderung zu verlangen: so hab’ ich
doch beides schon mehr als einmal gewagt, wenn es mir hinldnglich klar
wurde, dafl es der Vortheil der Wissenschaft selbst, dic Verdeutlichung
ihrer Begriffe schlechterdings so erheische. Nur eine solche Riicksicht
ist es, die mich auch hier bestimmt, der Aufmerksamkeit der Mathema-
tiker einen bisher fast noch gar nicht beachteten Begriff unter dem, wie
ich glaube, nicht unpassenden Namen der Haltung zu empfehlen.
Denn was ich so nenne, ist ein gewisses an allen Linien und Flichen in
jedem Puncte derselben befindliches Etwas, welches man sich bisher
noch nie mit vollendeter Deutlichkeit vorgestelll haben diirfte; wobei
ich doch sehr gerne eingestehe, dall es der Begriffe mehrere gibt, die
eine nahe Verwandschaft mit dem der Haltung, und allen Geometern,
ja iberhaupt allen nur etwas gebildeten Menschen bekannt sind. So
oft man namlich von der ,,Natur® eines Raumdinges, oder von der
»Gestalt desselben spricht, besonders aber so oft man bei einer Linie
von den in einem ibhrer Puncte vorhandenen Richtungen oder endlich
von der in einem gegebenen Puncte einer Linie oder Fliche befindlichen
Krimmung redet, denkt man an etwas, das mit der Haltung dieser
Raumdinge verwandt ist. Denn die ,,Natur eines Raumdings® ist
freilich etwas, das auch die Haltung desselben in jedem seiner Puncte,
wie iiberhaupt alle seine Beschaffenheiten, so ferne sie ihm wesentlich
sind, in sich schlieBt: aber gerade darum, weil Natur viel Mehreres noch
als die blofle Haltung umfallt, diirften wir diese beiden Begriffe nicht
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verwechseln; wie denn auch jedes Raumding, vom discontinuirlichen
anzufangen bis zu dem von drei Ausdehnungen, seine ihm eigethiim-
liche Natur besitzt, wahrend sich Haltung blo bei Raumdingen von
einfacher oder doppelter Ausdehnung findet. Dieser letztere Umstand
zeigt uns auch schon, daBl Haltung und Gestalt nicht einerlei sind;
wozu noch kommt, dafl die bloBe Gestalt, die eine Linie oder Fliche
selbst in ihrem ganzen Umfange hat, geschweige denn diejenige, welche
gie nur in der nachsten Umgebung eines einzigen Punctes hat, noch
gar nicht hinreicht, uns ihre Haltung zu bestimmen. Denn offenbar
besitzen zwei in einem Puncte einander durchschneidende Geraden die-
selbe Gestalt, und haben doch weit eine verschiedene Richtung, auch
eine verschiedene Haltung. Was endlich den Unterschied zwischen dem
Begriffe der Haltung und den Begriffen der Richtung und Kriitmmung
betrifft: so wird allerdigs durch die gegebene Haltung beides, die Rich-
tung sowohl als auch die Kriimmung, ja noch mehreres Andre bestimmt;
allein nicht umgekehrt ist schon die ganze Haltung einer Linie auch
nur in einem einzigen ihrer Puncte bestimmt, wenn wir nur die in diesem
Puncte herrschende Richtung und Kriimmung, ja selbst noch Schnor-
kelung angeben; oder wer wiillte nicht, daf} ein Paar Linien in einem
gegebenen Puncte dieselbe Richtung, dieselbe Krimmung, sogar die-
selbe Zu- oder Abnahme in dieser Kriimmung besitzen koénnen, und
gleichwohl kein auch noch so kleines Bogenstiick mit einander gemein
haben diirfen? Der Begriff der Haltung, wie ich ihn hier bestimme, ist
also wohl ein neuer; doch um so unabweislicher ist die Frage, ob seine
Einfiihrung auch etwas niitzen werde? Ich sage nun, schon das sey als
ein wichtiger Vortheil in einer jeden reinen Begriffswissenschaft,
dergleichen die reine Raumlehre ist, zu erachten, wenn es uns hier
gelingt, dasjenige, was uns bei gewissen Untersuchungen und Lehren
in dieser Wissenschaft dunkel vorschwebt, zu einem deutlichen Bewuf3t-
seyn zu erheben. Und die3 wird, meine ich, geschehen, wenn wir den
vorgeschlagenen Begriff der Haltung in die Raumwissenschaft ein-
fiihren. Denn nur die Haltung ist es, wornach wir eigentlich, ohne es
uns deutlich bewuBt zu werden, forschen, wenn wir bei einer jeden Linie
zuerst nach den Richtungen, die sie in jedem ihrer Puncte hat, fragen,
sodann die Aenderung, die sie in diesen Richtungen erfihrt, d. h. ihre
Krimmung, endlich wohl auch noch die Aenderung in dieser Kriim-
mung selbst, d. h. die Schnérkelung untersuchen. Oder erreichen wir
mit allen diesen Untersuchungen wohl etwas Anderes als dafl wir be-
stimmen und immer genauer bestimmen, wo sich die Nachbarn, die
der in Rede stehende Punct fiir die kleinsten Entfernungen hat, befin-
den? Erheben wir also diesen uns wenigstens dunkel vorschwebenden
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L3

Zweck uns selbst zu einem deutlichen Bewulitseyn, so bilden wir den
Begriff der Haltung; und daf diel auf eine sehr ungezwungene Weise
geschehen konne, zeigt, wie mir daucht, § 13. Ist aber dieser Begriff
erst aufgestellt, dann sind wir (wie das Folgende thatsachlich nach-
weisen wird) im Stande, vermittelst eines sich immer gleichbleibenden
und durch die Natur der Sache selbst uns vorgezeichneten Verfahrens
erst den Begriff der Richtung, aus diesem sodann jenen der Kriim-
mung, und aus diesem wieder jenen der Schnorkelung so abzuleiten,
daB es sich zeigt, wie auch dieser noch nicht der letzte sey, bei dem wir
nothwendig stehen bleiben miiten, sondern dafl hier ein Fortschreiten
in das Unendliche Platz habe.

§ 16.

Da, wie die gemeinsten Beispiele zeigen, der Inbegriff der Puncte,
die ein gegebener fiir eine gewisse Entfernung zu seinen Nachbarn hat,
auch in demselben Raumdinge nach der Verschiedenheit des gewahlten
Punctes eine sehr verschiedene Beschaffenheit darbieten kann: so miis-
sen wir die Haltung eines Raumdinges als etwas solches ansehen, was
in jedem Puncte desselben ein anderes seyn kann. Um also diese Haltung

eines gegebenen Raumdinges vollstindig zu bestimmen, werden wir
angeben miissen, wie sie in jeglichem Puncte desselben sey.

§17.
_ Ist nur die ndchste Umgebung eines in zwei Raumdingen von
einfacher oder doppelter Ausdehnung gelegenen Punctes beiderseits die-
selbe, d. h. eine auch noch so kleine Entfernung angeblich, fiir welche
u. alle kleineren die Nachbarn des Punctes in beiden Raumdingen die
namlichen sind; so mogen die iibrigen Theile der beiden Raumdinge
verschieden seyn, wie man nur will: es ist doch die Haltung beider in
jenem erst erwiahnten Puncte die namliche zu nennen. Ist aber umgekehrt
keine auch noch so kleine Entfernung angeblich, fiir welche u. alle
kleinern der Punct dieselben Nachbarn wie in dem einen so in dem
andern Raumdinge héatte: so miissen wir auch die Haltung beider Raum-
dinge in diesem Puncte verschieden nennen. Denn nach der gegebe-
nen Erklarung (§ 14) haben wir ja die Haltung eines Raumdinges in
einem gegebenen Puncte nur aus der Beschaffenheit seiner nachsten
Umgebung zu beurtheilen; und diirfen sonach offenbar von keiner Aen-
derung derselben (nadmlich in Hinsicht auf den vorliegenden Punct)
sprechen, wenn nur die nachste Umgebung desselben ungeéndert bleibt.
Ist aber auch die nachste Umgebung des Punctes in dem andern Raum-
dinge schon eine andre: dann konnen wir den Grund davon nirgend
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anders als darin suchen, dal die Haltung des anderen Raumdings in
diesem Punct eine andere sey.
§ 18.

Die Haltung, welche ein Raumding auch nur in einem einzigen
seiner Puncte beobachtet, 1aBt sich durch bloBe Begriffe nie voll-
standig bestimmen, sondern es werden hinzu immer gewisse durch
ihre Beziehung auf eine Anschauung zu gebende Stiicke erfordert.
‘Denn um eine Haltung auch nur in einem einzigen gegebenen Puncte
vollstdndig zu bestimmen, miite auch das, was durch die Haltung selbst
bestimmt wird, d. h. die Orte der Nachbarn, die dieser Punct in seiner
niachsten Umgebung hat, miiiten bestimmt seyn. Allein aus einem ge-
gebenen Puncte 14t sich bekanntlich auch nicht ein einziger anderer
durch bloBle Begriffe, ohne irgend eine Anschauung (wie etwa von
der Richtung oder Ebene, darin er gelegen seyn soll) bestimmen. Da
nun nie alle Puncte, die es zu einer gewissen Entfernung iiberhaupt
gibt, sondern nur einige derselben einem gegebenen in einer Linie oder
Flache liegenden Puncte zugehoren; so wird es nie moglich seyn, ohne
eine Anschauung zu bestimmen, welche die zugehorigen sind oder nicht
sind. '

§ 19.

Wenn ein Paar Raumdinge oder auch nur ein Paar in denselben
gelegene Puncte mit ihrer ndchsten Umgebung ein Paar einander
ihnliche Raumdinge darbieten, d. h. wenn die zwei Punctinbegriffe,
die jene zwei Puncte darstellen, indem wir zu jedem nur alle diejenigen
Nachbarn, welche er anzufangén von einer gewissen Entfernung fiir
alle kleineren hat, hinzuthun, Dinge von einer solchen Beschaffenheit
sind, daran sich kein durch einen reinen Begriff erfaflbarer Unterschied
auffinden laBt: so miissen wir auch die Haltungen in besagten zwei
Puncten fiir d4hnlich erklaren. Sind die erwahnten zwei Rawmdinge
iiberdiel geometrisch gleich, d. h. bieten sie auch durch Verglei-
chung mit einer gegebenen Entfernung keinen Unterschied dar: dann
diirfen wir auch die Haltungen in den besagten Puncten geometrisch-
gleich nennen. Sind die erwiahnten Raumdinge ferner noch congruibel
(§ 10): so diirfen wir auch die Haltungen in den besprochenen Puncten
fir congruibel erkliren in einer nur etwas erweiterten Bedeutung,
darnach wir auch ein Paar bloBe Beschaffenheiten zweier Raum-
dinge congruibel nennen, sofern nur die durch blofe Anschauung ge-
gebenen Stiicke (Puncte, Entfernungen, Richtungen u. s. w.), welche
zu ihrer Bestimmung nothwendig sind, ein Paar congruible Raum-
d ihge in der § 10 erwihnten Bedeutung darbieten. Sind endlich jene
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Raumdinge von einer solchen Art, da aus den namlichen durch
bloBe Anschauung gegebenen Stiicken vermittelst der nam-
lichen reinen Begriffsregel sowohl das eine als auch das andere
sich aus den gegebenen zwei Puncten bestimmen 1aBt: so diirfen wir
sagen, daBl die Haltungen in diesen zwei Puncten vollkommen
gleich oder dieselben, die namlichen oder einerlei sind. Denn
so oft wir aussagen, dafl ein Paar Gegenstinde die niamliche Be-
schaffenheit haben (und Haltung ist doch nur eine Beschaffenheit),
so verstehen wir darunter nichts Anderes, als da3 dieselbe Vorstellung,
die wir von dieser Beschaffenheit uns an dem einen dieser Gegensténde
bilden, auch auf die Beschaffenheit des andern passe. Und dieB ist
unter den ebenbeschriebenen Umsténden der Fall mit der Haltung an
dem einen und an dem andern Puncte in den zwei Raumdingen. Sollten
wir endlich irgendwo Puncte antreffen, deren nachste Umgebung aus
denselben durch Anschauung gegebenen Stiicken auf eine vollig entge-
gengesetzte Weise bestimmt wird, so diirften wir auch ihre Haltungen
selbst fiir entgegengesetzt betrachten.*) Alle diese fiinf Satze gelten
auch umgekehrt; d. h. wenn ein Paar Haltungen einander d&hnlich
oder geometrischgleich oder congruibel oder gar die namlichen
oder im Gegentheil einander entgegengesetzt seyn sollen: so miissen
die Puncte, an denen sich diese Haltungen befinden, eine néchste
Umgebung haben, welche beziehungsweise dhnlich oder geome-
trischgleich oder congruibel oder gar die namliche oder im Gegen-
theil ganz entgegengesetzt ist. Ein Paar Raumdinge also, die einen
Punct u. die in demselben herrschende Haltung gemein haben, haben
auch die niachste Umgebung um diesen Punct gemein.

*) Iirgibt sich aus dem Begriffe des Gegensatzes, wie er in der Wissen-*
schaftslehre Bd. T, § 107 erklirt ist.™)
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