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39
g BOLZANOVA FUNCTIONENLEHRE

Ve spisech Bernarda Bolzana, vyddvanych Kralovskou Ceskou spoleCnosti nauk, vysel
dosud svazek prvni, obsahujici dosud netist&né (a pfed neddvnem dosud vibec nezndmé)
dilo Bolzanovo ,,Functionenlehre*?). Je to dilo tak svérdzné, Ze musime vskutku velmi
litovati, Ze nemohlo — ziistavsi v rukopise — piisobit ve své dobé na dal§i rozvoj matematiky.
V dob& Bolzanové (narozen 1781, zemiel 1848) byla nauka o funkcich jiZ znaéné rozvinuta,
jeji zdkladni pojmy viak postrddaly ostrych obryst a zdkladni véty nebyly podepfeny pfesny-
mi diikazy. A prdavé v téchto zdkladech nauky o funkcich znamend Bolzanova ,,Functionen-
lehre* skuteény meznik — bohuZel meznik zarostly mechem nezndmosti. Ze soucasniki
Bolzanovych snad jeding Gauss, Abela Cauchy projevili obdobny smysl pro ¥ddné vybudovi-
ni zdkladl nauky o funkcich. Z nich Gauss a Abel podali sice mistrovské ukdzky presnych
matematickych metod, nezabyvali se vSak on€mi zdkladnimi otdzkami soustavné. Zbyva
Cauchy, ktery ve svych dilech ,,Cours d’ Analyse‘ (1821), ,,Résumé des legons ... sur le Calcul
Infinitésimal* (1823), ,,Legons sur le Calcul différentiel* (1829) postavil zdkladni obory
nauky o funkcich (algebraickou analyzu, diferencidlni a integrdlni podet) systematicky na
pevné zdklady (nebo fekn&me opatrngji: na pevng&jsi zdklady).?) Bolzano jde viak v této
snaze je$té ddle neZ Cauchy.s) Cauchy se vétsinou spokojil tim, Ze vybudoval zdklady potud,
pokud to k dal§im vyvodim potieboval; naopak Bolzano byl duch spie filozoficky, kterého
v matematice prdvé zdkladni otdzky nejvice zajimaly.*) Uvidime v dal3im, jak ostfe vyslovuje

1) ,»,Functionenlehre®, vyddno 1930 ndkladem Krdl. &. spol. nauk, tiskem Jednoty Cs.
matematikil a fyzikt v Praze, str. XX + 183 + 24 + IV. Vyddni je opatfeno vyraznou
pfedmluvou prof. Petra a pe€livymi pozndmkami prof. Rychlika.

%) Bolzano znal alespofi n€které z t&chto spisii: vznik (nebo aspoii ukondeni) Bolzanova
rukopist je tfeba datovat nejméng 1831 (v 2. oddilu, § 90, cituje knihu Youngovu z r.
1831).

%)  Ostatn&i Cauchy se dopustil n€kterych omyli; budeme se n&kterymi z nich bliZe zabyvat.

4)  Viz napf. v Petrové pfedmluvé (str. IX) vymluvny citdt z Bolzanovych ,,Beitrige zu einer
begriindeteren Darstellung der Mathematik, 1. Lieferung* (1810): Seitetwa 15 Jahren...

ist diese Wissenschaft (Mathematik) immer eines von meinen Lieblingsstudien gewesen;
doch vorndhmlich nur nach ihrem speculativen Teile, als Zweig der Philosophie und
Uibungsmittel im richtigen Denken. (Asi 15 let ... je tato v&da (matematika) stdle
jednim z mych oblibenych pfedmétii; pfedeviim vak jeji spekulativni &dsti, jakoZto
odvétvi filozofie a cvideni ve sprdvném mysleni — pozn. red.)
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Bolzano své definice, jak kriticky pitvd své pojmy, s jakym zdjmem a s jakou tplnosti disku-
tuje viechny logicky mozné pfipady, bez ohledu na to, maji-li pro konkrétni matematické
problémy vétsi ¢i mensi vyznam.

Prévé tento filozoficky zdjem pfedurcoval Bolzana k vykondni vynikajiciho dila v otdzce

zdkladd matematické analyzy. A opravdu, jeho ,,Functionenlehre* je dilo vskutku prikop-
‘nické, dilo tak moderni, Ze musime jit o n&kolik desitileti ddle, abychom se setkali s dily
analogickymi. Na druhé strang oviem jak ono filozofické zaloZeni Bolzanovo tak prikop-
nicky rdz jeho dila ptsobily na jeho knihu téZ nékolika nepfiznivymi vlivy. Pfedevsim
Bolzano nebyl matematicky rutinér; proto partie, jeZ vyZaduji jen ,,ryziho mysleni, jsou
u ného véts§inou dokonaleji provedeny neZ ony partie, jez vyZaduji vétsi ,,femeslné* zruc-
nosti. Za druhé novost projedndvanych problému piisobila, Ze Bolzano nemél viibec k dispo-
zici vhodné ndzvoslovi®); kaZdou malitkost musel obgirn& vypisovat a neni divu, Ze n&kdy,
brodé se v zdplave slov, uklouzl a dopustil se nesprdvného tsudku. A je$té jedna okolnost
jisté téZce doléhala na Bolzanovu préci. Jeho prikopnické dilo bylo by v jeho dobé& nalezlo
pochopeni nejvySe u nejvétSich duchit matematickych; jaké porozuméni mohl Bolzano
oCekdvat v tehdej§im rakouském prostfedi, v némZ prostfednost, bezbarvost a zpdteénictvi
byly vlddou podporovény jako nejvyssi oblanské ctnosti? Sdm, za dokonalého nezdjmu
a nepochopeni svého okoli pracoval Bolzano na svém dile; jisté leckterd nedokonalost jeho
dila byla by zmizela, kdyby si byl mohl o svych problémech pohovofit s n&jakou spfiznénou
dusi.
’ V tomto &ldnku chci ¢tendfe upozornit na problémy a metody tohoto Bolzanova dila;
¢tendf uvidi, jak mnohé pojmy, problémy a metody, jeZ dnes patii k nejduleZit&€j§im cdstem
matematické analyzy, jsou v definitivnim tvaru poddny jiZ u Bolzana. Jde mi oviem spiSe
o upozornéni neZli o definitivni ocenéni Bolzanova dila; to musi byt pfenechdno historikovi
matematiky. _

Bolzanova ,,Functionenlehre — jeZ byla zamyslena jako &dst vétSiho dila o matema-
tice®) — se sklddd z Gvodu (Einleitung: Verhaltnisse zwischen verdnderlichen Zahlen, str.
1—-12) a z dvou hlavnich oddilii (Erster Abschnitt: Stetige und unstetige Functionen, str.
13—79; Zweiter Abschnitt: Abgeleitete Functionen, str. 80—183). Uvod obsahuje nékolik
spiSe formdlnich tivah a nebudu se jim obsirngji zabyvat; zato o obou hlavnich oddilech
chei pojednat podrobnéii.”)

%)  Cetba Bolzanovy knihy vzbuzuje ostatng (u dnesniho matematika) dojem, Ze Bolzano
nebyl pfili§ obratnym (v&deckym) stylistou; oviem k sprévnému posouzeni této okol-
nosti bylo by tfeba historika.

) Uvod k ,,Functionenlehre* m4 v rukopise nadpis ,,Fiinftes Hauptstiick*; také rukopisy
nékterych jinych ¢dsti jsou zachovany.

7) Abych &tendfe zbytedné neunavoval rozvldénou a ¢asto nezvyklou slovni formulaci
Bolzanovou, budu jeho vyroky vétSinou ,,pieklddat* do moderni mluvy. Nap¥. v 1. od-
dilu, § 20 Bolzano pravi: ,,Wenn die unendlich vielen Werthe, die eine Function F(x)
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1. oddil
Spojité a nespojité funkce

I~

‘Hned na zacdtku referdtu nardZim na jednu potiz. Bolzano si ddvd velmi zdleZet na
definicich; ale definice pojmu funkce u né€ho schdzi — hned na zaddtku uvodu uZivd slova
,,Function* jako b&zného pojmu, bez jakékoliv definice. P¥i Bolzanové peélivosti v zavddéni
pojmi soudil bych, Ze Bolzano snad v nékteré jiné — snad nezndmé — &dsti rukopisu pojem
funkce definoval; prof. Rychlik nemohl mi v8ak poskytnout Zddnou informaci v této véci.
Bolzano uZzivd téZ Casto vyrazu ,,einformige Function*; Rychlik interpretuje slovo ,,ein-
formig* jakoZto ,,jednoznaény* a z mnoha mist Bolzanova dila zd4 se vysvitat, Ze Bolzano
slovy ,,einférmige Function rozumél to (nebo skoro to), co dnes oznalujeme slovem
,.funkce®. Budu tedy vyraz ,,einformige Function* pieklddat slovem ,,funkce‘ a budu pfitom
funkci (nap¥. funkci jedné promé&nné) brdt ve smyslu dnes obvyklém: Promé&nnd y je funkci
proménné x, definovanou v oboru M, jestliZze kazdé hodnot€ x z mnoZiny M je pfifazena
uréitd (jedind) hodnota proménné y®). N&kdy (hlavn& v 2. oddilu pti definici derivace) Bolza-
no pfivlastek ,,einférmig* vynechdva; nezdd se vSak, Ze by tim chtél néco zvlastniho Fici;
pouze v §§ 47—48 (1. oddil) je v&c pochybnd a piisobi jakési potiZe (viz k tomu ddle mé
pozndmky k témto odstavciim).

Po uvodnim § 1 definuje Bolzano v § 2 spojitost funkce jedné proménné tak, jak to ¢inime
dnes: funkce f(x) je spojitd v bod? a, jestliZe ke kaZzdému & > 0 Ize nalézt &islo n > 0 tak,
Ze pro viechna x, spliiujici nerovnosti |x — a| <, plati |f(x) — f(a)| < &.°) Bolzanovo
pojeti spojitosti je tedy zcela moderni; pfed nim snad jen Cauchy definoval spojitost funkce
podobnym zptisobem; Cauchy viak nedospivd k pojmu funkce spojité v bodé, nybrz ziistava
pfi pojmu spojitosti v intervalu (jeho pojem ,,funkce spojitd v okoli bodu a‘* znamend funkeci,

annimt, indem ihre Veriinderliche x alle von x = a bis x = b einschliesslich vorkommen-
den Werthe erhilt, von solcher Beschaffenheit sind, dass sich zu jeder messbaren Zahl
irgend einer aus ihnen ausfinden lisst, der diese Zahl iibertrifft, so ist diese Function
gewiss nicht fiir alle Werthe von x = a bis x = b einschliesslich stetig.” Tuto vétu
vyslovim struéng takto: ,,funkce neohraniéend v intervalu [a, b] nemiZe byt spojitd
v [a, b]* nebo jests 1épe v ekvivalentnim tvaru: ,,kaZdd funkce spojitd v [a, b] je ohra-
ni¢end v [a, b]“. (Z diikazu je mimo to patrno, Ze Bolzano misto ,,die eine Function
F(x) annimt* cht&] fici ,,die der absolute Betrag einer Function F(x) annimmt*; tako-
véto zfejmd piefeknuti v daliim &asto opravuji, aniZ bych se o tom zvld§t& zmiiioval.)

%)V celém dile jde o redlné funkce redlnych prom&nnych. Nechci oviem nikterak tvrdit,
Ze by Bolzano byl byval schopen onu definici vyslovit tak dokonale, jak to dnes Cinime.

)  Bolzano mluvi tedy o spojitosti jen tehdy, je-li funkce f(x) definovdna v bodg a a v jeho
okoli.
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spojitou v n&jakém intervalu (a — ¢, a + ¢), € > 0).'°) Bolzanovo pojeti, jeZ vychdzi ze
spojitosti v bod€, znamend podstatny pokrok. AvSak Bolzano jde jest€ ddle a zavddi ihned
téZ (zptisobem dnes obvyklym) spojitost zprava a zleva.'")

Vzbuzuje-li jiZ tato definice nd¥ obdiv, tim vét§iho obdivu zaslouZi si dalsi odstavce
3—33, které obsahuji znamenité vybudovanou teorii spojitych funkci jedné proménné.
Po § 3, jen obsahuje zajimavou kritiku starsich definici spojitosti, ndsleduje v § 4 —8 diikaz
spojitosti nejjednodusiich funkci (aZ k funkcim raciondlnim). Ndsledujici §§ 9—11 ukazuji,
jak dikladn€ Bolzano promyslil moZnosti, jeZ pfi spojitosti a nespojitosti funkci mohou
nastat; tak v § 10 sestrojuje funkci, definovanou pro viechna x a spojitou prévé v jednom
jediném bodg. Zajimavy je § 12, jenZ ukazuje kritickou bystrost Bolzanovu:

BudiZ funkce f(x) spojitd zprava pro viechna x. Zvolme n&jaké &islo a; potom je'?)

(1) lim (f(a + h) — f(a)) = 0.
h~0+
Rovnéz je pro libovolné k:
(2 lim (f(a—k+h)—fla—k)=0.
K0+
Kdybychom sméli v posledni rovnici poloZit k = h, dostali bychom

lim (f(a) = f(a = 1) = 0,

tj. dostali bychom vysledek, Ze funkce f (x) je v bodg a spojitd zleva. Bolzano vyslovng varuje
pied touto nesprdvnou tivahou; jako diivod nepfipustnosti takové uvahy uvddi zcela spravné
okolnost, Ze v (2) je tfeba si myslit k jako pevné &islo; chceme-li pfi kladném & dosdhnout
nerovnosti | fla—k+h) - fla— k)] < ¢, sta¢i zvolit 0 < h < 1, kde vSak kladné &islo n
‘miZe zdviset nejenom na &, nybrZ i na k. Moderné feeno: nesprdvnost té uvahy spo&ivd
v tom, Ze spojitost zprava nemusi byt ,,stejnom&rnd*“. Bolzano konstruuje téZ piiklad
(f(x) = x* pro x < 2, f(x) = x* pro x = 2), z n&hoZ je nesprdvnost oné uvahy i jejiho vy-
sledku zfejmd.

Nésledujici § 13 se tykd opét pojmu stejnomé&rnosti; Bolzano v ném ukazuje na pfikladé

'19) Cauchy, ,,Cours d’Analyse* (1821), I** partie, chap. IL, § 2. K tomu je tfeba pozname-
nat, Ze Bolzano jiz v r. 1817 v pojednédni ,,Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes,
dass zwischen je zwey Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren,wenigstens
eine Wurzel der Gleichung liege* zavadi pojem spojitosti podobné jako Cauchy (tedy
spojitost v intervalu).

“) Na tomto misté je také vidét, s jakymi potiZemi vyjadfovacimi musil Bolzano zdpasit:
k definici spojitosti spotfeboval 23 fddek!

12) lim g(x) zna¢i limitu funkce g(x) v bod& a zprava, a obdobn& pomoci znaku a—
x=a+

oznacuji limitu zleva.
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toto: Funkce (1 — x)™* je spojitd v otevieném intervalu (0, 1)*°). Pfesto viak, zvolime-li
kladné &islo &, je moZno ke kaZdému kladnému & nalézt &slo x, (0 < x, < 1) tak, Ze k dosa-
Zeni nerovnosti

1 1

l—x 1"‘x0

<e (0<x<1)

je nutné zvolit Ix - xo| < 6. K tomu bych poznamenal toto: Vlastnost, kterou zde Bolzano
formuluje (jednak v obecné v&tg, jednak v citovaném piikladg) neni logickym zdporem stejno-
mérné spojitosti (v dne¥nim smyslu); véta z § 13 neni proto ekvivalentni s v&tou ,,funkce
spojitd v (a, b) nemusi byt stejnom&rné spojitd v (a, b)*, md viak k ni uzky vztah (dokonce
ji obsahuje). Je vid&t, Ze Bolzano si uvédomil dilleZitost pojmu asi toho rézu, jako je dne$ni
,,stejnom&rnost* (stejnom&rnd spojitost, stejnom&rnd konvergence); nedospél viak k tomu,
aby poznal, jak by mél vhodné& tento pojem formulovat. Ndsledkem toho — jak v dal§im
uvidime — &asto na stejnom&rnost vilbec zapomind, Sasto pak operuje s jakymsi pojmem
tohoto razu, ne viak vhodné zavedenym; tim vznikaji v dile Bolzanové nékteré omyly a ne-
dokonalosti, jimiZ se je§t€ budeme podrobné&ji zabyvat.

§§ 14—16 pojedndvaji o tzv. ,,neuritych vyrazech na zdkladg véty: Je-li f(x) spojitd
v (a, b) a maji-li dv& &isla m, M (a < m < b) tu vlastnost, Ze ke kazdému pdru &isel & >0,
n > 0 existuje &islo x tak, Ze |x - m] <n, |f(x) - MI < ¢, je f(m) = M. § 17 obsahuje
dtkaz v&ty: Je-li f(x) spojitd v (a, b) a leZi-li pro n&akou hodnotu M kofeny rovnice f(x) =
= M viude hust® v intervalu (a, b), je f(x) = M identicky v (a, b). § 18 obsahuje obrdceni
véty z § 17; zde vSak se dopousti Bolzano prvniho zdvaZného omylu. Bolzano totiZ pravi:
,»JestliZe tedy naopak je f(x) spojitd v (a, b) a jestliZe f(x) zdvisi na x (tim chce patrn& Bolzano
fici, Ze f(x) neni konstantni) a je-li M n&jaké &islo, potom rovnice f(x) = M miiZe mit sice
nekoneén& mnoho kofenit v (a, b), 1ze viak nalézt dste&ny interval v (a, b), v némz tato rov-
nice nemd Zddny kofen. Jinymi slovy: ke kaZdému koFenu rovnice f(x) = M Ize nalézt
kofen jemu nejblizsi.“ Posledni v&ta je zfejm& nesprdvnd, i kdyZ u€inime pfedpoklad (ktery
Bolzano asi polovédom?& uéinil), Ze f(x) neni konstatni v Zd4dném &dste¢ném intervalu.
Za tohoto piedpokladu Ize totiZ v kaZdém &dstedném intervalu nalézt bod a tak, Ze f(a) += M;
jestliZe rovnice f (x) = M md aspoti jeden kofen nalevo od « a rovn&Zz napravo od a, 1ze nalézt
interval (yy, y,), obsahujici bod a, tak, Ze f(x) = M pro y; < x < y,, ale f(y,) = M,
f(y2) = M; yy, y, tvofi pak vskutku dva ,,sousedni‘ kofeny rovnice f(x) = M; jenomzZe —
a v tom spo&ivd nesprévnost Bolzanova tvrzeni — nemusime timto zpiisobem (i kdyZ m&nime
&islo «) obdrZet viechny kofeny rovnice f(x) = M. Tato chyba zardZi tim vice, Ze Bolzano
v dalSim sestrojuje funkci (v § 70), kterd po malé ipravé by mu poskytla pfiklad, ukazujici
nespravnost jeho tvrzeni (a dokonce i tato Giprava je provedena v 2. oddile, § 26). A

13) Zavddim tyto znatky a ndzvy: (a, b) znati mnoZinu viech &isel x, pron& a < x < b
(ndzev: otevieny interval); [a, b] znadi mnoZinu viech &sel x, pro n&Z a S x < b
(ndzev: uzavieny interval).
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Ale tento omyl ndm na druhé stran€ ukazuje, jak veliky, obtiZzny a prikopnicky tikol
Bolzano na sebe vzal. Jen nesmirnou obtiZnosti a Giplnou novosti a nezvyklosti pfedmétu
je mozno si vysvétlit, Ze Bolzano, ktery v ndsledujicich odstavcich (§§ 19—30) ukdzal na-
prostou pfesnost a dokonalost v mistech nejchoulostivéjsich, mohl se dopustit v § 18 tak hru-
bé chyby. BohuZel nezlistal § 18 bez vlivu na ndsledujici ivahy; zvld§té nékteré dsti nauky
o extrémech trpi pouZivdnim nesprdvné véty z § 18.

Naésledujici §§ 19 — 30 vynucuji si zato bezvyhradny obdiv a tictu. Zde Bolzano dokazuje
podrobné a bez nejmensiho omylu zdkladni véty o spojitych funkcich. Diikazy jsou tplné
»aritmetizovdny*, postupuji (jako ostatng celd tato kniha) ryze deduktivng z definice spoji-
tosti, bez jakéhokoliv odvolavéni se na ndzor. Bolzano dokazuje tyto véty:

I. Je-li lim sup | f(x)| = oo, neni funkce f(x) v bod& ¢ spojitd.

II. Funkce spojitd v uzavfeném intervalu [a, b] je v ném ohranigend.

III. Je-li funkce f(x) spojitd v [a, b] a existuje-li posloupnost xy, X,, X3, ... (@ £ X, <
< b) takovd, Ze lim f(x,) = C, potom funkce f(x) nabyvd v intervalu [a, b] hodnoty C.

n—+oo

IV. Je-li funkce f(x) spojitd v [a, b], nabyvd tato funkce v [a, b] n&kde své nejvétsi
(a rovn&z nejmenti) hodnoty.

V. BudiZ f(x) spojitd v (a, b); budiZ a < x; < x, < b, f(x,) * f(x,); potom funkce
f(x) nabyvd v intervalu (x4, x,) viech hodnot, které lezi mezi f(x,) a f(x,).'*)

Bolzano nejenom dokazuje tyto véty, nybrZz i zkoumd kriticky vyznam u¢inénych pied-
pokladi; tak ukazuje, Ze véty III a IV neplati, nahradime-li v nich uzavieny interval [a, b]
otevienym intervalem (a, b). Ditkazy t&chto v&t jsou provedeny tak bezvadng, Ze by mohly
byt (nehledime-li k n&kterym neobratnostem slovniho vyjddfeni) beze zm&ny pievzaty do
kterékoliv moderni ucebnice diferencidlniho pocétu. Jen jednu pozndmku nutno udinit:
spojitost v uzavieném intervalu [a, b] znamend — podle dne3ni terminologie — spojitost
v kazdém vnitinim bodg, ddle spojitost zprava v bodé€ a a spojitost zleva v bod€ b. Bolzano
vyjadfuje ji slovy ,,von x = a bis x = b einschliesslich stetig*. Zd4d se tedy, Ze Bolzano poza-
duje v koncovych bodech intervalu oboustrannou spojitost, a¢ sta¢i jednostrannd. Je ov§em
také myslitelné, Ze Bolzano byl si této okolnosti védom a Ze jenom vyjadfovaci potiZe zavi-
nily, Ze tuto okolnost jasn& nevytk1'®).

Diukazy spocivaji hlavn€ na dvou vétdch, jejichZ formulace je rovné€z dilem Bolzanovym.

14} Posledni v&tu dokdzal Bolzano jiZ v ,,Rein analytischer Beweis ...* (1817). Také Cauchy
ji dokazuje v ,,Cours d’Analyse* (1821), Note III*™.

15) Tomu by se zddly nasvéd¢ovat nékteré pozdé&jsi Givahy: napt. v § 70 sestrojuje Bolzano
funkci, definovanou pouze v intervalu [0, 1] (u niZ tedy v koncovych bodech Ize mluvit
nejvyse o jednostranné spojitosti) a pfesto o ni fikd, Ze je ,,von x = 0 bis x = 1 ein-

schliesslich stetig®. TotéZ fikd v § 75 o tzv. ,,Bolzanové funkci; a podobné i na nékte-
" rych jinych mistech.
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Prvni z nich, tzv. véta o horni hranici, zni ve formulaci Bolzanové takto: vime-li o n&jaké
vlastnosti B, Ze nendleZi vSem redlnym ¢&islim, Ze vSak ndlezi vSem ¢islim men$im nezZ jisté
déislo U, potom existuje Cislo A4, jeZ je nejvétsi ze vech Cisel x, jeZ maji ndsledujici vlastnost:
viechna &isla mensi neZ x maji vlastnost B.¢)

Druhd véta je tzv. véta Bolzanova-Weierstrassova: kazdd ohrani¢end posloupnost md
aspoii jeden hromadny bod.!”)

V ndsledujicich odstavcich pojedndvd Bolzano o sloZenych funkcich; v § 31 poddvd
vétu o spojitosti sloZenych funkci f(¢(x)); formuluje tuto vétu téZ pro jednostrannou spoji-
tost. Pfi funkcich jen jednostranné spojitych oviem mohou nastat velmi sloZité pfipady; neni
jasné, byl-li si Bolzano vsech téchto moZnosti védom; véta i ditkaz jsou vSak sprdvné, po-
soudime-li jen trochu shovivavé ponékud spletitou slovni formulaci.

V §§ 34—46 probird Bolzano nejjednodussi véty o spojitosti funkci n€kolika promén-
nych; tato ¢dst jeho dila je vSak zaloZena na nespravné vété. Bolzano totiZ definuje v § 38
spojitost funkce f(x, y)'®) takto: f(x, y) je spojitd v bod& (xo, yo), existuje-li kladné &islo &
tak, Ze 1. f(x, yo + k) je spojitou funkci promé&nné x v bod& x,, je-li |k| < 8,2 f(xo + h, )
je spojitou funkci proménné y v bod€ y,, je-li |h| < 6. V § 39 snaZi se pak dokdzat: Je-li

f(x, y) spojitd v bod& (xo, o), je
(3) lim f(x, ) = f(x0, ¥o) -

xX—=X0

y=Yo

Tato véta je oviem nesprévné; existuji funkce f(x, y), jeZ jsou spojité v x a téZ spojité v y
a jez pfesto nespliiuji rovnici (3). Omyl Bolzaniv je prostg tento: plati

f(xo + h:yo + k) —f(xo,)’o) =
= (f(xo + h, YO) — f(xo, )’o)) + (f(xo + h,yo + k) — f(xo + h, yo)) -

Prvni zdvorka konverguje za nasich pfedpokladii k nule, kdyZ h — 0; rovnéz druhd zdvorka

16) Tuto vétu vyslovil Bolzano jiZ v rukopisné ,,Zahlenlehre* a v tisténém pojedndni ,,Rein
analytischer Beweis ...“ (1817). V tomto pojedndni dokazuje Bolzano tuto vétu tim,
Ze ji prevadi na jistou podminku (tzv. Bolzanovu-Cauchyovu) pro konvergenci posloup-
nosti; oviem Bolzaniv pokus o diikkaz Bolzanovy-Cauchyovy podminky (v témzZe po-
jedndni) ztroskotal, jeZto by vyZadoval teorii redInych &isel, jeZ byla vytvofena aZ o né-
kolik desitileti pozdé&ji. Dnes oviem postupujeme radéji obracené: napied dokazujeme
vétu o horni hranici a potom teprve podminku Bolzanovu-Cauchyovu.

17) Pt pouZiti této v&ty odkazuje Bolzano na svou rukopisnou ,,Lehre von der Messbarkeit
der Zahlen®; ani Jasek ani Rychlik tam vSak tuto vétu nenasli. Je zajimavé, jak pozna-
mendvd Rychlik, Ze ani v ti§té€nych spisech Bolzanovych tuto vétu nelze nalézt, ad je
zndma pod jménem ,,véta Bolzanova-Weierstrassova“.

18) Bolzano to provédi pro funkce n prom&nnych a ptihliZi také k Jednostranne spojitosti.
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konverguje k nule, kdyZ k — 0 pFi pevném h. Bolzano vSak ptehlédl, Ze neni nijak zarudeno,
Ze druhd zdvorka konverguje k nule, kdyZ h, k soucasné konverguji k nule. To spo&ivd vtom,
¥e spojitost funkce f(x, y) v prom&nné y nemusi byt stejnomérnd vzhledem k proménné x.
Je dost podivuhodné, Ze Bolzano zde d&ld touZ chybu, pfed kterou v § 12 tak dirazng varoval.

- To jetedy druhy zdvazny omyl Bolzanv; tdZ chybnd ivaha vyskytuje se téZ u Cauchyho!®)
a je zcela dobfe mozné, Ze Bolzano ji odtamtud bez hlubsiho rozboru pfevzal.

Velmi zajimavé jsou §§ 47—48. Jiz v § 29 Bolzano dokazal 7e kazdd funkce f(x), kterd
je spojitd v (a, b), md tuto vlastnost:

Vlastnost (A). Je-lia < x; < x, < b, f(x%;) # f(x,), potom funkcef(x) nabyvé v inter-
valu (x,, x,) viech hodnot, jeZ leZi mezi f(x;) a f(x).

Bolzano klade si nyni otdzku: je vlastnost (A) snad charakteristickd pro spojité funkce?
a odpovidd zcela sprdvné: nikoliv; existuji dokonce funkce, jeZ maji vlastnost (A), nejsou viak
v Zddném bodé& spojité. Véta jisté podivuhodnd na svou dobu, uv€domime-li si, Ze jeSté
Lebesgue?®) si stéZuje, Ze se v nkterych francouzskych Skoldch zavddi spojitost pomoci
vlastnosti (A). Bolzano pokousi se také sviij vyrok dokdzat; k tomuto pokusu je viak obtiZné
zaujmout stanovisko, dokud nezndme pfesn& Bolzanovu definici funkce.?")

V §§ 49 —59 poddva Bolzano velmi zajimavou teorii monotonnich funkci. Abych étendfi
na piiklad& ukdzal preciznost Bolzanova postupu, dovolim si zde struén& nazna&it obsah
téchto odstavct.

§ 49. Existuji funkce f(x), které bud pro viechna x (nebo aspoti pro viechna x z jistého
otevfeného intervalu) maji tuto vlastnost: je-li x; < x,, je f(x;) < f(x,). Diikaz: funkce cx
(c > 0) m4 tuto vlastnost, nebof z x, < x, plyne cx; < cx,. Obdobn& pro ¢ < 0 dostdvdme
funkci, pro kterou plati: je-li x; < x,, je f(x;) > f(x2).

§ 50. Takovéto funkce budeme nazyvat rostoucimi (bud stdle rostoucxml nebo rostoucimi
v intervalu (a, b)) resp. klesajicimi.

§ 51. Neni-li f(x) rostouci v (a, b), musi existovat &isla p, ¢ tak, Ze a S p <@ < b,
f(1) = f(e); a n&kolik podobnych pozndmek.

19) ,,Cours d’Analyse*, I*® partie, chap. II, § 2. Dne3ni definice spojitosti funkci n&kolika
proménnych pochdzi asi aZ z doby Weierstrassovy, okolo r. 1870.

) Lebesgue, ,,Lecons sur Pintégration‘ (1904), str. 89.

21) Bereme-li totiZ pojem funkce ve smyslu dnes obvyklém (kaZdé hodnot& x zjistého oboru
odpovidd jedna jedind hodnota y), musime na Bolzaniiv diikaz pohliZet jako na zcela
nezdafeny. Bolzano vSak v téchto §§ 47—48 neklade k slovu ,,Function* adjektivum
»einférmig®; je tedy zcela dobfe mozZné, Ze Bolzano mysli téZ na jakési funkce ,,mnoho-
znatné* (viz mé pozndmky k Bolzanovu pojmu funkce); potom by se snad mohl (pfi
dostatedném rozgiteni pojmu funkce) ditkaz Bolzantiv poklddat za sprdvny (zcela nebo
dstetng); ale v&ta sama by oviem potom ztrdcela mnoho na zajimavosti. Bud tedy
obsahuji §§ 47—48 velmi zajimavou vétu s nesprdvnym ditkazem nebo méng zajimavou
vétu se spravnym (aspoii z&4sti) dikazem.

20
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§ 52. U funkce rostouci mé f(x + h) — f (x) totéZ znameni jako h; naopak u klesajici.

§ 53. Funkce rostouci (klesajici) nabyvd kazdé hodnoty nejvyse jednou (s podrobnym
dikazem).

§ 54. U rostouci funkce plyne z nerovnosti f(¢) > f(u) nerovnost ¢ > p; naopak u klesa-
jici funkce (s diikazem).

§ 55. Jestlize funkce f(x) md vintervalu (a, b) vlastnost (A) a existuji-li tfi &isla ¢, u, o
(a <& <p<g<b)tak, Ze neni ani f(g) < f(1) < f(¢) ani f(e) > f(1) > f(e), potom
nabyvé f(x) n&které ze svych hodnot aspoii dvakrat.

Dikaz: Kdyby dv& z &isel f(e), f(w), f(e) byla stejnd, bylo by tvrzeni jasné. Zbyvd tedy
vysettit ptipady 1. f(e) < f(1) > f(e), 2. f() > f(1) < f(e)- Ad 1.: bud je &) f(¢) < f(o) <
< f(u) nebo B) f(e) < f(e) < f(u). V ptipadé 1a) je f(o) mezi f(¢) a f(y), existuje tedy (podle
vlastnosti (A)) &islo A(e < 4 < p) tak, Ze f(4) = f(e); jeZto A * g, je tim tvrzeni dokdzdno.
Obdobn¢ se diskutuji ostatni pfipady.

§ 56. JestliZe tedy funkce f(x) md v intervalu (a, b) vlastnost (A) a nabyvd tam kazdé
hodnoty nejvyse jednou, potom pro a < &¢ < u < ¢ < b musi platit bud f(¢) < f(r) < f(e)
nebo f(e) > f(1) > f(e)*?)

§ 57. Obdobné pro vice €isel e < pu < g <A <v<...

§ 58. JestliZe funkce f(x) md v intervalu (a, b) vlastnost (A) a nabyvd tam kazdé hodnoty
nejvyse jednou, je bud rostouci nebo klesajici v (a, b).

Dutkaz: Zvolme dv& &isla p, ¢ (a < p < @ < b); plati jist& f(u) + f(g). Diskutujme
tfeba ptipad f(u) < f(e); tvrdim, Ze v tomto p¥ipadg je f(x) rostouci v (a, b). To znamend:
budiZ a < x; < x, < b; mdm dokdzat f(x,) < f(x,). Diskuse zdvisi na vzdjemné poloze
bodil x;, X,, u, ¢; Bolzano tuto diskusi pIn& provddi.?®) Napf. je-li u < x; < @ < X,
musi byt podle § 57 bud f(u) < f(x,) < f(e) < f(x,) nebo f(r) > f(x,) > f(e) > f(x.);
druhy pfipad je viak vylougen, jezto f(u) < f(); tedy plati prvni série nerovnosti, a tedy
J(x1) < f(x2).

§ 59. JestliZe f(x), rostouci (nebo klesajici) v (a, b), mé v tomto intervalu vlastnost (A),
je f(x) spojitd v (a, b). Podivuhodny (na svou dobu) dopln&k k §§ 47—48!

Diikaz: BudiZ tfeba f(x) rostouci a dokazujme spojitost zprava v bodé x, (a < x, < b).
Zvolme h, tak, Ze xo < Xo + ho < b; pak je f(xo + ho) — f(xo) = D > 0. BudiZ dédno
&> 0azvolme (0 < p < 1) tak, Ze uD < &. Potom je f(xo) < f(xo) + uD < f(xo + ho)
a tedy podle vlastnosti (A) existuje hy (0 < hy < hy) tak, Ze f(xo + hy) = f(xo) + uD;

22) Pozor! Dokdzali jsme dosud jen, Ze pro kazdou takovou trojici &sel &, u, ¢ plati jeden
ze vztaht f(e) < f(1) < f(e), f(¢) > f(1) > f(e); dosud jsme vSak nedokdzali, Ze pro
vSechny takové trojice plati tenty? z obou vztahli; kdybychom uZ to méli dokdzdno,
byla by f (x) ziejmé& bud rostouci nebo klesajici v (a, b). To je skute¢n& pravda, ale bude
to dokdzdno aZ v § 58.

23) V diskusi jsou mald ndhodnd prehlédnuti.
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tedy 0 < f(xo + hy) — f(x0) < ¢ a (jeZto f(x) roste) tim spiSe 0 < f(xo + h) — f(x,) < ¢
pro 0 < h < hy. Obdivuhodnd partie! Bolzaniv postup v §§ 49 —59 je vskutku bez nejmen-
§iho kazu. )

Od funkci monotonnich pfechdzi Bolzano k teorii relativnich extrémi. Pfechod tvofi
tato v&ta (§ 61): Je-li a < b < c a je-li funkce f(x) 1. rostouci v (a, b), 2. klesajici v (b, c),
3. spojitd v bodé b**), potom existuje & > 0 tak, Ze f(b) > f(b + h) pro 0 < |hl <.
Nidsleduje definice relativnich extrémi (§ 62): f(x) md relativni maximum v bod& b, existuje-li
gislo & > 0 tak, Ze f(x) < f(b) pro 0 < |x — b| < &; obdobn& pro relativni minimum.,
Bolzano definuje také jednostranné extrémy. Napf. relativni maximum zprava. v bod¢ b
nastdvd podle jeho definice tehdy, jestlize predn& f(b + h) < f(b) pro dost mald kladnd h
a jestlize za druhé f(b — h) bud neexistuje nebo je rovno f(b) pro dost mald kladnd h.
K této ne dost vhodné definici jednostrannych extrémil byl Bolzano veden svou nesprdvnou
pfedstavou o rozdgleni kofenti rovnice f(x) = M, spocivajici na nesprdvném § 18. Vliv
tohoto § 18 jevi se pak v dal§im vybudovdni teorie maxim a minim né&kolika nespravnymi
vétami a diikazy. Pfesto vSak odstavce témto otdzkdm vénované obsahuji mnoho zajimavych
jednotlivosti; o nékterych se bliZze zminim. Pfedeviim se Bolzano zabyva dost obsirné funkce-
mi, jeZ vykazuji ,,nekone&n& mnoho oscilaci“ (§§ 65— 75). Tak ukazuje v § 65 (konstruovénim
vhodného ptikladu), Ze Ize sestrojit funkci f(x), spojitou v (a, b), jeZ md tuto vlastnost:
existuji dv& &isla m, M a posloupnost Xy, X5, X3, ... (@ < X; < x; < X3 < ... < b) tak, Ze

(4) m < M?), f(xzp-1)Z M, f(x25) Sm.

V § 69 ukazuje Bolzano, Ze funkce f(x), majici tyto vlastnosti, nemiZe byt spojitd
v uzavieném intervalu [a, b]. Ptiklad v § 65 poskytuje zdroveti ptiklad funkce spojité v (a, b)
jeZ md tuto vlastnost: existuje &islo u (tfeba p= (m + M)[2) a posloupnost X1, Xz, X3, -
(a6 <%y <x, <x3 <..<b)tak,Ze

(5) f(xzney) > 1y f(x20) < 2.

Vlastnost (5) ¥ikd oviem méné nez vlastnost (4) a Bolzano ukazuje v § 70 (na rozdil od vlast-
nosti (A)), Ze i funkce spojitd v uzavfeném intervalu [a, b] miZe mit vlastnost (5). Tento
rozdil mezi vlastnosti (4) a (5) spo&ivd, jak Bolzano sprdvn& podotykd, v tom, Ze — zhruba
feeno — nerovnosti (5) nevyluduji Jeste existenci limity lim f(x,), kdeZto nerovnosti (4)

n—o
ji vylucuji. Bolzano uvadi jesté nékolik véci podobného rdzu; bylo by snad zbyteéné, abych
jimi Etendfe rozptyloval. Musim vSak poznamenat, Ze jsem se nezminil dosud o § 63, § 64,

§ 68. Z nich §§ 63 a 68 obsahuji nesprdvné vysledky, spo€ivajici na nespravném § 18. V § 64

24) Bolzano pravi ,,um den Wert b herum stetig; pouZivd viak pfi diikazu jenom spoji-
tosti v bod€ b, nikoliv v okoli bodu b. Ditkaz, v jddfe sprdvny, neni zcela dokonale
proveden.

" ?%) Tuto podminku zapomné&] Bolzano vyslovit, a€ ji m&l zfejmg& na mysli.
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dokazuje Bolzano, Ze pro funkci spojitou v [, b] a rostouci v (a, b) plati f(a) < f(c) < f(b)

pro a < ¢ < b. Dikaz provddi Bolzano takto: zvolme h tak, Ze a < a + h < c; potom je

f(a + h) < f(c), lim f(a + h) = f(a); z toho pry plyne f(a) < f(c). P¥i obecné funkci
B0+

oviem bychom sméli usuzovat pouze f(a) < fi (c); pti rostouci funkci je usudek sprdvny,
Bolzano vS$ak pfi tomto limitnim pfechodu monotonii funkce f (x) nezdiraziiuje — zda se
tedy, Ze se zde dopustil omylu. Je§t€ musim poznamenat, Ze slovni formulace neni v §§ 64 —74
vSude zcela dokonald; zfejmé jde viak jen o jazykové obtiZe, nikoliv o omyly &i skuteénd
prehlédnuti.

Jiz v t&chto odstavcich (§§ 65, 70, 73) sestrojil Bolzano n&kolik pozoruhodnych piikladt
funkci, jejichZ (ohranieny) defini¢ni obor nelze rozdélit na koneény pocet intervalét mono-
tonie; nejvelkolepéjsi piiklad toho druhu poddvd vSak Bolzano v § 75; sestrojuje totiZ funkci
f(x), spojitou v [a, b], jeZ neni monotonni v Z4dném &dste&ném intervalu. (Pozdgji (2.0ddil,
§ 19) ukazuje Bolzano, Ze body, v nichZ f(x) nemd derivaci, leZi viude hust¥ v intervalu
[a, b]*®)). JiZ to, Ze Bolzana viibec napadlo, Ze by takovd funkce mohla existovat, zasluhuje
obdiv; tim v&tsi obdiv zasluhuje, Ze se mu podafilo takovou funkci skuteéné sestrojit. Tato
funkce je slavnd tzv. ,,funkce Bolzanova®. Je dostateén€ zndmd z literatury, takZe mohu
postupovat struéné.

Bolzano definuje v intervalu [a, b] posloupnost spojitych funkci

(6) f1(x), f2(x), fo(x), ... ;

pfitom &ira y = f,(x) je lomend &dra, sloZend z kone&ného podtu tisedek (tento podet roste
soutasn® s n do nekone¢na). Body, v nichZ se stiidd stoupdni funkce f,(x) s klesdnim (to
muiZe zfejm?& nastat jen v rozich té lomené &dry), vypliiuji, je-li n dost velké, interval [a, b]
tak hustg, jak si pfejeme (to znamend: ke kazdému & > 0 existuje n, tak, Ze funkce f;(x)
neni monotonni v Zddném intervalu délky ¢, je-li n > n,). Mimo to vSechny rohy &ry y =
= f,(x) leZi také na viech &ardch ndsledujicich y = f,,(x) (m > n). Je jasné, Ze existuje-li
limita

() tim £(5) = 1.

potom neni f(x) monotonni v Zddném &dsteEném intervalu z [a, b]; nebot ve viech rozich

26) Vime dnes, Ze tato funkce nemd derivaci viibec v Zddném bodg; viz M. Jasek, O funkci
Bolzanové, Casopis pro péstovani matematiky a fyziky 51 (1922), str. 69—76; M. Jasek,
Aus dem handschriftlichen Nachlass B. Bolzanos, Véstnik Krdl. €. spol. nauk 192021,
sv. I, str. 1—32; K. Rychlik, Uber eine Funktion aus Bolzanos handschriftlicherh
Nachlasse, Véstnik Krdl. & spol. nauk 1921 —-22, sv. IV, str. 1—20; V. Jarnik, O funkci
Bolzanové, Casopis pro péstovdni matematiky a fyziky 51 (1922), str. 248 —264. (Viz
téZ v této publikaci str. 60—73 — pozn. red.)
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gry y = f,(x) (n = 1,2,...) je zfejmé f(x) = f,(x)?") a ony rohy &ry y = f,(x), v nichZ se
stoupdni st¥idd s klesdnim, leZi pti dost velkém n tak hust& v intervalu [a, b], jak si piejeme.
AZ sem je Bolzantv postup (jejZ jsem imysln& trochu pfehdzel) spravny. Zbyvd jen jestd
dokdzat, e limita (7) existuje a Ze je spojitou funkci x v intervalu [a, b]. Existenci této limity
dokazuje Bolzano vcelku sprdvng, totiZ v podstaté na zdkladé Bolzanovy-Cauchyovy pod-
minky?®). Zato p¥i diikazu spojitosti funkce f(x) dopousti se Bolzano podstatné chyby.
Usuzuje totiZ prost8 takto: funkce f(x) je limitou funkci spojitych; a konvergentni posloup-
nost spojitych funkci md vzdy za limitu funkci spojitou. Posledni véta je oviem nesprdvnd;
je viak sprdvnd, poZadujeme-li napf. stejnomérnou konvergenci. Bolzano zde uéinil obdob-
nou chybu jako v § 39; pfehlédl totiZ nutnost poZadavku stejnom&rnosti (nebo néceho podob-
ného).2%) Opét je to v podstaté onen omyl, pfed nimZ varoval v § 12. To je tedy tretf zdvazny
omyl Bolzantv; tdZ chyba vyskytuje se ostatng i u Cauchyho.3?)

§§ 76 —78 obsahuji né€kolik vt o stfiddni maxim a minim, jsou viak vydatn& zatiZeny
nespravnym § 18.

Ve zbytku 1. oddilu zabyvd se Bolzano nespojitymi funkcemi; toto téma vyZadovalo
by vSak k dokonalému zpracovdni hlubSich znalosti z teorie mnoZin a neni tedy divu,
poddvd-li zde Bolzano tvahy médlo uspokojivé. V § 79 vyslovuje Bolzano nesprdvnou vétu,
Ze existuji funkce rostouci, jeZ v Z4dném bodé& nejsou spojité. V §§ 80— 81 vyslovuje Bolzano
opét nespravnou vétu, tykajici se existence limit zprava a zleva u jistého typu nespojitych
funkci. Ditkazy v §§ 79 — 80 jsou nejen nesprdvné, nybrZ i formdln€ tak nedokonalé, Ze piisobi
dojmem pouhého ndértku. V poslednim § 82 vyslovuje Bolzano véty celkem sprdvné: existuje
funkce rostouci v [a, b]*"), jeZ je nespojitd pouze v izolovanych bodech intervalu (a, b),
jichZ je nekone&n& mnoho. Soudet ,,skoki*“ u takové funkce musi tvofit fadu konvergentni;

27) Nebot pro tyto body je f,(x) = f,(x) pro m > n a tedy téZ f(x) = lim f,(x) = fi(x)-

28) O této podmince viz pozndmku 16) pod &arou.

29) Pti ditkazu konvergence posloupnosti (4) odvodil Bolzano pro rozdil |f(x) — f,(x)|
odhad nezdvisly na x, takZe stejnomérnost té konvergence vlastn€ implicite dokdzal;
na zdklad& tohoto odhadu byl by mohl spojitost funkce f (x) dokdzat piimo na n€kolika
fadcich. PovaZuji viak za jisté, Ze si Bolzano tuto okolnost neuvédomil; jednak by byl
jinak na vé&c tak dileZitou jist€ upozornil, jednak dopustil se téZe chyby uz v § 39.

30) | ,Cours d’Analyse*, I partie, chap. VI, § 1. Prvni, kdo upozornil na nespravnost této
véty a ve specidlnim p¥ipad® sprévnou tvahu provedl, byl asi Abel (1826 ve slavném
pojedndni o binomické fadg). Obecnd véta ,.stejnom&rnd konvergentni posloupnost
funkci spojitych md za limitu funkci spojitou‘* pochdzi asi z let 1847 —48. TéZ Cauchy
dodatecné poznal sviij omyl a dokdzal tuto vétu (1853). Srovnej ¢lanek Pringsheimiv,
Grundlagen der allgemeinen Functionenlehre, Enzyklop. der math. Wissenschaften,

- 1AL
31) Predpoklady v koncovych bodech nejsou dost jasné vysloveny.
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tato podminka odpadd, jestlize nepoZadujeme monotonii. Diikaz je v jddru sprdvny, v jed-
notlivostech misty ne zcela dokonaly.

Zde kondi 1. oddil; ohlédnéme se jeste jednou po ném! Co piedevsim upoutd nasi po-
zornost v dile Bolzanové, je jeho ryze moderni aritmetizujici stanovisko. Bolzano zcela plné
poznal nepfipustnost tzv. ,,ndzoru v matematickych diikazech a také jej ze svych tivah
s obdivuhodnou diislednosti a zdarem (uvaZme, Ze §lo vlastn& o prvni systematicky pokus
toho druhu) vymytil.*?) JiZ jeho definice spojitosti v § 2 zasluhuje uzndni tim, Ze misto dosa-
vadni spojitosti v intervalu (Cauchy) zavddi spojitost v bodé; jak plng si byl védom vyznamu
této zmeny, je zfejmé z toho, Ze konstruuje v § 10 funkci, spojitou v jediném bodg. Dalsi
vybudovdni teorie spojitosti funkci jedné proménné obsahuje Siroké partie, v nichZ neni
jediného kazu; vzpomeiime jen na §§ 19—30 (kde jsou bezvadn& dokdzdny zdkladni véty
o spojitych funkcich); nebo vzpomeiime na neoby&ejng krdsnou teorii monotonnich
funkci (§§ 49—59); nebo zastavme se u §§ 65—75, v nichZ Bolzano tak dikladng rozebird
moZnosti, jeZ mohou nastat u funkci s nekoneén€ mnoha oscilacemi. JiZ jediny ptiklad z § 75
(Bolzanova funkce) stadi, abychom si vytvofili vysoké min&ni o Bolzanov& nadéni pro zd-
kladni otdzky matematické analyzy; nevim vSak, nemdme-li si je§té vySe nad tuto osliiujici
jednotlivost cenit dokonalé vystavby celku, napf. v §§ 19— 30, 49—59.3%)

Stejné jako ve velkych obrysech, jevi se i v podrobnostech obdivuhodny smysl Bolzantiv
pro Cistotu metody; zvl4ste zieteln€ jevi se to v ptikladech, na nichZ ukazuje rizné moZnosti,
jeZ se mohou vyskytovat u spojitych funkci. Vezméme napf. § 65, v n€émz Bolzano konstruuje
funkci spojitou v intervalu 0 < x < 13*), jeZ nabyvd nekone¢n& mnohokrdt ,,stiidavé*
hodnot 0 a 1/2. Bolzano sestrojuje tu funkci takto:

f0) =0, f12) =12, f(3/4)=0, £(78) =1[2, f(15/16) =0,
3132 =1)2,...;

prol —27"<x<1-2"""1(n=0,1,2,...) budiZ f(x) linedrni.
V § 66 poznamendvd Bolzano: také napt. funkce g(x) = sinlog (1 — x) md obdobné vlast-
nosti. Bolzano byl si jist¢ dobfe v&dom toho, Ze funkce sin log (1 — x) by neméla Zddouci
priikaznost, jeZto v této knize nebyly funkce sin x, log x nikde fddn€ definovdny; proto
napfed konstruuje (zpiisobem tehdy jist& dost neobvyklym) funkci f(x) a jen mimochodem
uvddi funkci g(x); obdobné ptiklady najdeme v §§ 70 a 71.

O Bolzanové peclivosti pfi definicich a o tom, jak jasné& si uvédomuje dosah jednotlivych

32) Toto Bolzanovo stanovisko souvisi jist& uzce s jeho filozofickymi ndzory o podstatd
a metoddch matematiky; viz napf. vyrazny citdt, uvedeny v Petrové pfedmluve na str.
XI-XII. :

33) Vsimn&me si v t&chto partiich napt. toho, jak pln& si Bolzano uvédomuje vliv otevienosti
a uzavienosti intervalu!

34) Bod x = 0 jsem pfidal pro zjednodugeni.
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pfedpokladdi, jsme se zminili na pfisluSnych mistech. Vidéli jsme téZ, jak peélivé zkoumd
Bolzano v§echny moZnosti, jeZ se p¥i spojitosti a nespojitosti funkci mohou vyskytovat; s tim
souvisi fada existendnich vé&t, doloZenych piiklady (hlavn& napf. v §§ 65—75). Také pti
definicich vyskytuji se u Bolzana takové existenéni véty; napf. dfive neZ definuje funkci
rostouci, ukdZe na piikladg, Ze existuji funkce, jeZ vlastnost v definici vytéenou vskutku maji.

Vedle téchto kladnych hodnot Bolzanova dila setkali jsme se v§ak i s n€kolika omyly;
vyluéme ze svych Givah nejasné §§ 47—48, mdlo zdvainy § 64 a posledni odstavce (hlavnd
§§ 79—81), v nichZ se Bolzano pustil do problémi, pro n€Z doba je§t& naprosto nebyla zrald;
potom zbyvaji ndm v podstaté jen tfi zdvazné omyly: v §§ 18, 39, 75.

Chyba v § 18 plisobi dojmem ndhodného ochabnuti Bolzanova diivtipu; je oviem s podi-
vem, Ze Bolzano si dodate¢n€ nesprdvnost tohoto odstavce neuvédomil, zv14sté kdyZ sestrojil
funkci (§ 70 a 2. oddil, § 26), kterd tuto nesprdvnost zfejm& ukazuje.

Druhy a tfeti omyl (§§ 39 a 75) maji spole¢ny zdklad: totiZ nevyt&eni poZadavku stejno-
mérnosti; v § 39 postrdddme v pfedpokladech stejnom&rnost spojitosti, v § 75 schdzi v diikazu
stejnomérnost konvergence. Vidéli jsme také, Ze chyby v §§ 39 a 75 jsou podobného rdzu
jako chybnd tvaha, pfed niZ Bolzano v § 12 sdm tak diirazn& varuje (viz téZ § 13); uvidime
jest& ddle (2. oddil, § 27), jak si jest& v jiném problému vyznam stejnomé&rnosti (nebo n&jakého
podobného pojmu) uvédomil. Bolzano si tedy misty potfebnost n&jakého pojmu toho druhu
uvédomil, nepodafilo se mu viak tento pojem vhodn& formulovat; proto na t&ch mistech,
kde vytykd nespravnost n€kterych tivah, jeZ bez zdiivodnéni postupuji tak, jakoby uvaZovand
spojitost byla stejnomé&rnd, vyjadiuje se Bolzano celkem sprdvng (viz zvI4§t& § 12); naopak
na mistech, kde by mé&l stejnom&rnosti bud vyuZit nebo ji pfedpoklddat (§ 39, § 75, 2. oddil
§ 27 a jinde), bud se nezhostil svého tikolu s plnym zdarem nebo na vyznam stejnomérnosti
vilbec zapomnél. Je myslitelné, Ze kdyby si byl Bolzano mohl porozprédvét o svych pracich
s interesovanym kolegou nebo s chdpavym Z4dkem, byl by tyto omyly bud sdm nebo s jejich
pomoci poznal. Je oviem otdzka, zda by byl za své nesprdvné tivahy nasel vhodné néhrady
(hlavng u § 39 — spojitost funkci n&kolika promé&nnych — je to pochybné; ditkaz .»>)» ©»:
Bolzanovy funkce v § 75 byl by mohl snadno provést pifimo, bez okliky pfes obecné véty
o stejnom&rné konvergenci).

PovaZujeme-li tedy § 18 za ndhodny omyl (jenZ bohuZel zkazil i n&kolik pozdé&jsich
odstavctl), vidime, Ze jedinym podstatnym nedostatkem tohoto oddilu jsou omyly, vztahujici
se k pojmu stejnomérnosti. Tyto omyly jednak zpiisobily jistou nedokonalost v diskusi Bolza-
novy funkce (§ 75), pfedeviim viak znemoZnily Bolzanovi spravné vybudovdni teorie spoji-
tych funkci n&kolika prom&nnych (vlivem § 39). Zato teorie spojitosti funkci jedné promén-
né — i kdyZ vynechdme vSechny nesprdvné odstavce — je vybudovédna u Bolzana s tipInosti
vskutku obdivuhodnou.??)

3%) Zminil jsem se hned na po&dtku o tom, Ze Bolzano nebyl matematicky rutinér. Na mén&
zdvaznych mistech objevuji se proto u ného né€kdy pfehlédnuti aZ nepochopiteln naivni.
~ Nemluvil jsem o nich, protoZe pro celek nemaji vyznam; uvddim viak aspoii dva takové
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Bolzano byl si jisté védom revolucni novosti svého dila; zajimavé je v tomto ohledu
jedno misto z Uvodu (§2); odstavec je vEcn& mélo zajimavy, tim zajimav&jsi je psychologicky.
Bolzano pravi v n€m asi toto: Funkce, jeZ lze vyjddfit jedinym pfedpisem, platnym pro
viechna x, budeme nazyvat funkcemi 1. druhu (napf. f(x) = 30x + 5 nebo f(x) = sin x
atd.); funkce, u nichZ to neni moZné, budeme nazyvat funkcemi 2. druhu (napf. f(x) = x
pro x' < 1, f(x) =2 pro 1 < x £ 2, f(x) = x> pro x > 2). Je pochopiteln& velmi diileZité
rozezndvat, zda funkce, o kterou jde, je prvniho ¢i druhého druhu. A na konci § 2 pravi
Bolzano: budeme se zabyvat ne sice vyhradné, ale pfesto vétSinou jen funkcemi prvniho
druhu. K tomu bych poznamenal: 1. Z celého 1. oddilu je vidét, Ze rozdil mezi funkcemi
1. a 2. druhu nemd pro Bolzanovy tivahy vibec diileZitost. 2. Zmiiiuje-li se Bolzano nékde
v dal§im o funkcich 1. a 2. druhu, &ini to jen proto, aby zdiiraznil, Ze jeho uvahy plati jak
pro funkce 1. druhu tak pro funkce 2. druhu. 3. Zd4 se mi pochybné, Ze by se Bolzano, tak
ndro¢ny ve svych definicich, byl mohl spokojit s pojmy tak $patné vymezenymi, jako jsou
,funkce 1. a 2. druhu®. SpiSe se mi zdei“), Ze cely tento odstavec je zndmkou rozpaki, jez
Bolzano pocifoval vida novost svych problémt a metod; na $tésti viak Bolzano, jak se zd4,
brzo na tyto rozpaky zapomnél a vytvofil tak dilo skute¢n€ nové, origindlni, prikopnické
a v mnohych ¢dstech bezvadné.

2. oddil
Derivace

Tento oddil, jak je jiZ z nadpisu zfejmé, pojedndvd o zdkladech diferencidlniho podtu.
Zékladni stanovisko Bolzanovo je stejné jako v 1. oddilu; podstatny je viak rozdil v prove-
deni. KdeZto v 1. oddilu, jak jsme vid€li, zhostil se Bolzano svého tikolu vétSinou s obdivu-
hodnym zdarem, nalézdme v 2. oddilu pestrou smésici spravnych tivah i zdvaznych omyli.
Je to zcela pochopitelné, nebot dikazy, o n€Z se Bolzano zde pokousi, jsou vétSinou pod-
statné sloZit€j§i, nez v 1. oddilu; jejich dokonalé provedeni bylo by vyZadovalo — vedle

piiklady na ukdzku: v § 35 tvrdi Bolzano, Ze funkce

1 . " $1¢
x? + 1 + 1 + 1 + + ... je spojitou funkci x pro kazdé y,
-y 2-y 3-y 4-y

vyjma pro y = 1,2,3,4,...; v 2. oddilu, § 12 pravi: Ze ze spojitosti funkce neplyne

existence derivace, vidime na funkci pro x=1.

-x
36) Je to oviem jen mij osobni dojem; bylo by tfeba historika, kdyby se mé&l nalézt pravy
vyznam tohoto odstavce v dile Bolzanové.
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hlubokého a kritického ducha — té% zna&né ,,femesIné* zru¢nosti a poznamenali jsme jiZ,
%e Bolzano velky rutinér nebyl; ostatné je t&¥ko poZadovat od n&koho rutinu v oboru, jejZ
musil sdm namdhavé od prvnich po&dtka stavét.3”) Témito pozndmkami nechci se nikterak
nesetrn dotykat obdivuhodného Bolzanova dila: stejn& jako 1. oddil je i 2. oddil dilem prii-
kopnickym a svrchovan& vyznamnym; Bolzano v ném ukazuje, na jakych zdkladech je nutno
vybudovat diferencidlni potet a jakymi metodami md se toto vybudovani provést. Zdkladni
hledisko, definice, stanovisko pfi dilkazech jsou vhodné a bez kazu; pouze provedeni —
misty pfili§ obtiZzné — se na &etnych mistech nezdafilo. Z tohoto diivodu nebudu zde tento
oddil probirat odstavec za odstavcem; dostali bychom tak pouze nep¥ehlednou smés posudkit
kladnych a zdpornych, propletenych sledovdnim vzdjemného vlivu jednotlivych omyld a ne-
jasnosti. Také se necitim k tomuto sloZitému tikolu kompetentnim: dtikazy, v nichZ je zdravd
myslenka, jeZ vSak obsahuji kazy, nejsou proto jesté bezcenné; jejich cenu je viak moZno
odhadnout pouze relativng, vzhledem k dob& a pomériim, v nichZ vznikly — k tomuto
ukolu je viak povoldn pouze historik matematiky. Omezim se proto na n&kterd mista, jeZ
se mi zdaji byt zvl43f zajimav4. Ctendf ostatn& si mohl uéinit upln&jsi predstavu o postupu
Bolzanovy préace z referdtu o 1. oddilu.

2. oddil je opét rozd&len na odstavce (§§ 1—99). Definice derivace je obsaZena v § 2,
kde Bolzano opét definuje (podobné jako pfi spojitosti) nejenom oboustrannou derivaci,
nybrz i derivaci zprava a zleva. Diskutuje ddle obsirné disledky této definice; tak v § 12
ukazuje: md-li funkce f(x) v bod¥ x, napf. derivaci zprava, je f(x) v bod& x, spojitd zprava>®).
Tuto vetu nelze viak obratit: funkce spojitd v bod€ x, nemusi mit v bodé x, derivaci. V § 19
ukazuje dokonce Bolzano, Ze body, v nichZ spojitd ,,Bolzanova funkce (sestrojend v 1. oddi-
lu, § 75) nemd derivaci (oboustrannou), tvo¥i mnoZinu vSude hustou v intervalu [a, b].
Dalsi vyklady o diferencidlnim poctu obsahuji mnoho zajimavych jednotlivosti; jak jsem jiZ
fekl, nebudu se jimi podrobné zabyvat. Uvddim pouze — jako pfiklad — ndsledujici drob-
nost z teorie relativnich extrémi (§§ 76—77): Pro funkci f(x) mohou v bodé x, nastat tyto
ptipady: 1. f(x) md v bod& x, derivaci zprava i zleva, 2. f(x) nemd v bod& x, bud derivaci
zprava nebo zleva (nebo obé). V piipad€ 1. jsou moZné tyto piipady: la) obé€ derivace (zprava
i zleva) maji totéZ znameni, lb) maji opa¢nd znament, 1c) aspoti jedna z nich se rovnd nule.
A Bolzano ukazuje: v pfipad® 1a) nemtZe nastat extrém, v piipad® 1b) musi nastat extrém,
v piipadg Ic) a v pfipadg 2. miZe, ale nemusi nastat extrém.

Niés bude hlavng zajimat, jak se Bolzano stavi k zdkladnim v&tdm diferencidlniho po&tu:
k vété o stfedni hodnot€ a k vété Taylorové.

Vétu o stfedni hodnot& dokazujeme a vyslovujeme dnes takto: napfed se dokdzZe véta
Rolleova a z ni se jednoduchou transformaci obdrZi v&ta o stfedni hodnotég, kterd zni takto:

37) Ve sloZit&jsich uvahdch jist& Bolzanovi velmi vadil nedostatek vhodné symboliky a ter-
minologie (napf. ani pro absolutni hodnotu nezavddi Bolzano zvld3tni znatku, nybrz
vZdy v textu zvl4§t poznamendvd, Ze jde o absolutni hodnotu).

38) Bolzano mluvi (tém&f vzdy) jen o vlastni (tj. kone&né) derivaci.
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f(x) necht je spojitd v [a, b] a necht md derivaci v (a, b)*°); potom existuje &islo ¢ (a < ¢ <
< b) tak, Ze

f(b) = f(a) = (b — a) f'(c) *°)
Bolzaniiv diikaz probihd podstatné jinak; je podobny ditkazu Cauchyovu*?), lisi se viak

od ného v jednom diileZitém bodg€. Ditkaz Cauchyiiv probihd asi takto: pfedpoklddejme,
Ze f(x) je spojitd a md spojitou derivaci v [a, b]. JeZto

(1) tim JEER G _ gy,

h=0

Ize k libovolnému kladnému ¢islu € zvolit kladné Cislo 6 tak, Ze

[ECESCRPR

pro vsechna x intervalu [a, b] a pro vSechna h, pro né% 0 < |h| < 6. Usudek, obsaZeny
v této vété, je oviem nesprdvny; Cauchy v ném totiZ vlastn€ tvrdi, Ze konvergence vyrazu
h™Y(f(x + h) — f(x)) k funkci f'(x) je stejnomérnd; to je sice pravda (kdyZ f'(x) je spojitd),
ale neni to samoziejmé, je tfeba tuto stejnomé&rnost dokézat.“) Dalsi postup dtkazu je
celkem spravny a probihd asi takto: K ¢islu ¢ > 0 najdéme &islo 6 > 0tak, jak bylo vytéeno,
a rozdélme interval [a, b] d&licimi body xo, X1, X3, ..., X, (@ = Xo < X; < X3 < ... < X, =
= b) tak, Ze x; — X;_, < . BudiZ 4 nejmen3i a B nejvét$i hodnota funkce f’(x) v intervalu
[a, b]; potom je

A=es fnog) - o< =SCm) (o hegB s,
X; = Xj—1

a tedy .

(4 = &) (x; = xi-1) < f(x) = f(xi-1) < (B + &) (x; — xi-1) 5

seCtu tyto nerovnosti proi = 1,2, 3, ..., n a dostanu
(A-¢((B—-a)<f(b)—f(a)<(B+2e)(b-a),

a tedy — jeZto ¢ > 0 je libovolné —

39
40)

Tato derivace smi byt i nevlastni.

) Dnesni forma dikazu pfipisuje se Bonnetovi.

41) Résumé des legons sur le calcul infinitésimal, 7% legon.

42) Cauchy zavddi pfedpoklad o spojitosti derivace aZ o n&co pozdgji, takZe vlastng i jeho
tvrzeni je nesprdvné; podobné nemd vlastn€ pozdgji pravo mluvit o nejvétsi a nejmensi
hodnot& funkce f’(x).
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Ab — a) < f(b) - f(a) < B(b - a),
. f(b) = f(a) = M(b — a), kde A<M < B.

JeZto A a B jsou hodnoty spojité funkce f '(x) a jeZzto A £ M £ B, musi existovat ¢ takové,
Ze f'(c) = M a tedy

5(6) = £(@) = (b - ) £(0) (a s ¢ < B).

Bolzano pfejimd (§§ 28, 29) v podstaté tento Cauchytiv diikaz; uvédomil si viak Cau-
chytiv omyl a snaZi se jej v § 27 odstranit. Ukolem tohoto § 27 byl tedy vlastn€ diikaz oné
stejnomérné konvergence, tj. ditkaz této véty:

Véta A. Jsou-li f(x) a f'(x) spojité v [a, b]*®), potom Ize ke kazdému & > O nalézt
6 > 0 tak, Ze plati

2) if("”;)“f(")— Fe)| <e

jakmilejea§x§b,a§x+h§b,0<|h| <.

Této véty Bolzano skuteéné ddle v § 28 uZivd; v § 27 vyslovuje v§ak Bolzano misto toho
vétu, jejiz slovni zn&ni je velmi sloZité a ponékud nejasné; je moZno Bolzanové formulaci
rozumét tak, Ze chtél vyslovit vétu A; téZ vak je moZno vétu z § 27 interpretovat takto:

Véta B. Jsou-li f(x) a f'(x) spojité v [a, b]*?), potom lze ke kaZdému & > 0 nalézt
8 > 0 tak, Ze ke kaZdému x (@ < x < b) existuje aspoii jedno &islo h — pfi Semz |h| =6 -
tak, Ze .

w—ﬂ—f'(x) <e (@sx+h=b).

Véta B pravi zfejm& mén& neZ véta A; nebot véta A zaru€uje nerovnost (2) pro vsechna
|h| < 6*%), kdeZto véta B zaruSuje merovnost (2) poptipad$ pouze pro jediné |h| = 5,
pfi demZ toto h miZe byt dokonce je§tE zdvislé na x. Bolzantv diikaz v § 27 (interpretujeme-li
n&které drobné nejasnosti v Bolzaniiv prospéch) dokazuje celkem sprdvné vétu B, nikoliv
viak vétu A. Rozhodné neni tedy Bolzantv diikaz véty o stfedni hodnot& zcela sprdvny:
interpretujeme-li vétu z § 27 jako vétu A, neni sprdvny dikaz v § 27; interpretujeme-li ji
jako vétu B, neni spravny § 28, je7to Bolzano v ném pak uZivd véty A. Piesto vzbuzuje Bolza-
nlv pokus v § 27 tictu; opét zde mdme p¥ipad, kdy Bolzano narazil na ,,stejnomérnost* a kdy
poznal, Ze n€jakého pojmu toho druhu by bylo tfeba; méli jsme ovSem téZ pfileZitost seznat
(1. oddil, § 39 a § 75), Ze v jinych p¥ipadech Bolzano potfebnost takovychto Givah prost p¥e-
hlédl. Bolzantlv ditkaz v § 27 je nepfimy; dovolim si jej zde (formélné upraveny) pro jeho

43) V bodech a, b predpoklddd Bolzano pouze jednostrannou derivaci.
%) Tedy i pro || = 6.
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zajimavost reprodukovat. Necht pro funkei f(x) plati pfedpoklady véty B, nikoliv viak jeji
tvrzeni. Potom tedy existuje ¢islo ¢ > 0 a posloupnost x, X2, X3, ... tak, Ze

f X, + h) — f Xn ’
(o) [t DSt )

pro viechna |h| = n™'.*%) BudiZ ¢ hromadny bod posloupnosti x,, X5, ... Zvolme & % 0
tak, Ze

lf(é + ‘2 - f(i) — f'(f)

Z piedpokladu spojitosti plyne existence &isla n > 0 takového, ie

fx+9)-fx)
s S

=¢

<ile.

<ée&

pro ]C - xl < n. Zvolme n tak, zZe n~1 £ |5| aze Ié - x,,[ < n; potom plati

f(xn + 6) - f(xn) _ f,(xn)
o
atkoliv |8| = n™*, coZ ddvd spor s (3).46)
Pres obdivuhodné usili Bolzanovo neni jeho diikaz véty o stfedni hodnoté — jak jsme
jiz podotkli — zcela bezvadny; ale ani znéni této vEty neni zcela uspokojivé. Véta o stiedni
hodnoté je vyjddfena rovnici

f(b) = f(a) = (b — a) f'(c)

pii Gemz f(x) je spojitd v [a, b] a f'(x) existuje v (a, b); ¢ je vhodné &islo z intervalu (a, b).
Proti tomuto modernimu znéni pfedpoklddd Bolzano navic spojitost derivace a existenci
derivace v koncovych bodech (tento pfedpoklad snaZi se Bolzano odstranit v § 31, ale dikaz
je nesprdvny); nejv&tsi zdvadou viak je, Ze misto nerovnosti @ < ¢ < b dostdvd pouze
a £ ¢ < b.Tosejevi rusivé napt. v § 80 (relativni extrémy). BudiZ napt. f'(x,) = 0, f"(x,) >
> 0 a budiZ f"(x) spojitd v okoli bodu x,. Potom nastdvd v bod& x, relativni minimum,
coz mizeme (na zdklad& dnesniho znéni véty o stfedni hodnot¥) dokdzat takto: Je-li || dost
malé, h + 0, plati

F(xo + B) = f(xo) = hf'(xo + 9h) (0 <8 <1);
hi'(xo + 9h) = h[f(xo + Oh) — f(x0)] = Sh*f"(xo + 99K) >0 (0 < & < 1).

<eé

43) Pro stru&nost nevypisuji nerovnosti, jeZ pravi, Ze nesmim opustit interval [a, b] —&tendf
je snadno doplni. v ’

46) Tento ditkaz — a to je3t& ve form& mén& uspokojivé — zaujimd u Bolzana pres dvé
tiskové strany; novy piiklad pro to, s jakymi potiZemi musil Bolzano zdpasit.
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Stejné€ usuzuje Bolzano, nemd vak k tomu prdva, jeZto z jeho znéni véty o stfedni hodnot&
plyne pouze 0 < 9 £ 1, a pro 9 = 0 by mu vyslo f(x, + k) — f(x,) = 0.

“Taylorovu vétu vyslovuje Bolzano takto: JestliZe funkce f(x) a vSechny jeji derivace az
do n-té jsou spojité v intervalu [a, a + h], plati

Sa+ B = 1@ +3 % 0a) + 2 g0a + on),
i=1 1! n:

kde 0 < O < 1. Dikaz provddi Bolzano indukci (§ 82): pro'n = 1je to prost& véta o sttedni
hodnot&; pfedpoklddejme tedy, Ze véta plati pro n = k — 1 a dokaZme ji pro n = k (pro
jednoduchost budiz h > 0). Na zdkladg u¢ingnych pfedpokladﬁ jepro0Zy=<h

f@a+y)=f(a)+ Z f"“’()+ f®a +0'y)

( )

(0 £ @ £1); jestliZe tedy f(")(p) resp. f®(q) je nejmensi resp. nejvétsi hodnota f®(x)
proa<x=<a-+h,je

f(a+y) - Z f““’( ) - ——— /¥p) 2 0,

)

Fla+ )= 3 2 760(e) - ")f<k><q)<o

Primitivni funkce k levé stran& prvni nerovnosti je tedy neklesajici; tato primitivni fupkce
je v8ak — volime-li vhodné integra¢ni konstantu —

k=1 i »
fla+y)=fla) = 3 5 5%@) = = SO 0);
pro y = 0 je tato funkce rovna nule, pro y = h je tedy nezdpornd:
fla + b) - f(a) - Z f"’(a) ""(P) 20
a obdobn€ obdrZime
k-1 hi . hk .
fla+ )= (@) = T 2106 = 1) <0
vzhledem ke spojitosti funkce f®(x) je tedy pro vhodné @ (0 < © < 1)

f(a+ k)~ f(a) - f X f“)(a) ': f®(a + ©h) =0.
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Bolzano se pokousi také omezit podminky v koncovych bodech; pfislu¥nd tivaha neni vSak
spreivnei‘”). Podminky pro rozvinutelnost funkce v nekoneénou Taylorovu fadu uvddi Bolzano
celkem sprdvné, ne vSak ve formé& zvl4st vhodné.

Bolzano mluvi v 2. oddilu hojné téZ o funkcich n&kolika prom&nnych; nebudu se v§ak
témito uvahami zabyvat, jeZto vétSinou nejsou sprdvné. Téméf stdle opakuje se v nich chyba,
které se Bolzano dopustil jiZ pfi studiu spojitosti funkci n&kolika prom&nnych (1. oddil,
§ 39), totiZ nedbdni poZadavku stejnom&rnosti. Je zajimavé sledovat, jak si Bolzano misty
nutnost takového poZadavku uv&domuje, po n&kolika fddcich vSak jej klidn& opomine.
Napt. v § 33 snaZi se dokdzat vétu (nesprévnou): Jestlize pro a < x < b je lim f(x, y) = 0

=0
a existuje-li 9f(x, y)[0x, je téZ lim 9f/ox = O (neni zcela urgit& vysloveno, v kterych oborech
y=0
se ty predpoklady éini). Zde pravi Bolzano: Plati
Se+o,9) - fxy) Uy, o
w 0x ’

kde lim Q = 0 pfi pevném x, y; levd strana konverguje soucasné s y k nule pfi pevném x, o,
=0
z toho viak nelze soudit, Ze lim 9f/0x = 0; zcela sprdvné! Ale ddle hned nahrazuje tuto
y=0
tvahu uvahou stejn€ nespravnou: Plati

f(x+w,}’)—f(xa}’)=5f(x+llw’.)’) (0<ﬂ<1)'
o 0x e

tedy (dodejme: pfi pevném x a w) je

@) lim TEFH2.9) _

y=0 0x
ale rovn&z plati (jeZto 9f/ox je spojitou funkci prom&nné x)*%)

-0 Ox 0x

(dodejme: p¥i pevném y); z (4) a (5) pak pry plyne llm of(x, y)[ox = 0 — tedy v podstatd
stejnd chyba jako pfedtim!

Doufdm, Ze si ¢tendf z té€chto pozndmek udinil jakousi pfedstavu i o druhém oddilu
Bolzanovy knihy; podrobné studium a definitivni ocenéni tohoto dila je vdé¢nym, ale jisté ne -
lehkym tkolem pro historika matematiky. -

47) Podobng jako u véty o stfedni hodnots v § 31.
48) Jak Bolzano k tomuto podivnému tvrzeni pfisel, neni mi jasné (viz v Bolzanovi str. 119,
f. 1—3 zdola); pfijm&me je viak za sprévné — tieba jako pfedpoklad.

V Praze, 18. biezna 1931.
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