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BERNARD BOLZANO
(5. 10. 1781—18. 12. 1848)

Dne 5. fijna 1961 uplynulo 180 let od narozeni prazského roddka Bernarda Bolzana.
Ceskoslovenskd védeckd vefejnost vzpomnéla toho dne jeho pamdtky na slavnostnim zase-
ddni, které usporddala Ceskoslovenskd akademie véd (jeji matematicko-fyzikdlni sekce,
historickd sekce a- komise pro d¢jiny pfirodnich, 1ékafskych a techmckych v&d) a Jednota
deskoslovenskych matematikii a fyziki.

Svétové matematické vefejnosti je Bernard Bolzano zndm pfedevsim jako jeden z pri-
kopnikti onoho sméru matematického baddni devatendctého stoleti, ktery si postavil za cil
kritickou revizi zdkladnich pojmii matematické analyzy. Bolzanovo dilo md v této své
¢dsti mnoho styénych bodi s témi pracemi jeho velkého soucasnika, A. Cauchyho, které se
zabyvaji zdkladnimi v€tami analyzy. Presto viak je mezi pracemi obou matematiki v tomto
oboru podstatny rozdil. Bolzano nebyl jen matematikem, nybrz také filozofem a logikem.
Sdm o sob€ pravi, Ze matematika ho zajimala pfedevsim jako odvétvi filozofie a prostfedek
k vycviku sprdvného mysleni. Proto je Bolzanovo dilo, pokud se tykd matematické analyzy,
vénovadno téméf vyhradné lepSimu fundovéni jejich nejzakladnéjSich partii a nedd se srovnd-
vat s obrovitou 3ifi dila Cauchyova; s touto jistou jednostrannosti patrné také souvisi ne-
dostatek odborné technické zrucnosti, s kterym se u Bolzana Casto setkdvdme. Naproti tomu
ve studiu rozsahu zdkladnich pojmiéi matematické analyzy a jejich vzdjemnych vztahi jde
Bolzano mnohem dile a hloubgji neZ kterykoliv z jeho vrstevnikii. Charakter Bolzanovych
praci ze zdkladi matematické analyzy pozndme snad nejlépe z dvou jeho praci, o nichZ se
nyni zminime.

Prvni z nich je pojedndni,,Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen
je zwey Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel
der Gleichung liege, vydané r. 1817. Prédce poddvd dikaz véty, ze funkce?) £, spojitd v uza-
vieném intervalu [a, b], nabyvd uvnitf tohoto intervalu viech hodnot mezi f(a) a f(b)
(u Bolzana je formulace trochu jind). V uvodu ukazuje Bolzano, pro¢ tato ,,ndzorng evident-

ni‘ véta potfebuje duikaz, a kritizuje n€kterd nesprdvnd ,,odvozeni“. Jeho pojem spojitosti
(v intervalu) je totoZny s dne¥nim pojmem a je tyZ, kterého uZivd Cauchy ve svém dile Cours
d’Analyse (1821). Dikaz véty spo&ivd u Bolzana na v&t& o existenci supréma omezené ne-
prézdné mnoziny &sel. V&ta o suprému je pak odvozena z tzv. Bolzanovy-Cauchyovy
podminky pro konvergenci posloupnosti redlnych &isel (u Cauchyho se vyskytuje tato pod:

1)V daliim jde stéle o redlné funkce jedné redlné proménné.
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minka o &ty¥i 1éta pozdgji). Bolzano se také pokousi postagitelnost této podminky dokdzat;
zde je ovSem u n€ho mezera v diikazu, nebot nemél k dispozici teorii redlnych ¢isel.

JiZ tato prdce ukazuje Bolzanovo hluboké pochopeni pro zdkladni otdzky analyzy.

Touz problematikou, ale na vyssi irovni a ve vétsi §ifi se zabyvd jeho prdce, objevend v Bolza-
nové rukopisné pozistalosti M. JaSkem okolo r. 1920 a vydand v r. 1930 pod ndzvem
,,Functionenlehre* Krdlovskou Ceskou spoleénosti nauk. Tento spis mé&l tvofit soucdst
velkého dila ,,Grossenlehre®.
a dvou oddilt; prvni se tykd spojitosti, druhy derivace. Hloubkou pojeti i systemati¢nosti
a zdafilosti poddni vynikd hlavn& oddil o spojitosti funkci jedné proménné. Na rozdil od
dfivéjsich formulaci u Bolzana i Cauchyho zavddi zde Bolzano nejenom spojitost v intervalu,
nybrZ i spojitost v bodg, a to i spojitost zprava a zleva. Ze si byl pln& védom vyznamu
této lokalizace spojitosti, je patrno z toho, Ze uddvé pfiklad funkce, kterd je nespojitd v kaz-
dém bodg, i pfiklad funkce, kterd je spojitd pravé v jednom bodé&. Bolzano dokazuje pak fadu
vét o spojitych funkcich v tomto pofadi (piSeme je v moderni symbolice a terminologii):

L. Je-li lim sup |f(x)| = oo, neni f spojitd v bodé c.

I1. Funkce spojitd v uzavieném intervalu [a, b] je v ném omezend.
I11. Je-li f spojitd v uzavieném intervalu [a, b] a existuje-li posloupnost &isel x, € [a, b]
tak, ze lim f(x,) = C, nabyvd f v [a, b] hodnoty C.

n-*o
1V. KaZda funkce spojitd v uzavieném intervalu [a, b] nabyvd v ném své nejvétsi a nej-
mensi hodnoty. (Snad je zajimavé, jak peclivé se Bolzano vyjadtuje: ,,nejvétsi v tom smyslu,
Ze 74dnd jind neni v&t3i“.)
V. Funkce f, spojitd v intervalu J, md tuto vlastnost: (A) Je-li e J, Be J, f(«) + f(B),
nabyvd f v otevieném intervalu («, B) viech hodnot mezi f(a) a f(B). (To je oviem véta z ,,Rein
analytischer Beweis ...*.) -

Diikazy vét jsou vybudovdny systematicky na v&té o suprému a na tzv. vété Bolzanove-
Weierstrassové: Kazdd omezend posloupnost md hromadny bod. Bolzano si byl dobfe védom
vyznamu kompaktnosti uzavieného intervalu: ukazuje, Ze véty III, IV neplati pro oteviené
intervaly. Zdéraziiuje také, Ze vlastnost (A) neni postadujici k tomu, aby funkce byla spojitd
v J — avSak jeho argumentace zde neni uspokojiva.

Véty, které jsme dosud uvedli, maji jeden spoleény rys. Ukazuji, Ze v8echny spojité
funkce maji kromé& vlastnosti vyslovené v definici spojitosti jesté fadu dalSich vlastnosti,
které jsou v souhlasu s naivni pfedstavou ,,spojitosti‘‘. Bolzanovo zkoumdni pojmu spojitosti
jde viak také jest€ v druhém, téméF opaéném sméru. Bolzano konstruuje pfiklady funkei,
které jsou spojité a pfesto maji nékteré vlastnosti, které jsou v nesouhlasu s naivni piedsta-
vou spojitosti a jevily se proto v jeho dob& paradoxnimi. Z nich je nejzdvazngjii a nejzndmé&;si
tzv. Bolzanova funkce.

Tato funkce F je definovdna v intervalu [a, b] jako limita posloupnosti funkci yy, Y2, --+
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po Cdstech linedrnich, jejichZ grafy se dostanou z tise¢ky postupnym opakovdnim jisté jedno-
duché geometrické konstrukce. Bolzano ukazuje, Ze funkce F, ag je spojitd v [a, b], neni
monotonni v Z4dném intervalu a nemd koneénou.ani nekoneénou derivaci v Z4dném bodé
jisté mnozZiny, kterd je hustd v [a, b]. Dnes vime, Ze F nemd kone&nou derivaci v Zddném bodg&
intervalu (a, b), ale Bolzano to nikde nedokazuje a také netvrdi. Bolzaniiv dikaz obsahuje
jednu zdvazZnou mezeru: spojitost funkce F dedukuje prosté z toho, Ze je limitou spojitych
funkci y,. K pojmu stejnomérnosti a k pozndni jeho vyznamu se tedy Bolzano nedostal;
tim se dostalo do jeho dila n€kolik zdvaZnych omyli. To je tim podivuhodnéjsi, Ze na jinych
mistech diirazné a bystfe pfed omyly tohoto druhu varuje.

Hluboké studium obecnych vlastnosti spojitych funkci a pfedev$im konstrukce funkci
s ,,paradoxnimi‘ vlastnostmi ndm ukazuje Bolzana jako bezprostfedniho pfedchtidce mo-
derni teorie redlnych funkci. Je §koda, Ze jeho ,,Functionenlehre* nebyla publikovdna dfive,
v dobg, kdy mohla jesté ovlivnit a urychlit vyvoj této vétve matematiky.

K dovr$eni Bolzanovy teorie funkci jedné redlné proménné bylo zapotfebi vyplnit jednu
mezeru, totiZ vytvofit teorii redlnych ¢isel. Jak zndmo, bylo né€kolik takovych teorii poddno
okolo r. 1870 (Cantor, Dedekind, Méray, Weierstrass). Jak referuje K. Rychlik (Theorie
der reellen Zahlen in Bolzanos handschriftlichem Nachlasse, Czech. Math. Journal 7(82)
(1957), str. 553 —567), je v Bolzanov& pozistalosti rukopis obsahujici pokus o systematickou
teorii redlnych &isel; jejim vrcholem je ditkaz postaditelnosti Bolzanova-Cauchyova kritéria
pro konvergenci posloupnosti, diikaz véty o suprému a ditkaz Dedekindovy véty. Bolzantiv
pokus je na svou dobu velmi pozoruhodny, ne v§ak pln€ zdatily. Zdvada je v tom, Ze se Bol-
zano snazi zahrnout do své teorie vSechny ,,vyrazy*, obsahujici nekoneéné mnoho aritme-
tickych operaci s raciondlnimi &isly (,,unendliche Zahlenausdriicke*); kdybychom se misto
toho omezili napf. na fady s raciondlnimi €isly, dal by se asi Bolzantiv pokus dovést se zdarem
aZ do konce. '

Prdvé tak jako se Bolzanlv zdjem o filozofii a logiku obrdZi v jeho matematickém dile,
jevi se jeho matematické zaloZeni v jeho velkém logickém spise,,Wissenschaftslehre* (1837);
vyznam Bolzantv jako pfedchiidce matematické logiky je vieobecné uzndvan. Také v tomto
sméru je mozZno oéekdvat nové ndlezy v Bolzanové pozistalosti, jak o tom svéd¢i zprdva
K. Rychlika (Betrachtungen aus der Logik in Bolzanos handschriftlichem Nachlasse, Czech.
Math. Journal 8(83) (1958), str. 197—202).

Velkd rukopisnd poziistalost Bolzanova neni jesté plné€ -probdddna; mnohé ndlrtky
a koncepty zlistanou asi navZdy nerozlustitelné. D4 se viak oCekavat, Ze peclivé studium této
poziistalosti pfinese jest€ nové poznatky o dile tohoto hlubokého a origindlniho myslitele.

Bolzano nebyl jen matematik, logik a filozof, nybrZ i vyzna¢ny spolecensky myslitel.
V dusném ovzdusi rakouské absolutni monarchie, v niZ reakce po francouzské revoluci jesté
zesilila, se stal jednim z prvnich hlasatelti novych ideji v eské spolecnosti a doplatil na tuto
~ &innost i sesazenim z mista profesora. Ale ani pak jeho snaZeni v tomto sméru neustalo a za-
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catkem tficdtych let 19. stoleti vytvofil prvni a vlastné jedinou ucelenou socialistickou utopii,
kterd vznikla v nasi zemi.

Vychdzeje z kritiky souasného stdtu, za jehoZ nejvyssi nedostatek poklddd nerovnost
stavli a majetkd, vytvafi Bolzano predstavu idedlniho stdtu. Jeho stdt je republikou, kde
funkce parlamentu je nahrazena lidovym hlasovdnim. Stdt je fidicim orgdnem i v hospo-
ddfstvi, je vlastnikem pudy, vyrobnich prostfedkl i €dsti spotfebnich prostfedkii. Rozvoj
vyroby a strojova vyroba zvldst€ nabudou tim netuSenych moZnosti. Obchod a penéZnictvi
je v rukou stdtu. Vychova a vyZiva déti se déje na stdtni ttraty. Stdt poskytuje také lékafskou
péCi obCanlim a zaopatfeni vSem prdce neschopnym. Slabost pokrokovych sloZek spolec-
nosti se obrdzi u Bolzana v nedtivéfe v moznost uskutecnéni jeho utopie, v zdsadnim odmitdni
revolucnich metod, ve vife ve vyfeSeni tfidnich rozporl cestou pfresvédCovdni. Zaostalost
hospodafskych pomérii vede u Bolzana k nevife v moZnost hojného uspokojovani potieb
vieho obyvatelstva, proto hldsd nutnost asketického omezeni a vyrovndni spotfeby. Vcelku
Ize fici, Ze Bolzanova utopie patfi svym obsahem a formou do okruhu socialistickych utopii
18. stoleti; nejbliZe stoji asi Mablymu.

Mnoho z uceni velkého humanisty Bolzana patfi jisté historii. Pfesto v dob€ dnesnich
zjittenych mezindrodnich pomért celé partie jeho dila promlouvaji k ndm s velkou naléha-
vosti. V dob¢, kdy neuvdZené rozhodnuti miiZze pfinést zdhubu velké Cdsti lidstva a vdzné
ohrozZeni civilizace, stdvd se velmi aktudlnim Bolzanovo pfesvédceni o moci lidského rozumu,
o moznosti dohody mezi lidmi a o rozumném a vSem strandm prosp€§ném uspofdddni svéta.
Tento ndzor nebyl u Bolzana vysledkem pouze raciondlni ivahy, nybrz i bolestnych osobnich
zku$enosti. Desetileti trvajici, Evropu pustosici napoleonské vdlky vypukly jiz v dob& Bolza-
nova détstvi a poznamenaly jist€ pfevdZnou &dst jeho ucitelské Cinnosti. Proto ve svych pro-
mluvdch tak plasticky 1i€i hriizy vojny, v niZ na jedné strané tisice lidi umiraji me¢em, na
druhé tisice hynou hladem, mrazem a morem. V udobi nejhorsiho temna vSak Bolzano véfi
v kladny vyvoj spolenosti, ve vit¥zstvi lidského rozumu, zdravého citéni a vold (r. 1811)
prorocky: ,,Es wird — ich sage es mit aller Zuversicht — es wird eine Zeit erscheinen,
wo man den Krieg, diess widersinnige Bestreben, sein Recht durchs Schwert zu beweisen,
eben so allgemein verabscheuen wird, wie man den Zweikampf jetzt schon verabscheuet!*?)
Je symbolické, Ze dnes praveé piesné po 150 letech vystupuje tato otdzka vyrazn€ do popredi,
Ze jest€ ne vSechny slozky lidské spole¢nosti dosly k presvédCeni, Ze vdlka je nepfipustny
zpusob feSeni spornych otdzek mezi staty. Za této situace piebiraji odpovédnost za vyvoj
svéta pfedevsim ti, ktefi si zachovdvaji Bolzanem tolik vyzdvihovany zdravy rozum, zvétSuje
se uloha inteligence, k jejimuZ svédomi se Bolzano piedevsim obracel. Jen pii dohodé€ a spoje-
ni vSech lidi dobré viile, jen v miru mizZe se uskutecnit Bolzanovo Zivotni heslo: ,,Fortschrei-

%)  Ptijde &as — pravim to se vii odpovédnosti — kdy vélka, toto protismysIné Gsili dokdzat
své prdvo mecem, bude zavrhovdna prdvé tak vSeobecné, jako je jiZ nyni zavrhovdn
souboj — pozn. red.
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ten soll man®. Jen za téchto podminek rozprostfe se na zemi ono pravé §tésti, jak je 1i¢i
Bolzano:

) ,,uUnser Geschlecht wird endlich auch immer.weiter schreiten in wahrer Gliickseligkeit,
das ist, das Heer der Leiden, welche uns driicken, wird in der Folge der Zeiten sich immer
mehr und mehr verringen; je linger, je wirksamer werden die Mittel sein, die man zu ihrer
Abhilfe erfunden haben wird, die Zahl derjenigen aus uns, die sich ungliicklich fiihlen,
wird immer kleiner werden, und immer grdsser die Anzahl jener, die eine naturgemdsse
Befriedigung ihrer menschlichen Bediirfnisse auf Erden finden, die ruhig und vergniigt ihr
Dasein zubringen, und alt und lebenssatt dem Tode. ohne Murren in die Arme sinken,
weil auch sie sagen konnen: dass sie gelebt, und dieser Erde Gliick genossen haben* (1811).3)

vy

3) N4 rod dosdhne koneéné pravé blaZenosti, nebot vldda strasti, kterd nds tiZi, se bude
s postupem Casu stdle vice a vice zmirfiovat; ¢im ddl tim uéinnéjsi budou prostiedky,
které lidstvo nalezne k jejich ndprave€; pocet té€ch z nds, ktefi se citi nestastni, se bude stdle
zmenSovat, a stdle vice bude téch, ktefi najdou pfirozené uspokojeni svych lidskych
potfeb na zemi, a stafi a syti Zivota klesnou do ndruce smrti bez reptdni, nebot i oni bu-
dou moci Fici, Ze Zili a podileli se na $tésti této zem& — pozn. red.
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