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O FUNKCI BOLZANOVE

/

Ukelem tohoto &lénku je dokdzat, Ze funkce Bolzanova') nemd pro Z4dnou hodnotu
proménné derivaci, a pojednat o jejich derivovanych &islech.

Funkci Bolzanovu definujeme takto: budiZ ddna usecka y = x v intervalu [0, 1]; roz-
d&lme interval [0, 1] na &tyfi intervaly [0, 3/8], [3/8, 1/2], [1/2, 7/8], [7/8,'1] a sestrojme
body o soufadnicich (0,0), (3/8, 5/8), (1/2, 1/2), (7/8, 9/8), (1, 1). Spojme pak vZdy dva po sob&
nasledujici z t€chto bodl Gse€kou. Tak dostdvdme Etyfiintervaly, jeZ nazvu ,,prvnimi délicimi
intervaly*‘; uvedenych p&t bodd nazvu ,,prvnimi délicimi body* (pokud neni tfeba obdvat se
nedorozuméni, budu tak nazyvat i jejich priméty na osu x); lomenou ¢aru, spojujici délici
body a sloZenou ze &ty¥ tisedek, nazvu ,,prvni lomenou &arou‘ (na obr. 1 &erchovang vytaZze-

(0,0)

Obr. 1

) sz M. Jasek, Funkce Bolzanova, Casopis pro péstovdni matematiky a fy51ky 51 (1922)
str. 69—76. .
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na). Nyni nad kaZdou z téchto &ty usedek sestrojim lomenou &ru podle téhoZ pfedpisu:
tj. jsou-li (a, 4), (b, B) koncové body n&které z t&h usedek, sestrojim body

(04, @+30-a), 4+3B-4), Ga+b), i4+5),
(a+36-a), 4+3B-4), (6.5

a spojim vzZzdy dva po sob& ndsledujici useCkou; tak dostdvdm ,,druhou lomenou &dru®,
slozenou ze 16 se&ek (na obr. 1 &irkovdna), 17 ,,druhych délicich bodd* (ov§em kaZdy prvni
dglici bod je téZ druhym délicim bodem) a 16 ,,druhych délicich intervala“. Tak postupuji
ddle; obecn€ ,,n-td lomend Cdra® se sklddd ze 4" Gsecek, z nichz kazdd leZi v jednom ze 4"
»h-tych délicich intervali*‘; koncové body téchto usecek tvori 4” + 1 ,,n-tych délicich bodu*.
Mi4-li néktery délici bod souradmce X, ¥, je hodnota Bolzanovy funkce pro hodnotu pro-
meénné x rovna y. Tim je funkce Bolzanova definovdna v mnoZin€ délicich bodl viude husté
v intervalu [0, 1]. Je-li tedy viibec moZno doplnit jeji definici v intervalu [0, 1] tak, aby
v tomto uzavieném intervalu byla spojitd, je to moZno jen jedinym zptisobem.?)

Tyto pozndmky, védome€ netplné, uvddim jen proto, abych objasnil vyznam ndzvi,
jichz v dal$im uZivém.

Funkci Bolzanovu znacim v dal§im symbolem f, symbolem {x) zna¢im bod Bolzanovy
&dry (tj. &dry o rovnici y = f(x)) o soufadnicich x, f(x).

Predeslu jesté dv& pozndmky, jichZ v ndsledujicim budu stdle uZivat.?)

(A) V libovolném délicim intervalu [a; b] konstruuje se édra Bolzanova z dsecky
{a) {b) tymz zpisobem, jako v intervalu [0, 1] z usecky <0) {1).

Bolzanova &dra se sklddd v intervalu [0, 1] ze dvou shodnych &dsti, jeZ jsou k sobg&
v ndsledujicim vztahu: jsou-li x, x" dv& hodnoty intervalu [0, 1] takové, Ze x' — x = 1/2,
jei f(x") = f(x) = 1/2, tj. spojnice {x) {x') md sm&rnici 1.

(B) Obdobné: Je-li [a, b] libovolny n-ty délici interval a k smérnice n-té lomene’ édry
v tom intervalu, potom ku kazdé hodnoté x v [a, b] existuje hodnota x' rovné v [a, b]
takovd, Ze |x - x| = (b — a)/2 a Ze spojnice {x) {x"y md smérnici k. Tyto dva body {x),
{x"y nazvu ,,body sdruZenymi vzhledem k intervalu [a, b]“.

' 2) Diukaz, Ze funkci takto definovanou lze vskutku tak doplnit, podal K. Rychlik v po-
jedndni Uber die Funktion von Bolzano (viz V&stnik Krdl. &eské spol. nauk 1921 —22),
kde je téZ jinym zplisobem dokdzdno, Ze funkce Bolzanova nemd derivace. V ndsle-
dujicim budu pod ,,funkci Bolzanovou* rozumét funkci spojitou, definovanou timto
zplsobem v celém uzavieném intervalu [0, 1].

3) Sprdvnost téchto pozndmek a jejich smysl je Ctendfi bezprostfedné patrny pro délici
body, jez dostdvdme kone&nym po&tem elementdrnich geometrickych konstrukci (resp.
pocetnich operaci); Pro ostatni body vyplyvd snadnym limitnim pfechodem. Prosim &te-
ndfe, aby si v dalSim ke kaZdému pfipadu nakreslil vZdy pfislu$ny schematicky obrdzek.
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- Pfistupme nyni k dtikazu, Ze Bolzanova funkce nemd v Zddném bodé uvnitf intervalu
[0, 1] konecnou derivaci, ani v bodé x = 0 konecnou derivaci zprava, ani v bodé x = 1
zleva. '

K tomu cili provedu ndsledujici uvahu: UvaZujme hodnotu x, jeZ neni dé€licim bodem.
Potom bod x leZi uvnitf jednoho z prvnich dé€licich intervalii; tento interval oznaéim J,,
a podrobnéji J; nebo J} nebo Ji" nebo JY¥ podle toho, je-li J; interval [0, 3/8] nebo[3/8,
1/2] nebo [1/2, 7/8] nebo [7/8, 1]. Rozd&lme interval J, op&t na druhé délici intervaly;
bod x leZi uvnit¥ jednoho a jen jednoho z nich, jejZ ozna&im J,; budiZ interval J; = [x}, x{];

potom interval J, ozna&im J3, JY, JI, J% podle toho, je-li J, intervalem

[x xb + 368 = *D)], [xh + 362 — x0), x4 + 3+ — x0)],
[xi + 3(x7 = x1), xt + 3(xF — x1)], [} + 2(xF — x1), x{].

Tak postupuji ddle a dostdvdm nekonecnou posloupnost intervali
() T Ja Jaseeis Ty enes

kazdy ndsledujici z nich je obsaZen v kaZzdém pfedchdzejicim, jejich délky konverguji s rostou-
cim n k nule, a bod x leZi uvnitf vSech téchto intervali.

Posloupnost (J) je tipln& stanovena, je-li ddno potadi, v jakém po sob& ndsleduji inter-
valy J', JU, JU, JWV. Zdrovei je zfejmé, Ze posloupnost (J) stanovi jednoznaéné bod x,
a naopak, neni-li x bodem délicim, stanovi bod x jednoznaén piislunou posloupnost (J).*)

Oznag&im pro dalgi uvahy k, smérnici n-té lomené &ry v intervalu J,°); x}, xP levy resp.
pravy krajni bod intervalu J,; koneén€ symbolem J, znaéim tézZ délku intervalu J,,.

UvaZujme nyni libovolny bod {x) Bolzanovy &dry; ten je jednoznaén€ stanoven pfi-
slutnou posloupnosti () (to plati i pro body d&lici). Mohou pak nastat tyto p¥ipady:

1. Bud tato posloupnost obsahuje jen konecny pocdet J™ a JV, tedy nekone&n& mnoho
J' nebo J™ (nebo obojich); k bodu {x) existuje bod sdruZeny <x,» vzhledem k J, takovy,

Ze spojnice {x) {x,» md smérnici k,°); roste-li n do nekone¢na, konverguji J, a tedy

4) Tato tuvaha plati i pro body d&lici s ndsledujicimi zm&nami: a) od jistého n po&inaje
lezi x na hranici viech J,; b) bodu x jsou zde pfifazeny dvé posloupnosti (J), jedna,
v niZ od jistého n jsou samd J', druhd, v niZ od jistého n jsou samd J'V; pouze bodu
x = 0 pfislusi jedind posloupnost Ji, Jb, J;, ..., JL, ... a bodu x = 1 jedind posloup-
nost J3V, JY, IV, .., IV, ..

5) Poznamengvdm jednou provzdy: je-li J,4, bud J%,; nebo JU,, je kyyy = 3kss je-li

~ Jnhgmebo J3Yy, je kyyy = —k,; protoZe ko = 1, je |k,| = 1 pro libovolné n.
¢}V dal$im smérnici spojnice bodi (x), {X') oznaduji krdtce A(x, x’).



63

O funkci Bolzanové

i Ix -x ] = J,[2 k nule, Ik | roste do nekoneéna (viz pozn. 5 pod Carou); nemiize tedy
v bodé x existovat konecnd derivace.

2. Nebo tato posloupnost obsahuje nekonecné mnoho J" nebo J' (nebo obojich);
potom ke kazdému N lze nalézt n > N takové, Ze J,4; je Jiy, nebo J3%,. Existuji opét
body sdruZené k {x), a to {x.> vzhledem k J,, {x/'> vzhledem k J,+; takové, Ze

A(x, X) = n ’ A'(x x”) = kn+1 .

Ale s rostoucim N roste i n do nekone&na, x., x” konverguji k x, k,+1 = —k, (viz pozn. 5
pod &arou). V tomto pfipadg neexistuje tedy v bodé x derivace konecnd ani nekonecnd.

Body d&lici (aZ na bod x = 1) miiZeme zahrnout pod piipad 1. (viz pozn. 4 pod &arou);
body sdruZené {x, leZi potom od jistého n v§echny vpravo od {x), takZe v bodech délicich
neexistuje koneénd derivace zprava. Ale délici body (aZ na bod x = 0) Ize zahrnout téZ pod
ptipad 2.; potom x,, x, leZi od jistého n v¥echny vlevo od x, takZe v délicich bodech neexistuje
derivace zleva, ani nekonecnd.

Kone&n& poznamendvdm: je-li v posloupnosti (J) nekone&n& mnoho J! nebo JM j pe-
kone&né mnoho JM! nebo JY, je

limsup A(x, x) = +00, liminfi(x,x") = —o0.

x'=x x'=x

Tim je naSe véta uplné€ dokdzdna.

II

Dokdzi nyni: v Zddném vnitinim bodé intervalu [0, 1] neexistuje ani nekonecnd deri-
vace. K tomu cili stanovim nejprve dolni a horni hranici Bolzanovy funkce v intervalu [0, 1].

Bolzanova funkce nemiiZe nabyvat své dolni hranice v intervalu [1/2, 1], nebot f(x +
+ 1/2) = f(x) + 1/2 pro x < 1/2. Tato dolni hranice musi byt ddle nekladnd. Pfedpokld-
dejme, Ze by nastdvala pro x z intervalu [3/8, 1/2]. Definuji-li bod x p¥islusnou posloupnosti
(), bude

Jy =§’ x‘l =%’ f(xll)-=%! ki =-1;
ale
ko < Slkn-1]» In = §n-15
tedy
|k|<(3)” YL@
Ale
|7(xas 1) = S| = 3l
takZe
f(xn+1) gf(xl) - %'% - %'%'% e s s( )"_



64 Vojtéch Jarnik
a tedy tim spise

fea)zs -Gl -3 =1

pro libovolné n, a tedy i

f(x) = lim f(x;41) 2 3
n—

coZ odporuje pfedpokladu f(x) < 0. Musi tedy funkce Bolzanova nabyvat své dolni hranice
v intervalu [0, 3/8]; ale na tento interval mohu pouZit téhoZ postupu (viz (A)) atd.; takze
dostdvdm: Bolzanova funkce nabyvd své dolni hranice pro x < (3/8)", kde n je libovolné,
tj. funkce Bolzanova md v intervalu [0, 1] dolni hranici 0, které nabyvd pouze pro x = 0.

PouZijeme-li pozndmky (A), mZeme ihned obecnéji ¥ici: v libovolném n-tém d&licim
intervalu nabyvd Bolzanova funkce své dolni nebo horni hranice na levém kraji toho inter-
valu, a to podle toho, m4-li n-td lomend ¢dra v tomto intervalu smérnici kladnou ¢izdpornou.
Nap¥. v.intervalu [7/8, 1] je horni hranice Bolzanovy funkce 9/8, které nabyvd pro x =7/8.

Nyni snadno vySetfim, v kterém bod€ nabyvd funkce Bolzanova své horni hranice.
Musi to byt pfedeviim v intervalu [1/2, 1] (viz pozndmka (B)); nemiiZe to viak byt v intervalu
[7/8, 1], nebot v n¥m je horni hranice 9/8, kdeZto v intervalu [1/2, 7/8] nabyvd funkce hodnot
veétsich. Je tedy ’

=1-

®|
o=

xi = %’ xf ]
Obdobng uvaZuji v tomto intervalu [x}, x{] atd. a dostdvdm obecnd

=il i@+ G,

xB=1-31+3+ .. +@)"].

~Spole¢nd limita t&chto dvou posloupnosti je x = 4/5, p¥islusnd hodnota f(x) je
f=31+3+@*+..1=3.

PrihliZejice k (A), maZeme Fici:

Funkce Bolzanova md v intervalu [0, 1] absolutni minimum 0 pro x = 0, absolutni
maximum 4[3 pro x = 4/5; lokdln{ extrémy jsou definovdny takto: je-li [a, b] libovolny
n-ty délici interval a k smérnice n-té lomené &ary v ném, sestrojme bod o soufadnicich
M)x=a+%b-a), '

y = f(a) + 3[f(b) - f(a)] = f(a) + 3k(b — a) ;
tento bod ddvd lokdlni extrém Bolzanovy funkce, a to maximum nebo minimum podle toho,
je-li k kladné & zdporné. Jinych extrémil neni; miZeme pfedevsim vyloucit body dé&lici
(nebot v téch funkce zleva osciluje, viz odst. I). Kdyby bod x, byl n&jaky lokdIni extrém

Bolzanovy funkce, byl by absolutnim extrémem v jistém intervalu [x, — &, xo + €]. ProtoZe
pak intervaly J, pfislu$né posloupnosti (J) jsou od jistého n obsaZeny uvnitf intervalu
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[xo — & Xo + €], md funkce Bolzanova v intervalu J, absolutni extrém v bodg x,, jenZ leZi
uvnitf intervalu J,; je tedy x, = x. + %(xf,’ - x,’,), tj. bod x, je jednim z bodi mnoZiny M.

Tedy body, v nichZ nastdvaji lokdlni extrémy Bolzanovy funkce, tvofi mnoZinu spocet-
nou, viude hustou v intervalu [0, 1] a ndm upln& zndmou.

Tyto vysledky postaéi k diikazu, Ze Bolzanova funkce nemd ani nekoneCnou derivaci
v Zddném vnitfnim bodg intervalu [0, 1].

Jak z odst. I vime, stati uvaZovat body x, jejichz posloupnost (J) obsahuje pouze
intervaly J', J™ od jistého n po&inaje; prvnich nékolik intervalfi, v nichZ to splnéno neni,
mohu vynechat (viz (A)). Mimoto maZeme vylougit p¥ipad, Ze (J) obsahuje (od jistého in-
dexu) samd J', nebot potom by x byl bod délici, v n8mZ derivace neexistuje (odst. I).

DokdZi pfedeviim, Ze posloupnost (J) nesmi obsahovat nekone&né mnoho dvojic JI,
JI 1. Nebot potom by bylo mozno ke kazdému N nalézt n > N takové, Ze po sob& ndsleduji
intervaly J,, JIM,, JHL,.

Existuje pfedevsim k bodu {x) bod sdruZeny {x,» vzhledem k J, takovy, Ze A(x, x;) =
= k,. Didle je .

F(x) > f(xh) + 3kody + 3 -3k 300,
J(x) > f(x1) + Teknd (k =G

K intervalu J, prlleha zprava n-ty dé€lici interval J* délky ;J,,, smérnice n-té lomené Cdry

je v ném k* = —3k, (nebot J, je bud J, nebo JiM). Tedy minimum v intervalu J* nastdva
pro hodnotu

a,=xL+3J¥=xt+J, +% J,

tedy 0 < a, —x<—J a plati

f(a,) = f(x2) + 3k*J* = f(x') + kdy = 5. 30, 2, = f(xh) + Lk,J, .
Tedy
/l(x,a)—f-——-———(x)_i(a) -2 -4, Bk, = —bk,,

kde €islo b > 0 nezdvisi na n.

" Roste-li nyni N do nekoneéna, roste i n i k, do nekonecna, x, i a, konverguji k x a plati
Mx, x;) = k,, A(x,a,) < —bk,. Je tedy zfejmé, Ze v tomto piipadé neexistuje v bod& x
derivace ani nekone¢nd, a nadto je

(1) lim supM = +0, lim inf]M =

x'=x X — X x'—=x x —x'

-0 .

Obdobny vysledek dostaneme, pfedpokldddme-li, Ze posloupnost (J) obsahuje neko-
neéné mnoho dvojic J;, Ji,; (a oviem téZ nekone&né mnoho J™).7)

") Stadi uvaZovat trojici intervaltt J3, JE, 1, Jays.
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Zbyva tedy jeding vySetfovat posloupnosti (J), v nichZ se od jistého indexu stfidaji
intervaly J', J™. Vynechdme-li kone&ny podet intervaldi na po&tku, zbyvd vySetfit bod,
definovany posloupnosti

JL J;"’ J3’ seey J;n+1’ J;lul+2’ .
(kter)" je ovSem reprezentantem celé spocetné bodové mnoZiny, jako viude v t&chto tvahdch).
Plati (ozna&ime-li [0, 1] = J,) :
x(l) = 0: x;. =0, x;,,+1 = x'2n s xin+2 = x;n+l + %J21|+'1 >
ke=1, k,=@)r, Jo=1, J,=@);
tedy
Xamb2 = Xzn + 2(:)2”1 z[s + (3)3 + (s)s -t (3)2”1] ’
S(xhas2) = f(x2n) + FK2ns1T2ne1 = 3[3 + G )3 + (s)s o+ @]
&ili v 1imit& x = 12/55, f(x) = 20/39.
Obdobné je oviem (podle (A))
X = xZn + 55J2n > f(x) f(XZn) + :ngnJZn .

Existuje nyni pfedeviim bod {x},» sdruZeny s {x) vzhledem k J,,, takZe je A(x, x3,) =
= kj,; oznaéme si déle x7, bod x5, + 3J2,; plati f(x3,) = f(x5s) + 3K2aJ 20 Potom

1
A(x, x3) =32 —2k,, = —bk,,,
i ss -2
kde b > 0 je nezdvislé na n. Tedy ani zde neexistuje nekone€nd derivace, a nadto plati zde
opét vztahy (1).
Tim je véta, vyslovend na pocdtku tohoto odstavce, Uiplné dokdzdna.

11

Derivace neexistuje, jak jsme vid€li, ani kone¢nd ani nekoneénd v Zddném vnitfnim
bodg intervalu [0, 1]. Neexistuje viak v n€kterych bodech aspoii derivace zprava nebo zleva?

Uvazujme k tomu cili body, v nichZ nastdvd extrém, pfi ¢emZ ovSem staci omezit se
na bod x = 4/5 8). Je f(x) = 4/3 a obdobn& oviem (podle (A))

x=xy + 31, f(x)=f(x1)+ 2koJ,-

%) Viz odst. II.
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Plati

1 I ] 1 P R 1
Xp+1 = Xp + EJn’ Xp+1 = X, —E"n'

Je-li x' v intervalu [X,, xa41], je
f(x) £ f(x) = 3kdn (viz (B));
je-li x” v intervalu [x2,, x2], je
F(x") £ f(xB) + 3Tk, = f(x}) + 2Tk, .

Protoze0 < x — x' < J,, 0 < x" — x < J,,, je tedy

x —x' X —X

f(x)_f(x')>§k,,, fx - /) —(5 — ) ko = —bk,,

pfi SemZ b > 0 nezdvisi na n. Ale kazdé x" < x le{ v jistém intervalu [x}, x!, 1]; konver-
guje-li X’ ku x, roste n a tedy i k, = (5/3)" do nekone&na.

Je tedy
lim f——(")"f(,x) =+
x'=x—- X —X
a obdobné
lim M = —00.

x"=x+ x — x"

Tedy v bodé x = 4/5 existuje derivace zleva, rovnd + co, a derivace zprava, rovnd — co.
Utzijeme-li pozndmky (A), dostdvdme ihned: Funkce Bolzanova md derivaci zleva + oo
a zprava — oo v bodech, kde md lokdlni maximum; v minimech je derivace zleva — oo,
zZprava + 0.

Je mozZné, aby derivace zleva i zprava existovaly obé& soudasné jesté€ v jinych bodech?
MiiZzeme pfedevsim vyloudit body délici (derivace zleva neexistuje). Ddle nesmi pfislusnd
posloupnost obsahovat nekone&n& mnoho J', jak snadno dokdzeme.

Je-litotiz JI; a k, > 0, je

J(xa) + Fendn = 5 - gkadn < £(x) < S(32) + Sl
Je tedy

Mol > G- Bk O<x—x<T).
UvaZuji-li za druhé bod

” ] 4 3
x,,=x,,+g.§J,,,
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je
) = fG) + 3.3k, (0<x—Xx"<J,),
a tedy
Mx,xp) < —(%.2 = 3 k..

Obdobné nerovnosti — pouze se zménou znameni < — plati i pro k, < 0. Z toho
snadno plyne, Ze derivace zleva neexistuje, obsahuje-li (J) nekone&n& mnoho J'.

Zbyvé tudiZ pouze uvaZovat posloupnosti (J), jeZ obsahuji pouze J'a J™, ne viak
samd J'. Potom viak plati vztah (1) a kdyby existovala derivace zleva i zprava, musila by
byt jedna + 0o, druhd — oo, tj. v tomto bod& by nastdval extrém. Tedy: Obé derivace, zleva
i zprava, existuji soucasné jen v bodech spocetné mnoZiny M (odst. II), a je tam vZdy jedna
z nich rovna + oo, druhd —oco.

e

{xp)

Obr. 2

Dosud jsme dostali derivace zprava i zleva nekone¢né. Je mozné, aby v n&kterém bod&
existovala derivace zprava nebo zleva konecnd?

VySetfujme nejprve derivaci zleva. Pislu$né (J), jak vime z odst. III, smi obsahovat
od jistého indexu pouze J' a J (ne viak sama J'). Je-li J)¥ | a (x.> bod sdruZeny s {x)
vzhledem k J,, je A(x, x,) = k,; ale x, < x, |k,.| roste do nekoneéna soudasné s n, tedy
koneénd derivace zleva nemiiZe existovat.
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Vysettujme ddle derivaci zprava. Obsahuje-li (J) nekone&n& mnoho J', je opét A(x, x;) =
= k, pro nekone&n& mnoho n, pfi &emz x; > x (nebot, je-li J5,, a (x> je sdruZeny bod
s {x) vzhledem k J,,, je zde x, > x).

Zbyvaji tedy posloupnosti (J), jeZ obsahuji (od jistého indexu) pouze J', JU, Jv,
ne viak samd J'V (potom by to totiZ byl bod délici, v némz kone&nd derivace zprava neexistu-
je, viz odst. I).

BudiZ nyni n takové, Ze je J,% ; nebo JI ;. Potom bod (x) leZi v obdéIniku, jehoZ strany
maji rovnice

x=x,‘,+—§-J,,, x=x,',+%J,,,

Y=yt G =5 Dkdns ¥=n+ 5k,

BudiZ nyni (x', y’) libovolny bod tohoto obdélniku, a spojme ho s body Bolzanovy
&ry <ay), <a,), a3 o soufadnicich a;, B; (viz obr. 2), kde

ap =xp, Bi=yn, 0 =Xx} "1L5Jn, B = yn + %kn-fna

ay = Xy —E%Jn7 Bs =y — alT;kan-

Oznaéme x' = x! + &J,, y' = yi + nk,J,; potom smérnice téch spojnic budou

y,'_ﬂl_(n_l)kn‘]n yl_ﬁ2=(ﬂ_l—'11_6)k”.]n

x — ay (ﬁ—l)J,,, X — o, (§—I+&)J,,’
y'_Bﬂ_(n_l'{'%)kan

X —ay (E=-1+E)J,

Probihd-li bod (x', y') dany obdélnik, je obor pro &, 1

3 7 1 1
§=¢=g 71—

IIA

=

IIA
TN

tj. nezdvisly na n.

Tyto smérnice jsou spojité funkce &, n v daném oboru. Sestrojme si v kazdém bodé&
(%', y') rozdil mezi nejvét3i a nejmensi z téchto tii smérnic; ten bude tvaru ¢(&, n). |k,|, kde
o(¢, 1) je spojitd funkce &, n, nezdvisld na n. ProtoZe pro Zédnou dvojici hodnot &, 1 nejsou
viechny tfi smérnice stejné, je ¢(&, 1) > 0 v daném oboru, a tedy i jeho minimum v daném
oboru je jisté &islo A > 0, nezdvislé oviem na n. Ndsledkem toho miZeme fici: mdme-li
libovolny interval J, posloupnosti (J) takovy, Ze je Juy; nebo J,4,, existuji v intervalu J,
napravo od x dva body x,, x, takové, Ze

Mx, %) — Ax, xp) = Alk,| -

Takovych hodnot n je zfejm& nekone&né& mnoho; nechme n rist do nekonecna témito hodno-
tami. Pon&vadZ pak s rostoucim n konverguji x;, x, ku x a je stdle Ik,,[ = 1, nemiiZe existovat
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koneénd limita

lim A(x, x').

x'=x+

Tim je proveden dtkaz: V Zddném bodé nemd Bolzanova funkce konecnou derivaci
zprava ani zleva.

v

Obratim se nyni k &slim derivovanym. Ctendf snadno odvodi — postupem analogic-
kym odstavci III — nasledujici vEtu:

V délicich bodech existuje derivace zpravd (nekonecénd); derivovand éisla zleva jsou
koneénd, riznd a co do absolutni hodnoty stejnd.

DokaZme: Existuji body, v nichZ vSechna étyFi derivovand &isla jsou konecénd.
UvaZujme bod, definovany posloupnosti J3., JX, ..., J, ... Zde je
kn = ("'1)"’ Jn = (%)n’ x;l|+1 = x)ll + %Jn’
fGenes) = f(xa) + (=17 370,
z &ehoZ snadno plyne x = 3[7, f(x) = 5/9; obdobng
x = x}+ %J,,, f(x) = (8 + (=1 57,
(viz (A)). Je-li xb, S % < X3041, j€
F(x2n) S f(*') S f(x2n) + 37205
G-DJwsSx—x =,
Tedy
If(x) —f(x’)l < al,,, |x - x’] > bJ,,,
kde a, b jsou dvé &sla kladnd, nezdvisld na n; obdobné nerovnosti plati, je-li x3,41 < X' <
< X3n42- AlekaZdy bod x’ vlevo od x leZi v jednom z intervald [x}, x} , ,]; tedy pro viechna
x" < x plati

() - £(x)

& <C,

kde C > 0 nezdvisi na x'. Obdobny vysledek plati pro body x” > x. Tedy vskutku viechna
derivovand &isla v bod& x = 3/7 jsou kone&nd (a oviem, podle odst. IV, jsou potom derivo-
vand &sla zprava od sebe riiznd, a téZ zleva).
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Naproti tomu dokdZi vétu:

Existuje jistd bodovd mnoZina mohutnosti kontinua, v nzzje A(x) = + o0, /l(x) = —
A(x) = +e0, 7 (x) = —c0.)
Uvazujme k tomu cili posloupnost1 (), jeZ obsahuji pouze intervaly J™ 3 trojice po sob&
jdoucich intervaltl (J,I, s ,,+ G ,,+ 2) a to oboji v nekoneéném poctu. Kazda takovd posloup-
nost (J) definuje jisty bod x, a mnoZina téchto posloupnosti F definuje jistou bodovou mno-
Zinu E; body mnoZiny E nejsou body délici a ndsledkem toho je pfifazeni bodit x a posloup-
nosti (J) vzdjemn& jednoznaéné; maji tedy mnoZiny E a F touZ mohutnost. Ale posloupnost
(J) mnoziny F je ddna, je-li ddno potadi, v jakém ndsleduji po sobg intervaly J™ a trojice
intervall. Lze tedy psdt

(J) = Ay, Ay, A3y .. A, ...,

kde A, zna&i bud interval J™ nebo vytdenou trojici. Pfitadme &lenu 4, &islo a, = 0, je-li
A, =J" a a, =1, je-li A, trojice; potom mnoZina F je vzdjemné jednozna&n® pfifazena
mnoZiné E* Cisel
a'l
a=34 2y 4%
2t 22 2"

kde a, je rovno libovoln€ 0 nebo 1, pouze s tou podminkou, Ze neni od jistého n stdle a, = 0
ani stdle a, = 1. Je tedy  libovolné &slo intervalu [0, 1] vyjma &sla tvaru p[2" (p, n celd).
Tedy mnoZina E* md skutené mohutnost kontinua, a tedy i mnoZina E.

Zbyva dokdzat, Ze libovolny bod mnoZiny E m4 vytéenou vlastnost. At je N jakkoliv
velké, existuje n > N takové, Ze je

Jilll-:l’ Jn+2’ ‘Irln+3’ Jn+4 .
Je tedy v

Kty = %kn s Kniz= —%k,., knss = "(%)2 ky
Existuji pak body {x}», (x>, (xly, (x), sdruzené s {x) vzhledem k intervalim
T Jut1s In+ 25 Jn+3, takZe plati

Ax, x') =ky, Mx,x¥)=3k,, Ax,x)=-3k,,

Ax, %) = = (3) ka

®) Uzivdm oznadeni Diniova:

A(x) = lim sup =~———= flx ) f(x ) » A(x) =lim mff( x) = f(x)

x' x4+ x'+x+ x—x'

A'(x) = lim sup —=————= 1) = f¥) ) f(x ) , A(x)=1lm mff( x) = f(x).

X' x— x'x~ - x'
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s x, x < x.

Je ziejmé, 7e x! < x, x> x, x
. Protoze s rostoucim N roste i n i Ik [ do nekoneéna, x}, xi#¥ konverguji ku x zprava,
xi, x¥ zleva, je vytdend véta ziejmd.
i Poznamendvam jesté, Ze 1ze vyt¢enou mnozinu E podstatné rozsifit, jakoZ i Ze Ize stanovit
dalsi podrobnosti o derivovanych &islech Bolzanovy funkce. Ostatné ¢tendf snadno vyéte

leckteré dopliiky uvedenych vét pfimo z diikazi zde podanych.

VI

Ke konci poznamendvdm je$té toto:

BudiZ bod x definovén posloupnosti (J); potom xp,; = x; + a,J, /8 kde a, = 0, 3, 4,
7; ddle J,,, = b,J,[8, kde pfedchozim hodnotdm a, odpovidaji po fad€ hodnoty b, = 3,
1, 3, 1. Déle k,,, = ck,, kde ¢, md po fad& hodnoty 5/3, —1, 5/3, —1; kone&n& y,’,+1 =
= yp + d.k,J,[8, kde d, md po fad& hodnoty 0, 5, 4, 9.

Z t¥chto rekurentnich vzorc snadno vyplyvd: KaZdy bod intervalu [0, 1] lze psdt ve
tvaru

ao , boa, bobia, , bobibyas

x=—+ + + + ..
8 82 83 8+

potom je (zavedu-li jest& b,c, = c¢,)

£(%) =f£9_ + Cod; + €oC1d, + CoC1Cady +

8 82 83 8*

kde ¢isla a,, b,, c,, d, souvisi podle této tabulky:

a, 0 3 4 7
b, 3 1 3 1
¢, 5 -1 5 -1

d, 0 S 4 9

V extrémech je od jistého n stédle a, = 4, takZe viechny ¢leny od jistého n pocinaje tvofifadu
geometrickou; dostdvdm

x, = ﬁ + boal + o+ bob1b2 e bn_za”_l + ﬂ' bOble .ee b"_l ,
8 82 8" 5 i
f(xe) _ @ + cody 4 €oC1Ca vvs Cpe2dp—1 + 4_1 €o€1C3 - Cnm1

8 g2 g 3 g
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Tim jsou analyticky ddny viechny extrémy mimo x = 0, volim-li za n, a, ay, ..., a,_; po-
stupn& viechny pfipustné hodnoty (n = 1,2,3,...,4; = 0, 3,4, 7). Maximum nebo mini-
mum nastdvd zfejmée podle toho, je-li cocyc, ... ¢, kladné &i zdporné, &ili — coZ je totéz —
je-liag + a; + ... + a,_, (nebo dy + dy + ... + d,_,) sudé &i liché.
Zavedu-li parametr
L . L
4 42 4"

a kladu-li a, = 0, 3, 4, 7 podle toho, je-li o, = 0, 1, 2, 3, dostdvdm parametrické vyjddfeni
Bolzanovy funkce, jeZ podali K. Petr a K. Rychlik.
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