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§. 1.

% orerinmerung. Nad den bePannten Negeln dew
Multiplication ldfit fich die gwepte, dritte, vierte. .. Poo
teng jeder ywey: oder mebr: theiligen Grofe, wie-a + b, oder ‘
a+b+c+d +...in eine Neibe aufldfen, deren eingelne
Glicder nichtd ald Yotengen der eingelnen heile a, b,
¢, dy .., oder Producte aud foldhen Potengen, multiplicire
etiwa nody mit ciner beftimmten 3abl entbalten. Durdy
blofies Multipliciven findet fih ndhmlicy:
(a+ b)*=a*+2ab + bz
(a+ b)slza3 + 3a:b + gab*® + by,
uw fow.
_ ~Und cben fo:

(a+b+c+d+ ..)*=a*+2ab+b*42ac+ 2bc ¢®

t+oad+ebd42cd+d* ...,

(a+b+c+d+..)*=a3+ 3a*b+ 3ab® +bs

o+ ga*c+6abce+gbic+ gact + gbe* +cs 4,
“u .o, ' ' ,
Diefe Beobachtung veranlafit den Gedanfen, ob fich

nicht vielleidht allgemein jede gwep: oder auch mefre
2
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theiligeFunction von derForm(a ¥ B (a+bterd+ 0"
n meg wad immer fiiv eine gange 3abl, ja wobl audh
- dine gebrodene, irrationale, ober negative
®rdfe begeidhnen, in eine Neilie aufivfen liefe, die wie die
obigen nichid anterd enthielte, ald Yotengen der eingelnen
© Zheile a, b, ¢, d,,.., ober Yroducte aus feldhen Potens
gert, multiplicict allenfalld nody mit einer blof von n abs
bdngigen ®rdfie.  Tie§ ift die Frage, mit der- wir und
jent befdydftigen wollen, Shre bejahende Untwort Deift in
B.yichung auf eine g w ci) theilige®rdfevon ber Form
{(a+ b)n der Binomifd e, und in Wegiehung auf eine
meHreheilige von der Form(a+ b + c +.d + Ny
ber polynomifde Sehriag. ‘

: ‘15‘ 2. N

GcPldarung. Gine Summe von Olicdern, weldye,
wie die §. 1. befdriebenen, nidhtd al3 Potengen der eine
gelien ®réfen a, b, c, d, . . ober YProducte aus fols
Gen YPotengen, tﬁu[fip[icitt etrva nedh) mit einer von a,
b, ¢y d, .. unabhdngigen Srofe enthalten, Deifit eine
entwidelte Function der Grofen a, b, ¢, dy .
$Dayém Functionen, weldye, wie (a + b)", Potengen von
einer Summe aud grocy oder mefrern der Grdfien a, b,
¢ d, ... und allenfalfd ncch einer andern Ordfe ents
Dalten, Deiffen comyple g ¢ Functionen von a, b, c,d,..
Gine Gumme von @licdern, die nad) einem beftimmten
®efepe gebildet werben, wird eine Reibe genannt; be-
fonders, wenn ibre Ungahl willfirlich vermehret werden
barf.



. . §. 3.
Gefldrung. Die Reibe

¢ . x+Fn.n—1.X*+n.n—1.n—o,x84,,,

1 1 2 1 2 3
4 n.n—1.n—2 .n—(r—1). x5,
1 2 3 r

deren erfted Olied =1 =x° ift, und deren folgétibt —-—
von einer, roillBiiclich gu vermei)renben Ungahl — jedes aud

- dem vor[)crge[)enben baburd) gebllbet werdben, daf man
ben Gyponenten bet Grofie x um 1 vermehrt, den Coefe
ficienten aber mit r(r——l1) multiplicict, wo r der {dhon
gefundene Grponent ifty Deifit man die ju der nten P oo
teng von (1 + x) gehdrige Binomialreile,
ober die Binomialformel firr(r + x)'. €ollte
erwicfen werben Fonnen, daf der Werth Sicl’er NReile dem
erthe der ihr entfpredyenden WPoteng von (1 + x) unter
gemiﬂ"en Umftdnden gleidh Fommt: fo wiirben wir den
Rusdrud dicfer @ludﬂ;ext Furg die Binomialgleis
dung nauen,

. § 4
Buf. Wenn n eine gansé' (pofitive) Babl, und =
gleidfalls pefitio ifF, (> find alle @[iebcr in diefer Sm-i[)z
bis au dem (n+1)ten, welched n . .. _("“’) x™

=x" ifl, pofitivs. die folgcnben aber;ebcé fur f‘d) gleich
NRul.

§. 5
Lebrfag.  Die Vinomialgleibung gilt fidr den
Werth des Crponenten n = o) = 1, = 2/ = 31 . +
- . l .
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was immer x bedeunte, wenn man die Neibe nur nidht
abbridyt, fo lange r nod) < n ift.

Veweid., Denn unter diefer Wedingung ift der
QBerth der Winomialreibe, fo weit man aud) ihre Gliee
der fortfegen mag, fitr n = o, offenbar nuir = 1.+ o
0+ ..=1; und eben diefes ift der Werth der ihr juges
borigen Poteny von (1 + x), ndbmlich der Werth von
(1 + x)° wad immer x bedeute, Fir n = 1 ift der Werth
ber Binomialreile =1+ x +o0+0 + .. =1 + x,
und eben diefed ift der Werth der gugehvrigen, ndhmlidy
der erften Yoteny von (1 + x). Fir n = 2 erbdlt
die Winomialreibe den Werth 1 + 2x + x* + o+ . o,
welhes genau der Werth der ihr entfprechenden, d. i. der
gwepten YPoteng von (1 + x) ift.  Fir n =3 wird
die Vinomialyeibe =1 + 3x + 3x*4f x4+ 0+ .o
und diefes ift aucdy der Werth, bden die ihr zugeborige,
d. i. die dritte Potens von (2 4 x) hat. . f. w,

§. 60

U nm. Sollte. Semand fragen, wie man auf die
Form diefer fo fonderbaren RNeibe verfallen fey, oder doch
Babe verfallen Fonnen : fo witeden wir ihm folgenden Aufs
fchlug geben. Uus der befondern Urt) wie man beym
Multipliciven verfdhrt, wurde bald einleuchtend, daf ein
Product aud n Factoren von der Form (1 + a) (1 +‘b)
(1 +¢) (1 +d)... folgenber Summe gleidh) fey:
i+ (@+b+c+d+...) + (abtac+ad+bc+bd
4+cd+.) + (abctabd+ acd 4 bed +.)
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¥(abed +..) ..., d 5 daf €3 au3 folgenden
Zheilen beflebe : 1) aus der Cinbeit; 2) aud der Summe
aller der Grofen a, b, c,d, .. eingeln genommen; 3) aus
der Gumme aller Producte, die aud BVereinigung je gwever
diefer Orofen gebildet werden Ponnen s 4/ ausd der Summe
- alfer Producte, die durdy Wereinigung je dreper diefer Groe
fen entfteben; u. f. w. (n+1)tens endlidy aud dem Pros
ducte, weldhed die Wereinigung fdmmtliher Grdgen ers
geugt.  Forfdte man nun nacy der Angahl der Slicder,
aus weldyen jede der eben befdyriebenen Summen gebildet
ift: fo war guforder(; Plar, daf diefe Ungahl bey der e vs
ften, d. h. bep der Summe der eingeln genommes
nen Grofen a, b,c,d, ... =nfey. Wie groff die Glies
derzabl in jeder folgenden Summe fey, lag nidyt o offen
da. So viel war aber einleuchtend, daf jede 1’6 grof fey,
al3 die Menge der Werbindungen, die unter den n Srps
fen a,b,c,d,. .. erft ju je gwepen, dann gu je dreven,
u. f. w. mglih ifts wenit jede bderfelben in jeder Bers
bindbung nur einmal erfdheint, und Peine diefer BWerbins
dungen einer andern in ibren Beftandtheilen gleid) ift..
Nannte man nun die Angahl der Werbindungen ju je r
®liedern (wobep r eine 3ahl <n bedeuten mufite) =R 5;
fo lieg fich bald einfeben, daf die Angahl der BWerbinduna
gen gu je (r 4 1) Olicdern S = 3.;:; R fepn miiffes.
8n jeder Werbindung der Srofen a, b, ¢, d, . . jue
M nge ¢ er{dheinen ndbmlidy nur r diefer Grdfen, (n—r)
decfelben feblen. Firgt man daher gu jeder diefer Werbins
du1gen von den (n—r) ihr fehlenden Srofen cine nad
der andern abwehlelnd Dingu, (o bildet man aus jeber
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porigen Berbinding, (n—r) neve gu (r +1) Glies
dern. PMan crbdlt ibrer alfo in Adem (n—r) R, Une
for biefen DBirbindungen gur Menge (r + 1) find aber
mebrere in Anfchung ihrer Weftandrheile cinander vdllig
gleidh.  Ga, ein geringed Nachdenfen geigt, daf e von
jeber 2rt (r + 1) gleidge gebe. Denn €8 ift offenbar,
baf bey dber Befolyten Bildungdregel jede der neuen Wers
Bindungen auf (r + 1) verfhiedene Urten b be ju Stande
- Yommen miffen; indem jede von den (r 4+ 1) Ordfen,
aus benen (e Befteht, einmal die fehlende war, die man
bingugefiigt Dat. Deithin it die Anzadl der Werbindungen,
die fih in Anfehung ihrer Weftanttheile unterfdycider,

p.i. S= 27T R. 2Bar einmal dief erfannt, fo broudys
r+1

te man nur dic ®10fen a, b, ¢, d, .« in dem Producte
(1-Fa) (1 +b) (1 +¢) (2 +d).. alle einander gleidy,
3 B. = x ju fesen; fo ftellte daffelbe die nte Poteng
von (1 + x) vor. Dad erfte Olied diefed Producted
Plich bey diefer Unnahme nodj immer =13 Dad gweys
te aber wurde nun eine umnre eben \fo vieler x, ald
vorhin Gr6fen a, b, ¢, d, .. verdanden waren; b b.
e wurde ==n.x. Dad dritte Glicd wurde eine Sums
me chent fo picder x%, al$ man vorhin Werbindungen der -
@rbﬁcn 3 b, o d, . . g poeven Datte. Nachy der Foro
mel S = -—. R findet {iy aber dicfe Menge, wenn man

R=n, unb r=1 fest, = = : * Alfo ift das drite
te (‘) wb ded Productes — n.n—1, M fowe Man

fel)t; wie. man auf diefe Art [hté weter (hliegen, und fo

Yie Reibe D3 §. 3. erhaiten Ponnte. — DHicraus erhele
: AY
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Yet gugleidy, daf Diefe RNeife den” Weeth von (1 + x)"
nicht nur fir die §. 4. angefirten Werthe von n, fone
bern fiir jede gange Bahl richtig angeben miffe. MNidyts
defto weniger wollen wir diefe Wahrheit in den folgenden
§§. nod) eigends darthun; und dieff ywar darum, weil die
gegenmwdrtige Betradtung und Pein ed)t wiffenfthaftlicher
Wereid gu feon feheint, indem fie die ju erweifende Wahre
Deit aus einem fremdartigen Wegriffe hevleitet.

§. 77
Lehrfas. Wenn die Binomialgleihung bey was:
immet v einem beffimmten Werthe von x untin:
gilt: fo gilt fie aud) fir x und n + 1, wenn man nue:
r grofi genug nimmt. v
Veweid. Bufolge der BWorausfesung foll fie ei=
nen gemiffen beftimmten Werth von x uad n die Gleis

chung

n _ " —
{1 +x) =14+nx+n.2 !x’+‘...
2

—1 n—=2 n—(r—i r

e t< )X . @
gelten, fo grof man aud) r annehmen mag, wenn man
ed nur nicht Pleiner ald eine gewiffe Grofe annimmt.
SNithin wird audy, wenn man beyde Glicder diefer Gleia
chung durch (1 + x) multiplicict,

Gt oo 4n B2 20D L x gy
2

‘)’non

r
4 X .o “;“‘ “—‘r("").:'c"’"a.(B)

feon. Wereiniget man in den gwey Reiben (A) und (B),
welihe abddivt rwerden follen, dbie gleidhen Potengen von x:




fo erfheint eine MNeibe, deren erfles, swevtes, dritted, . .
Glied offenbar fo befdaffen iff, wie die erfien Glieder
der Binomialforme! firr (1 +x)° *1 feyn follen. Ndbhms
lihi1+(mF1)x +(n+1). (2) X2+ .. Um aber

eingufehen, daf dieles aud) bey jedem folgenden Gliede
ber Fall fev 5 begeichne p eine gange 3abl, die nicht > rift.
@3 ift dann jedes Glied in der %:i[)e (A), weldye einers
fey mit der in () ift, von der Form n.m 1 n—(p—1) P

P
und jeded in der Reibe (B) von der ’{gorm
pn 1 D—(P2) v, baf man alle Glieder bdies

l) —_—1

fer bepden Reihen erhalten Pann, wenn man in diefen jreey
. Bormen fiir p nad) und nah o, 1, 216 .. 1 feft. Bey
tinerley Werthe von p ftellen diefe yrwep Formen diejenis
gen gwey Glieder vor, die.in den Reiben (A) und (B)
einerley Potens von x enthalten, deren Uddirung wir und
alfo vorgenommen Daben. Sie gibt die Srope '
n.0 L ‘n—'-(p—-Q) ( L+ n——(p—-x))xpz_
2 - P

n;(n_—‘).. n—(p—o) .(n+l).xP::
2 p—t P
y@® (0—1)  n—(p—2) P _
2 3 P
(n + 1)3 n—1  n+1—(p—1) P

- 3 p.
Diefed tﬁ nun genau die %otm. die jeded Glicd in

dergu (1 + x)" 7! gebirigen Binomialreibe befien folls
Woraud wir erfehen, daf die Summe in allen ihren

Gliedern, bis aufdas lepte n, 22, ., n—(r1) (¥
2 r

(n41

die Form der Binomialreife far (1 +x)n+ ! abe. Wenn
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aber, wie voraudgeleat wird, die Reife in C), alfo avd
bie in (A) fiber dad Olied x Binaus nads Belichen forts
gefept werden darf, ohne daf man die Gleidyung ftort:

fo fann man in (A) Dinfer x¥ rody dad Slied
Ne—==1 N—I Y41}

——mias o . b mi
B oo X gufesen. Dadurd) wird ober dad

Tepte ®lied in der gufindenden Summe =
n—1 n—{r—1) n—ry} r+1
e (1 ¥ )x

- —

2

£+1
=(n+1). 2. 0L, BRI xTH,
2 3 ¥l

alfo ebenfall3 von dee Form, wie ed in einer Binomials
reibe fiir (1 +::)“+1 fepnn foll. Da enblidh r in Dder
®leihung () fo grof genommen werden darf, ol man
wiil, weun man ¢ nur wicht unterbalb einer gewifjen
@renge nimmt; [orird audy in der jest gefundenen Neife,
sweldhe den 2Werth von (1-!-::)“4"1 ausbridt, (r+1)
fo grof gemommen werden Tonnem, al$ man e will
Urd fonahy Dat die gefundene Meide durdgdngig alle
Gigenfhaften, die man von einer Binomialreie fure
(1-:-::)““ fordest,

§ 8.

Selrfas. Die BVinomialgleidung gilt fiir Jeden
ganggdhligen pofitiven Werth von n, wos immer
X fey, wenn man nur r nidt Heiner nimmt ald n.

Weweid, Bufolge §. 5 gilt diefe Sleidhung, wal ime
mer x fey, firn= 1, n==2; U {. w. Yl gilt chen dicfe
®leidung gufelge 50 6 auh fir n =2 + 1 =3
Und daber jufolye ebén diefed §. aubfir n =3 +1=4.
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W f.ow. Diefe Art gu (hlicfen Fann man (et weiter
fortfeien, und durd) die wiederholte Wermehrung ciner
gangen Babhl um 1 Faun man gu jeder Ddhern gelangen.
Alfo gilt die Winomialgleichung fiir jede gange 3ahl, wenn
man nur r gehorig annimmt.  Daf 3 nun Dinidnglidy
fey, wenn man nue r nidt < n feypn 1dfit, erhelet fo.
Qeder Werth von r, der nicht < n feyn fol, muf ents
weder = n, oder > n feyn. Nun iff, wenn man r =n

nimmt, dad leste Glied der Reife =n, 24, 02,

n—{(n—1) n__.n . @ 3
o SX =X Das nddfifolgende aber, wenn

~ '3 n-— —_
man fie fortjeste, wdre =n. 1., 0zn ot

2 n-+1
und folglich wdre audy jeded fpdter folgende = o, weil ¢3

see

=05

durdh blofie Multivlication aus dem vorfergehenden ents
feebt. (§ 3) Da alfo alle fpdtern Blieder = o find, fo Fann
die ©leidhung, man mag fie fesen odber weglaffen, nidyt
geftort werben,

§. 9

Anm. Dier it erwiefer, daff die Vinomialgleis
Gung gelte, wenn man r mur nidht < n nimmt,
Daraus folgt aber nod) nicht der umgefefrte Sap, daf
fie, voenn man r <nnimiit, ni ht gelte.  Dief Fann
audh nicht blof aus dem Umftande gefolgert werden, weil
Dic ®licder, die man da wegldfit, nicht jedes firv filh =o
find ; denn darum Fonnten e$ dody etliche gufammen feyn,
Und in der That aft fich fiar jedes bejtimmee n ein Werth
pon x angeben, bep Ddem Die Gumme etlicher Olieder
por der Form .
BTl PR (P BT NP PFLL ke xP=0

B

Q 1:1 i p .
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ift. Hieraud erfleht man alfo, daf e3 fogar ein falfdyer
Gag wire, wenn man Bebaupten wollte, daf die Bino=
mialveibe jebergeit bis gu dem Olicde x™ fortgefept wees
den mifie.

§. 1o0¢

gelhrfag Der binomifhe Lehrfag gilt fir jede
gange pofitive Bahl ded Crronenten.

%emeué €t mon in die Slecidhung ded §. 7.
X_E' fo Ponnen a, b wa3d immer far Orofen bedeus
ter, und ¢é ift allemafl -
(1+X)“:(1 -i-'E)"_—_: 1+n. +n n— bl

a 2 as

-l;-l- -n——-r(—r:——l—) . :;):, wenn nur n eine gange pos
fuive 3abl ift-  Mithin ift auch

"(1 +z)":(a+ b =a"4+n.a" "b

“n

Nl n—2 2 — ] PP n—;-r  J
02l A" T2 2y g, ML, D(T) B gt
2 9 Ir

gluf diefe Art alfo ldft {ih die gwentheilige Ordfe
a+ b)n. wenn n eine gange pofitive Babhl i, in eine
Reibe vou lauter Potengen der eingelnen Theile, und von
Producten aus foldhen Potengen, multiplicivt jumweilen noch
mit einer blof - pon n abhdngigen Grofe aufldfen. Dies
fed ift nun der binomifhe Lehrfap fir eine gange pofitive
- Bahl des Erponenten. (5 1) ’

R/' §~ ll;
Bufag. Wenn man, um gu verfuden, ob die Bie
nomialglcichung nicht etwa allgemein d. b. aud) fir
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jeben negativen, gebrodhenern und irrationalen Grponenten
gelte, in der NReibe des §. 3 n = — 1 nimmt; fo erhdlt
man folgende: 1 — x4 x> —x3 4 ... + x*, wo bey dem
legten Oliede Dad obere oder untere Se-;ben gilty je nach-
dem r gerade oder ungerade iff. Diefe Reihe nun miifite,
wenn die %’inomialg[eicbung auch firr den Werth n— —1
gilte, = (1+x)" feon.  Allein (14+x)" it nad
ben Negeln der Divifion = D x4 xP—x3f...
1+Xx

r
+ T 5 ein Ausdrud, der dem vorigen am Werthe
—1+x

oﬁcnbar nur in dem emglgen Falle gleidhy ift, wenn x=o3

inbem —>— nie=x" fepn Fanu, ed'fey dennx —o. Yus
+

diefem %cpfmele erfehen wiv daber, daf die Winomialgleis
thung Feinedwegd fiv jeden Werth von n und x gelte.

§. 12.

2. Bufag, Gt aber x ein edyter Brud), fo
tritt der merfwirdige Umftand ein, daf die Winomials
teille 1—x + x?—x3+4 ...i-_xr blof durd) Dinldngliche
Bermehrung ifrer Glieder dem Werthe von (1 +x) "
nabe gebracht nerden Fann, ald man nur will. Denn

der Unterfdied jwifchen bepden ift x T x'=x +1, welz
C1+X 1+x
hes, wenn x ein edyter BVruch iffy Fleiner ald jede geges

bene Ordfe gemadyt werden Fann, wenn man r grof ges
nug nimmt, Denn ift x << + 1, fo wird Z= (1 4+ u)
feo, wo u eine pofitive Srofe begetcbmt. Soll nun

K1 < al3 3. B, D werben; fo nehme man nur einen
14X
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1 1
j——— ) | — L —
Werth fiir r>DO+X) ) pifer+1>D0 +%)
u u

D(: +x)
Aber nach §. 7it (1+u) T iz + @+ Du+EH1) W
2

und (r+ x)u>D(1’+ 3 —1 odet 1+ (r+ 1)u>

1
D(1+x)

Q"fo r+1=xr+1<D(1+x) Alfo xr"'1
(1 + ) 1+x

Faft eben fo wird der Weweis gefithrt, wenn x negativ
ift. &o oft alfo x eine Grofe begeichnet, die <+ 1ift;
fo gilt die Winomialgleihung aud fitr den Werthn = —1,
swar nicht genau, aber der Unterfchied Fann doch Fleiner
al3 jede gegebene Grofie gemadht werden, wenn man r,
D. b, die Menge der Glicder grof genug nimmt. ’

o d

4 .> 14 (x + Du. Ulfo um fo mehr(a +u)r+ !

§. 13.

Wibergang.,. Da es nun jum Bebufe prafti-
fher Beredhnungen gleidgiltig ift, ob ein gefune
dener Yuddruc den Werth einer gefuchten Grife volle
Fommen genau, oder nur fo nabe ausdriide, daf man
den Unterfhied nad) Belieben vervingern Fanns da ferner
folche @leichungen, die gwar nidt vollig genau, aber doch
dann gelten, wenn man auf eciner Geite fich nod) eine
Oridfe Dingugefept denft, die Fleiner als jede gegebne were
den Fann, auch in der Wiffenfdyaft ald Hilfsmita
tel gur Grfindbung widhtiger TWabrDeiten beniigt werden
tonnen s fo miffen wir ihnen audy bier eine genauere Yuf:
mesPlambeit [henfen. Da wir im vorigen §. ein Beps
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foiel geDabt, Daf dic Vinomialgleidhung oud in einem
Falley in dem fie nicht genau gilt, dennoch auf die Art
gelte, Daf man fid) fu dem einen Gliede der @)Iei('bung
eine @rifie hingugefent denbt, die Fleiner ald jebe gegebne
werden Rann s fo entfpringt Gieraus die Wermuthung, dof
e3 dergleichen Fide wodl mehreve gebe. Wir fepen uné
daber die Unterfuchung vor: ,,Wildhed find die fimmtlia
nthen Werthe, die n und x aunehmen Ponnen, damit die
nBinomialgleihung entroeder vollig genau, oder toch dann
nbeftehe, wenn gu dem einen Gliede nody eine Grife Dine
ngugefesit with; die Eliner ald jede gegebene werten
nPann?t Da aber Femand vermeinen Fonnte, daf unfre
obige Rinomialformel (§.3.) vielcidht gar nidyt der Auds
drud fep, der fih gu unferm gegenmwdrtigen Worhaben
am Beften fbidt, d. h. daf fid) vieleicht eine andere nady
ben Potengen von x entwidelte Function erfinden liefe,
weldhe den Werth von (1+x)" fiar mererlep Werthe
von n und x angeben witrde: fo wellen wiv erft nadyfol-
gende Frage erdrtern: ,,Weldyed ift die algemeinfte Form
peiner nady den YPotengen von x entwidelten Reie, vo: Ly
e dem Werthe der complegen Fuaction (1+x)n fie
pmdglichft vielerley Werthe von n und x entweder vdlig
ngleid), ober toth fo nobe Pomme, ol3 man verlangt 2w
Unzer den mdglidh(t vielerley Werthen von x wols
Ien wir aber far jest nur folde wverjiehen, die 5mifcbén

L tull und einv andern mbglihft grefien pofiiven oder

negativen ©renge liegen, fo daf bdie Sleichung allemady,
aniufaingen von einem gewifien Werthe von x fliv al(e
Bleinern abwdrtd gelte. Denn cben die Eleiner und
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immer Pleiner werdenden MWerthe vou x (ind 3 vornehms-
Lich, auf welchen die Brauchbarfeit einer Gleichung bies
fer Urt bevubet. — Buforderft miffen wiv jedod) cinige
Lebnfage voraus (hiden.

_ 6. 14, _

WillPirliher San.  Gine Grife u bes

geichnen, Die Fleiner al3 jede gegebene werden Fann, wdls
Ten wiv da3 Beidhen o, @, oder fonfl cin dhuliches,

§. 15
(1) (2)°

_l(.Eebn\'as. Smerm jebe Der @wﬁen Y
(In

oo w) fo Flein wetben Pann, al3 man nur immer will,
wdhrend ihre (endlide) Menge fidy nidht dndert: fo iff
audh ihre algebraifhe Summe oder Differveny eine .

®rofe, die fo Plein werben Fann, alé man nur immer will;
(VRN (m)
d. b P + ~ + « + X3 + @ = Q.

SBemeté SDenn fol! die Gumme btcfer Grofen
< D werben, wo D irgend eine endliche Srofe begeich:
net; fo nehme man, wenn ihre unverdnderliche Angabhl n
ift, jede derfelben nur < g, mc[c{)cé ber Worausfesung

gufolge mbglich fepn foll.  Dann wird gemtﬁ o +

(1) (2 (m)
o+o+ .ot oD feyn; Hbﬁ wenn_ die Olieder

diefer Gumme alle pofitiv fepn folitens um defto mebr in
Fedem anbern Falles
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so '16.

(1)
Bufag. 31;{'0 ift aud (A+-)i(B+ ~)_i(C+(3

r
i..._f (R + w):A_—tBiC.,+ R+, wenn bdie

(1) ()
Menge diefer Glieder fidh nicht dndert, wdbrend o) w.. 0

fo Plein werden Fonnen, al3 man nur immer will. Denn

(2) - (ry
3 ift elgenthd) (A+u)+(B+a)+(C+~)+ +(R+w)
(1) (2) (r)

._.A+B+C+ +R+(ﬂ+a+a+ +v)=A+ B
+Ct.+R+ e (§. 15.)
817,
Eebn\'ag Gedes Product aud einer Orbfe,
die unverdnbdert bleibt, in eine andere, die Pleiner ald jede
gegebeh werden Fann, Fann aud) felbfF Eleiner al3 jede ges

gebene Ordfie werden. D. h A o =0,
Beweis, Denn {olf A.u(D werden, fo nehme

man UL » < v

§. 18.

. (1)
ehnfas. GEsift (A+«)(B+ -)()::A.B 4 a,
Weweid,. Denmn (A+4) (B+«) = A.B
(1) (1)
+.oB+ UA+0.¢‘-= AB+no (§- 170 150)

§. 10.
ﬁebn(ag. 63 ift A"(':;:%+n.

,Bte
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Weweis, Denn nadh) den Negeln der Diviflon ift
1 1
A+w__A Bo—Aw Uber Bo— Ao iffy wenn

=gt ; . ;
B+« B2+ B.w BHB.-

1 . 1 )

B.w~ pofitiv ifty offenbar <B.-,—-Ao, weldhed nady
. Bz

§. 17 und 15 fo Flein werden Pann, al4 man nur will;

1
um fo gewiffer alfo Fann ¢4 B w— A & werden. Jft aber

1
B? + B«
1 ) 1
B.onegatio, fo nebme man, um B.-—A-< D
. 1

B> + BML
2
maben, eft einen Weeth fir o < 2 (li' ; B.s
;D(E'?)i fo wirb audy —————B = -llfe;m. Wird

1 B* +B o
nunt » nodh immer Fleiner 5 fo mad)ft B:4+B.w

alfo nimmt 2.2 ab, und bleibt babet um fo gewiffer
B*+4B.s V

D 2 1 _
<;‘ RNun nehme man ferner o < & unbd gugleich
=2 B:D

<-2_7&—}§1'); fo witd, wenn anderd D fo Flein, daf

2 [
” D, .r Bu—Aw

<3 folglich —
B4+ Bs : B>+ Ba

BD< 2 A aud

gewif < D.
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§. 20. .

Rehnfas Sedbe pofitive (gange oder gebrodhes

ne) Poteng einer Grdfe, die fo Flein werden FPann, al3

man nur will, Pann felbft fo Flein werden, ald man nuy
wil,

Weweid. &3 feven pund qrwad immer fiir gange

pofitive SQI)IEn (die Ginbeit \'e[bﬂ nicht audgefchloffen) s

o ffeut a‘l wad immer fir cine pofitive (gange oder
P

gebrochene) YPoteny der » vor, Soll nun ~§—< D wers
q

den, fo nehme man nur » Fleiner ald die Jall Dp ; fo

witd gewif aud) (wenn man Kleineres mit Kleincrem
24

multiplicivet) o> << Dp ; folglich (aus eben dem Grun-
39

(be qudh wieder a3<D1—)—; . w, Hievausd erfieht man
nun, daf (weil p eine gange pofitive 3abl ift) o© < DY
> :

feyn mirffe. Davaud folgt aber weiter, daf aud ~:{—<D
P

fey. Denn ol fann einmall nicht = D feyn, weil fonft
audy of = D Befunden witrde. Nod) weniger Fann
P

o4 > D feyn; weil man-fonft (durd) wiederholtes ‘.Uiulé'

twhctren, wie vorhin) o > D1 erbieltes Alfo muf u*l
<D feyn.
§. 21.
(1) (2)

Bufa. Alfo Pannaudh A o+ B 2 4. . .
(r)
+ R &f Hleiner al3 jede gegebene Oridfie werden, wenn
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(1) (2 ()
o & .. o jede fir fidh fo flein werden Ponnen, ol$ man

nur will, wenn ferner die Grponenten «, 8/ .. g alle pofis
tiv, und forwod!l fie, ald aud) die Coefficienten A, B, .. R,
und die Angahl der Glicder felbf fidh) nidt v:ranb:tt.
(§ 20. 17. 15.)

§. 22. \ -

Lebhnfap. SJedesd Produet aud emet Ft[td‘lg 3n
vermehrenten Ungahl edhter Brivhe, die alle Fleiner ald
ein gegebener Dbleiben, ldfit fich durd) die Wermehrung
feiner. Factoren Fleiner al3 jede gegebene Grdfie machen,
Veweid, Denn find alle diefe Vrithe, deren Uns

3abl r Deifen mag, Pleiner alé der gegebene x; fo ift audp
ibr Product Fleiner, ald was [erausfommet wenn man
ftatt jeded den Bruch x festr . h. <<x'. Da aber x ein
echter Vrudy ity o muf x = ;.;1_; fepn, wo u eine pos

fitive ®rofie vorflellt, G8lift alfo x* = (l-%_-u)'; und

1—1

dief witd < D, fobald man r>.D_u_— nimmt. Denn
dann it r.ou >,_Il)_-—-1; 1+r u>T’)_ . ‘2I[Iein(1+u)r=

14t udr, r—1.u4 o, Fu’ (6 8.) ift gewifi>14r1u
2

(5. 4) ‘Iﬂfo um fo gewiffer (1 +uv) > .‘. folglich
G +u)'r x'<D. Um fo gewiffer alfo Jeneé Product

aus den xr Bridhen > D.
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§- 230
4o x®
fehnfas, Die Orife (x*+e) =% Pann dem
. [~}
Werthe nx" fo nabe gebracht werben, al3 man nur
immer will, wenn man « Plein genug nimmt; n und x

mbgen bedeuten, wad fie wollen, wenn nur x nidt = o
iﬂ . b b‘ (x + ﬁ)n"“'xn: n xn-., + Q.
- ()

Weweid. Wir fegen der Kiirge wegen voraus, dap
wpofitiv fey, weil der Beweid fiir den entgegengefess
ten Fall faft auf gang gleihe Urt gefithret wird, und wir
den €ag Dier nur fiir den einen Fall brauden. 1. Fir
n =o, ift er fir fid Flar. 2. E8 fep dennalfo jweyp-
tend n vofitip, und jwar = P, woe p und q gwep

gange Bablen vorftellen (die @mbm feibft nidht audges

foloffen  Nun ift
P

P LN
(x +o)" = (x+ &)1 = x4 (’ *_")q
, X
. . p_

wenn” x nidht = o t . Die Ordfe (‘ ";")q muf

X
notbwendig > 1 feyn. Denn fle Fann erfilichy nicht =1
feprt, weil fonft aud (l t ”) =1+ p——+. =19=,
fepn muﬁtt, gegen §. 4. tod) weniger Pann

(l + "’)q <1 9B = 1_+__ feyn, wann u cine pofic

tive Orofe vorftelit. Denn ed miifite da

(l +§:’)p = (Hl-u t= (H_u)q fepn. Allein
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(l "'%;)p ifty nadh §. 40 >1; (T::S{ aber Jaus ebttt _

P
pem Grunde < 14 @3 ift daber gewif (x +._")({ =14V,
X

wo v eine pofitive Grofe vorftedt. Fd) behaupte nun,
diefe Fann (o Plein werden, al$4 man nur immer will,
wenn man » r[ein genug nimmt, Denn foll §. B.

v_.(l *+ ") - —1 << D werden; o ift nur ndthig,

bafi (l t2)4 <1+ D, ober (l +')p<(l+n)q
b i (nadh 6. 8)1+p___+p (—) -l-...,
+ (i)" < (1+ D)%, oder

2(repE (D #on + PT) < 4D
werde. %mbet nun diefes Werhdltnif fitr einen gewiffen
Werth von » noch nidt Statt; fo nehme man nur einen

1
neuen Werth &, der << w, und
G+D)! — 1

Hp+pPt(2) #.. 4+ (DY) ife -
;(p+p_?(;)+ +(2) ) it o wird,

1

“(p +p __ L2 k... +(_)""')<(x+n)‘*_.x A
X
um o gewiffer alfo, wenn man (tatt » dad Pleinere o feeta

1 1 . 1
v pP—1 @ A p)! —1
“(o+pR Ltk (D) )<(+D)

™
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1 p
und alfo (1 + f’)([ — 1 & D {edn. Folglidy ftelit in
X

. 14 o \— T
ber Oleichung ( —-‘)q = 1 <+ v, v eine Orofe vor,

die Pleiner al3 jede gegebene werben Pann, Nun t{t
(1 + )" = (1+v)7, ober

, x

-
1+px p__é——g-;)) + e

. :p—- q—1 .2 q
Pi'éx} _1+qv+qu ook vho AUl

& —— w st
C(p+pPte 4, 4 (L)P
x(P P 2 X (x) )
=v(q+qﬂ:.lv +..+vq__l)
P ) :

' P P P P
Pa aber (x ¥ )9 Zx4 =x4 (1+v—1)=x1 v;

.. P P_- PV
fo erhdlt man (x Fo)y — Xg= X =

P-"l ]

x 1 (p+p1_’:..‘..i+ +( )p ) Die Orifie

0 X

q-—‘

(q‘f‘qq_lv A oy e v
2
innerbald der Slammern Yann nady §. 21 und 19 dem

OBet. [)e P -fo nabe Fommen;-ald man nur will, wenn man «,

und xmtl)m avdh) v Plein genug nimmt. Alfo Fommt nach
§. 17 aud) Der Werth ded gangen Audbrudies dem Werthe

p—1

px  fonabe ald man wil.
aq .
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3. Wenn dritfens n eine negative Srdfe bes
‘deutet, o ift bep eincrley BVejeidhnungen wie vording

n —P_ P R,
(x+a) = (x+0) y = x q(1+w) 4
—p —
=x 4(1+v) . G3 findet fich daher
—P =R
(x + o) q—x T =
o~
-'P—'! p=-1
==X g (p-!-pp-—w-l- ok (s) ) :
( 2 x x > 1
q—:/ 14V,

(q+qq—-xv+..+v )
2 .

'_'p'-ﬂl
welhed nad) §. 19, 21 dem Wherthe —Px 9q fonae

q
be Fommt. al$ man nur wil.

4. Gt endlih n irrational, o gtbt 3] aIIemaI)I
eiven (pofitiven oder negativen) Bruch L, der n o nabe

Fommt, ald man verlangt. Dann aber folgt aus dev Cre
Plarung ded Begriffed einer trratwna[en Poteng dafi-

: p
bie Ordfie ag bden %ert[) der a fo uabe angebe, ald:
man nur will, wenn L. dem Werthe n o nabe tritt, ald.
q \
P
man tm[I G3 muﬁ baber (x + w) = (x+s) ¢ * 2

utdh x =xp + n feyn, wo @, n bey eirerlep x undy
w (Elof durdy Werdnderung von P )fo Beindwerden Fon.,
' q

nen, al3 man nur will. Al witd aud) in
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: n B P P
(x+9) —x ___(x-l-a)q Xq +Q——nbai Olied
»~ ® @

g_g nadh §. 15 und 17 fo Flein werben Fonnen, ald

b
man aur wil b (X+w) q — %7y tommt nad) dem
»

P—1

eben Grwiefenen dem Werthe gxq fo nabe, al3 man
—1
will 3 alfo nath §. 18 aud) dem SlBert[)e n xg— , ober

' ne—1 n—3 2
nx |, Folglidhift (5. 15)(x +'v) —x ::nx +q.
k4
5& 240

n n
Bufag. Die Differeng (x + ) — x alfo Fann,
‘wentt x nidht = o ift, und « fo Plein werden Ponn, ald°

“man nur will, gleibfalls fo Flein werden, al$ man nue
n—1

will. Denn fieif =nx o+ o2 (. 17.15)

§- 25.

@ 8
8ehnfas, Wenn in der Neibe Ax +Bx +
Cx” 4 .. +Rxf + S, in der fih nur x dndert, der Gr=
ponent wder grdfite pofitive ift; fo gibt e3 allemahl
einen Werth von x, firr den und alle groferen dad Glicd
Ax” grofer al3 die- Summe aller ubrigen (Bx® 4 Cx¥

+ ..+ Rx?+9)ift. -
Beweid. Da « der grofite pofitive Crponent feynt
oll; fo enthdlt die meibe_@x’s s _C_x“’—'+.. +§_x“‘°

: A A A
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+ S x ", wele durch Divifion der (Bx® 4 Cxy
A /
* .. 4+ Rx’ + S) mit Ax* entftebt, nur louter negative
Grponenten. Jft nun der Fleinfte aud ibren —=—,
fo ift fiir jeden Werth von x, der > 1 ifty x #= 1
x!‘
gleidy cder grofer al3 jebe der Orofien x* %, xV %,
x7% x" %5 gleidy, wenn ihr Grponent derfelbe ift
mit 4, und grofer, wenn er grofer iff. Sey ndhmlidy
einer diefer groferen — —p—x) Undb x =1+4u, WO u
eine pofitive Grdfe vorflelt: {o erhellet, wie im § 24
n.°2, béﬁ fo wobl (1 4+ u)®, al3 aud G+u)*>1; dar
Ber (1+u)"+’r ﬁ&)er > (14 u)®; alfo )
) —=xTHTT gl — xT% Bemn fer-

+x @
(1+u)'° (1+u)’-. B C R S
ner der grofite unter den Coefficienten A AR

=M ift; fo driat M.x  * cine @rdfe aud,.die gleich
ober grofer ald jede der B x"27%/C x 7%, L R x4 T,
A A A
$ x_ “ift; und wenn die Menge diefer Grofen n, o iff
A
gewifn M x# S (gx“‘“ +Cx¥ L.
A A
+RxT* 4§ x""‘). Daber; bedarf 3 nur, dafi man
A A \
. ® Lk
eit x > 1y und = ober >\/ n M wdlle; fo ifft x =

ober > n M; alfo 1 = ober > n M x~ #; folglich
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1 >(l§_x‘s_”+9__x”"'“ ¥ ...'4-_Iix¢°"‘+ Sx %y,
A A A A )
ud A x*> BxP 4+ Cx¥ +.. + R x¢ + S),

§. 26.

Lehnfap. Wenn eine Fnnction F (r), Seren vers
dnderliche Ordfie r nur eined gangzdhligen (pofitis
ven oder negativen) Werthes fdhig ift, fir jeden diefer
Werthe nur eine endlidye Menge vou 2Werthen, darunter
aber nie den der Null annimmt ; und e3 foll gleih wobl
mbglih fepn, daf diefe Function Pleiner al$ jede gegebene
Grdfie werde: fo Fann fie diefed nur dadurd), daf man
den 2Werth von r iber jede gegebene Grenge DHinaus vers
grogert.

Veweid, Weil die Werthe von r immer nur eine
gange Babl fepn follen s fo gibt e$ innerhalb je gwey ges
gebener Grengen nur eine endliche Menge derfelben, und
alfo audy, weil F (r) firr jeden Werth von r nur eine bes
flimmte Menge von Werthen annimmt, nur eine endlide
TMenge der Werthe von F(r). Alfo muf einer aud ih-
nen der Fleinfte, oder doddy {o Elein feym, daf ed unter ib-
nen fdon Feien Fleineren gibt. Da aber diefer Werth
gleihwohl nidyt Nul fepn foll; fo it er audy nicht Flei-
ner al$ jede gegebene ®rdfe, ndhmlidy nidht Eleiner, ald
er felbft. Sodin dajer die Werthe von (F)r Fleiner ald
jede gegebene ®rofe werden Founen, fo muf ed noch Fleie
neve geben, ald e3 diejenigen fin®, die dicfe Fuaction ins
nerhalb der feftyefesten rengen von xr annimmts d. b
man muf r aufcrgald dicfer Sr.nye.c nehmen.
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§ 27,
Lehnfase Wenn in der Bleihung A 3 o ==

B + », bie Otdfent o, « {0 Plein werden Fonnen, alé man
nur immer will mdf)regb A und B unverdndert bieiben:
fo muf genau A=1 feom.

Beweid. Denn wdren A und B ungleid, fo
mitfite eine derfelbens g B. A, die grofiere feon, Pan
batte alfo A =B + D, wo D ¢ine unverdnderliche Grdfe
wdre, weil A, B felbft unverdnderlidy find. @3 wdre

1 1

glfpouh B+D +o =B +wo; potqud D —w .,

1
Und fonady Fonnte w — o nidy Fleiner of3 jebe gegebene
Ordfe, (ndhmlich nidt Fleiner als D) werden, gegen §. 15,

§ 28.

Lrhufas. TWenn cine Bleidung von der Form
A+Bx® +Cx¥ £.. + Rxf= ‘2I+55xb+@'x‘+..mx°
in tveicher nirgendd eine comyp lere Function von x eve
fcheint, unter den Sgponenten aber feitter einem ouf eben
derfelbien Seite gleidy ift, entweder fiir alle Werthe von x,
ober dodhy firr alle, die Pleiner, ald ein gewiffer jind, bes
feben folf: fo mu§ e zu jedern Olicde auf der einen
Geite etn vb1lig gleidyed (b.i.eined. Dad cinen gleis
then Geponenten und Eoefficienten Dat) auch ouf dev ane
dern geben; d. §. die Oleichung muf identild fepn.

" Weweid, 1. Dan fepe guibrderfty 8 fey ouf Feis
net Geite ein negativer Grponent, wohl adr magauf
ber einen fih einn ronfianted ®lich A Pefinden s © ndbert
fih nady 6. 21 die Orife redhter Hand b & Sleichdeitd-
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seichens dem erthe U fo chr) al8 man mur immer will,
wenn man x Plein genug nimmt. Die Orofie linfer Hand
aber witvde wenn fih hier Fein conffanted Glied befdnde,
Pleiner al3 jebe gegebene Grofe werden. Die Gleidhung
Bonnte alfo nad) §. 27 Peinedwegd befteben. Wir mitffen
daber annebhmen, dafi wenn fidy auf der einen Seite ein
conftanted Slied U befindet, audy auf der andern eines,
und gar ein gleiched fey. Ulfo ift ¥ = A. Bieht man
nun diefe gwey einander gleich befundenen Glieder su beys
den Geiten der gegebenen Gleidhung ab, und dividirt fos
bann mit derjenigen Poteny wvon x, weldye jest in dem
niedrigften der Glieder vedhtd oder [in?$ vorfommt (unﬁ
baf €3 ein folched gebe, folgt, weil alle Grponenten auf
einer Geite von einander verfchieden find): fo erhdlt man
eine neue ®leidyung, in weldyer abermahl Pein negativer
Grponent vorhanden feyn Pann, auf ciner Seite aber eine
conftante Grofe vorfommt. (Daffelbe bdtte mau audy
mit demfelben Grfolge thun Fonnen, wenn in der Gleis
chung fdyon anfangd Peine conftante Grofe vorbanden
gervefen wdre.) Gefest nun b fey jener niedrigfle Ggponent,
fo ift t : neue ®leichung:
B 4 Cx¥™ b+...+l{x’€—b =% 4+ Cx* P
Fo0 Exxt —b; in weldyer dasd Glied B nothwens
dig ein Deftandiges ift. Wir {dhliefen alfo, wie vorhin,
daf e8 aud) auf der andern Seite cin diefem gleiched con-
ftanted ®lied geben miffe. Mithin ift einer der Erponens
ten a—b) y—b,.. géb, = o, und bdann bder ilm ent:
foredhende Coeflicient = B, G4 ey 3. B s—b=0;
~ %o gibt dicf s =b und B =%. ¥l bat auch bad Olied
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D P ein ibm vollig gleiches BB auf der andern Seite
Da diefe Sliffe ftetd fortgefest werden Ponnen, fo lange
nodh ein' ®lied auf irgend einer Seite daftedt: {o fieht
man die NidytigPeit der VWehauptung ein.

2, PWenn aber einige Glieder der Gleidhung nee
gative Grponenten haben; fo gibt]es body einen unter
denfelben, Dder ‘Peinen grofieren uber i) Dat, weil fonft
die Menge der Glieder nicht endlich feyn Fonnte. Muls
tiplicict man nun bepde Glieder der Gleidhung mit einer
vvﬂtivm.‘votmg von x, deren Grponent fo groﬁ} ald dies
fer negative ifts {o erldlt man eine neue Gleichung, in
der Fein negativer Cyponent mehr vorfommt: Won diefer
gilt alfo nach n° 1 daf jedem Oliede auf der einen Seite
ein vollig gleihes auch auf der anbdern entfpridt. Da
aber durch die verridytete Multiplication die Coefficienten
der eingelnen Theile gar nidyt gedndert, ifre Grponenten
blofi um einerley Ordfie vermelret worden find; fo folgt
daf audy vor ibr die Olieder gleich waren, die ed jeht
{ind.

50 290

Lebufasg. MWenn_eine Function von x, von bes
liebig vielen, aber nur nady Dbeflimmtem ®efege gu bile
r .

denden ®liedern, Fx, die Cigenfhaft hat, daf fie entrves
der fitr alle x, oder doch fiir alle, die innerhalb gemiffer
Grengen a und b liegen, blof durd) die BWermehrung ihe
rer @liedergalhl r fo Flein werden Fann, ald wman nur ims

T
mer will ; wenn ferner £x eine gweyte Function von eben
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fo Delicbiger ®liedersahl bedeutet, bie von der erﬂérm
auf eine fplche Urt abbdngf, daf gwifhen bepden fiir jes
den innerhalb a und b ltcgenben QBett[) vort x die Gleia

dung Statt finbet: F(wc + &)— Fx = fx + 2, worin 0

fo Plein werden Pann, ald man nur immer will, wenn e

- T
o werden Pann: o bebaupte id), aud) die Function fx bes
fige die Gigenfhaft, daf fie firr eben diefelben Werthe von

%, wie ;*‘x, fo Flein werden Pann, ald-man nur immer
will, menn man ihre Gliedermenge r grof genug ane
nimmt.

Beweis., Daf der ier aufgeffellte Wegriff .einer
Junction von beliebig ju vermehrender Anzahl der Glis
der, die Diedurdy eben fo Plein werden Fant, al$ man nuv
immer will, Fein Unding feys lehrt und 3 B. fdhon fole
gende Function: (14x)" 1 —14x—x* + x3 —..._+_xr;
benn, wie. aus §. 12 eﬂ)eﬂet, Pann diefe fiit jedes x, das
gwifden + 1 und — 1 liegt, blof durch Anhdufung ihe
rer @liedersahl Pleiner ald jede gegebene Grofe werden.
Daf aber ferner auch die Unnabme cines folhen Bers
T;a[tmﬁeé gwifchen men Functionen, wie e3 die Gleir

d)ung F(x+a)—-—Fx fx+fz ereifcht, nicht dberhaupt
unmpglich fep; beweifet 1 §. 53; benn gleich die dors
tigen < und g find ein Paar folher Functionen,
indem (x+y)“-—x“:nxn—” + o iff. — Man fege
mmmef)t, bas unter allen Werthen, weldye bte Function

fx Dey einerlep r blof dadurcy annimmt, daf man der x
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alle gwifhen a und b liegenden Werthe beylegt, der pos
fitiv grofite — (oder, fall$ Feine pofitiven da- find, der nes
gatio Fleinfle) = ;P; der pofitiv Pleinfte aber — (oder
fas Peine pofitiven da find, der negatio grofite) = }q
fep. Hierndhft werden die Lepden Ausdrirke ;x —_ ;p

und ;q-—flx, fur jeden Werth von x, mit Uudnahme der
bepden p und q, gwey pofitive Grofen begeidynen. Nady
der Worausfesung foll aber wenn nur x innerhald a und
und b angenommen wird, die Sleichung beftehen

T T

r .
F(x+.)—Fx=fx +2; mithin beftehen gewif audh fol:

u N
gende jroey : ;
T r r l' r
F(x+o) —Fx—fp=fx —1p + @, und
r T ®

fq—F(x + u)—-l‘{x: ;q—-;x — ., Da nun, mit
den gwey fd)o; erwdhnten Yugnahmen fiir x = p oder q;
die Ordfien rfx —_ ;”p und ;”q —_ ;x nidht Null find; fo
fo Ldfit fich allemall ein » Flein genug annehmen baﬁ (o[)
ne RNid(icht auf fein Setd)en) der Werth von n<fx—fp
und gugleih) audh <fq—-fx fey s indem Dep einerley ¢
und x, die Srofen fx, fp, fq gegebene fi fnb. SBct) bte:v
fem %ert[)e voit @ find alfo beyde Grofen : fx—-fp +Q

unb fq—— fx -—sz, mxt[)m aud) die 1I;nen gleichen
F(x + w)——Fx—-fp und fq —_ F(X+ w)—Fx pofitive

& »
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T r
RNad) der getrofferen Beftimmung find fp, fq nothwendig
entweder bepde pofitiv, oder bepde negativ. Sm erften

r r r
Fale muf, dem blofen Werthe nad), fp < F(x + »)—Fx,

r r Y
und fq > F(p+)—Fx; im gwepten Falle aber gera-

L)

. r r r’ r r r
de umgePebrt fp > F(x+o)—Fx und fg<F(x +0)—Fx

r
feyn. AUlfo ift in jedem Falle fx eine Function von fols
der Befdaffenbeit, daf ihrer Werthe einer >, ein anbdes

r r
ror < F(x+#)—Fx ift; woraus nady einem befannten
" .
Lebrfase folgt *)r daf audy ein Werth von x, und jwar

ein jwifhen p und q — (mithin aud) a und b) — fies
genbet QBett[) = E porhanden feyn mirffe, fiir welden

£t = F(x+m)-—FX ift.
2, QBe'm man bBey einetley x und », r immer grd-
fer nimmt; fo foll cé der %orauéfegung nad) moglichy

fepn, den Werth von Bx, wie aud) von F(~<+~) fo Plein
tu maden, al3 man nur immer will. Davaud ergibt fich,

v

_ %) Swar ift meiner eigenen Meinung nady diefer in die
Sheovie der Oleidhungen gebonge Lehrfas bigher
nodh) nie vedt dargethan worden ; allein idy glaube fo
glitcklidy su fepn, einen vollfommen bindigen Vetweis
defletben gefunden ju Daben. Cr iff bereits in ciner
eigenen Abhandlung entworfen, und bﬁrfte‘ ehefiens
gedrudt werden.,
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dag audy die Function ;5 durch diefe Bermelrung von r

fo Plein gemacht werben PFonne, ald man nur immer wifl,

Denn foil fie 3. V. << D gemadht werden; fo nehs

me man nur r fo grof, bid (ohne Rudfidht auf dag Jeis
T Y

dhen) Fx fowohl, als aud) F(x+ o) <o D geworden finds
el

“u

dann) muf gemiﬁ;z :{ﬂ;‘ii?l:.{fi‘<D ausfaller.
’ r ;. '
3. Ulfo vermag dic Function fx wenigfiens fir
Den Werth x == 2 blof durd) Wermehrung von r Fleiner
als jede gegebene Grdfe ju werden. Daf fie ed aber
auch fitr jeden andeven vermbge, wenn cr nur jwifchen a
und b liegts ift nun fehr leicht zu beweifen. Denn fey
3 B. « cin folcher ywifGert a und b gefegener Werth von x;
fo nehme man nod) einen gwepten g any der gleichfalls
gwifchen a und b gelegen, dem « fo nahe Fdmmt, als man

nur immer will. Da die Cigenfhaft der Function ;i‘x,
blof durd) Wermebrung von r Fleiner al3 jede gegebene
Ordfe su werden, derfelben fir alle ywifhen a und b ges
legene Werthe jubdmmts fo muf fie ihe audy fir alle swis
fthen « und g gelegenc Werthe juFommens inder, a3
gwifdhen « und £ licgt, aud) gwifchen a und b liegen mug.
Bie alfono1 u, 2 blof aud dem Umftande, daf die Funcs
v

tion ¥x fir alle wifdhen a und b liegente Werthe vou
% Bleiner alé jede gegebene Gro§e su werden vermag, ges
folgert ward, daf ¢4 aud) cinen gwifchen a und b liegens

.
den Werth z geben mirffe, fiir den £2 Fleiner al3 jebe ges
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gebene ©rdfie qu werben vermag : fo muf aud gleihem
Orunde audy pwifhen « und 8 ein Werth von x = ¢

r
vorhanden feyn, fiir den £y Fleiner als jede gegebene Grd-
r
fie wird, wenn man r hinldnglid) vermehrt. Kann aberfx

r
Pleiner al3 jede gegebente Grofe werden 5 fo muf e3 aud) fu
werden Ednnen. Denn da der Unterfdhied swifhen w und ¢ fo

Flein werden Fann, al3 man nur immer will (weil er tets Elei-

1er ald der ywifchen w und gfeyn muf): fo miffen audy die
T Y
MWerthe von fy und fz einander fo nale treten Fonnen, ald man

r
nir immer will ; indem die Function fx ftetig iff. Ste-
tig Deifit nahmlid eine Function, wenn die Verdnderung, die
fie bey einer gewiffen WVerdnderung ihrer Wurgel erfddre,
Pleiner al3 jede gegebene Orofie su werden vermag, wenn
man nur jene Plein genug nimmt. « Nun geigt die Sleis
by T by T
thung ¥(x + o) Fx = fx + o guforderft an, daf Fx
- & ’
T r r
ftetig fey 5 weil F(x+#)—Fx=o(fx+ 2) lleiner al3 jede
gegebene Ordfe gu werden vermag, wenn man (bey einer=
Tep r und X)  Flein genug nimmt.  Daraus folgt aber
r
weiter, daf fich aud) £x ftetig verdndern miffe. Denn

ed verdndere fih x in x+1; fo wird, wenn x+ i+« ims
mer nod) mner[)alb aund b Ilegt,

F(x+1+a) F(x+1)_f(xr1)+n Daber

@

Y T T T
(x+ ) —fx=F(x+i +o)—Fx—0 + o, wel>

. ]
thes bey cinerley x und r blof durd) BVerminderung von
« und i fo Plein werden fann, alé man nur immer will,
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Blof durch Werminderung von » ndhmlich Fonnen @ und

@ fo Flein gemadyt werden, ald man nur will; dann wies
ber Fann bey emerrw w 1o genommen werden, dafi+ e

und folglich audh F(x +i+ ») —Fx fo Flein merben, ald

man nur immer will; mithin aud) F(x +1i +~)——Fx ; alfo
r r I
oud) die gange Orofe F(x+i+a)—Fx—0+Q,

®

§. 30.

Nufgabe. Gine nach den Potengen der x ente
widelte Reibe foll dem Werthe der complegen Function
G+x)" fiir riléglic[)fi pielerleny Werthe von n, und fie
alle von x, Ddie pwifchen Null und einer mdglicht ente
fernten (»ofitiven ober negatiéen) ®renge liegen, entweder
bbuig gleich, oder doch fo nabe Fommen, ald man nur im-
mer will, wenn man die Ungabl ihrer Slieder grofi genug
nimmt. @3 ift die Aufgabe, gewiffe BWedingungen, wel-
hen die Neibe nothwendig entfprechen muf, ju finden,

Huflofung., Die Unnahme, daf cine nadh) den
Potengen der x entwidelte Neihe, d. h. eine RNeibe von
der Form Ax® + Bx”{»{— Cx¥ 4 ...+ Rx? dem Wer-
the der Gunction (1+x) entweder vdllig gleich, oder doh
fo nabe Fomme, ald man nur immer will, ift nach Au3-
weid der §§. § und 12 wenigftens in gewiffen Fillen moge
lidy; denn audy die dortigen Stei[)én find unter der Form
ber gegenwdrtigen begriffen, wenn man Dier a=o0, =1,
=2 W f.w.; A=—i, B=n, C:n.r:l, u. f. w. fesits

2

3

*
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Smmerhin muf e3 und alfo erlaubt fegn, von der BVors
ausfesung audgugeben, daf eine Sleichung von der Fovm:
G+ x)n:Ax“-i-Bxﬁ-i- Cx" . +RXH Qo vrsenn @
inunbeffimmtwelden Fdallen beftehe, und das
Ber cben jest ju unterfuchen, welthe Wedingungen, fo oft
Ddicfe Gleidhung gilt, die Ordfen «) g, 95..03 A) B,C.R
erfiilfen miffen.

1. €oll nun entweder fiir jeden Werth von x, oder
B.h fitr jeden, der Fleiner al$ ein gewiffer b ift, die Glei-
hang @ geltens fo muf, wenn man fatt X, X+ fest,
und o fo annimmt, daf audh noh x +» < b ift, audy
nahftehende Gleichung gelten
(Q+x+0)? = A(x+0)* + B(x+s)? + CE¥a) + 4.0

-+ R(x+w)e + ;2

Aud bepden - ergibt fid) durch Abgug und Divifion
mit «» die dritte:
(1 + 5+ o) —(1 + %) = A(x +)*—x%+ B(3 + 0)*—xB

@ o [

Y 9 e e 1
F+C(x4+e) —X F ... ¥ R(x4+0) —x + Q—0.
@ & 4

Wedeutet nun, wad {id) mit der vorigen Vedingung gans
woll vertrdgt, « eine Srofe, welche {o Elein werben Fann,
al3 man nur immer will: fo folgt aus §. 23, wenn man
ftatt x dafelbft 1+4x fubflituivet, daf die Srbdfe

(1+x+e) — (14+%)" Dey jedem 2Werthe oon x, der

[} . .
nur nidyt — 1, und bey jedem von n, der Grofe
n(1+x)""" fo nabe treten Fonne, al3 man nur immer
will, wenn man » Flein genug nimmt.  Unter Derfelben
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DBebingung frefen aber auch, wad immer « 8 yroie
Bebeuten mbgen, wenn uur nid)t x o ift, die Orofen
(x+ao)* —x% (x+u)‘s—xﬁ,... (x+ o) —x¢ folgenden
& [ &
a—1 A—1 1 il
ex” 8 #oae X fo nabe afd man will.
Shreiben wir alfo

n n -y (1)
(1+x+s) —(14x) =n{1+Xx) doai
L
“ & a1 (u)
(x-l-a) — X == «X 4 w3
o
8 A g—r  (8)
(x+e) — X ==px dow
L
————————— —ry
¢ e—1 ()
(x+a) — X = ¢x + o
- :
m) (=} (& €)]

fo Bebeuten o ; &, w, ... o Werthe die afle P
Plein werben Fonnen, al3 man nur immer will, wenn man
o Flein genvg nimmé; und wiv echalten durdy Snbgitus
tion bie Gleichung:

1 n—i x—1 A—1 -1
n—a=n(1+x) —aAX —aBx -, »—gRX
(n) (=) (3] (e}

4 4 —Awv—Bas—.,..—Rw.
S it ¢ = (1+x)"—Ax* — Bxf —, .. —BRx
gufolge Der Woraudfesung cine Function von x, weldhe
Bey allen 2Weethert der, die innerhalb o und b liegen,
bl:f tued) Bermehrung ibrer Oliedersad. fo Hein weardn

T
fanny o man nur immer wills alfe mi; der Fx bed
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4
§. 23 vergleihbar. Die Ordfe o iff
=(1 x4 )" —A(x+0) —B(5 + )~ ~R(x + )¢ ;

T
a!fo = P (x+#) 3u fcgen, wenn man @ =Fx gefept Dat,

n—-—ﬂ ift folglich = F(x+a\——Fx. Die Ordfe
@ &

n) () (3] ()
o — Ao —Bas—...—R o beftehet aus einer

Menge pon ®fiedern, die =r + 1 ift, Fann aber bey eic

netley r blof durd) BWerminderung von » Pleiner ald jede

gegebene Grific werdens  Denn foll fie 3. B. << D wers

den; fo nehme man nur g fo Flein, daf

oo o» ® 1o ©_ D ,
r+1 (r+1)4 (r +1)B (r+1)R

welches nach §. 23 allerdingd miglich fepn muf; und
(n) () (B) (¢)
dann ift fiher v —A o —Bw —...—Rao<<D. Ulfo

laft diefe Ordfe fid) mit dem o ded § 20 vergleichen ; .
und folglidy die Grofe:

a1

8—1

——/SBX — e —-eﬂxe—l

n(1+x)" T —rAx

al3 eine blofe Function von x, mit dem ;x diefes §.
Demnady gilt auch von ihr, daf fie bey jedem Werthe von
x, der gwifchen o und b liegt, fo Plein werden Fann, ald
man nur immer will, wenn man nur ihre @[icberga[ﬂ

- binldnglid) grof annimmt. @3 Ldpt fi) alfo (dyreiben:
n—1 w—1 g—1 e—1 2
n(1+x) —e¢Ax = —8Bx —.—Rx =a.

Multiplicivt man diefe Sleichung nody durd) (1 + x),-
und fest fir (14x)" die Reide, die Ddiefer Function
nady (© glidyen foll: fo Fommt, nach Reduction dere
jenigen ®lieder, die fihibar einerley Poteny von X ents
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: (*) 3
Dalter und nach der Bemerfungs daf n 0—(1 + x)2=0

fevs folgende ®leidung jum Borfchein, die als Bedins
gung sur Giltigleit der Gleichung (=) befteben muf:
(n—a) Ax® 4 (n—p) Bx’_s + ..+ (n—) Rx% =
XX 1 A= - :
\&‘9. 2AX +8Bx" T o,k Rx T g0,
§. 31%
3ufas., Die vorleste Oleidung ded vorigen §.
wars u(1 + x)" T = Ax* ! 4 sBxA T e, Lo

¢e—1 (1)
+¢Rx 4@, Wenn man die ndhmlidhen Schliffe,

durch die man diefelbe aud der Gleidhung (® Dergeleitet,
aud) auf fie {elbff anwendet: fo bePommt man die Gleis
dhung :

n(n—1)(1 +x)n—2:u(a-—1)Ax“—2 + /.a(ﬁ—x)an'g—'2

e—2 (2)
#.oo+ e—1)RX  + 0

Diefe auf gleiche Art Dehandelt, gibt:
n(n—1) (a—2) (1 +x)" F=a( a—1) (e—2)Ax* >

+8(8—1) (s—2) Bx* T3 & .,

¢e—3 ()
+e(e—1) ((—2)BRx  +a.

. § w. Darvausd erfieht man, daf die MoglichPeit der
®leidung (©) diberhaupt die MoglidhFeit nachfiehender eve--
fordere s
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n(n—1) (n—=2) . . (n—p) (1 ¥x)F
= a(a—1) (a~2) « - (e— p)Ax“‘P

+2(e—1) (&—=2) .. (8—p) Bl

R €
Fe(e—1)(e—3) . - —P)BXTT + g
wo p was immer fiir eine gange und pofitive Bahl bes

deuten Pann. Multiplicivt man nun mit (1—x)"y und

fest fir (1 +x)" tie gleicdhgeltende Reife; fo erhdlt man
nad) Vendsung von §. 15. 17 diefe allgemein gile
tige Bedingungdgleichung:

n(n—1) (n—2)..(n—p) (Ax“+BxB+ o+ Rx8) =
G +x)Pe—1) (#=2) - (a=—p) Ax:::)]‘

I +8(6—1)(8—2)-(s—p)Bx \ )
+ov‘cb¢0. o'\-.'.'+{20't

I ) -
{+e(e—1) (¢—2) .. (¢e—p)BRx*TF)

§. 32.

Aufgabe. Aud der§, 30 angegeberten Vedine
gungdyleichung § die Form der Reibe
Ax“1+Bx®+ ... +Rx® welde fir mbglichft vielerley
n und x, 2= (1 + x)"—2 feon ©ll, fo weit, ald e fich -
blof au3 ihr thun ldft, g beflimmen,

Auilsfung., Die Gleihung §, deren GiltigFeit
vine Bebingung gur Giltigheit der ©) ift, reicht fchon ale
lein gu, tie Befchaffendeit der Grponenten «, 8, v, . .,
forobl, al6 auch jemed Werldltnif gu beftimmen, das jwi-
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{hen den Eoefficienten A, B, C, .. R Gtatt findben muf,
damit die Gleihung () fiir moglihft vielerley n und x
Deftebe. v o
1. Ste[lt man fich ndmlid) in ber\@’)leid)ung
(n—e) Ax*+ (n—g) Bx’ + oo 4 (n— ) Rxf =

o . _ 3
«Ax* T el T e L R 4 g

vor, Dap die Cypouenten as 8...¢ alle verfhieden
find — (was darum mdglich iff, weil in der Reibe

" Ax%+Bx® +...+Rx¢ Glicter, welche in einerley Poteng
von x multiplicict wdren, in eined verFnitpft werden Fonn-

ten, da3 darunter immer nod) von der Form Ax® ober

.‘Bx'e Blicbe) ; und nimmt man ferner an, daf dicfe Glie=
ber alle nad) der ©rdfe ihrer Cyponenten, angufangen
vom grdfiten negativen (falld ¢3 audh) foldye gibt) geordnet
find — (aud) dief muf thunlich feyn, indem die Menge
der ®licder nur eine endlidye ift) : fo hatdann diefe Glei-
dung die Form der §. o8 befdhriebenen ; und alfo muf
wofern fie fiir cle Werthe von x, die Fleincr ald ein ges
wiffer find, gelten foll, jeder Yoteny von x auf der eincen
Geite. des Oleichheitdgeichend eine gany gleidhe audh auf
Der andern entfprechen, hochftens mit Yusnahme eines oder ..
einiger Theile, die fo Flein werden Fonnen, ald man nur
immer will. Hieraus ergibt fich suforderft, daf die Gy=
yonenten o, 8, v +.. ¢ der Reibe nah = o0, 1,2, 3...¢
feony. D, b. nady der Ordnung der natiiclichen Bablen von
Nul an fortgeben miffen.  Denn weil die Srponenten
der @itder vechter Hand des Gliithheitdgeichens fimme-
lich um 1 nicbrigen flehen, al$ die der g cicboiclften Glie-
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der an der linfen Hand: fo Fonnte die Sleichung unmdglicy
befteDen, wenn nicht das niedrigfte Slied unter jenen, d. h. /
«Ax“T Y perfywdnde ; indem fid) gu diefem Fein ®leis
dhes auf der andern Seite findet, Der Coefficient A felbft
Fann aber nidht = o fepn. Denn wenn man diefes ans
ndhme, fo wire dad Glicd Ax“ in der Neibe ) eigents
lich gar nidyt vorhanden. St\un aber verfteben wir unter
Ax” dad niedrigfe Olicd in dicfer Reibe; ein folched
mufi fie, da die Menge ihrer Glieder nur endlid) ange-
nommen iff, nothwendig Daben: alfo Fann A nicht Null
feon.  Mithin Fann «Ax* " nur dadurdh verfdywinden,
baf ¢ = o0 ift. Hieraud folgt aber, daf bas Slied
(n—a)AX® aquf 'ber linfen Seite —=n A ein beftdndiges
fey. Daber muf 8 audy auf der redyten Seite ein bee
ftandbiges Olicd geben, weldyed nur dasd niedrigfte, alfo
pr‘G—_l fepn Fann, Folglidh ift s—1 = 0. 8=1. DHiers
aus ergibt fic) weiter, daf wenn nidht n =1 ift, auf der
linfen Geite da3 Glied (n—1)Bx beftehe. Soll diefemn
ein gleiched auf der ted)te\n entfprechen, fo i’qnn ¢$ nue
tas ®lied v Cx” ! feyn, weil alle folgenden nody hoher
find., Alfo muf y—1=1, d. h. y=2 feyn. — Man fiehf,
wie diefe S liffe iy ftetd weiter fortfegn loffon Dodh
uin_nvcb deutlicher eingufehen, taf. Peiner der Grponens
tena, £ yi...¢8ebroden ober negativ fegn Pons
ne; erwdge man folgended. Sollte e8 gebrodyen ober nes
gative Grponentunn in der Meibe (O gebens fo mufite doch
einer aud ibnen der erjte, nad der oben feftgefesten Uns
ordnung derfelben, d. . der pofitiv Fleinfte oder negativ
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grofite feon.  Heifien wir nun diefen 5 fo witde, wenn
# gebrodyen ift audy ,Q—x einen gebrochenen Grponentent
vorftellen, der gleichroodl Fleiner ift; und wenn # negatio
ift, x—1 einen n?d) ardfern negativen Grponenten bes
seicbnen.  Da nun auf der redyten Seite ein Glicd mit
dem Grponenten p—1 witklich erfheint; fo miife e3
auch auf der linfen Seite eine$ mit einem gebropenen
oder negativen Grponenten geben, der niedriger alg p iff.
Go widerfpricdht fich alfo dicfe Worausfegung fclbf, und
man mu§ annehmen, daf alle Erponenten der Nepe (mit
Nusnahme cined, der Null feyn Fann) pofiv und
gangdblig find.  Dieraus ergibt fih nun {Hon, 10§ man
nidyt fehlen Eonne, wenn man fie nach der Ordung der
natirlicyen Bahlen annimmt.  Denn fo fann mn gewiff
Feinen ber wirklidh vorfommen foll, tdberfprinen; und
nimmt man etwa einen u viel an, fo muf es fid dadurdy,
daf fein Coefficient = o gefunden wird, geigen. Cin ges
ringes Nachdenfen lebrt aber auc), daf die &ponenten
der Reibe gu Feiner grofieren Babl anwadyfen, bevor fie
nidyt erft alle Fleineven Dindurd) gegangen find. Denn iff
3 B. w irgend ein wirklich vorfommender Cponent; fo
Eommt auch ein ©licd von der Form w L o, 0.
wenn g nicht Rullift, oud) ein Olicd mii cinem um
1 Fleinern Gyponenten in der Reibe vor.

2. Gept man nun diefe o cben gefundeien Werthe
flir die Grponenten «, 8 ¥s...3 und nennt tn legten
derfelben (weil man nody nidht weif, der wictielte ev ift)
r: fo erhalt obige ®leichung jegt folzende ©gtalts
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nA ¥ (n—1) Bx+(n—2)Cx* ¥ ...+ (n—r)Rx'=
B+ 2Cx+ g Dx* + ... + tRX 4+ 0
Boviug fich durcdh Unwendung ded §. 28 - fehr offenbar

ergibs B=n 4, 2C=(n—1) B; oder
C=(@—1) B=n.n—1.A; 3D =(n—2) C— oder

2 2
D=(r—2)C=n.n—1.n—2 , A, W f w,
3 2 3

rR=(—@—1)0Q; ober
R = n—(r—l) Q=n.n—1.n—2.,, n—(r—1). A.
r 2 3 r .
'g. Bey dicler Werthbeftimmung Heben fihy alle
®lieder dr Gleidhung pu Deyden Geiten auf, mit Yuss
naI)me beé[)vcbﬂen (n—r) Rx" weldyes

—n,n—1, n—2..n—(r—-1) (n—r) A.x" ift. Woe

fern a!f:bi Oleidyung’ méglicb fepn foll, fo muf e3 ir-
gend cinen Bevth fiir div Zabt r geben, bey weldyem dief
Olied entwber v6lig Nul, oder doch Fleiner ald jede
gegebene Gofic gemadt werden fann.  Und fonady ift
bie Oeftalt Br Reie, weldye fite mdglichft vielerley Wers
t{)e.non n ud x den Werth von- (14 x)" ausdritden o,
— fo vict fi¢ Bloff aus der Wedingungdgleichung des §. 30
ergibt, — nihfiehende:

A+A.n.x+ A,.n, n—1‘x2+A n.n—1.n—o.xt

o

2 2 3

i edAn,n=1..00—r—x,

2 . L.



45

§. 33

gefrfag. Gine nadh den Potenjen von x ent-
widelte Neibe, weldye den Werth der complexen Function
(14x)" far moglidft vielerlep Werthe von n, und fir
alle von x, die swifhen Null und einer moglichft grofen
(pofitiven oder negativen) Grenge licgen, entweder vdllig
genau, oder doch fo nabe angeben foll, dafi der Unterfdhied
Fleiner al$ jede gegebene Grife werden Fonne, fann Peine
andere Form, al3 bie der jur Potens (1+x)” gehorigen
WBinomialreihe haben, wenn die BVefhaFenDeit ihrer @(ie:
der von ifrer Angall {elbft unabhdngig feyn foll; d. b.
fie muf feyn s
1+nx+n.n—1.x*4... +n.n—1..n—(r—1)x".

2 2 v
Beweid, Bufolge des vorigen §. mufi ndhmlich

diefe Reibe die Oeffalt A+A.nx+A ,n.n—1x+ ..,
e

+ A.n.n—1 ... n—(r—1).x" faben, um nur der
. 2 X
NBedingungdgleidhung ded §. 30 3u entfpredyen. Soll aber
der Werth derfelben fiir alle x, die gwifhen Nul und -
irgend einer pofitiven oder negativen @renge liegen, dem
Werthe von (H—x)n entweder vdllig gleid), ober Dody o
nabe, al3 man will, fommen; fo muf A nothwendig =1
fepn.  Denn wenn man x o Flein nimmt, ald man will
fo ndDert fich der TWerth der Function (1+x)") was ims
mer n bedeute, der 2, fo febr man will (5. 17. 15). Der
Werth obiger deibe aber ndhert bey diefer Worausfegung
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fid fo febr man will, dem Werthe A, Alfo muf A=1
fegn. (S 27.)

§. 34e |

AnmerPung. Hierausd erfefen wir, daf die Gleis
dung ded §. 30 nody nicht die {dmmtlichen Bedingungen
umfaffe, die eine Neibe erfiillen muf, weldhe firr moglich(t
vielerley Werthe von n und x, = (1 + x)n fepn foll.
Denn ihr allein thut jede Reibe von der Form ded §. 32
®eniige, wad auh A fey. Um aber = (1 +x)" ju fepn,
darf A nidht vielerley fondern nur den beftimmten LWerth
1 Daben. &o Fonnen wir denn alfo hberhaupt daraus,
Daf eine gewiffe Subftitution der Werthe x und n, die
O®leidhung & befriedigt, nicht fo fort {hliefen, daf aud)
die () Diebey beftebes fondern nur umgeFehrt, wofern
bep einer gewiffer Unnabme der n und x nidht einmabl
die Oleidung &, oder aud) eine der §. 31. angegeigten
Beffeben Pann; fo wiffen wic gewif, daf audy die © nicht
Gtatt finden Ponne. Da ferner in der Reihe 1 + nx
#+NN—1.X+ ..\ M und x tberall nur in gangga’b[i:i

get.fvo?ens erfcheinen ; fo Dat diefelbe offenbar fiir jebes
beftimmte n und x nur einen eingigen Werth. Die Funcs
tion (14x)" bagegen befiset der Werthe gumweilen me -
rere; ndbmlid) — wenn n ein T rudh mit geratem Nen:
ner, und dag, wad man durdh) (1 +x)" qusdriiden will,
eine ded Oegenfagied fdhige Ordfe iff — je gwey entge:
gengefeste gleihe, Daber fann [§hftens nur dann cine
Oleidung gwifden (14x)- und jener Neibe ermartet
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werben, wenn unter (1 +x) eine blof abftracte ®rdfe

verftanden, oder nur eifer ihrer Werthe allein verlangt
21

witd. Gndlidhy ift (1 +x)°L  fir x> —1 befanntlich

imagindrs fir alle foldhe Werthe von x und n alfo

Fann die Binomialgleihung abermahl3 nicht gelten,

§ 35

Aufgabe. Blof aus Vetrachtung der Bedins
gungsgleicdhungen §. 30. 31 gu beftimmen, in wels
chen Fllen 3 gewif unmdalich ift, den Werth vont (1 +x)
durch die entfpredyende Binomialreihe, ed fen nun vollig
genau, oder nur fo audyudriicen, daf der Unter(chied Eleis
ner al$ jede gegebre ®rofe werden Fann,

Aufldfung. Wlof aud Vetradhtung der - Glei-
dungen & und & (§. 30. 31) ldfit fih entfcheiden, dag
die %inomialrei[)‘ewt;;r; Werth von (r + x)ll nie geben
Fonne, wenn x > ober audh) nur = -+ 1, ¢3 fen bcm't
sugleich n eine gange pofitie ahl ober Rtull,

1. Denn fey guerft x> + 1, fo eigt fih, daf
die ®leichung 3 nidht befteDen Fonne. Denn jum BVe:
ftande derfelben gehort, daf nn—l...n—(r;l)(n—r)Ax'

2 r
fo Plein m:rben Fonne, al3 man nut immer will. (5. 31.

n.°4) Sft nun » nidt = o, aud) Feine ganje pofitive
Babl, fo leudytet sufdrderft ein, daf diefe Grofie nie gang
ver(hwinden Fonne, was man audy fitr r feen mag; in=
dem Feiner Der Factoren, aus denen fie befteht:
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n, n—1,., n—(—1), n—1, A, x' jemahis Nul were
< r .
den Pann, da r immer nur eine gange pofitice abl be=

beutet. Afo iff nn—1 .. n—(r—1) (n—1) Ax" bey
2 r 7

cinerley A, n und x eine Function von r, die nie Null
werden Fann, So Flein allo audy ihr Werth fir irgend
ein DBeftimmted r feyn mag, fo ift cv dodh nidht Fleiner,
al3 jede gegebene Orofies und wenn ed folche geben foll,
fo muf man fie nach §. 26 nur dadurch finden, daf man
fiiv r ftets grbﬁeré und grbfiere Werthe annimmt, Wllein
verfudyt man dic§ hier, fo geigt fich bald, daf die Werthe
diefer Function, anjufangen von einem gewiffen r, fiiv alle
grofiere, ftatt abgyunehmen, wadyfen. Denn

nn—1n—2 ., n—(r—1) (a—r) Ax" ift ein Producs

2 5 r
aud den ywey Factoren n n—1 n—=2... n—(r—) Ax",

2 T
und (n—r), deren jeder, angufangen von einem gewiffen

1, nur immer grofer wird, je grofer man r nimmt. Bon
dem Factor (rf—r) = — (r—n) ift diefed offenbar; von
dort am, wo r>n geworden iff, wddft er mit r, felbfk
wenn n pofitiv iff, und, twenn n negativ iff, immer,  Aber

aud der Factor n n—1 n—2.. . n—(r—1) x" A wddft

2 3 r
mit r. Denn jeder fpdtere b, §. gu (r+ 1) gebprige Wert§
deffelben entfpringt aud dem ndchjtoorhergehenden, d. i
aud dem zu r gebdrigen, indem man diefen ned) mit

n—r X = — (r—n) x multiplicirct, 2Wenn nun «.) n
r+1 r+1
pofitio ifty fo wird von dort am, wo r > n und >
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die pofitive Grdfe 12x+1 geworden ift, und fir alle grds
X—1
feren Werthe r(x—1)>nx+1; oder rx—r >nx+13
alfo audy weil r>1 uAd rx>nx; rx —nx>r+13
und folglich (r— )x> 1. Ulfo wird jeder folgende Werth
1 .

r+

e Factord n n—1 n—2 . , n—(r;—x)A X grofers
2 3 I
al$ der vorhergefhende.
£. Wenn aber n negativ, und §. B, = —m
ift, wo nun m wieder eine pofitive Srofe vorftedt; (o ift
ed um fo cffenbarer, dafi bey demfelben Werthe von r wie

vorbin, (H'm)x> 1 fepn miiffe, wenn fchon (.:.‘_’)x
r+1 T+1
e ift

2, G3 fep nun jgweptend x = + 15 o wird

det Yuddrud n n—1...n—(r—1) (n—r) A x" nun =
P r
2

nn—,.,n—(r—) (n—r) A. G5 fep audy ferner

)
nody

«)nnegativ, und 3 B. = — m, wo nun m
cine pofitive Grofe vorflelt; fo wird der obige Ausdrud
=(—m) —m—1 —m—2.,, —m—(r—1) (—m~—r1) A

2 3 r
Der Werth deffelben fir r+1 it
(~—m)—m—1 —m—2...—m—(r—1) —m—r (—Mm=—r-—1)As
2 3 r r+3

Alfo der Quotient de3 lestern durch den erffern, oder dasds
jenige, wosmit man jenen multipliciren muf, um diefen ju

—m—T— +m
ebalten = 0 X T LA S oo witd
b — o > fo wi

4
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jeder folgende TWerth grofer ald der vorbergehende ; die
®leidhung & Pann alfo nidyt befteDen. 2
A Um aber eingufeben, daf fie audh in dem Falle
nidyt befteben Fonne, wen n pofitiv ift, bedarf e eis
ner etrwad weitldufigeren Unterfuchung. 3Bu diefem Gnde
ift §. 51 bemerft, daf die MoglicdhPeit der Oleibung §
aucy die der " erforbere. DenPt man fid) die dafelbfE
blofi angedeutete Multiplication wirflid) verrichtet; fo be=
greift man, daf die Hochfte Poteny von x auf der einen
Geite bes Oleihheitdzeichensd
n(n—1) (n—2) .. (n—p)Rx*, und quf der andern
ele—1) (c—2) «« (e—p)BRx® fey. Soll alfo die Sleie
dung befiehen, fo muf
(.n(n—'l) (8—2) . .(n—p)—gle—3) (—2 )..(g-—-p))ﬁxe
entweder Jtull, obder dod) fo Elein werden Fonnen, ald man
nur immer will. Jn diefem Wusdrude ift aber, wie wiv
aus §. 31 wiffen, ¢ = irgend einer gangen pefitiven 3ahl
r und R = nn—1...0n—(r—1) Aj derfelbe iff
. 2 r
alfo

= (n(0—3) (1) (r—Pr—rx(r—1) (-—2)..(r-p)) X

nn—1 . . .n—(r—1) . Ax ; und fein ndcbftfolgender
2 r V
Werth fiiv r + 1.iff %,

:,(n(n——;)(n—g).;(n—p)—(r+ r(r—1)..(r+ 1—-—p)) X

n.n—1.,.n—(r—1) n—:rAxr+1.
2 ' r - r+1
Wenn nun n feine gange pofitive 3ahl, aud) nidt
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Rull ift; fo ift offenbor Fein Facter diefer Hepben Wnds
brirde == 0; man fann Paber ben erflern in den legteren
tividiren, um (0 badjenige ju finden, womit man jenen

multipliciven muf, um tiefen yu erGalten. G2 ift
h_(llrll--l)(n- 2)..{u—p)——-{r+1h"’r—:)..(r+::p) n—r
T Nun—1) (n—2). , [n—p)— rr—1) (r—3p) )r"_'i_‘l'x

Fir x = 1 ift olfo diefer Factor =
([r+ yr{r—1) .. ir 4 1—7—_]1]-—11(nf- 1.) (n—19)..(n—yp) \n—r,
F(—1) .+ (r— p)—m(n—1) (i—2). . (ap) ) T+ 3
Menn man in diefed Bruched Bdbler (owoll ol Menner
bic blof angebeutete Multiplication mit den Factoren, die
r enthalten, witblid) vervidyten, und oled nady dben Po-
fentyen vont r ovbnen wiirde; o esbielte man cinen Anugs
brugt von folgenber Form; '

+2 p+1
rP (—n+1+0-1~—2—- —(p--—:}) o+

p+2 P+1

( +:+D-——-1-—-—2=—r..~—~p ) + ..
Die @lteber, welde Hier durd) blofle Puncte angedentot find,
enthalten lauter niedrigere Potenjen von rj die Goeffis
cienten vou 1P T gber find nady der Befannten SRegef
beftimmt, gufolge weldyer der Coefficient bes gwepten Glics
bed in ber Enuwidlung eined Producted von der Form
(x+a) (x4+b) (x+e} ..., = (a+b+c+ . .} fepn
muf (§. 6). @6 ift Daber, wenn man den Nenner wicys
licp in den Bdbler dividivt, der Duotiens
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P+
=1 +(—-n+x-—-1-—!-—- —(p—1)—1¥1tot.. +p)

pte pt+1

r o +1—1—2—, —p) + 4
: +
zl'}' (p_n)rp l+0¢0. .

r }'l?(+1—1—2-— —p) N l. .

3n diefem Uusdrude Fann nun p was immer fite eine
gange pofitive 3ahl bedeuten, alfo auc) eine, die grofer
al$ das pofitive n iff. Dann aber ift in dem lesten Brus
the der Coefiicient de3 erflen ®licded in 3dhler pofitiv,
fo wie das erfte Olied im Nenner. Da aber r (o grof
geaommen werden Fann, al3 man nur immer will, und
alle Dem erfien folgende Siieder fowoDl im Bdhler ald
Jtenner nur lauter niedrigere Potengen von r entI)altén:
fo wird fid) alemabl r fo grof annehmen laffen, dag dasd
er’e Olied im 3dbler und im Nenner grofer ald alle
folgenden gufammen ift (S.25). Fir ein foldhes, und firr
alle grofieren x ift demnad) der Werth jened BWrudhes fi-
cher pofitin, und folglidh 1 + (p—n)rp+’+ o>,
P2 4
Daler wird jeder nadfolgende Werth des Auddrudes
(n(n—1) (n—2). .(bn——p)-—r(r—x) (r—2..(r—p ))er
grofier, als der nddyftvorbergehende; und alfo Fann die
Oleidung o, mithin audy die § und © auf Feine Ast
beftehen.

3. MWenn nun die Srofen, die wir bisher betrachtet
Baben, nicht fo Flein werden Fonnen, als man nur immer
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will, fo oft x> oder = + ift; fo Fdnnen fie die§ aud
nicht fitr die Werthe x > oder = — 1 werden. Denn
fie entbalten Feine anbdere Function von x, ald den Face
tor x*, der hochftens nur fein Seidhen, nicht feine Orofe dna
dert, wenn x fein Jeichen dndert, Ulfo gilt die Bincmials
gleichung fiir Peinen Wertl) von x, der > oder aud) nur =
+ 1 ifty wenn nidyt gugleih) n eine gange pofitive 3ahl
oder Null ift. '

§. 36.

Bufas. o oft bage‘gen x <+ 1iffy fo gilt die
Oleidhung 8 ohne Ausuahme, n mag bedeuten, wad ed
will 5 weil fid) das Glied

n.n—1,.. n—(r—1) (n—--r)Axr
e T
dann allemabl fo Plein madpen laft, al3 man nur im=

mer will, wenn man r grof genug nimmt. Denn der ju
(r+1) gehorige, d. b der nddhftfolgende Werth dicfer
Orbfe ift =
nn—i...n—(r—1) n—r (n-—r-—-1)Axr+1.
2 r r+1 .
Alfo dev Quotient ded erften in den legten, obder dadjenis

g¢, womit man jenen multipliciren muf, um dicfen §u ers

Dalten, iff = n—r—1 x =— r+1—n x. Wentt nun
r+1 r+1

«. guforderft n pofitio iff, fo it von dort am wo.

(r+1) > n ift, und fir ale folgeaden Werthe von r,

r+1—n offenbar ein edyter Brud), der {ih sywar, wenn

r+1

r widfl vergrdfierty aber doch immer < 1 bleiber; da=
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Der dennt dad Product ¢+ r—ni . X allegeit unt etwad Pleis
r+1 N
‘ner nocy ald der edyte Brudy x ift.  Ulfo entfteht jeder
folgende Werth der Sroffe nn—1 ... n—r+ 1(n—r)Ax"
2 ¥
aud dem vorhergehenden durd) Multiplication mit einem
edyten Brudye, der immer Fleiner bleilt, af3 x. Ulfo
Pann diefe Grofie ald cin Peoduct betrachtet werden, def=
fen ein Qdctor (ndhmlicy der TWertl), den diefelbe firr dad
grofte ¥, bas nody nidht > (n—1) i, Gat) nnverdndert
bleibt; wdlrend der andere felbff ein Product aus einer
Beliebig g vermehrenden Wrigall von Brichen ift, die jee
der << x find, Jad) §. 22 uud 17 Pann eine folche
Brofe Fleiner ald jebe gegebene werben.
8. Gftaber gweytend n negativ 4 V.= —m,
fo iff r+1—n=r+1+m alfertdingd > 1. G3 Ldfit fid

r+1 Y+ .
aber body immer ein Wertly fiiv r angeben, fite den und

dlle grogereri dad Product aud diefem unedhten BVruche in
ben ehten x;, << 1 ifts Denn Diegu nehme man nue
1) > %5 6 ifF aud) (F4 1) (1—%) > mx 5 folge
1—X
lih auh, da r > x5 ¢+ 1) > E+1)x + mx
= (r+1+m}x; Mithin(r+ i +m). x ein ehter Brud).
. ) r+1
e grofer mdn aber, von diefen Wetthe df, £ nimmt,
tim defto Pleiner roird diefer edyté Bruch, indem der eine Face
tor Deffelberi; der unedyte Bruich r+ 1 +m der Gineit im-
r+1 . ’
fiter tdber tritt;  DHiini geltert die obiged Shlife audy
3 Ce: o g o _ ) b o
Yiery oder die Orofe n g; s n—I+1  (A—T)AX
—_ =
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ift ein Product aud ciner unverdnderlichen Brdge in eine
beliebig gu vermehrende Angahl edyter WVridye, die alle
Pleiner find, al r+1+m x.

r+1

§. 37

Uibergang. Durd) dad Widherige ift nunt bBee
reitd entfdyieden, dafi die Binomialgleidung fir Peinen
- erth von x > + 1 gelte, wenn e Gyrponent nidt
etwa” Null oder eine gange pofitive Zabhl ifts und $war
ift diefed blof aud bder Vedingungdgleihung & e tthies
den. Daf aber die Winomialgleihung aud) felbft fir
Werthe von x, die < +\find, ungirltig ware, fagt bicfe
®leihung, wie wir {0 eben gefehen Haben, nicht. Und
Diemit nun Hat fie und {chon alles, was fie yu lehren vermags
gelehret. Denn daf die Winomialgleihuuny fiiv jene Wers
thein der That gelte eine dergleidhen Dejahens
e Gntfdeidung Fonnen wir von ihr auf Feinen Fall ere
warten. Wir miffen uns alfo jest su gang andern Grita="
den wenden, um gu entfdeiden, ob die BWinomialgleidhung

in allen, oder in welden Fdleniwo x << T 1ifty fie
gelte.

6 38
fehrfag. Wenn man die gwey BVinomialreifer
¥ pX + pp—1 X%+ ... + pg—:_i_. . p——(“’*‘l)x‘1
e 2 Er
und 1 4+qx+q g;x_x’-!-‘. cetFqq—1.. p—(s-—l)xsw
[s ¢ S
in denen p und q‘2 wad immer fir (Srb'ﬁm bejeichaen,




56
mit einanber multipliciret, und da3 Product nachy den Pos
tengen von x ordret : fo find alle Glicder des Producted
vom erften angufangen, bis ju dem Gliede x* oder xg, je
nacdhdem r ober s die PFleinere 3abl ift, mit den eben fo
vielten Oficder ciner gu (1 +x)PTD gehorigen Binos
mialreibe identifch.
Beweis, Die ®lieder der Fu (1+X)(p+q) gee
Porigen DWinomialreibe vom erften angufangen, bis gu
“em ®liede x™ find nach §. 3: '
1+ (p+)x +(p+a)(p+q—1)x® + ..,
: 2
+ (p+q)(p+q—1)..(pFg-—m+ 1) x".

2 m
Mit diefenn alfo follen die eben fo vielten Glieder jened
Producted, wenn e3 gehdrig enmwidelt wird, identifd
fevn. Dafnun dad erfte, dad gwepte dad dritte,.

Olied in der That Ubereinftimme, erDellet aud der wirf-

lidgen Werricdhtung der Multiplication fehr leicht. Daf
aber eben bie§ audy von den folgenden, bid ju dem Slie-
de mit der Poteny x¥ pber x° gelte, erhellet auf folgende
Art: :
1. Wenn p und q gwey gange und pofitive
8ablen bedeuten; {o ift nady §. §: ‘

14 pX 4+ pP—1X® +., ..

2
Fpp—1.s.p—r+1 xF =1 +x)%
2 r
md i+ gxtqg—1x*F ...
C 2

Fqq—1..q—s+1 =0 +x)q’
2 s

y
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wenn anderd r und s nicht Fleiner ald p und q angenoms
men werben.  Ulfo dag Product, aud diefen beyden Reis
Pen, tas veir M nennen wollen, feinem Werthe nady noths
wendig = (1+x)P. @ +x) 9= +x)PT9=

=1+ (ptg)xH(p+q) (p+g—1)x*+ « .
2
+(p+q) (p+g—1) ¢ + o (P+q—t+l)"tf

weil audy (p+q) einezgange pofitive ,Saf)lt vorftellt.. Dicfe
Oleichheit beftebet, fir jeden Werth von x, alfo auch.
fiir jeden, der Fleiner al$ eine gewiffe @reﬁsé ift; daher
wenn M nach den Potengen vont x gehdrig geordnet ifty
der §. 28 ecine Unwendung auf diefe Sleichung leidets
0. b. ¢ mug ju jedem @liede derfelben auf der einen
Geite ein vdlig gleihed audy auf der andern geben. E3$
ftelle nun m irgend eine gange pofitive 3abhl, die nur
nicht > r oder > s ift, wor, und ter im Producte M
gur Poteng x geborige Eoefficient werde (weil er bey
einerlep m dodh nur eine Function von p und q feyn
fann) burd) F(piq) begeichnet: fo muf denn memgftens
dem Werthe nady -

F(pm) =(p+9) (p + g—1)... (p+ g—m+1) feyne
‘m
2Benn man nun m unnerzdnbert lafit, wdlrend man die
Bablen p und q beliebig vergroferts fo Fann dief
offenbar die @ eftalt der F(p,q) (D. h. die in diefem Ause
drude angedeutete RNegel, wie der Werth von F(p,q) aud
p und g Dergeleitet werden foll) gar nicht verdnderrs
Denn bdie BWergroferung der! Sailen p und g dndert in
Yea RNeiben 1 + px + .00y und, 1+ qx + ..., welde
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die Factoren des Producted M audmachen, nidhts; ed
fep benn, da§ die Angahl ihrer Glieder tber r und s
Dinaud vermeDret werden muf. Da aber m weder > 1,
" noh > s fepn foll, fo hat Peined der neuen ®licder, die
durdy Wermehrung von p und g su den Factoren bingu-
Fommen, einen Ginfluf auf die BWildung desd Coefficienten
von x s auf den Befanntlidy nur jene Glicder der grven
Factoren einen Ginfluf baben, deren Grponenten gleich
oder Pleiner ald m find. Daber gibt e3 ungdblig viele
Werthe, die man fitr p und q fegen Fann, ohne daf die
Gleihung F(psq) = (p+q) (p+g—1)ee(p + g—m+1)

geftoret witd; und hievaus folgt, ‘;aﬁ fie in QI::?ebung der
Grdfen p und o identi(d) feyn mirffe. Um diefe Folge
recht deutlic) eingufeben, lafit und die Form der bepb'm
Glicder diefer Gleihung nod) etwas genauer betradyten.
Der BVinomialeoefficient

(p+9)(p+q—1)'. .. (ptg—m+1)
2 . m
gibt, wenn er nad) den Potengen einer der bepden Grofen

p oder q §. B. p entwidelt wird, einen Uusdrud, von der
Form Ap™ +Bp™ '+ Cp™ 2+ ... F+Lp,

worin A, B, C, . . . L theil3 beftdndige Orodfen, theils
Functionen von q allein vorftellen. Uber aud) F(p,q)
l’atm, wenn ed nady ben Potengen von p georduet wird,

m 1m—: 1 m—2

nur von der ?ormAp +Bp +Cp +...
+ L p feyn; indem diefe Function offenbar Feine hihes
ten Potengen von p enthalten Fann, al$ die ‘mate, weil
Peine hHohere in denjenigen Gliecdern der Factoren von M,



59
m

ausd bderen BVerbindung F(p,q).x  gebitdet worden ift, er-
fheinet. @3 qilt daber die Oleidung

m m—=1 m—2
Ap +Bp +Cp + .. +Lp=
m 1 m——1 1 m—1 1
Ap +Bp +Cp +4..4+L p oder

m 1 M1 1 M—2
(A-—-A )p +(B——B )p *(C—C)p *..
+ (L—‘L Jp=o
in der man ungdhlige Werthe fir' p muf fesen Fonnen.
Hieraud ergibt fid) nun Flar, daf jeder Coefficient eincr
eigenen Potens von p fir fih = o feyn miffes weil im
entgegengefesten Falle, wenn cinige diefer Coefficicnten
reelle ®roGen wdren, nady einer befannten Gigenfhaft der
Oleidhungen nur eine endlidhe Menge von Werthent flir m
(bodhftens m) mdglidh mare @b nad ift
1
A= A B= B C= C,..,.L::L.
Diefe Guofen felbft, weldye jum Theile nod) Functionen
von q find, Fonnen einleudytender Weife gleihfalls gup

von der Formt
ML/ m——1
_aq +bq +...4 lp; und
m 1 m—1

1
aq +bq + o+ +C . q feyn, w0 jego
1

aby.ly unba, b y ««. 1 nur lauter beftdndige Grjs
’ m m—

fien begeichnen. G5 flelle nun 5. V. aq +bg 4. ,

. 1 1
4 lg eine der gleihen Ordfen A=A , oder B=<B ,
u. f. w. por; und
1 m 1! gyl

aqbqg +.. % 1 q die anbcre for gdt abermaflg

m m—1 1 me—,

die @l iungaq +bg  +. +lq-a q 4+bq ...
+1 q fitr wnydblig viele Werthe von q; woraus fidh
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nothwendig ergibt, daf a:ax, b:b’, R 1:1! feont
miifie.  Afo ift die Function F(piq) aud p und g und
gewiffen beftdndigen ®rofien a) by . . . 1, u. f. w. gang
auf diefelbe 2Art gufammen gefesst, wie

(p+q) (PF9—1) . . . (pFo—m+y); alfo mit e
2 m

identifh. — Da nun m jede gange pofitive Babhl, die nur
nicht > r ober > s ift, bedeuten Pann; fo erbellet, daf

alle ®lieder im Producte M, deven Poteny nur nidht > r
_ , Ptq
cder > s ift: den eben fo vielten in der ju (1+x)

gehorigen Binemialreibe identifd) find, wenn p und g
gange pofitive Bablen bedeuten.

2. Uber daffelbe muf aud) der Fall feyn, wenn p
und q wa$ immer fiir andere (gebrod)ene{ negative, ober
auch irrationafe) Grofen begeihnen. Denn die Urt, wie
man bey Multiplicirung der bepden Neihen 14 px4..4
1+ qx + ... verfdabret, bleibt unverdndert diefelbe, was
tmmer die Buchffaben p und g bedeuten mogen. Wifen
wir aljo (au3 n°1) baf man in dem Falde, in weldyem
Pr q gange pofitive 3ahlen find, bdie Coefficienten der ju

(1 +x)p+c,l gehdrigen Vinomialreihe erhdlt; fo Fonnen
wir Dieraud mit Siderheit {dhliefen, daf diefe aud) in
jedem andern Falde jum BVorfdyein Fommen milffens

§+ 39+
AnmerFfung. CGine villige OGleichheit wifhen
jenem Producte und bder Vinomiaircihe folyt ais dem fo
‘ben Erwiefenen nody nidyt; foudern nur, daf beyde Riie
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Den bi3 gu dem ®liede fin gleichartig find, dad in die
Fleineve der jwey Poienyen «5, x* muliiplicict iff. Jun
Fann man jwar r und s o gref annehmen, alé man nue
immer will, und alfo die GleidyformigPeit der Depden
Reiben o weit hinguddehnen, ald es Delicht: aber fo weif
man dief audy getricben, und fo grof man dicfem Ve
bufe audy r und s angenommen babe ; fo gibt e3 immer
nodh Dinter dem Glicde mit x* (ober x°), in dem Pro-
ducte eine Menge anderer Glieder, deren Crponenten -
Der find (ndhmlid) bis (r +s) fteigen); und diefe find fui-
nedwegs mit den gleichvielten Potengen der gu
(1 +x)P T gehprigen Binomialreibe itentifh. Die Blens
ge Diefer ®lieder wird um fo grofer, je grofer man r
und s annimmt, indem fie jedergeir, der Sroferen aud
diefen bepden Bablen gleichet. So viele Glieder alfo in
dem Producte M mit der Binomialveihe audy dberein:
ftimmen mbgen, fo viele wenigftend, weihen audhy von
ibr ab. Und wenn x > + 1, und n Feine gange Pofi:
tive 3abl ift; fo find die abweidhenden Glieder ihrem
Werthe nad) immer viel grofer ald die Gbereinftims
migen. Ulfo [dft i) in einem folchen Falle auch durdhe
aus von Teiner Gleichbeit der bevden NReihen fprechen.
Nur in dem Falle, wenn x ein edter Vrudy ift, tritk
Der befondere Umftand ein, daf die ungleichen GSlieder
immer fleiner werden, und daf man den Werth ihrer
©umme turd) die sWermebrung von r uad s wirflidhy fo
Flein machen Pann, ai$ man nur immer will; wie Ddicf
der folgeide §. beweift.
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§. 4o.
Lehrfas Der smmr)' bed Producted aus den jren
meiben-1+px+p!:1 X2 A4 oo P p—x..pf—rj-\];cr
2 2 r '
und 1+gqx+qq—1x2 + ... +qq—1..q—s 15

2 2 $
ift von dem Werthe der Neife

14 (p+@x+(p+q) (P+g—1)x ..
: 2
+(p+q) (p+qg—1)..(p+q—t+1)x"

um eine @rbﬁeunterfd)igcben,»mdd)e man ti’[einer al8 jobe
gegebene madpen Fann, wenn man 1, s, t grof genug
nimmt, und x ein echter Vruch ift.

Veweid, Nad) §. 38 ift dbas Product jener yrwey
Neifen bis auf das Glied x* (wenn r die Pleinere der
Bepben Bablen r und s angeigt) mit der gulest erwdhns
ten Binomialreibe identifh. Dann aber folgen in dem
Producte noch melr andre Slicder, welche man findet,
wenn man mit einer der Reiben 3. W. der erflen, Blicd
vor ®lied nur diejenigen Glieder der jwepten multiplicicty
bie mit dem Multiplicator vereinigt, eine Hdheve Poteng
al3 x* erjengen,  Bur Grfparung de3 Raumed wolen

wir die Goefficienten dea erftin Reihe der Ordrnung nah
(2) (3) (r)
durd) 1, p, pr pr . . . ps jene der gwepten durd)
(2) (3) ® .
3 g g g ... g begeihnen.  @$ find bemnady bie
Olieder, die im Producte noh ferner vorfommen, nad-

ftehende :
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(r+1) t41 (t+2) rie (s) 8)
q x +q X + .00k gx

r) r  (r+1) r4a (s) s
”'(( x +9q . x +....+qx)Px

(r—1) r—-1 (r) T (s) s\(2)2
+( X X F e+ gx p.x

() s\(
+(qx+(q2)x3+...2...+ cslxs);).xt

Die Summe Ddiefer Glicder ift der Unterfchied ded Pro-
ducted M und der gu (1 +x)P Y gehorigen Binemial-
reibe, wenn man in ihr t = r annimmt.  Kann alfo ges
deigt werden, daf diefe Summe durd) die Wermehrurg von
x Pleiner al$ jede gegebene Grofe gemadbht werden Foune ,
fo ift der Rehrfos ermwiefen. Offenbar aber ift der Werth
diefer Summe Pleiner al$ derjenige, der bann jum Bors
fd)ein' Fommt, wenn man alle Olicder derfelben alé gleichs

attig (D, b. 3. B, al3 pofitiv) anfieht, und an die Stelle
(2)3) (r)
der verfchiedenen Coefficienten p, p, ps » . . p3
(2) (3) (s)
qr dr Pr s+ . g immer Den grbfiten feiner Art, den wiv

durd) P undb Q andeuten wollen, féset. Dief gibt die
Gumme:

r+1( ' s—-r—-—l)
Qx 12 +x24 .., F x _

r+1( s-—r)
+PQX 1+x+.‘i’+”.+x

r+1( s-——r+1)
+PQx 1Rx+ X34 000 4 X

+ . . 3

>

r+1( s~—1)
+RPQx 1x4+x*t o0 4+ x =



§—T
T
0 x +1 1—x
1—X
g—T1 g—r 2 ]
+Per+l(l_’x R lTX o 12X ):
1—X 1—x 1—x
r+1 s+1
(;) X — %
1— X .
r+1 s—r+1 r—1
4+ PO x (r—-—x (Q+Fx+x*+.Fx )):
1—X
T+1 s+1 T+1 s—r+1 s
Qx — x -I-PQ * (r-——x 1-—-x)=
I — X 1—X 1—X
r4+1 s+1 r+1 S4+2 s—=r4a
0O x—x +PQr—x —PQ.x —x
1 — X 1—X (L —x=x)p

9Benn nun der @gponentn pofitiv ifts {o werben bie MBi-

nomialcoefficienten, angufangen von einem gewiffen Werthe

vort 1, (ndhmlich bemjenigen, wo r > ift) immer um
2

Deflo Fleiner je grofier man r annimmt St aber beve
felbe negativ, fo wadfn fie flets. Kbnnen wir alfo
beweifen, Daf bter Ausdrud fcIb in dem lepteren Falle
fo Mein werben Fann, ald man nur immer will; fo iff
5 cinlendhtend, daf er edin jebem andern um fo gewiffer
werben Fonne.  §n dicfem Falle nun ift dev grofic Coefe
ficient allzeit der legte s alfo

P=p p—1...p—r+1, und Q:q q—1...q—s+1.

2 r 2 [

Gubftituivt man bdiefe 2Werthe, fo geigt fidy, daf jedes der
ohigen Drep Glieder durd) BWogrdferung von r und s
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fo Flein werden Fonne, ald man nur immer will, folglich
r+1 841

nad) §. 15 audy ihre SGumme, DasGlied Qx — x
. _ ——
Pann ndhmlid) fo Plein werden, ald man nur immer willy
wenn ed die bepden i[)ei!e()xr+ 1 st'H feines 3dly»
feré werden Fonnen, indem der Nenner 1—x eine beftdne
dige Grofie ift (§. 17). Nun ift
+1

Ox" =g q—1...q—s+1 x*F1 Und wenn
2 s
man r und s willfirlich vergrdfert, 3. B. jeded um eine

Ginbeits fo entfteDt der neue Werth, den diefed Slied ans
nimmt, aud dem vorigen durd) Multiplication mit
q—s X = — s—q x, eine Ordfe, die auch) wenn ¢
s+1 . s+1 )
negativ ift, anjufangen von einem -gewiffen s und fiic -
alle groferen ein cdhter Brud ift; der fih dem Werthe
x ftetd ndbert.; Alfo wird das gedachte Olied durch) die
beliebige Bermehrung von r und s, mit einer beliebig
gu vermeDhrenden Ungabl ecter Vriidye, die immer Fleiner
werden, multiplicirt, und Fann daher Eleiner ald jede ges
gebene ®rifie werden (§. 22). Cin Gleiches (a6t fich auf
gleihe Art von dem Gliede \
Q xs+1:q g—1 « .. g—s+1 x
: 2 $ :
audy von den Glicdern P st+2, P Q:;s+r+2, wele
dye den dritten Theil des ju beredynendenr Ausdrucks bilo .
den.  Gnblid) fann oudh der Theil PQr_x"* ' fo Hein

1—X
werden, al3 man nur immer will, wenn man r, s grog

genug nimmt.  Denn ev iff

1 . .
ST teigen; wie
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=mP=l+..p~r¥1.qq—1...g—s+¥1 ‘ij+!‘
2 X 2 S 1—X,

Wergrdfert man nun r und s wilficlid, 5. B. jeded um
1; fo entfteht Der neue Werth, den diefe Grbfe annimmt,
fud dem vorDerigen durc) Multiplication mit
P—rg—sr+1 x = 1—p s—q X Da nun {elbft
Y+1 s4+1 r r s+1

yoenn p und g negativ find, d. h. wenn T—p, s—q Ut
tdte Bricde find, ihr Werth der @inf)eitrfo nsa[; 1l’om:
men fann, ald man nur will, wenn man r unds grof ges
nug nimmt; fo gibt ed einen Werth fir r, und s, von
dem an, und fiie alle folgenden, das Product r—p _s_——_qic

r s<1

vin ehter Vreudh ift, der immer Fleiner wird, und fidh
dem Werthe x immer mehr ndbert. Alfo muf aud

Per”' ! fo Plein werben Ponnem, ald man nur will,
1—x .
wenn man r und s groff genug nimmt.

* §’ 41+ .

Lebrias. Oilt die Vinomialgleihung fiir swep
beftimmte Werthe ded Gyponenten, p und g entweder
gang genau, oder dedh) fo, daf der Unterfchied Pleiner ald
jede gegebene ®rdfe werden Fann: fo gilt fie in eben
dem ©inne audy’firr den Crponenten (p+q), wenn nup
X immer einetley bleibt, und ein echter Veudy ift.

.. Weweis. Sufolge der Borausfegung (olf
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O +x)P = 1+px+pp——1x'+...
Q
r (p)
+pp—1..p—rf1 x + O und

2 r
CG+x)i= 1+ gx+qg=1 x* 4.,
2
r (q)
4+ quy—1 .. g—s+1x + 0 fegtty.
2 3
) (@
in weldhen Gleidhungen ©, uid © entweder Nul oder
body Grofen bedeuten, die Fleiner ald jede gegebne wers
den Fonnen, wenn man r und s grof genug nimmt, Dge

ber wird audh (1 +x)P (+x)I=(14+x)P T 9=
r (p)
" (1tpxd oo FPP—1 ... p—r+1X + )
2 I

s {9
HOrgx+ ... FqQq—1 . qsd1 x + 0) =

2 s
(Fpx+ oo Fpp—1 ... p—TH1 xr)}(
2 . o

W(tgxd .. Fgg—1 .., g=5+1 x*) 4
2 s
I QNG g {9 (&)
(G+x) — 2) o + (0t — )0

feon. Die lesteren gwep Ordfen Ponren nadh §. 17 fo
Plein werben, ald3 man nur will, yenn man r, s grof
genug nimmt, Dad Product jemer jwey Neiben aber
Tann, weil x ein chter Brud) fexs foll, nadh) § 40 dem
Werthe der Reife
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1 (PFOxFPF) (PFg—)x k..
2
+ (p+q) (pFg—1) . . (pra—T+1)x,
2 : r.
(o r die Pleinere der beyden ablen r und s angeigt)
fo nabe gebracht werden, al3 man nur will, wenn man
r und s grofi genug nimmt. G3 ldft fih alfo nad) §.
15 fdhreiben ‘ - ,
PHq_ 2
(1 +x)* =14 (p+Q)x+(p+q) (pHg—1)x+. .
: 2

+(p+q) (p+q—1)..(pFq—r+1)x + 0
2 r

wo ?2 Pleiner al$ jebe gégebene ©rofe werden Fann, wenn
manr grof genug nimmt. Bey dieferBedeutuny des Budy-
ftabens r ift cber lestere Neihe dag, was man die jur Potens
(r+ X)p+q geborige Winomialreie nennt.  Alfo gilt
die Vinomialgleidhung auf fitr die Crponenten (p +q) in
der Vedeutung, daf Dder Unterfdhied entrweder Rull oder
Pleiner al$ jede gege[‘ene' ®rdfie werden Fann, wenn man
r groff genug nimmt. - - A

§. 42.

~Rehrfap. Die Vinomialgleihung gilt aud) far
jede gange negative Babl- ded Grponenten in dem
Ginne, daf ter Unterfdyied Fleiner ald jede ge'ge[*me Oro=
fie werden Fann, wenn x ein edhter: %fﬁd) ift, und man

die Ungahl der Glicder grof genug nimmt,
Beweis, Diefe Oleihung gilt, wie wir fhon
§. 12 gefeben, firr den Werth n = —1 ouf tie Wt daff
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der Unterfchicd Fleiner ald jede gegebene werden Panm
wenn man r grof genug nimmt, und x ein echter Brud)
ift. Dieraus ergibt fihy aber nady §. 41, wenn man dort
Pp=—1, q=—1 fest, daf die Binomialgleichung in
eben dem Sinne audy fiir den Cyrponenten = — 2 gelt..
Und bierausd abermahld, wenn man nun p=—2, q—=—1
fest, daf fie aufb far den Grponenten — — 3 gelte. U,
f. w. Da man auf diefe Urt ftetd weiter {hliefen Lann,
und durc) wiederholte Addivung von — 1 und — 1 fu
jeder gangen megativen Babl gclanget: (o leudbtet Die,
2Wabrheit des Saped ein |

§. 43 ,
Lehrfap, Die Vinomialgleibung gilt audy fie

jedben gebrodyenen po(ivtinen Werth ded Grpenena

ten von der Form—- , wo m eine gange Babl angeigt,

m

auf die Art, daf der Unter(died Eleiner ald jede gegebene .

®rdfie werden Pann, wenn man die Menge der Glicder
Linldnglich vermeBrt, x einen ed)ten Brud) begeichnet,

und cin fiir alle Mabhl voraudgefest wird, daf man unter
I

(1+x)" nur den reellen und pofitioen Wertd,,
den diefer Auddrud angeigen Fann, verftele.
BVeweid, Der Werth der Reide
1

——1

1 1 m .
1 +-—-x o o—_—2, + ¢ v
m 2

m
S, 2T «
1 m ‘m.
+ ~ .. xr

K




70

L
welche die gur Poteny (14-x)™ gehrige Binomialveife
ift, verbleibt {o grof man aud) r in ihr annehmen mag,
’ tochy immer Pleiner al eine gewiffe unverdnderliche Gros

fie, wenn nur x = + 1 ift. Denn die Cocflicienten dies
fer Seibe

b ] :l-
—_ — — ] 1
3 1m ! 11 t m -
[PUSSES——— R YR e} LY
m m 2 m r

find fimmtlich ehte Vrihe; indem e dex, erfte ift, und
jeder folgende aud bem vorfergefenden durch Multiplicae
tion mit einem ecdhten Bruche von der Form

1

_— 1
—— ==P—1—_
m p+1 : m

entfpringt. p@ere{st alfo, ef wdren aud) aTe Glicder der
“Repe in Unfehuny ihred Beidyens von einerley Art: fo.
wdre ifre Gumme dodd gewif immer Eleiner, ald
1thx+xr 4o +_xr::1--xr+l‘
1—X
¥+

Wenn nun x < + 1, fo wird x
je groger man r aanimmt.  JfE x gugleid pofitio, fo

um defto Fleiner,

ift der SBerth von 1—x" Tt offenbar immer <. Gt
1—Xx S iTx
aber x negatio, fo i —xFt? fue jeden geraben 2Werth
pon r pofitiv, und alp 1—xr+1 etwad groper al3 -1]—;‘
1—x
aber doch immer Fleiner a3 der Werth derfelben Orofe
fir immb ein Eleincres gevades r, alfo ftetd Piciner, ald
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(wenn man r = o fe8t) 17X = 1.7 Al ﬂnb_:.‘_,
1—X 1—X

;ber 1 Die Grengen, weldye der Werth jener Reibe, fo
grof man aud r in ihr annehmen mag, niema)ls ere
reicht. Itennen wir alfo den jededmabligen Werth dere

felben U, fo ift U eine ®rdfe, die immer Pleiner al3 L
1—X

oder 1 Bleibt, Multiplicict man die Neibe mit fidh felbfts
fo ift der Werth diefed Producted nach §. 41, wenn man

dort p =1, q:-.;nl_.fegt, von bem Werthe der Reife,
m

—1

X+ 2m “xX*4 ...,

2
r
r .
— +1K

m 2 x
um cine Orofe unterfdyiedert, weldhe man Fleiner ald jede
gagebene madhen Fann, wenn wan, r grof genug nimmte,

Flfo Fann man fdreiben

2
Ul=1+2x+2 m ‘xtd,..
m m g2
e 2 r
F2 m . Tm TRk Q.
m 2 r
Multiplicivt man diefe Gleidung neuerdingd durdy,
1
U=1+ 1 X412 ; lx“+...
m m 2
1 1
d 1 m? T xr
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fo trbd[t man:

C=(it o xb b 2 mt mrHx) e
m - m 2 ¥
' 1 2 U
(1+1x+“+1 m )+ o
m m 2 r

" Das leste Glicd Pann nady §. 17 fo Flein werden, ald
man nur immer will, wenn man durch Wermehrung von
r, 9 binidaglidh perfleinert. Unter denfilben Umftdnden
tritt aber aud) jened blof angegeigte Product der groey
Reiben nash §. 41 dem QBertbc der Reibe

.-3.
1+'«‘X+3m X2+--.
m m 2
o
3 3
+ 3 m-—-ln'm---r+1x
n 2 by

f; nabe, al3 man wil. Man hat daber nady §. 15

3
Ui=1+3x+ 3 m XA L.
m m 2
3 3 T
-1 e
+ 3 m ... X +Q
n} 2 . r

Da bdiefe Shliffe ftetd wiederholt werden mensn; fo
muff man, weil m cine gange pofitive Bahl iff, endlich
audy gu folgender ®leihung durdy fie gelangen Fonnen :

!
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m 2 X
m
=14+ x + Q

Alfo ift auch, wenn man aud beyden Glicdern dicfer Gleis
thung die Wurgel der mten Poteny sieht, und das NRex
fultat bepderfeits blof pofitiv nimmt:

1 : 1

m m

mm
U=(QG+x+2) . Ylein (1 + x +2) iff nad

1

.m
§.24 = (1+x) + ~ Ul ift

1
m 1
(Fx) =14 1 x4+ 1m Ixt g o,
m m 2
. 1 1 r
Fam b mTTPlx
m 2 r
§. 44.

fehrfas. Die BVinomialgleidung gilt bey was

immer fir gebrodyenen, doh pofitiven Werthen
ded Grponenten auf die Art, daf der Unterfchicd Fleiner
ald jebe gegebene Grife su werden vermag, wenn man
die Fenge ber Glieder hinldnglich vermehret, x einen e dys
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3
ten Brud) begednet, und unter (14 x)™ qremall
nur der reelle und pofitive Werth diefes Wusdrue
ded gemeint ifte

Beweid, Jeber gebrodhene pofitive Werth ift una

ter der Form L darftelbar, wenn n ynd m was ims
m

mer fiiv gange pofitive Bahlen Bedeuten, Nun befommt
man auf eben die Wrt, wie in §. 43, wenn man die dors
igen ©dliffe ftatt mmabl, n mahl wicderholt, die Gleic
dhung : '
n n
U=1+nx+nm 'x2+ ...
™m m 3z
n

n r =n
#n Mt T ix g,
m 2 x '
1
Allein U ift, wie dafelbft geseigty =H(1 +x)"+ & wenn
1

—

man unter (14 %)™ nur den recllen und ‘poﬁtiben Werth
siefed Uuddruded verftehet, Alfo ift
. n L
g" :((1 +x)m + a) = (1+x)m + ,: (5. 24).
‘Daber nad) §. 15: " |

n
- n
——q-!
(1+x)m=l+ nx¥ nm X%, .
m m 2
"E——x =2 T+ r
+ nm m v + Q.

LI )

m o r




75
§. 45 |

Lehrfag,. Die BVinomialgleichung gilt audy fize
alle gebrochene und dabep negatipe Werthe ded
Gyponenten in dem Sinne, daf der Unter(dhicd Eleiner
ald jede gegebene @rofie yu werben permag, wenn man
“bie Penge der Glieder hinldnglidy vermehrt, x einen edys

- —n
ten Vrudy begeichnet, und unter (1 + x) ™ nur der
vteelle und pofitive Werth, den diefer Yusddrud Hat,
perftanden wird.

Beweid GSedbe gebrodene negative Griofie [dfe
fi durd) die cljebraifthe Gumme aud einer gangen ne-
gativen und einer gebrodhenen pofitiven erjeurgen. Denn
fey —-IZ wad immer fiir eine gebrodhene negative Grofe,

dod) ouf die Form gebradyt, daf n, m gany 3dllig find;
fo gibt €8 genif aud) cine gang 3dblige pofitive Orofe a’

von der Befhaffenbeit, Daf am > n, wo foglidh am—n

m
cinen pofitiven Leudh vorftellt. Dann aber ift die alges
braifhe Summe aus der negativen gang zdfligen Grofe
— a, und dicfem pofitiven Brudye, d. .

—a 42— % un gilt gufolge § 42 Dbie
m m

Binomialgleidhung firr jede megative gange Bajl des Cre

ponenten, alfs fiix — a5 und sufolge §. 44 aud) fitr jede

gebrodyene pefitive, alfo fir "’:l‘“. Folglich nach §. 41

wenn man dafilbfi p = — a, q:a::"" fest, oudy

- n
filr — —.
m
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§. 46.

febrfag Die Vinomialgleichung gilt aud fiir
jeden irrationalen Werth ded Gyrponenten = i in
Yem Sinne, daf der Unterfdyied Fleiner, ald jede gegebene
Grofe ju werden vermag, wenn mah Ddie Menge der
" Olieder Dinldnglih vermeQrt, x einen. echten Bruch bes
seichnet, und unter (1 -i-x)1 nur der vreelle und pofis
tive QWerth diefes Auddruded allein verftanden wird. '

Veweid, G3 laffen fid) allemabl jroey gange (pos
fitive oder negative) Bablen m und n angeben, von fol=
her Befhaffendei, bag ber BVrudy r% dem Werthe der

Qrrationalgrdfie i fo nale Fommt, al8 man nur immer

will, Dann aber tritt gufolge des Wegriffes, weldyen man

_ . n

mit der Bejeichnung (1+x)1‘ perbindet, audh (1 +x)™

bem Werthe (14 x)' fo nabe ald man will, Allein
n

<1+x)m iff, wenn x < i 1, nach §. 44 oder 45 =
n -
r+nx+n m Xz g, ,,
m m 2z
- n
gnm .,  mtlx pa

m 2 I

Alfo audy (8. 15)

i Z
(X+X)=I+_2x+£m Xn.'f'...

m m 2
n n r 1
+nm ™t m Ttz 4o

w2 r
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Sept man in diefer Reibe, bey unwerdndertem r fatt n
. m

fiberall i3 fo wird der Werth cined jeben ihrer Glicder
. nady §. 17 um cine Grofe gedndert, die man blof durd)
sroecEmadgige Bermebrung von n und m fo Flein machen
Yann, al8 man nur immer will. Ulfo Pann auch die
Gumme diefer Uenderungen, deren Angall = r nad)
§. 15 fo Flein gemadht werden, al$ man nur immer wifl,
Mithin it oudy: '
' (1-’l-x)i =i14ii—ixt4, ..
2 .
r 2

Aij— | i—r+1x 4+ o
2 X
S §. 47-

Lebhrfa é. - Wern in der ywentheiligen Grdfea+b,

dem Blofen Werthe nach a > b, und a" moglidy ift;
fo gilt fiir jeden veellen 2Werth von n die Gleidyung s

n n n—1 . n—2
(a+b) = a 4na b+nn—1a b
' 2
. T N=—r T
+evo.t+tnn—  n—r+1a b +o0
2 r

w0 ‘sz fo Flein merbcn. Eapm ald man nur immer will,
wenn man r grof genug nimmt, und unter (a+b)™ blof .
den veellen und pofitiven Werth diefeds Ausdrudes
verftehet. /

Beweid, o oft n eine gange pofitive ahl
ift, gilt die BeDauprung diefed Lehrfages guiolge §. 10



8
felbft of)r{e bie CinfdranPung, daf a > b fenn miiffe,
Bn jedem andern 3aﬁe aber ift diefe Cinfdyrdnfung allers
dingd nothwendig. Denn (1 +x)7 ift dann nur unte
ber Vedingung
=14nx-+n n—1 X 4 ..
2
-l-n‘?.l_'l_:—i ., .n—r+r1x"+0,
2 r

wenn x <+ 1 iff, will man daber fattx, 1’_ fegem fo
- a

muﬁl’_"< + 1 alfo a dem Werthe nad)y > b feyn.
3 =

Dann aber erhdlt man

(1+£)“:1+nb+nn-—-1l>_’+... &
a a 2 a*

+nn— | n—r+1 ?_D_r +a 1 2

2 r alf

wenn man unter (1 -l-_l_:_)n blog den reellen und pofitiven
a
Werth fdiefed Yusdruded verftebet. Fft mun and) a"
moglidy (d. b ift nicht gu gleicher Beit a negativ und
n pon der Form op+1) wo p, q gange Jablen bedeus
2
ten); fo gibt die Multiplication diefer Gleihung durd) a™
wah §. 17 und 157 . ,
an’(ll'i;b_)n —a" +na” b +n n—1 a" Zhey.,,
a 2 ;
Ne=<)}' T 1
H-nn—).” n-——r-ha b + g,
2 r -
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worin man flatt a° (1 -!;1_:)“ anch (2 + b)" Sreiben
a.
Fant, wenn man Dierunter blof den einen veellen unb

pofitiven Wexth, den diefer Yuddrud Dat, verftehet.

§. 48.
3ufag. Die Sleidhung

GFx)" =14 0x+nn—1x 4 .o
' 2

“nn—:  n—rt1 x4+,
2 Y
deren Giltigheit wir nuomebr fir jeden Werth von m

und firr jeded x < . 1 erwiefen Daben, nimmt fir ein
negotived x und n die Form an:

(;.._x)""n.:.l +nxd+nndrxt4+nndt ndoxs f..

2 2 3
#+nnt+1nt2 | ndr—p x' % o
2 5 ¥

Mittel{t Diefer bepden Formeln 1dfit i) erweifen, dafi der
reelle Terth des Unddrudded ¥ wofern e einen Gate
Jeberzeit Darfielbar fey durdh eine Reibe, die nach fteigens
ben Potengen ciner von y Teicht obguleitenden Grofey
ndbinlidy enfweder von y—1 ‘oder von =1 fortjdyreie

¥
tefl. DOenn ift gufdrderft y pofitiv, aber noe

<+ 23 fo fege man nur y© = (1 +—1)% und &
witd (y—1)<T+ 1 fepn, und alfo in der erflen von jes
nen bepben Formeln die Gebfe x vertreten Fonhen, wos

raus fichy foeti man yn aur den einent veellen und pofiti
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ven Werth diefed Uusdrudes verflelt, die Gleichung ers
gibt:
y* =1+n(y—1)+nn— (y—--l)2

2
+ n n—1 n—2 (y—l)3 o
2 3
4 nn—1 n—2 ,  n—r+1(y—1) + o
2 3 r

DBefint v der Werthe mehrere, fo ift doch nur noch eie
ner, ndbmlid) ein gleidy grof negativer veel. Gr [dgt
fih alfo durdh dicfelbe Reibe qusdbriiden, wenn man die
Beichen aller @lieder dndert; daler aud) bepde Werthe,
wenn man e winfdyt, in eirem Yuddrude fo dargeftels
werden Ponenn:

yo = N n(y—1) +n -1’:1_()'—1)2

2
+nn—1n— (y—1)3_+_-_ o
= 3
+nn—1 n—2,,  D—T+1 (y—l)r + 0.
- T2 T3 - T -
Sft abecly > + 2, ja ift e audh nue > + .;_; fo ife

—n n

y—1 ein edter Bruc, und (1—Y 1) vy alfo
y—1 -

witd, wenn ma1 in der grepten Formel y—1 flatt x
. }’

atinimmt, folgende Gleidhung erfdheinen:

¥ =1r+4n n(y—1) +n nt+1(y—1)?

y 2 Y
A nn+1 x+2 (y—1) ...

2 3 y
f nn+i1n+2 | ndr—i(y—1)ré

2 3 r Y
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$at etwa y™ cinen doppelten veellen Werth, fo wird
fih derfelbe aud) Dier, wie vorhin, darftelen laffen. —
Sft aber yweptensd y negativ, 5 B. =— z, wo
tun z wieder eine pofitive Srdfie angeigt: fo E)a|t man
(—2)" = (—1)" 2" und 2" lagt fih nadhy dem fo
eben Gceigten in eine Reibe nach fEeigenden YPotengen
von (z—1) ober (z—1) auflbfen, je nadpdem z << + 2,

z

ober > + L ift. Soll mun (—z)™ etwas Reelles bes
2

beuten; fo muf audh (—1)" z™ und folglih (—1)"
reell fepn. Multiplicict man daber die fir 2" gefundene
Reibe in ibren {dmmtlichen Oliedern durch den reellen
Werth von (—1)n — (weldyer befanntlid) entrweder +1
oder — 1 fepn witd) — fo bat man audy den Werth
von (—z)" in einer Neibe nady freigenden Potengen von

(z—1) oder (z—1) darvgeftellt,
z

§. 49.

Uibergang. Wir Daben §. 33 gefelen, Daf die
allgemeinfte Form einer nady den Potergen von x entwis
elten Neibe, die den Werth der Function (1+x)" fiar
mbglichffvielerley Werthe von n und x ausddriiden (ol
Feine andere al3 die Binomialvreihe fey; wenn man
unter den moglichft vielerlep Werthen von x
dicjenigen verflebet, die gwifdhen Null und ciner andern

mbglicht grofien pofitiven ober nezativen Grenge liegen,
: é
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Hicbey Dat fich am Gnde gegeigt) Daf diefe swente Grenge
eben nidyt grofer al3 * 1 fey.  Wir Daben audy bereits
§. 13 erwdbut, aud welhem Grunde wir feftgefest, daf
Diefer Grengen eine die Null fepn folle. ) Subdeffen diirfte
e doch auch Falle geben, wo man den Werth der Funcs
tion (1 +x)n fiir grofere Werthe von x ju bevechs
nen winfdte. Wir wollen daber jest anhangdmweife noch
die Frage unterfuden: ,oon weldher Form eine nach den
nYPotengen der x entwidelte Reibe dann feyn miifte,
pwenn fie den 2Werth von (14+x)" firr moglidyft vielers
nley Werthe von n, und fir alle von x angeben foll,
nbie innerhalb der gegebenen Grenge a, und eincr an:
_ ndern, deren Unter{dhied von jener moglidhft grof ifts
liegen @4 '

. 50+

‘Ji’ufgabe. Die Form einer nady den YPotengen
der x entwicelten Reile su finden, weldye den Werth von
¢ +x)" fiiv mbglichft einerley Werthe von n,’unb fir
" alle von n, die innerhalb einer gegebenen Grenge a, und
ciner andern von jener miglichft verfdyiedenen liegen, ents
_ meder - vdllig genau, oder doch fo nabe angibt, daf der
Unter(hied Fleiner, ald jede gegebene Grofie werden Fann,
wenn man die Menge ihrer Glicder darnachy annimmt.

Auflofung. 1. Die Reibe foll von der Form

Ax* + Bx® + Cx¥ + .. 4 Rx® fepn; wo man
annehmen darf, daf die Crponenten «, g v+ . . . ¢ alle
von einander verfchieden, und nad ihrer. Srife vom
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grdfiten ‘negativen (fall3 einer da ift) {;um groften pofitis
ven hin geordnet find. Sest man nun a+y flatt x, fo
foll die Oleichung firx y, die man auf Ddiefe Avt erhdlf

(1+aty)! = Ala+y)*® + B(a+y)‘s
+Ca+y)” + ... +Ra+y) +a...(®
angufangen von cinem gewiffen Werthe von y fir alle
Fleineren abmwdrts gelten. Ullein (1-!-'a+y)n ift, wenn
y << (14a), und diefed pofitiv iff, fir jeden Werth
von m, nad) §. 47 in eine Neibe nady fteigenden YPotens
gen der'y aufidslid). - Daffelbe gilt pon den Functionen
@+y)% @+y)% ... (a+y)® wenn «, g - . ¢ gange
pofitive 3ablen find, allgemein; in jedem andern Falle
aber nur, wenn man y < a fept. Daber erhdlt man:
® ..(1+a)"+n(1 +a)n~i1y -l;nr_:1(1 +a)n_2y’+n-
. 2
Ann—1 .. n—r+1 (1-{-31)“"ryr =
2 r

Aa“'l‘Auau-'ly;{-Auu—-'-la“_Qy“ +oe, .

2
>} Aa e—1 , , e—T¥+1 au—-l' y‘t

2 T
+Ba®+Bgat 1y 4 Bapr a® 2yt # ..

2

*Begg—1,,p—r1+1a Ty
2 v

r

+

+Raf Reat™! y 4+ Rge—1at™ 2 y2doe
e .

6.
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wo @ fo Flein werden Fann, ald man nur immer will,

wenn man r grof genug nimmt, Woraud durd) Unwens

dung des §. 28 nadftehende Bedingungsgleidyuns

gen gur Beftimmung der Srifien wy 8 v . - « 25 Ay

B, C, . . R entfpringen:

“G+a)” Aa® + Ba® + Ca¥ + ... FRa*

n(1+a)" '=A«a* 4 Bea® T lpCra" M L. L
+R, at™ !

n(n—1)(1+a)" "2=Au(a—1)a* "2 4 Ba(s—1)a® "2

4 Cy(y—1)a” 24 . . # Re(p—1)at ™ 2
n(n—1) . . (n—r+1 )a+a)* "
=Ax (e—1) « + « (e—1F1) a*r )

+ R (p—1) «v. (e—r+1) a8
Diefer Gleihungen Ungadl it (r+1), und der ju be:
ﬂixnmenbtn Orofen « B v - o ¢53 Ay B C .. R
gibt €3 2(r+1). _@ic Ddlfte terfclben bleibt alfo nody
unbeftimmt; und e3 ftebt unfrer WillFiir anbeim, gu den
bisherigen noc) eine neue Webdingung hingusufiigen, wo=
durd) aud) die nody fibrigen Grdfen beftimme wiirden.

2. Wollten wir in diefer Rickficht 5. BV. die Wedin-
-gung aufftellen, da§ die Form der jufindenden
Reibe von der ®roffe aunabhdngig fep: fo
wiirde gleid) die erfte jener Gleichungen die f{immtlichen
Orofen w) 81 v o ¢5 A, By . . R Deftimmen, Denn foll
die Oleidhung
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n __" —_
@+1)" = a" + na™! + nn—1 %2 4

(2
-—

. o

: —r
4 nn—i.,,.n—r+1 a® =

2 r
Aa® + Ba® 4 Ca” + ... $Raf
fir unbeftimmt viele 2erthe von a gelten; fo muf (wie
im§ 38/ n°.1) jeder Poteny von a auf der einen Seite
cine gleihe mit gleidhem Coefficienten auf der anbdern
Geite eritfptecben. Dicf gdbe Denn, wenn ¢ der grofte

Grponent feyn foll, p = n) R = 135 und wenn Q a4
- Bag vorleste Glied iff, ¢ = n— 1, Q = n; u f, w.
Man erbielte auf diefe Art die gur'%otens ('_1+1«l)n ges
gehorige Vinomialreihe, nur auf n Glieder befthrdntts
daber denn, wenn die Sleichung gelten foll, n eine gange
pofitive Babl feyn mitfte; fo daf die gefundene Reile
nur fir (oldhe Fdle gdlte, wo der Ggponent eine gange
pofitive 3ahl ift. Soll diefelbe allgemeiner gelten, fo miifz
fen wir alfo oon der Forderung, daf ihre Form von a
unabbdngig fey, abgehn. .

3. Berfudyen wir alfo nun mebhr die Aufftellung eis
ner andern Vedingung, und gwar der, da§ die Erpo-
nenten «, £ v .+ fdmmtlich nur gange
Bablen feyen, weil bey gebrodhenen Erponenten der
' ®cbraudy der Reibe doch gar ju unbequem wdre. ~ Weil
aber aud) diefe Vedingung allein noch nicht Dinreicht,
(r+'1) ®Ordfien gu beftimmen; fo fiben wiv nur geradesu
feft, daf « & v: . « nadh Dder Ordnung der natirlichen
Bablen, voo o an, fortgehen follen ; indews auf diefe At
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die Weredhrung der Gocfficienten A, B, C, . . R rodh
am’ einfachften audfdlt. Die obigen Gleichungen nehs
men dann folgende Seftalt an:
G+a)" = A +Ba+Ca4...+Ra
n(l-*-é\)nm1 = B+2Ca+3Daz +..+ rRa" !
n(n——x) (142)" 2._ 1.2C +23D + 34E + ..

+ (r—1)r Ra™™
n(n—1) (n—2) (14+a)" —3= 2.3D+%2.34E+..

4 (r—2) (r—-—1)er —3 '
n(n—:) (p—2) . « (n—r) 1 +a)" F =12.3...rR
Die lepte derfelben gibt '

R—DP.n—1.n—2.. n—r(1+a)" "

1.2 « §.00 T

Und diefer Werth in die vorleste gefent, gibt Q. U. . mw.

4. Die Neibe, die man auf diefe et fitr den Werth
pon (1+x)n erDdlt, Dat die grofie Unb equemlids-
Feif, baf die Geftalt ibrer Goefficienten jedes im Gins
gelnen von der Menge aller abhdngt, fo daf man die
Angahl der Slieder in ihr nidht um ein einsigeé‘ peys
mehren (oder vermindern) darf, ohne gleich alle gu
perdndern.

5. Betreffend die Orenge, weldhe der Werth von
y nidht iber(chreiten darf, fo ift aud obigem Werfahren
(n°1)’ offenbar, daf fie = + (1+a) fey. Denn daf
y< * (1+a) fep, ift bxe tmstge Redingung, melcbe
(nebgt bem poftwen Werthe von (1+a)) gur Qﬁoa[.cbi’ett
der Yuflofung von (1 +a+y) in die NReihe
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Q+a)® + n@r+a)" Ty 4oL

fiir jeben 2Werth von n erfordert wird. Die Auflofung
der Functionen (a+y)™ (a+y)ﬁ, . . in entmidelte Reis
Den ift, nathdem man «, 5, v+ .. =0, 1, 2.. gefesst hat, ohne
Sinfdrdnfung moglich. Gelten nun diefe Yufldfungen, fo
gilt audy die Gleihung 5 und folglidhy audy die &,
weil fie mit ihr identifd) ift. Davaud ergibt fid) aber,
dag die Oleihung () audy fitr Peine ardgeren Werthe
von y gelte. Denn wdre dief, fo mibte fiir eben bdicle
Werthe aud) ) geltens indem wenn blet)f irgend einem
2Berthe von y a

C(tka+y)® = A+ Blaty) # Claty) + 1.,
+R@+y) + a

ifts fo ift oud) (durdy Gntwidlung der Werthe von

(a+y)» w few) (1 +a+ Nt =
A+Ba+Ca% 4 ... + Ra'

% (B+2Ca+3Da® + .. + rRa" L)y

+ L@C +2.3Da4 ... 4 @—1)xRa 2)y®
2 ,

y

L (SN

o r B
.].1 e 2 ¢ 5 R3-°y
T.2. 3..1I

Da aber vermbge der Veftimmung der Coefficienten
A B, C..R,

A+Bat+Ca? 4 ... + Ra' = (1+a),
B+e2Ca+ .....+rRa" P=n+a)" 7}
u. f. w. fepn foll: fo ethdlt man durd) Subgitution
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G+a+y)" = +a)® ¥+ n1+a)" "y

Fn.on— +a) Py L. !
1. 2
—r,r
4 n.n—1.. n—r+1(1+a) + @
1. 2 . ¥

| welched die Vinomialgleichung wdre, die doch nidht gelten
Yann, wenn y nidgt << + (1+a) ift 8 wre denn gus
gleih n eine aange pofitive Bahl. Alfo find die Grengen-
fir x — a + y die bepden Grofen a—(1+a)=—1
ynda +1+a=2a +1, 0 b xmufummet> + 1
und < + (1+2a) fepn

§. 51.

Bepfpiel. Seyp a = 1, und die Angahl der
Olieder, aud weldhen die Neihe beftehen foll nur viery
fo hat man gur BVeftimmung ihrer vier @veﬁicientén bdie
Gleichungen : :

"=A+B+C4+D

ne® ! = B # 2C + 3D
nn-——l.Qn 2= 1.2C+2.3D

nn——1n—22 3:: 1.2.3D

Yus weldyen D —

1.2 « 3
C=nmn—; "3 (4"“)a
L2

n—
B=no 4+(n—r) (n——G‘) ; &
2 .
A n3
=g g—n?—on?+3onY.
(s-nizont+sen)
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Ao foll (143)" = 2“‘3(3—n’—on=+ 32n
6

.23 —1) (n—6
-+ n J(E_(n ; (n ))x

+ nn—1 2773 x2 4 nn—1n—2 2" 3 %3
1.2 1.2.3

feon. Diefe Gleichung ift wivklich fire die Werthe

n=o, =1, =2, =35, ™a$ imner x bebeuten mag, ge:
nau.  Fir hohere Werthe Pann fie ed. defhalb nicht feyn,
weil man der Glicder nur vier bat, — Wey x = 1 gilt
fie fitr alle Werthevon n; dagegen bey andern Werthen von
%, die gwifhen + 1 und + (1+2a) = + 3 liegen,
gilt fie nur ndherungdweife, und gwar, weil 1_11-an' fie nue
auf vier Glieder eingefhrdnkt hat, nidyt febhr genau. So

gibt fic fir x = 2, umd n =—1, (1 +2)" " = _56_ atty
1

poelthes dem’ wabren Werthe :énod) siemlich 'nabe

Pommt; fir x = 2, und n = — 2, erhdlt man

(1+2):2 :—%’ was von dem wabren Werthe = L
1 9
{hon bedeutender abweidht, U. i w.

§. 52+
Uibergang.™ RNun bdtten wie alfo den erfin
Zheil der §. 1 und vorgenommenen linterﬁxcbung, ob und
ouf welche Art eine gweptheilige YPotens in eine
nach den Potengen ihrer cinfachen Thile entwicelte Neilje
aufgeldft werden Fonne, beendiget. €8 fibriget uns noch
die Unterfuchung, 'ob und wie diefed aud) bep jeder mel re
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theiligen Grdfe gefdefen Ponne. Dich wird fidy
Firger abhandein laffen.

. § 53

ehrfas. Qede vieltheilige Grofie von der Form
(a+b+c+d+ . )" gt fidh in eine nach den YPotens
gen ibrer. einfadhen Theile a, b, ¢, d, . . entwidelte
Reihe im Fale, daf n eine gange Dofitive Jabht
angeigt, villig genau aufldfen; in jedem andern Falle
aber nur auf die Art, daf ber Unter(hied gwifchen der
complegen Funetion (a+b+c4d4 )" und der ente
widelten Neibe Fleiner ald jede gegebne Grdfe werden
Pann, wenn man die WUngahl der Glieder inldnglich vers
mebret, und eine der Ordfen a, by ¢, d, . . . § B. a

grofier ald die Summe der Abrigen und sugleiy a™ mbge
lidy ifte :

Beweid, Denn ift n eine gange pofitive
Babl, o ldGt fid) (atbdctd+ . \.)"1 nady §. 10 was
immer a und (b+c4+d+ . .) fevn mbgen, in eine nach
 den Potengen von a und (b+c+d + ..) entwidelte
Reibe, mit volliger Genauigfeit verwandeln. Fn diefer
Reibe nun erfdyeinet die Grdfe (b+c+d+ . .) abers
mahld nur auf lauter gangpdhligen und pofitiven Potena
gens und ed ift alfo allgemein mdglich, ftatt diefer coms
plexen Functionen abermalls gewiffe nad) den Potengen
“von b und (c4d+ . .) entwidelte RNeiben gu fesen. 1.
f.w. Da nun jede der Grofen (a+b+ct+d+ .. )
(bt+c+dt o .) (c+d+ L) . . um ein Olied wes
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_ niger af die nddffvorhergehende enthdlt; fo folgt, daf
man durd) Fortfesung diefed Werfahrend sulesit auf eine
sweptheilige @rﬁﬁe Fomme, durch derrn Gntwidlung durche
gdngig alle complege Functionen in dem Uuddrude vers
fdhwinden. Denn jede der entwidelten Neiben ift Llof
mit einer obev einigen Ppfengen von einfachen Theilen
(ndhmlidh den vorl)crgef)ent;qn) su multipliciven, wodurd)
fie nicl)t aufbort, eine entwidelte gu fepn. ft aber dev
Grponent n Feine gange Babl, o geht die erfte der Dier
gemadhten Gniwidlungen nur in dem Falle an, wenn
a™ maglich, unda > (b-+c+d+ . .); und aud elbft
dann ift die entwicelte Neife a™ -+ na" (b +c+d+.)
=Fn n—i a» (b +c+dF.) - ., der Function
2 .
(a+bdctdd . ) nidt gang genay, fondern nur in
dem Ginne gleid), daff der Unterfchied Fleiner al3 jede ges
gcbene Ordfie werden Fann, wenn man die Menge der
®licder in der Neibe grof genug nimmt. 9Wa3 nun die
folgenden Gntwidlungen aber, ndhmlich die pon
(b+ctd+ ..)2, (btctd+ -)3 ... betrifit, fo
find diefelberty nad) dem fo eben Gefagten, weil fie nur
gangzdhlige und pofitive Potengen betreffen, in jedem Fale
mbglich, was aud) die eingelnen Gtrofen b, ¢, d,.. fepn
* mbgen. Der Werth aber, den die entwidelten Functionen
. baben, welhe man an die Stelle der compleyen
(b+c+d+ . .)% (bdckd . .)% .. febl iff Dies
fen vollFommen gleich ;‘mit{)in verbleibt der Unter(chied
ber @leihung nady wie vor derfelbe; d, b, er ift o,
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§. 54

Wibergang. G3Dandelt fich alfo nur nocy darun,
die allgemeine Form gu beftimmen, bdie eic
ne aud f{olhen allmdbligen Cntwidelungen entfpiingenbe
Reibe annimmt. Wir wollen fie in den gleich folgenden
§§. fudhenn. B3 wird der UlgemcinDeit diefer nun vorgus
nehmenden Unterfudyung "nidhf den geringfen Abbrud)
thun, bfelme[)r far foldye Fdle, wo etwa die Slieder der
gegebenen vieltheiligert Grdfe nach den Potengen einer ein-
gelnen aud ihnen fortfchreiten, nodh vortheilbaft fepn, wenn

wit die Form derfelben alfo annehmen:

) @ (3) m m () @)
14+ ax+ax?4axi e+ ax ,woa a a e a

wad immer fiir Grdfen bedeuten, die wir nur darum mit
den Ordnungdgablen (1), (2)r (3)s + . (m) begeichnens,
um fo bequem zu BemerPen, jur wie vielten YPoteny vonr
x jede derfelben al3 Goefficient gehpre. Hat die gegebne
vieltheilige Grofe Feine dergleichen fteigende Potengen
“von x, fo braudyt man nur x = 1 gu fegen; und ift ih
erftes Olied nicht, wie in unferer Formel = 1, fo Fann
man(a+b+c+d +..)“:a“(1 + P pcpd +)n
‘ a a a
fegen, wenn nur a™ nidht unmoghich ift 5 und hat man

n
dann (1 w2y —‘-i—+) nadh der Form'
a  a .a L h
(1) (2) (m) m n

(1+ax+ax®+.+ax ) entwidelt, fo erhdlt man
die Gniwidling von (a+b+c+d+..)" wenn man alle

 ©lieder der Reibe nur noc) mit 2= multiplicivt,
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Yufgabe Gine nady den Potengen der x entiwis

delte Reie foll dem Werthe der compleren Function
() (2) 2 (m) m n )
(+ax+ax +..+ax ) fir mdglihft vielerley Wers

the von n, und firr alle von x, die jwifhen Nul und eis
ner mbglichft entfernten (pofitiven oder negativen) Grenge
liegen, entweder vllig gleich, ober dod) fo nabe Fommen,
Daf der Unter{chied Fleiner ald jede gegebene Orofe wird,
wenn ‘man die Menge der Glieder in der Reibe Dinldng-
li) vermehret. @3 ift die Yufgabe, gewiffe Bedingungen,
wekdyen die Reihe entfprechen muf, ju finden.
' Aufldofung. Die Reie fey:
A+Bx® +Cx¥ 4 .. +BRx?; fo muf fir jeden Werth

von n und x, fiir weldyen die Bleidyung
(1) (2) =2 (m) mxn
(1+ax+ax +..+ax ) =

A+BxP4Cx¥ 4. +Rxf42 ... D
gilt, aud folgende Dbeftelen :
(n (2) 2 () m n
(1Fa(x+e)tax+s) + ... Fax+a) ) =
8 1

i k4 3
A+B(x+w) +C(x+0) + ... +R(x+a) *o
wenn nnt o fo Flein ift, daf niht nur x, fondern audh
x4+ o innerhalb der feflgefefaten Orenge liegen. Schreibs

(1) (2) 2 (m) m
man jur AbFurjung 1 +ax +ax +,,.+a x = Y;

fo uft nadh §. 10:

- (2) 2 (m) m
]+d(X+w)+d(X+a) Footalx+e) =Y
(1) (2) (3) 2 (m) m—i

+te(@at2ax+gax +..+ma x )+ ...,
wo die gulest nody fehlenden Slieder nur lauter hohere
Potengen von « enthalten, die in gewiffe beftdndige & §.
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nidyt von » abhangige Grdfen multiplicivet find, und die-

fer Glicder. Menge dndert fid) mit » nidht. . €3 ift dabet
‘1) (2) (3) 2 (m) m—
s(a+eoax+3ax + ..+ max )+ ... cine Ordfie,

die rad) §. 17. 15 blof durd) Werminderung von « (0
Flein werden Fann, al3 man nur immer will.  Vegeihnen
. 2 2
wir fie durd) o, o it o =

w

o ) (e () m—1
(a+2ax+3ax +..+max )4 .. und die

nod) feblenden ®lieder Ponnen aus eben demfelben Gruns:
de, wie der porhin erwdhnte, fo Fein werden, ald man
nur immer will.  Alein wenn man die evften bepden
®lcidyungen von einander abzieht, und durd) » dividirts
fo erhdlt man nach Dder fo eben eingefiihrten Vegeihnung :

2n n. 8 B . Yy v
(Y+0) — Y — B((x+s) —x )+ C({x+w) —x )

o w
¢ 4 1
E R((x+w) —x ) 4 22
& “

N1

2 n n
Ftun ift nadh) §r23 (Y+0) =Y _ ¥ +:; alfe
2

Q
2n n—1 2 1 2
(Y+o)— — nY e, e welhed nadh §. 17
w [ »
n—1(2) (2) (3) 2 (m) m—1 (n)

und 18 =n¥  (a+e2ax+3ax F.4+max )te
ift; wird nur » Pein genug genommen. Unter derfelbern
Redingung aber find die Grdfen
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A s s—1 (4
{(x¥+a) - X - &x o
"]
¥ o ¥—1 {¥)
(X-Fw) — X — yX $ wj
[

— e e— givn S p—t

.8 2 e—1 . (o)
{x+a) — x ex 3

Daber erbd[? man bie ®Meidungs
n—:z (1} (2 (3) 2 {(m) m—a
nY {(a+c2ax+g3ax-+..+tmax )=

(8} () (e) 4+ o—0.
+Baut+ Cuod+ o+ . +Roa :

MNun Ligt fih von dem Ausdrude o—a gang fo, wie von

. o
bem dinfidhen in §. g0 gepeigt ward, darthun, baf dere
fetbe Bey jedem Werthe von » Dlof durch Wermelrung
der ®liedermenge in A + Bx® £ CxY 4+ .. Bxf {0

Plein gemadyt werben Tonne, af3 man nur immer will

8y
Dey cinetley Menge der Glieder aberFamn Bo +Cw .4

(g)
4+ R« Bblof durdy Werminderung von » Heiner ald jebe
gegebene Sebfe werden. Al ift

n—i11} (2} - (3} 2 {m} m——
nY (a+cax+3ax 4+ ..+max )=
. B—1 y—1 - i—1 3

gBx +4Cx + ... FpRx 4+ o
Multiplicict man  diefe @Iﬁd)ung mit Y, und fest fatt,
Y™ die Reibe, die gleithen %trtbeé feyn foll; fo findet
fih nach Unwendung von §. 17 215 folgendbe Wedine
gungégleidung welder die Ordfen g, . . . ¢;
A B, C; .« R entfprechen miiffen, wenn (O gelton foll ;
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(l) (2) . (m) ANl
n(a+1ax+ . +max )X
(A+Bx® 4 Cx” 4+ .. 4+ Rxf) =

P - — :

(1) (@) 2 (m) m
(G+ax+ax+.,yax )X

EBx*T 4 4Cx"T gyt R xT) g

§. 56.

Yufgabe. Die Form der Neihe A + Bx®
F+ Cx¥ + .. + Rx? qus ber §. 55 angegeben‘en% es
dingungsgleidyung in o weit gu beffimmen, al3
man e blof aud ihr vermag.

Auflofung, 1. Stellen wir und, wie bey der
dbnlihen Aufgabe §. 32, vor, daf ‘alle Gyrponenten in
A+Bx? 4+ Cx” + ..+ Rx® von cinander vers
fchieden, und nad) ihrer Grdfe geordnet find: fo erhdle
die Gleichung &, wenn man die angedeuteten Multiplicas
tionen in ihv wirflid) vervidytet, und alle Glieder dann
nady den Potengen von x ordnet, die Form der Gleichung
Des §. 285 fo daf, wenn felbe fir alle x, die Fleiner ald
ein gewiffed find, gelten foll, jeglichem Gliede auf der
einen Geite ein vdlig gleihed auch auf der andern ents
fprechen muf, Dochftens mit Yusnahme cined odet ciniger
Xheile, die fo Flein werden Fpnnen, ald man nur immer
will. '

2. Hieraud erbellet, suforderft daf A nicht Null fepn
Fonne, bie Grponenten 3, v, . . ¢ aber nad) der Ordnung
der natilihen ablen 1, 2/ 3 . . forteiifen miifjen.
Denn auf dev rechten Seite des Gleichheitdjcihens fleht
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offenbar fein nicbrigeres ®lied, af$ dag s Bz ", wels
ded nidyt Null fepn Pann, indem roeder B nodhy 4 == lull
fepn diirfery woeil in dem erflen Falle dad Gliek gar nidhs
vorhanbdent, im gwepten nidyt von der Form B x® fondern
A wdre. Dicfom mug alfo ein gleiched auf der finfen

(1)
Geite entlpredhen 5 weldhed nur n a A (rpn Yann.  Ulfo
darf A nidyt MM fepn. Daf aber Teiner der Erponenten
Bi i« . ¢ gebrochen ober negativ (con Fonne, erhefes
gang fo, wie im §. g2.
3- €t man daber flir 8 vy . . ¢ die Ballen 1,2,
e+ < T, {0 exbdlt die Oleichung & folgente Ocftalt
) {r) (2) (3} {m) m-=-1
n{(a+egax+3ax*+..4+max Yy X
(A+ Bx +Cxx+Dx* ¢ ..+er):
M {2 {2 {m) m
(t+raxdaxpaxi+..+ax )X
(B+2Cx+3Dx?+... 4 rﬁxr"l) + o,
aud weidber fich dic Werthe der Coefficienten A, B, C,

() (2) {m)
D,..R burdh a, 4, .. aund A beftiamen laffen.

Wi aber ba3 aligemeine Selety nad) weldyem jeder and
ben vorbergebenden g-bildet wird, vedyt deutlich anfyufafe

ferts laffet und bic Rangerbnung derfiflen auf cben die
(n(2) () .
Urt, wie dic dbev Brofien a, & . . a, d, b fhon durdy

ibr Beichent I ausbriifen. @3 werde aifo dor Coeffie
cient pont x°, oder A burdy {K: ber von x* ober B durdy
x.) ter pon x* oder C durch (;), -« ber pon x" durdy
? begeichnet; fo Daf die obige Sleihung nun cudfiedt :
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() (2 (3 {m) m—

n(a+2ax+gaxt+ ., +max . )><

) () ) (5) (r) r
(A+AX+Ax* + AxS 4+ .. + Ax)

) () (m) m
=(1+ax+ax*+ax?+ ... +ax )X
() (2 (2) (r) r—1
(A+2AX +3A%x*+ ... +TAx )+a.

Um nun den Coefficienten irgend cines Glicded, 5. B. deds
-Jenigen, bas ju T gebdrt, gu Beftimmen, Derechne
man alle Oficder gu beyden Seiten ded Oleichheitdseis
dens, welche die Poteny xP geben, Auf der linfen Seite
find e$ nadyftehende:

MFE) p () (=) » (3)(p-2) »

naA.x +2na. A .x +3na. A .x +...
(p+1)(0) p
+ (p+1)na. A.x ;

ouf der rechten aber:

(pt+1) p Mm@ p
(p+1) A. % +p.a.A.x ¥

(3} (=) » ® (1) »
(P_—l) 4’-A0 x +c'o + a.on

Nady 6. 28 muf alfo jene Summe diefer volfommen
gleidh feyn s woraus fid

(p+1) (1)(p) (2 (p—1)  (3)}(p—2)
(p+1) A=naA +2na A + 3na A +.
(p+1) (o) (1)(p) @)p-3)  (PQ)
+(p¥+1)n a A —pa A—(p—1)a A..—a A
oder ‘
(p+1) 1) (p) (2) (p—1)
(p+1) A =(—p)a. A +{(zn—p+1)a. A
(3) (p—2) (p) (1)
#(gn—p+2)a. A +..+(pn—1)a.
(p+1v) (0)
+(p+1)n a .

ergibt; eine ®leichung, beren Bildbungsgefes beutlu{) gee
nug in dic Augen ludptet, und miuelft deven man jeden
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folgenden Coefficienten aus allen vor‘i)ergebs’hben gu beredh:
(0)
nen vermag.  Der erfte A bleibt aber unbeftimmt,

§. &7.
Anmerfung, Hindenburg SdHulg und
2., baben Methoden angejeigt, durd) die man jedben diefer
Gocfficienten unmittelbar, d. §. ofne erft die vorers
gebenden gefuuden gu haben, berechnen fant.  Dicle Mes
thoden Dier gu wicderolen, liegt auferhalb ded Bwedd,
den wir und vorgefest haben,

§ 58.

ebhrfag. DWenn die §. 55 ;;efunbme Neihe den
: (1) (2) (m) m
Werth der compleyen Function (1 +ax+ax?k.+ax. )

firr moglidyft cielerlen PWerthe von n und x ridytig auss

o)
driden foll, fo mug A = 1 feyn.

Bereid, Dennmwenn man x imener Pleiner nimmt;
' (1) " (m)mn
fo ndbert fich der wabre Werth von (1+a x4..+ax )

dem W rthe 1, wad auch n fevn mag. Der Wert) der
S)Ie)i[)c aber ndbect fich dem Werthe ihres erften Glieded
o 0)

(
A. Ulfo muf nach §. 27 A = 1 fepm.

§ 29
Lehriag. Die §. 56 gefundene Reihe gibt nach
der ndheven Beftimmung, die ibr §. 28 ertheilt, ben Terth
(1) (2) (m) m n

der complezen Function (1 +ax + ax® + o+ a % )/
z.
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fo oft n cine gange pofitive 3ahl bedeutet, vdlig
genau an, wenn man tur r nidyt << m n fegn [dfit; bey

jedem andern TWerthe von n dagegen gibt fie den Werth
(1) (2) (m) m

jener Function nur dann, wenn (Ax+ ax+*.+a x )
< + vift, auf die At an, daf der Unterfdhied Fleiner, al3
jede gegelene Orofe ju werden vermag, wenn man die
Smeﬁge ihrer @lieder grof genuyg nimmt,

Beweis Wermoge §. 55 muf jede nach den Po:

tengen von x entwicelte Reibe, reldhe den Werth der
) () (m) mn

Function (1 +ax + ax* + ..+ a x ) fir alle x, die
Fleiner al$ ein gewiffed find, auddriiden foll, von der §.
56 angegebenen Form, und nady §. 58 noch berdic die
Ordfe A in ilr = 1 feon. Nadh Ddiefer doppelten Ves
ftimmung aber bleibt in derfelben fchon nichts mehr uns
beflimmt; fo gwar, daf fle fir jeden befondern Werth der
(1)) (m) o
Ordfien x, a, a, . . a und n nur einen eingigen Werth
annimmt. Sollte fid alfo au(d)) fe[(b[)i durch diefe Neihe

(m) mn
der Werth der Function (1 + ax+ ax*+ . +a x )

auf Feine Art genau darftellen laffen; fo mifite e3 iibers
baupt unmoglicy fepn, den Werth derfelben volFommen
“audgudriiden. Nadh §. 50 aber muf diefes, wenn n eine
gange pofitive 3abl vorftellt, alemabl moglich fepn.
Alfo muf es die Neihe des §. 53 vermdgen. Daf fie ed
aber, wenn in ihr x unbeffimme bleiben foll, nur dann

vermdge, wenn man fie wenigftens big gur Poteny x™7
(1) (2) (m) nn
fortfest, erbellet daraus, weil (1 +ax +ax’+..+a x ),

wenn man ¢$ auf dem Wege der Multiplication entwis
mn

Relte, figer bis auf cin Olicd von der Form x
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(aber aucd ni&it boher) fteigen wiirde. Soll nun die
Reibe ded §. 58 diefer Cniwidelung fitr alle x, die Fleiner
als ein gewiffed find, gleich gefest werben Fonnen : o miife
fen beyde Yuddride identifd) feyn; und folglich mug audy
in jenem fid ein Glied von der Voteny x™ ' vorfinden.
Aud eben dicfem Srunde erbellet aber aud), daf ed nie
nothmwendig feyn Ponne, die Reihe nod) itber dad Glicd
x™" fortsufesen. Denn reil die Gntwidelung durdy Muls
tiplication Peine hiberen YPotengen gibt; fo dirfen fie audy
in der Neibe nidht er{dyeinen, fondern der Coefficient eined
jeden dergleidhen Gliedes muf, wenn man ihn fudt, =o
befunden werden.

2. 3ft aber n FPeine gange pofitioe Babl; fo ift e

() (2)
nah §. 53 dod) unter der Bedingung, daf (ax +ax?+..

(m) m

+ax )< + 1 ey mdglid), jene complege Function
in eine nad) den Potengen von x entwidelte RNeibe gu
-verwandeln, welde dem Werthe derfelben fo nahe Pommt,
ald man nur immer will, wenn man bdie Menge ihree
Olieder grof genug nimmt. Alfo muf diefed die Neife
des §. 58 leiften, weil e$ fonft Peine andere vermdgte.
Do) wird man dief freplich nur dann von ihr ermarten
Fonnen, wenn man die Angabl ihrer Glieder grof genug
nimmt. Denn weil ¢4 nur eine eingige Neibe gibt, die
dieh gu leiften verinag, fo muf diefelbe mit bderjenigen,
die man nady der Methode ded §. 53 O. b. durdy alle
mablige Entwidelung finden wiirde, identifh fepn. Fun
gibt die erfte Gntwidelung:
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(1Y (2) (m) m
1+n(ax+ ax*+..+ax )
(v - (m) m 2,

+n.n—j(ax+ax*+..4+ax )
2
PN C)) (m)m p
+..4+nn—1 ..n—p+i(ax+ax*+.+a x ),

worin man, n?enn bt'tpllnterfd)ieb gwifhen dem Werthe
Diefer RNeibe und der gegebenen Function fo Plein werden
foll, al$ man nur immer will, p fo grof muf annehmen
burfen, al3 man nur will. Darf man bier aber p fo
grofi annebmen, al$ man nur immer will; fo tiberfdyreis
. tet audy die hobhfte Poteny, die in der Gntwiclung diefer
Reibe vorPommt, ndhmlidh x™P, jede gegebene Grenge.
Folglich muf man audy in der RNeihe ded §. 58, die mit
der gegenwdrtigen identifd) it, die Menge der Glieder fo
grofi annehmen Ponnen, ald man nur immer wid,

§. 6o.

@rPldrung. Gine GOrdfie y, die von gwey ane
dern a und x fo ablhdngt, 'baﬁ immer y=a® ift, wird,
fo fern man fid) vorftelt, daf wenigftend x verdnderlich
fev, wenn nicht (Lyd) aed ift eine GCgponentialgrds
§¢ genannt; wdfrend daf x in diefer Wegiehung der
Logarithmud von y bey dber@rundgall (oder
QBafig) ,a peifits. Um angudeuten, daf x der Logarithmuld
von y fen, febreibt man gewdbnlid) x =1y, obder logy»
u. dgl.5 wo aber ndthg ift, wenn man in derfelben
Rehrung Logarithmen von  verfdhicdenen Srundgablen
Gat, {iv jede cigene Oruadgafl aud) eine eigene 8. peichs

N
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nungdart der b auf fle Degichenden Sogarithmen gu -
wdhlen, damit diefelben nicht mit einander verwechfelt wite-
ben. Denn find A, w verfdhicden, und a* = & = ¥3
fo ﬁhb'aud) x und £ verfihicden: d. . einerley Grdfe
bat in Wegiehung auf ver(dyiebne Grundiahlen verfiedne
Logarithmen. Sun foldhen Fdlen alfo ditrfte e3 robl ang
Edidlidften feyn, die Srundgabl, auf die fid) ein Logas
rithmugd Begiehen foll, in feine Veseidhynung felbft mit aufs
gunehmen; fo nady 3 B. den Logarithmusd von y in Ride

()
fiyt auf die Grundgahl a durdy 1 y vorguftelen,

-

§¢ 610

-Wibergang. Naddem e3 und bereitd gelungen,

jede Junction der Form (1 +x) +» aud) fo gar jebe der
) (2) (m)m n
Sorm (itax+ax*+ ...+ ax ) unter beftimmten

Wedingungen in eine nad) den Potengen der x fortfdyreis
tenbe Neihe aufguldfen: o fabet dief auf den Gedanfen,
ob fih nicht audy die Functionen a* und log y in ges
wiffe Neiben nady den Potengen ihrer verdnderlidhen Sid=
geh, jene der x, diefe der y, oder aud) nur nady den Yos
tengen einer aud x und y leidht abjuleitenden anbeven
®rdfe auflofen laffen? Dief unterfuchen wicv nod) in dem
gleich Folyenden.

§. 62.

Lehnfae. Woraudgelent, daf unter y eine entres
der Blof abftracte (d.h. cine gar Feined Gegenfages ems
pfingliche) oder doch eing nuv pofitive Ordpe, unter
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y*¥ aber nur der vreelle und pofitive MWerth biefes
Uuzdruced verflanden wird : fo gilt fiir alle y, die>+L

. 2
find, die Gleicdhung :

y—1 _(y=1) 1(y—1)? 1 (y—1)® o

o y 2 y* 3.y
¢
+1Q@=D 4 o
r y
fiir alle y aber, die << + 2 find, folgende:

-Y—‘-’——‘-— (Y""!)——-(Y—-l)’ +— (y-—x)’-— .

1 r
j_;r—(y-—l) + a;

in welchen Oleichungen @ und :z fo Plein werden Yonnen,
al3 man nur immer will, wenn man » Dinldnglidy Plein,
r aber, oder die Menge der Glieder in den Reiben Hine
ldnglich grof annimmt.

Veweis, 1. G3 fep 5uforberft y> +-, fo Bat

man nacb §. 48 fiie jeden 2Werth von » die @lud)ung.

y =14+ o(y—1) +owt1(y—1)®

: y 2 y?
F vady o+2 (y—1)2 +
2 '3 y?

o 0¥l 0F2.. 0kr—1 (y—l)r + 0,

2 3 x y*
Werrichtete man die hier blof angebeuteten Multiplicatios
nen mit ten Factoren o+ 1, o+2) . o . o+ (r—1) witf:

<

v 2 3 r
lidh, und ordnete bierauf alles nach ben Yotengen von w3
fo Pdme man auf eine ®leichung von folgenter Forms
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7 = +w((y-') +_1_(v——'1,)' +.L(-V"'l)g +..
y 2 y* 3 ¥

Y
r y©

+As* +Bo? + .. + R + 0;
wo A, B, . .. R gewiffe Functionen der Srofe y—i

y
vorftellen.  Hicraus ergdbe fich dann
Y . T
e P G nnt VLY PR X e D AP € )
o y. 2 y? 3 3 ro y*

‘Av+Bord ... + Rurvl +

|9

(o) bebduptt nun, daf fich die Ordfe
Av + Bo? + .. 4+ RS? 3

blog imrd) Berminderung von », und ‘Berm:btung von r
fo Plein madyen laffe, ald man nue will.

«) Um diefed eingufehen, lafit uns guforderft nur den
Tall betradten, wo & fo woll aud Y—1 pofitive

Ordfien find, und alfo y > 4 1. §n b?efnn Folle
Pommt, wenn man die ®rofen (y—1) und (r—1) ald
ungerlegbare betradptet, in der Neihe
1+ e(y—1)+tootr (y—1)2F ..
y 2y :
+ o wt1 0t2. .. 0¥ (r—1) (y—l)t

r

durdyaus Fein Szeid)en%er Gubtfactiofx, und i’ei}x’te negatioe
Ordfie vor; daber auch in der Cntwidelung diefer Neibe
nady den Potengen von o fdmmiliche Glieder pofitio feypn’
miiffen. Alfo find A, B, . . . R alle pofitiv.  Hierausd
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ergibt (ich weiter, Daf auch der él?extb son o flet3 pofitio feyu
miiffe. Denn wdre @ negativ ; d. §. wdre der Werth der obie
gent Reibe bey ivgend einem r grofer ald y* : o Fonnte der Mns
terfehied dadurd), daf man die Menge der Slieder in diefer
Neife vermebrt, d. i. neue pofitive Grdfen Dingufiigt, nidyt
verminbert, und Fleiner ald jede gegebene Srofe gemadht wer
Penfdunen, wie dody nady §. 48 feyn foll. Sind aber alleGlics
ber in Aw® + Bod + .. Ro' & @ vofitiv : fo folgt
von felbfty daf wenn man diefe Grofe getbez!t noch durdh
tas voﬁrme « wegldfit,

y —1 SO=1 1 =0 1 (=1 4.,

o y 2 ¥y 3 vy
r

41—
r r
feon miffe. Um nun aud) von ber andern Geite eine
©rdGe su finden, gu der y*—1 in dem Werhdltniffe d.3

v

@
Rieincrn {ieht: erivdge man, daf jeber der Factoren
ok 1 wt2, st1 et et3, ... 0t 0t a+3 we

e e

L2 3 2 3 4 2 3 4
o+1—1, bie in der obigen Reibe erfd)tmen. unter bder

L

—— T

augemcmext Form
ﬂ+] "+2 o« o 9 l’“‘p*l

~- —
—

[ '_z p

otl o420 0kp—1 1
"1 2 p—1 p
(1+~)(1+ ) (145 )...(1+ LI S

enthalten fev, wenn man p ncd) und nady 2, S wreen £

Dedeuten (6Bt Run ift gewif
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(140) (14 0) (1 +0) 1+ _f__l<(l+*’)p*1p
2 3 p—1

indem die (p—1) Factoren diefed [leteren Producted
fdmm:lihy dem grogren iu dem crfteren aleichen. %ber
G+)P7 i, da (p—1) eine gange pofitive Jahl bes
deutet, nad §. 8

=1+ (p—1) w + (p—-x) (p—2Y%*

+ (p—1) (p—2) (p—3)2 +2

"1+(P—l)w(1frp—-2~+P—" Pt .
eine Neibe, in welcher aue @)lieber poﬁtivfsober Nult find
(8- 4). @3 ift dader ibr Werth gewif
<14(p—1)e (1+(p—2)e+(p—2) (P—3)e* + . .)

2

=1 + (p—1)e (14a4)P 72

m fo gewiffer ift demnad
(l+~)(1+-_)(l+i)...(l +__f_~)
2 3 p—1

<14 (p—1e 1+ P72
Benn man baber in der Neibe, die den Werth von y*
quddritdt, ftatt jeded Factord von der Form
et1 ot2. oot p—1=(14+a) 1+ o)...(1F w R
R 2w
cine Ordfie von der Form 1 ¥ (p—1)a (1 + L

P
feot s fo muf der Werth derfelben nothrendig > y”

audfallen, aud) wenn man dafiic o wegldft. Denn diekes
Fann gufolge §. 48 bey unverdndectem y und o blof
durcp Wermehiung von r Pleiner ald jede gegebene Sedfe
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werden, alfo audh Pleiner ald eine der pofitiven @r'oéen,

die man Dier jufesit, die bey einerley y und » einen bee

ftimmten Werth befisen. 3 ift daher
Y<t+u(y—1+ v (y=1)* (1 4+)

2

y 2
Fo(y—1) (1 +20(1+0))

3 vy
+o(v=1)* 1 +30(14)") + ¢+« .
4 v
F+ aly—1) (FE—1)o(+a) )
¥ ¥
=14%u(y—1) c—:_(y—-u)‘+_:(v—-1)! -&-..-4-__‘_'.()'—‘)1‘
Yy 2 ¥ 3 ¥ rooy*
3 o2 (y—1 )2 +&u’(y—1)’(1+-) + 2a?(y- 1)4(140) e
2 ¥ 3 y3 4 3¢

Fr—1 o (y—1) (140)72, .

% Yl
“Die bier gulent (tchende Reibe, weldye den Factor o ente
Ddlt, ift fidher Fleiner, ald folgende, die aud ibr entftebt,

wenn man ftatt der Briidye 1,2,3,. .. X iberan
2 3 4 x

die Ginbeit fest .
o (y—1)? +ar(y—1)*(1+0) ot (y—1) (1 40)® + ..
.)’ y3 y¢
+ o =) (e
. ‘
=~°(y—-l)‘(1 +(y—=1) (1 +a)+(y—1)* (1 +9)* % .,
yz Y yz

+ (=" +~)r~2)

Yy
Die Reibe innerhalb der Klammer iff nun eine geometrie
fhe Progreffion, deren Cyponent (y—1) (1 +a) ift.

y
Rimmt man alfo » fo Plein, dafi dad Prodbuct aud (1 + )
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i den edyten Bruch (y—1) audy nochy ein edyter Brudy

b
bleibt: fo wird von bdicfems Werthe an, und fity ale Heic
neven die Meibe abnehme nd, und il Werth

r—i r—
_1—{v-—1) (144)

._1_(2-:-1) (7 a) mrbleibt, fp Ql'Dﬁ man

¥
aud rnebme bod immer
i —_— Yy
1—(y—1) (1+w) 1—a(y—1 )

¥
@3 ift alfo ftets »

et
———

Y—1<(\'.-!)+1_(v——:1)’+ 2y al)’+...-f-_3.(_3.’:l)

- ¥ z oy 53 Y Ty
+ o (V—l)’ .
y—ay{y—1)
it pochin wer:
- T
oS i) JUR L Ao PR & o) LI, L D
- ¥ 2 3° § ¥ r

Y
Hier Babent wir alfo pwep Grengen, gwoifthen demen der
Werth der Function y¥—1 (tetd einge(hloffen bleibt. Fhe

Unter{died o (¥~ !}’ﬂ Pann, wie wan aud bem Ve
¥—e¥y —1)

weife des §. 19 erfieht, Fleiner al3 jede gegebene @rbfe

werdent, wenn man » Flein genug nimmt.  Wile i Dder

wabre ?Bertf) voR

I ) (g 2 )
» ¥ 2 ¥y 3 ¥
x 1
-]-_L(y——l'l + Q.

b o I

y
8.) Nun fep « vody immes pofitiv, y abee < £ ¥
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cbgleich deh S+ L Gonad frellt i § jest eine negas
2 y

tive @rife vor; weil aber y dbodh >L, fo gilt nody inte
2
mir dic Gleichung:

& : T
_ — —t )2 —1) —
Yo ) Gty Gy 10670
» y 2 y* 5 ¥ oy

I ) 4 I r—1 1 -
+AH+BQ‘ +ooo+ R” + Q.
[

Ulein gu jedam v, dag >L und gugleich << 1, ift eine
2

Z—1

@rdfie z angeblid), weldhe der Gleichung 71—
Y

VA
entfpricht, und Diebew > + 1 ift. Datu bedarf ed ndhm-

fi nur, daf manz = 5 nebme; fo ift z pofiiv

2y—1
urd > 1. Daber gilt aucy die Gleidhung:

P 4
z ——1:__(2——1)_*__1‘(2——n)‘+ _1___(2——1)3+.__+_1_(z—~l)
» z - 2 z 3 z3 r r

- r—1 z
+ Ao + Bo? + ... + Ro +
. Lol 4

in weldher nadh bereitd Grwiefenem die Grife
As+Bsr+ ...+ R 40 tof durd) Bermehrung

@
oon 1, und durd) Werminderung von o fo Flein werden

Fann, ald3 man  nur ~vill; infonbderheit, gilt diefes
r—1

auth) von dem beile Aw + Bo* + ... + R
. . .
Wergleidhen wir aber Diefen mit Aw + Boz + ..,
+ R« 15 fo leudytet al3bald ein, taf die Coefficiens
1 1 1
to A, B, ... R gang auf diefelbe Art ousd der Grp-

fie 20 wie die A, By ... K qud bor Orofe L2
Z Y
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7, gh—
gufammen gefest werden.  Da nun 2 and I pem
z y
Werthe nady einander gleihen; uud da, wic in «) bes
merft, die eingelnen Xheile z—1, (z—1)2, (z—1)F, . .
. VA VA 23

(z—1)" aué welden A, B, .+ . R gufammen gefest

T

¥4
find, alle pofitio, und rur durd) lauter Additionen vers

1
Pniipft find, wdbrend in A, ]3, e I; theild negative
Glicder, wie (.‘.:.l)' (_!_’_-:l)’, (_3_(___-__1)5, o o o theild pos
Y vy
(=12 (y=1)¢, (yv—1)¢
y Ty ?

: fo folgt unlaugbar, bafi der Gefammiwerth von Aw
r—-1

+ B N Rm Fleincr ald der von Aw
4 Bo? 4 ...+ Ra' " feyn mirffe. Dleibt nun der
[etitere, fo qrtﬁ man auc) r annchmen mag, {tetd

fitive, wic r oo vorfoma

w(z—1)* _ e(v—1)? 3 fomuf um fo ges
4.—.‘:1(2——1) ‘g) ey 4 aY(Y—l)
wiffer Au+B~ +P‘“’ frets
(v — 1)?

_“ verb[riben, fo groff man aud) r nels
2y*—Y +ay y-1)

1 1 T r—1 1

me. Soll demnadh Ao + Bo? + ...+ Ro + o
@

Pleincr al3 irgend eine gegebene @rofie D werden 5 fo neb-

me man erft » fo Flein, daf — (v —1)* <2
2Y*—Y + o Y(y—-1)

1 1
fep; und e3 wird fiir jeden Werth von r, A + But+..

v ,
o+ Ro" " <E-D verbleiben. Nimmt man dafer jepo

noch r fo grofiy baﬁ 0 < Y fo mztb n <-—-," und
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1. Py | |

A~+B.=+...+ Re + o gewif < D feym,

" .
wie verlangt ward. Alfo ift nidht nur firr jeded y>+1,
fondern audy fir jedes > + L die Sleichung riciig :

2

yo—1_(y—=1) 1 (y—1)* 1 (Y1)
o Y 2 y? 3 y3
r
4+ 10— +

r .
Y).

wenn nur » pofitio iff.
v. Zeidht geigt e$ fih endlidh, baf fie audh richtig

fey, wenn » negativ ift. Denn da J
u— ~ y¥

o * o

y—1 1

« — 9

und da der Factor 1., wenn man o fo Plein nimmt, al$

Yo

man will, der GinDeit fo nabe tritt, al® man nur immer
- ~

will : fo ift y — ' +2). Aud dem Vidherigen
— o

ift aber su erfehen, daf der Werth von y*—1, fo Flein

man aud) » annehmen mag, inneralb einer gewiffen ends
lihen ®renge verbleibe. Denn der Werth der Reie
O—1) 3 O=0 1= 10—

¥ A 3 ¥ oy
der ibin fo nabe Fommt, al3 man nur immer will, wenn
man r Dinldnglidy grof nimmt, ift offenbar Fleiner al$
der ‘).Bm[) der geometrifhen Progreffion

+0= + (:r~-1)2 (y—1)3 g )r
- y* - y3 - Y
in weld)er alle Glieder pofitiv angenommen werden. Nun
ift ber Grponeat diefer Progreffion T2 ein edhter BWrudh,

' Yy




. _ 113
alfo ihr Werth fletd !IeincE aI§ einé gemif{e endlidye ®rd»

Fes mithin ift nach §. 17 L—-—n = rz, und fo[g(id)
nadh §. 16 ‘ o o
e o P T Y ca U
— Yy ‘? yf& .‘) }'3 Ly
‘ S Ke) ,
F 21071
r y*

2. Der SBemew der 5met)ten'§ormet bat nun feme
Gd)mtetxg?mm mehr. ;gur alle Werthe von y, die <+a
find, bedeutet ndhmlich 1. eine @rofie, die > + Lift,

Y . 2

. ) e I .
' — —1 -
Da munnadnery LT =7 — 0
. ~ —n

g 1

Y — L P L LA R
=— 3 "' _q ift: fo wird 2 nady der

» _ @

Formel bes m.o1éntridelt werden Fonnen, wenn man dafelbp
ftatt y, — fept. Diedurd) verwandelt iy aber C.’_";‘)
Y : Y-

in (1—y); und man erhdlt:
o~

y—1 ) ——((1—-—") _*_,__1_(1—-.y)=+___,(1-——y)3 ’!" tee
+ 1 (I_Y)) ——— Q' : \ '7
ober, was eben fo viel ift: IR
w
¥—1

— . T D
'_"—""""cy—‘-’) ';(Y 1) +~3(Y 1)8 °

1 N 1 i
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. ' §', 63 | ‘
Bufags  Fir einen negativenﬁl}ertb ber Orofe
+* ndbert fich der Bahler de3 Wruches L —1 ¥ dem Qer:
the — 2, fo febr man will, ma[)rmb fem RNenner » fo
Flein wird, ol man will; worand erDellet, ba{;._:._'

| ~

grofier ald ]Ebf gegebene Grofe werde, wenn man  frets
vermindert, alfo auch durdy Feine Formel darftellbar fiy,
die jenen des §. 62 dhnlid) wdre. Gt aber y felbfi nee
gativ 5 fo Fommt 8- auf die Wefhaffenbeit von o an, 0b

fih -——5 auf eine dem §. 62 dbnliche Art tntmxd’e[n
Taffe. 3t diefes von der %orm 2 b I) ein Brud) mit

gevabem 3dbler; fo ift (—y)* = (+¥)% und alfo gilt

von Dicfem Falle alles) wad von )" fo eben ges

e$ noch auf die Vefdyaffenbeit des Nennerd m ane Sr: '
aucy m ungerad, o ift (—y)” negativ; und folglid wdd(E
?“——J—L——"—ﬂpbne Gnbe. Jft vollendd m gerade, fo ift

-y

. ™ .
(=" und folglicyTaudy D=1 {aginde,
. a

§. 64. - o
Hufgabe Bu unterfucheny ob und auf weldye Wit
bie @xponentmlgroﬁe a*, fo fern a pofitiv, und-
unter a nur der veele und pofitive Werth diefes Uuse

[ -
7
¢
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drudes verftanden iwitd, in eine Neibe nad) den Potengen
von x. aufgeldft werden Ponne.

Auflofung. 1. Nady § 48 beftebet, je nachdems
ca<< + 2 eber > +--’— ift, fur jeben Smertb oon X, eine

pon folgertben gwey @[e(d)ungen entme“et

X

a =1+ x (a——l) + x . T (a—1)*

X—1 X—2

+ x .__._.4-—-—- (a""'l)’ + ¢ ¢ ¢ lg
2 3
4 x X2 x""’z...x—r”(a ) 40y
2 3 ¥
oder _
a“ =1 4 x (a a x BH1 Goyf
= > @
,i. b4 X“"l x+_% (a'—‘l)_' + ‘i
2 3 as /
. PR . . o) .
*.x+1x+2.xfr 1 (2 1)+n
2 3 ¥ ar

Wollzoge man nun die, [)Ler blo§ angedeuteten Smufa
tiplicationen mit den %actoren —le X2 KT
) 2

.o

3 *
ober le' xga. w i x-:-r'—- nmf(xcb, unb vereis

nigte dann alle Ordfen, die emet[w ‘potem, von x mt.
Galtert, in ein ©lied: (o erDielte man aus bepden
®leichungen fhony was verlangt wird, eine fiady den Poo
tengeit der' x fortfdhreitende Reibe, weldye bem Werthe
ber Function a™ ‘fo nabe Pdme, al$ man nur immer willy
wenn man nur r d. h. die Menge ihrer Glieder grof ges
nug nimmt, Hievaus érl)euet' dlfo die m?b“glidpfcit
einer brrg(e:d)en ‘Jm[)e fiir jeben Werth von x ; nur wir-
k ‘ : 8’

\




5§ () .
¢ auf diefern Wege (roer, dos Bildungsgefes fiie die
Goefficienten ihrer Glieder gu entdecten. f&tcﬁ aIro fuhen
wiv auf einem andern TWege.
. 2. Die RNeibe, weldye man aué der Gniwidelung. eis

ner. der bepden obigen @leihungen erbielte, wiwde offens
bar da3 erfie ®lied = 1, und in den folgenden nur fu-
ter pofitive und gangsdhlige Potengen von-x haben. Da
- aber Semand vermeinen Fonnte, die aud jetten Bepten
®leihungen Derleitbare ‘Form fey vieleicht nicht dic cins
siges ‘die ‘eine nach)' den Poterigen von x fortfdyreitende
Neibe Haben muf, um dem Werthe von a™ fiir miglicdhft
vielerley — b.i., wie wit jest wiffen, fir alle — Werthe
von X entreber vbllig gleich, oder doch) fo nabe gu Foms
men, al$ man nur immer will : o wollen wir annebmen,
A:; +. Bx? 4+ Cx¥ 4+ ... 4 Bx! fey jene allges
memfte Sorm, die eine foldhe Teife Defigen muﬁ, b b
_ c§ fep fur alle. QBert[)e von X3
ar= Ax“+Bxf+ Cx¥+ . ;.o £Rxfto, .. .
wenn man die Menge dev Glieder in blffcr Reibe Dinldngs '
de) verme[)ret &o mug benn alfo aucb

a*to—A(x 4 ) +B(x+~) +C(x+a)7 LN

] R(X-!-ﬂ) + 0
fepn -und folg[ub burd) ‘Hbz,ug und Si)wtﬁon mzt wt

a. .‘i‘_:;'l = A((X+~)—X + B((h"‘a) —_— )+' .

X 4

RS R((x+~)-—~x) + n—-nv

Die @wﬁe a“ a"—1 ndpert fi tb/ wenn man ﬂem genug
ﬂ
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uimmt; gufolge & 63 fo fchr, ald man nur immer witly
einert gewiffen, Deftdnbigen Merthe, beny je nadhdem a
< 4 25 ober > 4 2 iff, entweder bie Neibe:

2

(a....l)_..._l, (a—-—l)i + X (a—-—:)' e "t (a—l):
2 . 3 —r

pber die Steibe: _
(A—1) y (a1 y @)y, (a—1)’

——y

a 2 -a* 3 a’ r ar
fo genau angibt, al3 man nnr tmmer will, wenn man x

aroff genug nimmt.” 2Bir wollen diefen Werth, weil or

L
von & abldngt, Pury durdy ¥ begeidhnen, und 4=t =
-

(0} ' .
A 4+ o fegen. MUnter derfelben Bebingung, daf » f

Plein genommen werde, alé man nur immer will, it audy,
[

ﬂaiﬁ§¢23 (x-l-»)“ —_x"* = nx“_*l 3 &,

2 B—1 (#)

N

¢ ¢ ¢ (é}
(x"f"") X - —x + o

maber erhaltert mu- bic ®leichung !

“«—1 A1 i
a.‘.’[_:Aux 4 Be x ..+ RBex .
(@) () (8 @ e

3.4 +Aw S+Bw . +Re ”
£Bie von bems dhulichen in §. o, ldft i audh bier von
) I . -

bem Qtuébrudef’?;_-:&yigch, daf e pré burdy Bernele

. tung der @[itb!tﬁﬂf;l in ber !Re'lbc Ax® 4+ Bx® +...
» Rx! fo Mein gemadht werden Pomite, ol¢ man nur
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immet wi, Dann aber Pann bey eincrley Gliebergall

blof durch Werminderung von », die Summe
(t) (#) (&) =() .
w4+ Bo +..+Rao —a & Ieiner ald jede geo

gzbme Orofe merben (5. 17.15). DUlfo ift
“—1 f8—1 ¢e—1  (2)
a‘}IKAux 4+ Bax.  + ... 4+ Rex + Q3

und wenn man ftatr a™ die RNeihe feat, die diefem Wers
the gleichen folls fo ift nad) abermafliger Unwendung von
§.17. 151 - .

" QAx® + UBx® +UCKY ... FUARXE =

«—1 A—1 y—1 - ¢e—1 (3) .
.Ax + ﬁBx + :ny +ou+ ePl.x +Qu»8

Da diefe Gleichung, al$ eine nothwendige Bedingung gur
~ GiltigPeit der Gleichung (=) befteben muf : fo [4ft fich
ouf fle § 28 anwenden; und man findbet durdy dhnliche
Edlirffe, wie die §. 32 gebraudten, daf « =0, 8 =13,
W =2+, o ¢ = irgend ecincr gangen 3ahl r, die um
'3 Pleiner, al$ die menge der Glieder in ber !Rctbe ifts
fttner B=%A; C= -—-é; D._ —— e
2 2. 3
_______’2_[_(1_ e fepn miffe. Und Bey Ddiefen Wes
r 2.3.4..
ftimmungen tilgen fid) alle Slicder ber Gleidung, big auf
, af t1oax )
- bat Dodhfte YR x¢! = W Aber es ift leicht
tmsufe{)en, daf diefer Unterfdhied, d.r, wenn die Gleidhung

gelten foll) o Plein muf werden Fpunen, al3 man nur
immer will, diefe Cigenfdhaft aud) in der That befise,

Denn jeder folgende esth deffel L
e 118
ean eber folgenbe B¢ b defielben 2.3, (1 1)

* ’

ente
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ftehet aud bem ndhE oorfergehenden

rdr
?1_3__:_\_:(_ burdh

“Multiplication mit r%n_’f. Da nun bey einetley A und x,
1 N

rfo grof werden Pann, al$ man nur will; {o ift von

port any wo (r+1) > AUx geworden, und firr alle groe

fieren 2Werthe ?ii ein edyter Wrudy, der immer Fleinee
1

wird, Mithin wird jeder folgende Werth jened Unters
fdbieded au3 dem vorDergehenden durd) die Multiplication
mit cinem echten Brudpe, der immer Fleiner wirbf evgeugt 3
al%o wird diefer Unter(dhicd felbit gewif fo Plein, al$ man
nur immer will, wenn man r grof genug nimmt, Folge
lidh ift Die Geftalt der Neibe Ax” + Bx® ..+ Rx!,
weldhe die Wedingungsgleihung & fordert, durdy bxe fle
ouc) Defriediget wird, nadyftefende s

. r_r
A Anx s AR AWx o Ax
1.2 1.2.3 12.3.r

Hier bleibt noh A gang unbeftimmt. Die Gleidhung &)
aber fordert, daf A = 1 fey s weil fonft unmdglidy fue
jeden ZWerth pon x,

L Asxe AU "

at —mA+ AU+ 2T E p a8
C1.2 162.5..T

+ o

feon Fonnte. Denn nimmt man x = o {o ndbert iy a™
r_r .

der Ginbeits die Reife A 4 AUx 4 ... 4 AL X +o

'2 3

aber, bey emzrleu I, bem Werthe A fo {ebr, al3 man nue

immer sz Alfo muf nash §. 27 A=1 fepu. Durdy

diefe %cﬁtmmung erhdlt nun unfre Reibe fo[gmbeé Augs

feDen : .
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vt 0 . "'
' 1+‘21x+ Az x + 203 %3 914x‘+ ¥ A x
1,2 1.2.3 12;,4 1.2.3..r

[

G5 ift denn alfo jest nichtd mehr unbeftimmt in ifrer
Form; baber wir erfabren, bdaf e3 nur eine eingige
@lﬁalt fiir_eine nady den Potengen vorx fortfci)rciteubc
Neihe gebe, wen fe bem Werthe von a™ fir jebes x
entweder vdlig gmd) oder doth fo nabe Fommen foll, ald
man nur immer will. Oa nun nad) ne1 eine dergleis
en Reibe in der ThHat moglich ift, o muf ed die eben
' gefundente feyn, unb e i(t alfo far jeden” Werth bon X
X

a _..1+le+ +‘}Ia~<3+.”+‘2{ r+sz,
T.2 1.2.3 1.2.3..

wenn man nur r hinldnglidy grof annimmt,

§. 65, .

Bufag. Soll einmall a* eine bed Gegenfaged
empfdnglide Ordfe begeidhnen, fo find die beyden veelen
Berthe, die fie guweilen Hat (ndhmlich wenn x von der
Form ..._..), bePanntlicdy gleidh grofi, und nur im Beidhen

vetfd)teben. Daraus crgxbt fid, baﬁ man fie bepde burd)
die Formel:
a* :ili%xi‘mxﬂ-{- Axs +_ 4+ A x' +0

, . 1.2 1.2.3 Tie G
Darftellen Fonne. St abet a ecine ded Gegenfages (a[)tge

©rbdfie, und dabey n egativ, fo weif man, daf a nur
bann etwad Neelled fep, wenn x nidyt pon der Form

n+ 1 . )
2071, (oudern entweder = 22, oder = 2°+1 ift.
wm 4 zm am+1

v
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iﬂ.‘ mn
ﬁiﬂein (—«a)tm ift befanatlidy = (+ a)‘“"; und
2n + 4 Qa4 T
'.'m+ r__ ::l——r;
—a) —(+a) : alfo [dt ﬁcb ber QBert{)

von a oud) felbft ine biefen Fdllen, d. h. die fdmmts
lidenveellen2Werthe vona™ laffen fich audges

dridt in einer nad) den YPotepgen von x fvrtfcbrutcnbm
Neibe bar;te’de.t.

§o 66'
Yufgabe Bu unterfuden, ob und auf welde

2frt die Function i‘1 y in eine Reile nach den Potengen
der x, oder fonft einer aud i leidyt abyuleitenden Grofe
aufféé[id) fey, wenn man unter a eine entweder blof abs
ftracte, oder doch nur pofitive Ordfe, und unter jebet&
Poteny derfelben nur bcn reellen unb pofitiven Werth vers
ftehet. - / '
- Yuflofung, 1) SlBenn wir gur AbPirgung
_(?y x (chreiben, o foll a =y fepn, und folglich
auch, wag immer » bzbeute:

v__ .
a** = y¥, unb( ‘)x:‘_’ 1. 9un laffe man

aX @ .
o cine ®rdfie, welhe {o Plein werden Fann, ald man nue

immer wif, Bedeuten ; fo wird bep einerlep X auch & x
Nx

eine dergleichen Orifie fepn, Daler rird 2 — ! blog
) *

“durd) Werminderung von » einem gewiffen beftdnbigen
Werthe, den wir §. 64 bereits durch U begeihnet Das
beny fo nabe gebradyt wevden Fonnen, a8 man nur ims

~
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mer will; alfo —= U + o fepn. - Unter be}ferben Bedins

7”———- "
gung wird aber and 3;__._’..' je naddem y << + 2, oder

> +_‘_o entiwedey

1

= y~l)-——-()’~l)’+ (y-— )— u+-(y-—1) + 2

m&er:(y )+ (“1) (L__’ + e
Py

fprt.  Wir erbalten alfo die Gleichung :
v -——_l, — .1_ — 3 o ¢ @
(y—1) 2(y 1)'+3(Y 1)

-

r 1 \

1
ir (y—1) + @

x(‘!i-i-;'z):'— - — ober — — —
’<>'*;*> (5 L) e
Y;“'_l “+ oo

l

Daber nad ‘Jinwznbung ber §.17. 155
——— ! S — _i po— 2 .}.— — S — ¢ o O
x=2((—1) S 4 =)

. 1 ]
o+ .l(y-—-l)l) + Q
— T
win y <0 b 2 ift; obder:
gy T — —
az L (1__1)+.1.(Y_.,:) (v L .
ko y 2\'y
_,(Z:l)> + n,

wenny>+- ift,
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.bm: I)a){*m wit alfo bereitd, wa3 vettangt worden
. war, x = 1y durch eine Reife fteigender Potengen jwar
nidt ber y felbf, aber doch einer aud-ihr leicht abyuleis
tenden Ordfe, ndhmiid) entweder der (y—1)s oder dew
(y:"_!). ausdgedriict.

y

2. @3 frdgt fih nur nody, ob es nidyt mdglih fey,

a . \
1y auf eine anbdeve Wrt, nahmentlicdy durch eine Neibe -

fteigender Potengen der Grbfie y felbft, ober einer nody
* einfadyeren Ableitung aus ihr, al3 e$ die (y—1) (y;-l
find, darjuftellen. - 3u biefem Gube fey z biejenige Orifies

nach deren fleigenben Potengen x::(?y qusdrirdbar ift 5
und gwar, man Habe ;-

x=Az +BZ + ...+ R +a...0
©oll diefe Oleichung fitr alle z, die Fleiner ald ein gee
wiffes find, gelten; fo muff fie aud) gelten, wenn man

ftatt z, z 4 fest, wodurd fih]x in x 4+ « verwanbdeln

mag. G% muf dabee.
T *® 8 ¢ t
X + o =A(z+#) + B(z+a) ++R(z+e) + 8

fepn; oder durd) Ubjug und Divifion mit », wenn mean
eudh gleidy die aus §. 30. 55 und 64. {chon bePannte Bee"
geihnungsgrt einfiihre:

3 AZ""l+ﬁBzﬂ—l+".+eRZg“-1A 1
-= ( @« (0 (o) *280
” (+A.+B.+...+n e

Gany auf diefelbe Art, wie in den eben genann.eu §9r
Wit fidh aud) Dier geigens daf die Gvofe
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W w6 i
A.u-f-B&*f"--“ ' : a—a

blof durch Bere

mehrung der Olicderzall, und Berminderung pol & fo
Flein werben Ponne, a3 man nue immer will,  Wir hao
Pen alfo : '

: e—1 f—1 e—1  (2)
L=aAz + Bz F. ¥k Rz + oa
évﬁ mun z irgend eine von y abgeleitete @rfie feyns fo
- Bann audy umge?e[)rt y al3 eine Function von z betradys
fet, und alfo y = f z gcfd)uebm werdben. Se cinfadyer
bic Befhafenbeit der Function f z angenommen wirde
s befto einfacher wird aud) die Herleitungdart der z.
eud y fopn. §f aber 8 =y =f 2z, fo muf audh

a"+ “—f (z+ #) fegn. Dief gibt a™ Fo__a* —f(z4w)—fz,

b §

x-f-.; x .
und -.a—-——-—;-l- = a"—1 == M-z, alfo

x - Z.

a .

1 o

Al = Ut ow = f-—-—-————(z+”)_le
1 1

ofz

mraué rcb burdy . ancnbung vort §. 17. 15

%

« f(Z+w)-——fz 1 3
. e
crgibt.  Ulfo’ muﬁ fo[gmbc @Ietci)ung. -

) f(«.-i-u)—fz 1 '
Lo LAz 4 4B e
. Tuz. 2%yt sB2

e—1 "3 .
) + ‘ 4 E. z - + ‘o ) o “ . 9
els cine-unumgdnglidhe B edi ngung gur Giltigheit der

Gl:ihung () beftehen. Uud ihr Iagt fih beurtfeilen, —
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nicht, wie £z befehaffen fepn miffe, aber tod) -— wie 3
nidht befchaffen fepn ditrfe; indem bey jcber*-’gorm Vet
Function £z, bey der nicht einmalfl F Beftehet, qucb'Q
widht befieht, allein nicht umgePelrt.

«. Hicraud erlelen wic guforderft, daff y =1z
nidht = z felbft, aud) nicht = einem blofen Wielfachen
von z, . B. nz fepn diirfe. Tenn ndhmen wir fz =
nz an; fo fande {ich o v

f(z +»)—fz ! — ' @3 mi
— = miifite :a!fo

. -
=xAz“_;+,3BzB_l ... +;I‘l‘z?“"l & 0

- « s 2
ober 1=« AUz +4BU2z + ... + gRQIz + o

feon; wzid)eé nach §. 28 unmoghd) ift, indem e3 poraude
fepen murbe, baff « = o, A=1,B=o, C_.o, IS
R=o0 fey, d. Boy daf man gar feine Sunctwn von z,
fonderr’ Blof eine beﬂqnblgc (Jroﬁe 1 vot fih Dabe.

£.) Wit wollen denn nun fir £z die gorm m+ne
arfnehmen, al$ die einfachffe unter jenen, weld)e ;ufam-
mengefester ald nz find,  Da findet fich

f(z+w)—fz. . 1 — n-
— WE QI(m-{- ol und a[fo':fuﬁ

m%ﬁ—mz LpaBz Tk Rk g,
ober - T .
n=«AmAz* 4 eBmUZ* T o+ RmUZTY 4
+aAnUz*+2BnUz”® + .. b RnAzf - e
feon. Diefe Vedingungsgleichung gibt durd) @d)[uﬂ'g, ie .
§. 82s folgenbe Veftimmungen: a==1,.=2) y=3 r0sg ="

irgend einer ganz,m Babt r; damn




. A
n N % . ]
A=, B = — P_é.:: s ..._P.._‘._,'
mY 2 om?%
: A 4
-~ onB_ n3 r—1)0n__ + n
C=—""=4+ '.~4Pl"" ( )Q ——e
3m 3m3”Y rm T rmri.
Alfo erDiclte man die Form: .
_nz _ mniz? nszs - ‘n"z°
— - — ¢ - : ’
™ 2m“21 JmaQI ’ — "%

vber, med z = y - 1[{, fo{genbe
(- (s )Y =
» 2(52)) |

Diet wire mun die Grdfe n von fIbE gang audgefallen 3
yie aber m genommen werden folle, bas wiikde die Gleis
dung & gang unbeftimmt laffen; wie denn audy aug ihe
_ qllein gar nicht beurtheilt werben Fonite, ob und bey
weldyen Wetthen von y obige Neihe den Werth von

a
1y in der That angebe. Uus andern Griinden erflt, .
. aud dem Umftande, daf firr y =m, die Reife ben

Werth oon(;)m der NuY gleidh gibty liefe fich (dliefien,
baf m = 1 feyn muf, weil doch nue der ﬁogaritbmui
oot 1 = o fei)n fann. . Dap aber die Stei[)e‘nu_r fiiv
SBerthe von y, die << 4 2, fir Dbiefe aber aud) ofne
Ausnahme gelte, folgt blof aud derjenigen Detleitung devs:
felbert, die fwir in n%1 gegeben. .
5. Stehmen wir endlih nody ald bie ' einfachfte aus.

ben gebrodhenen Functionenfz = ;n?z. oder, weif
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diefe Form immer anf 1 gebracht werden Fann
n+

— I.)_z
m m
fz = ! ant {6 ethalten wie
m-+nz ’
fz+o) —fz 1 _  -n .

—~ = + v

~ Ufz A(m +nz)

© @ muf daber : ,

Q;I(r;n:—-f_?n—z):“Az‘dl”.ﬁBZﬁ“.l F a0 +gﬁz'_l +Q.l

oder

an=gAmYz* ! --}-/3Bm‘21'zr.'a‘ml ook RmAz*” ! ¥ ;.
+«An%z" + gBof%z® 4 ...+ (Bn %zt

feonn.  Diefes gibt die Veftimmungen « = 1) 8 = 2,

" —n .
=% +..¢e=7T; 0ann A =

)u ’
—_ An__, x* — . 2Bn _ ns
=——=F — — T
2m em?*¥Y 3m sm3¥Y

r

...n:-‘.‘:‘)?l‘: + D . W it be
' rm'Y \

(a)
Geftalt der' mnbe, die bm Werth oon 1y nuébtudeu
folr ¢

nz nzz* 128 P
— + - — n'z + LI I 4 “1 n ‘
- m% em*A gmY . —Tm'%
~oder, weil z = —my ift:

((my—-'i) (n:,}:;—l 1 my—l) . “\
+ 1)),

Wie m 5u nefmen fey, T4t fich % cud  nidht lernen;
wohl aber daraud, bag fir y =L, der Werth) von .
A m
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a) 1

(
‘1 fih aud der Neibe = o findet; woraus u crichern,

daf L =1, m = 1 feyn miffe. '\1?} aber die Neile
m

nur fir Smert[)z von y > +-—, fiir Diefe aber aud) m,n:

Yudnabhme geltc, bemelfet b[oﬁ ne.1
3. Go find denn alfo (y—1) unb r—1) bie jreep
y .

einfadhfien Functionen ven y, weldye die %aﬁbigfcit
Daben, den 2Werth der Function al\y durdy eine Reibe
ibrer fteigenden Potengen audgudritden, Hiemit witd aber
Peinedregd gefagt, Daf 8 nicht unter den jufammens
gefesteren Tunctionen nod} manche anbdere gebe, die
diefe %dbigi’eit gleichfalld befisen. 2Wenn man 3. B.
y= =fz= m+nz ober — 1+ ™% festes fo wirbe man‘
p+qz n+pz

S (OF . '

abermabl3 eine Formel fir 1y erhalten, die in motenam

von z= —ny fortfd)rttte, und butc[) Cd)[uﬂ‘e wie in
-, py—m ;
&1 v, witde fih m = 1, n.-n p=—1 findem,

W w,

§ 61 |
Buf ag SIun Laft f d) aud) beurtheilenr, ob und

in me!d;cn %aum die Function ly burd) eine Reihe fteis
gender Potengen einer von y abgc[uteteu @_wﬁe felbft
dann darftellbar feh, wenn y negativ ift. Denn bes
l’bnnt[icb ift (—a)~, fo oft. ¢ veell' und megativ ift
==—(+a)*, wenn man jegst unter (+a)*, falls diefer
- YUusdrud einen gedoppelten reellen Werth Defipty nur den
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eintent pofitiven verflehet. Da nun: §. 66 lehrt, m}e man
die Ordfe x durd) eine Neife fleigender Potengen einer
aus dem pofitiven y abgeleiteten Srdfe darflellen Forne :
fo Gat man, weil dod) jede Ubleitung von + y audh
eine Ubleitung von — y iff, in.dén ndhmlichen Fors
meln, die §. 66 angibt, den Werth von x audy dann -
durd) y audgedriicft, wenn diefed negativ ift; aber,
wie fthon gefagt, nur dann, wenn y.—.ax veell ift, O. b,
im Falle eines negativen a, und eined rationalen x, nur
wenn Das legtere die Form 2F 1 Dat.
, * 2q+1

§ 68. .

QInmetl’ung Aud §. 66 erhellet, Daf e3 fie
jebe gwep abftracte oder pofitive Werthe der Grogen a
und y ein x gebe, wobey die Gleidung y = a* bes
ftebt; . b. jede abftracie ober pofitive Grofe Hat einen
moglihen Logarithmus in ecinem jeden Syfteme, deffen
Grundgall fe(bft' eine abftracte oder dod) pofitive Grdfe
ift. Und gleicherweife exhellet aus §. 64, daf 3 in eie
tem folhen Gpfteme it jebem reellen Logarithmus audy
eine ibm entfprechende reelle Grdfe gibt enn man
dagegen eine negative Grofe —a gui.%aﬁﬁ ded Sye
ftemes annehmen wollté : fo ift sufdrderft gewif, daf e3
weder fiir alle pofitive, nody firr alle” negative Grdfien eie
nen entfprechenden Logarithmus gdbe. Nidht fitr alle p o {is
t'ive, weil fiir alle Werthe von y, die von der Form
ﬂnb, oﬁenbar Pein x mbglid) ift , wobep

(+a)2n+1

9
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(—éa) =y = ___f_...... witrde, qud) nidht fhe
- ‘(+a)2n

alle negntive, indem fir alle y, die von der %orm

— ﬁnb, fem Smerx§ von x angebltd) x['t, Der
(+a)™"

(----"i)’L =t madhte. Cine anbere Unbequems
' o (+a)*?
ltd)?ett wdre, daf aud) nidt jebem veellen x ein reelles
.entfprad)e Denn fo- oft x von der Form 2:’;1
Ty

wdre, fo wdre y imaginde. Daraud entfprdnge fodann
dic dritte UnbequemlichPeit, daf in allen folchen Fdllen,
wo man den 2Werth ded Sogarithmus x nidyt gang ges
nay, fondern nur ndherungdmweife Fennt, und aud
ibm fdpliehen foll) ob und was file cin y im entfprit,
Pieriiber Feine ﬁcijete AusFunft ju finden wdre, wenn fih
ber 2Werth von x, je nacdhdem als3 man die ma‘[)erung
bald frifer bald fpdter abbridyt, bald unter der Form -

gn;:l. Barb_unter der 2T L batﬁeut Yus jener

soiirde man bermutbm wollen, bat’; y imagindr, aus Dica
fev) daf ed veell fep. ~— Yu3 diefem Ullen erfleht man
‘nun, daf die @rdfe, welde man gur Grundzabl cined
Iogaritbmifchert Syftemes annehmen will, nur eine p o=
fitioe ober vielmehr eine blof a bftracte 3afl feyn
miffe. Dann with 3 gu jeder gedenfbaren abftracten
oder aud) pofitiven @roﬁe einett reellen £ogarithmus, und
- umgefehrt gu jedem & ogarttbmu:" eine reelle Grdfie geben.
$ir negative Ordfen gibt' ¢ dann freplich Peine 80: ,
garithmen ; deren bedarf man aber. awdh nidht, da ber
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@cebraud) der Logarithmen vornehmlich. nur darouf berus

bet, dafi man Multiplicationen und Divifionen durch fie

in Additionen und Subtractionen, Grhebungen auf Poten=

sen und QBur;g[sie[)ungm in Wlultiplicati'oncn und Divis.
fionen verswanbdelt ; maé.,aud)' bann_thunlich ift, wenn die

©rdfien, mit denen man diefe Overationen vorgunchmen

Bat, negativ find, indem diefer Umftand nidyt bmASIBe'rtB, ‘
fondern nur bochftens das Beichen des Refultgtes dndert,

foll3 felbes fberDaupt reell ift.

\ §. 69. «

Uebergang. Der eben jesit erwdhnte Nugen,
den ein Bergeichnif genau Berechneter 8ogatitbn{en Daty
madyt die Grfindung gewiffer %vr_me[__n erwitnfehlich, vere
mittel(f deren man den ciner jeben Sabl entfppec{)enber{
Logdrithmus bey irgend einer Srunbsall bequemer, al3
~durch die Formeln ded §. 66 audrechnen Ponnte. Da die
Geftalt diefer Formeln am alereinfachften ausfadt, wenn
tnan bie Ordfie U der Ginbeit gléich. fesen Pann: (o
entfteht Dievaurs die Wermuthung, da§ ein [matit[;mifd)eé
Gyftem, bey weldhem eine foldye Grundsall angenommern
md’re,‘baﬁ o = 1 Dbefunden wirh, iberhaupt arit leichtes
ften ju berechnen feyn wiitbe. Wir miiffen aber jufors
berft unterfuchen, ob eine folhe Srundzall in der Z;nu
mbglich feo. ’ - .

! § 70.
~ Yuf gabe. Bu unterfuchery 0B e5 eine @rbﬁc a
won der Befdaffenbeit gebe, da in be'_: Oleichung

9"
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w

7 (a)
A1 9l g Die Ordfe U=1 ift; d. §. daf i

‘@

-

ber erth ded ?Iuébrucfeé — bem Werthe 1 fo febr

o
aundhere, ald mon e immer will, wenn man o ‘o Flein

nimmt, al8 man will.
Auflofung Oefest, ed gdbe eine folhe Orofe,
und a wire diefelbes fo mifite, weil allgemein

3 w3 r T, !
ax=lv+uX+ﬂ,xz+mx+Qco+9‘[x +a-
12 1.2.3 1.2.3..T

ift (5. 64) fir Diefen Defonderen Fall, wo A=1 feyn
foII, .
e X
a* =1 4 x>+ +...¥X _+0
1.2 1 -2-3 10203...r

und folglidy, wenn man x = 1 fegt, der Smmb von &
ferft:l—l—lrl-—l—'-i- + ...k + @ fepn.
. 1.2 03 1.2. 3 X

Nun ift guforderft gemiﬁ, baf diefe Reibe witflich eine
reelle endliche Orofe auddritdt, indem ihr Werth
nicht nur ftetd endlich bleibt, fondern fih. audy fo febr,
al$ man mug, will, ciner gewiffen beftdndigen Grofie nd-
Hert, wenn man fie nur weit genug fottfeet. Dad Grftm ers
Hellet leidht daraus, weil

1+1'h'-—"+-—-—+0"+
S 2 123 1.2.3..T

<1414 1 =3verbleibt. Um audy bas Leptere eingue

\'d)en, fege man den Wertl, den diefe E)tetl)e Bat, wenn fie

nur bi3 su einem beftimmten ®liede fortgefegt
1.2 3 oF

‘ worben ift, = R: fo !ﬁ R < 3; und wenn die Reibe
jegt nodh mitzr, und fo weity ald mon aur immer willy

offenbar immer

“
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fortgefest mx:b. fo 1f£ der Buwady3, den fie exfibrt

1
= +
1.2._,..4r(r+1) <3230 r(X 4 1)(r #2)
‘ . 1
1.2.9.0(r+ 1) (X +5) -

’o-‘

‘unIaugbar Pleiner a[é ber Werth der geo metrtfd)e ]

SRed)e .
I » 1

Foe ¥ ._.__.__..____.
1.23 r(r+1) 1.2.50..0(r + 1) e X(r41)8,
meld)e aus jener entftedt indem mcm ﬁatt ber Factoren

(x+2) (x+3).. o (v+s) in den Stennern iiberall nue -
den Fleinern (r+1) fest. Der Werth ‘Diefer Tegtern . Reibe

ift abm fo weit fie aud) fortgefegt werde, ftetd .
1 =, eine @roﬁe,
1.2:3.. r(r+1) — ! 1.2.3¢, .I.F
r+1

die burcb Bermehrung von r Fleiner al3 jede gegebcne
D werden Fann; um fo gemﬂ'er alfo Fann man die Rei [)e

: 1
__..+ Foed. o weit fort
141 + = 123 123 f it fortfegen,

dafi der Buwadbs, weldpen fie durdy yebc fernere Fortfes
guig annehmen Fann, Bleiner al3 jede gegebene @roﬁe D
verbleibt.. Hieraud folgt aber, ‘3 mirffe eine gowiffe Des
ﬂdubige ®rdfe vorhanden fepn, der diefe Reibe fidy ftet3
tt, und der fie fo. nabe treten Fann, daf der llnterfd)u:b
‘s;zt al3 jede gegebene Grdfe ift; und cben au3 dem’
jededmabligen Werthe der Reihe = R erfdbet man aud,
gwar nicht genaw, dody bepldufig, wad diefe Grofe fen,

.indem fie von R nur um etwas, dad << D iff, unterfihies

den feyn Pann. Bir wollen den Werth diefer Dbeftdandi:
gen @rdfie ¢inmal far allemal 'durd) e begeichnen, daf
alfo die Gleichung

)
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e=1+ 1+-——+-———~+...+‘

.2 +1.2.3 1.2. 3 X
Da mun fir jede reeUe @roﬁe die @Ield)ung

+ 0 gx(t

r r
" 1
U3 x2 +9I3x!+._‘+ A x ¥ 0
-1ve 128 0 - L2.3eT
beﬁe!)et (5. 64)5 fo gilt diefelbe aud fir e, und [
‘ muﬁ alfo, wenn wir bad, wovein fich A vetmanbelt, wenn a

ine ubergei)t, durdy € Begetd)mn, e =1+ @x-lg——-

""a-"l o+ Ax .

1.2
R v r r .
-)-g.’.i‘.f-!- ...+ G x + n feon; mithin aud), wenn
22,3 % 123wk , _ ‘
w L M : 2 3 .
'.manx=1fegt:e=x-+(§+§—_+ ¢ R
N - , . 1.2 1.2.3
r
-l--—-g-— + n. %Berg[euf)en wir nun mit diefemn Yuss
". .1 243
Druce den obén angeuommenen R
e_1+x+—-—-+——-— R +nfoe:-

12.3 7 12, 3
Dellet deutlid), baﬁ die beftdndige Orofie € bet Ginbeit
" gleich fepn’ miiffe.  Denn wdre fie > 1, fo muﬁte audy

l'A
:+(€+_(§...+ G S +nnot[)=
1.2 1.2.3 1230 0y
menbtg >1 +r+ly oo A s
1.2 1. 23 1.2.5 .1 { ]

und im entgegengefesten Falle jenes nothwendig Flefu.. |
ol Diefesd be,funb‘en werden. Ulfo ift nun erwiefen, daf
in der That eine Grdfe, und gwar die

°=1+1 +——+-—---+...+
1.2 12.3 1

! 4+ a vorban:
oro

3 el ()
’ ben fev, bey welcher die Function € 7l —G 4 o dem

o )
erthe 1 fo nabe Pommt, ald man nur immer will, wenn

- man o o flein nimmt al3 man;wil.
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- .~§".,7l.. . - . - a‘- . ,‘

Erfldrung. Gin Iogarit[)mird')eé Gyftem, bey
welgbem die Ordfie e des §. 70 gur Brundzaht angenoms-
‘men iff, wird ein natiirlidye$ genaitnt; die Bogarithe
-men felbft Deifien natirlid)eLogarithmen; fonft nantite
:m)m fie audy hoperbolifde. Wir werden fe bur(b
1 besnd)nen. . _ o

-~

§ 720
3ufa9 Alfo - ift in %eatebung auf natut[x cbc_
Logarithmen, wenn- man in der ‘,Sormel des §. 64 A=e

annimmt ;

e =14 x -l---.'_+ ++ x s n
1e2, L2.§ 0 ¢ 125wl "
tine Formel, vermittelft welder man aus einem jeden ge=
gebenen natiirlichen Logantbmué = x die ilm
entfprecdyende Bafhl = bequem genug Deredhiien Fann.

Denn bat man den Werth der Reihe nur bid gu dem
T
Oliede

Bered)net (wo nun r eine be[nmmte

1.2.9 Goe ,
Bahl bedeutet) ; fo ift der Buma&)?», me(tben fie durdh Jebe
weitere Fortfesung erfahren Pann,

r+ I r+2
=X * .
1;3.:(1‘-1-1) 12,50 r(r+1)(r+2)
r.]-s ) t
1.2.30x(r 4+ 1) (x+s) T T : $
x* LTx _ X x )
1.2.30.0(r + 1) - —_1 ’ 1,230 | T )
' r+1 .
( .
3t alfo r fo grof, daf X, 0. b, der QWerth
. 102.3.-0[ X
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_bed ®licded, bey bem man die Rehnung abbricht, mule
ttp[mtet nodh durch = < D audfdllt: fo weif man aud,

baﬁ ber aus -diefem Gtude der Neibe berechnete Werth
pon a gon Ddeffen wahrem Werthe nur um etroas, das
<D ift, abweichen Fann. Da nun die Glieder der E)tetbe
won_dort.an, wo r > x. geworben ift, ftetd abnehmen,
und da der Brudy, durd) deffen Multiplication jeded fols
genbde aus dem vorDergelenden entftelt, Deftdndig Fleiner
wird: (o witd man, weni x nod) fo. grof feyn follte, doch

r
—_< D
12,38 T

gelangen, — Soll aber umgePebrt aud der gegebenen 3ahl .
= y bder ilr entfprechende naticliche Logarithmud = x
(Bered)net wetden fo liefert uns der §. 66, wenn wir das
felbft A =1 fegen, die %ormeln i

immer Dald gu einem Werthe von

(o) . )
ly = (y—1) --—(y—-'x)""+-—(y——1)’ — s
. j_-_; y——1) + @, wenn y < - 2, und

© '

y 2 .y 3y
1 (y-—l)
N
gwey Formeln find in verfd)xebenen %qﬂen — '(jene fo
oft y febr Blein ober febr nabe an + 2, diefe fo oft y
febr grofi oder febr nalbe an +é)-—' febr unbequem gum

+ n wenn y > +_. ift. Diefe

Ocbraudye, “indem die ®lieder derfelben dann nur fehr
Langfam abnehmen, Dief madt denn folgende Aufgabe
wothig. '
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§ 73 s

Aufgabe. Bequeme Formeln angugeben, vermits
telft deven die natirlichen Logarithmen jeder gangen, gee
brod)emn'o'bet audy irrationalen 3abl, die nur nidt nes
gativ ift, -Derechnet werden Ponnten.

Auflofung, 1. G ift blof ndthig, einige Fors.
meln gu finden, die gur Weredynung der natirlichen Los
garithmen fdmmtlider ‘vltiinaql)len bequem ge-
Braudht werben Founten. Denn Hat man bdiefe einmal
beredynet, fo laffen fich die Logarithmen aller iibrigen
@rbﬁen, die nur nidht negatio find, mit leidhter Mube
aud ibnen Derleifen.

a) Die Logarithmen der ganjen Bar)[e n, die
nicht ‘vnmgablem fondern ‘probucte aus folchen finb, wet:
den durch eine einfache QIbbuton der "ogatstf)men tf)ret
Factoren gefunbden. :

b) Gebrodyene @rbﬁem die jebodh rational
find, laffen fidh auf die %’otm — bringen, worin :m, 'n

5mep gange BaI)Ien bedeuten s baber fmbet fich ibe Eoga-’
rithmud aus a) durdh eine einfache Gubtraction des Lo
garithmus der n von jenem der 3abhl ‘m. !

c) Die Logarithmen itta/tiona[er' @)tbﬁe&.

P Y
die von der Form (;}"—'-) find, wo m, n gange Bahlen

. bedeuten, und p was immer firr eine reelle Grdfe ift,
gibt cine einfache imu[tiplication des nad) b) gefundenen
‘Sogarithmus von 2 burd) Pe.

d) @nbhd) feo die S;tattonalgroﬁe = i von weL
_ d)er B.(haffenheit f fie mofle, fo gibt e3 bod), wetn fie
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nur pofitiv ift, immet gwep- pofitive Sablen m, n von der
Uzty Daf der Brudy = ber'i fo nabe Fommt, al$ man

nur immer will 5 dann alfo Fommt audy bcg ﬁad; b) su
‘beftimmenbe Sogarithmu3 von ;l:.«bem' Logarithmus von

i fo nabe, al3 man will,
- 2. Da der EogatitbmuG von 1 = O ti't. \'o ift die
fleinfte Primgaly deren Logarithmus gu fudhen ift, = 2.
btefet fonnte nocb allenfaué bequzm genug aué Der Formel
(1) [Cam)) - x(y-l)’ Ay,
y 2 MAT 3 Y Ty

:(y;"t) + 0o Bzred)net wetben wn@em fih

btefe!be fiir diefen Fall in fo[genbe oermanbe[t ¢
Berei() 20+ 20+ -
..(_) + Q. ’

Da man bier eine Stnf)e bat, die fhneller abnimmt,
al3 eine geometrifhe, deren prvnem;-, fo ann man

v &

:auf eben die Urt wie §, 72 Beurtheilen, wie grof derlns

ter(thied groifchen dem wabren Werthe des pu findenden

. Rogarithmus, und dem Werthe, welchen man exhdlt, wenn
 man die Reie bet)‘i[)cem_rt:‘n Gliede abbridyt, Hrdytens

feyn Eonnes — Jur Berechnung ded-natiielichen Bogariths
m & oont 3 wiirbe die Formel folgende Reibe geben :

'\(iig ._.—-+_ --) + (.—) + —-( ) .

_.(_) + @, welde nod) iang(amer abnimmt.
u. {o w. ’ )

-
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5 Sagegen findet fid) aud bet %ormet

y"(y-—l) (y c1)ea (y—-—x)’—- +.r..(y-—1) 9

3
meld;e fur )ebeé T< k2 gtlt, wenn man y =1 4z

annimmt, folgende: . e ; L

(e) '

. 1(1+z)._.z—- z°+..z’———-z‘+ .o +__7,r+ Q,
2 3 4

und dlefe muf fir jedes z << + 3 gelten. SDaf)er ift auch

‘bey eben bemfelbm Werthe von z ﬁo[gmbe Formel giltig :
(e) S el ' [ g Atess 1

1 (I—-z)——-z-—-i zz—- k! zﬂ—.l_ Z6—, o -r-l-z" + a.
2 3 4 . v,
Alfo durd) Ubjug aud nadpftet)znbe —14 :
(e ) 4 2nd1 2y

)_2(z+....z-" +-—z' Fon -t- z +0)'
1—Zz 5 en+1’

lwp 2n+1 eine ungetabe Ball cn;ugt. tun mag u jede
gedentbare Grpfe, wenn fie nur pofitio: 1['t, bebeuten,
fo ift :_-t-_" allemal < + 1, Eann alfo in obiger Fore

mel an die Stelle der z gefest metben. Eubutd) wird
vabn 142 oy, und man crI)alt ‘

@ C(U—I)J, 1 (u——:) '(u:)’ ..
u+1 u+1 5\u+1 -
U—T 201
4 b () 4 n), eine” Formel, bdie
_ en:i1\u41i : -
fcbon merPlich fhneller, al8 Iie vorigen, abnimmt, wenn

_i vin Dinldglid) Pleiner Bruch iff. Sur SBe:ecbnuhg

ber: Logarithmen von 2 und 3 mag man fie wenigftens
bequem genug finden,  Denn fﬁr u=2 it ——=I;
b—1

itu=—19 — —=_: dort alfo mmmtbxeﬂ?tc thuels
furu» 3'u+2 u - f eid f}t ‘
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Ter aby al3 cine geometrifche mit demt Grponenten .é., Bier
als eine mit dem @gponen’ten 2‘.1_ %ﬁt grofiere Sablen

aber mtrb der mrud) — 5u ‘grofh. :

" 4 um tun auf eine ?orme[ #u Pommen, die aud fite
8 v b § e r e ablen, Primgahlen wenigftens, anwendbar wd-
re, bemerFe man, dafi fo oftueine'fprimgab(bebéutet, u—1
und u+1 gewiff Peine dergleidhen find. Denn ift u eine
- Primgalbl, die grofer ift aIé 25 fo ‘muf u ungerab feyn,
und demnad find u~—1, u+ 1 fidher gerad, alfo gum wee
nigften burd) die Zabl 2 t[)etlbat Gben fo em[eud)tenb v
ift e3, baf die Factoren, i in me[d)e die beyden S’al)len u—1,
‘ut1 gerlegbar find, << u feyn muﬂm.,‘ ®ebt man das
Ber in der Beredhnung - der Logarithmen der Primgablen
nach der naticlidhen Drdnung vor ; fo werben die Loga-
rithmen bder Factoren von u—1, u+ 1, berveitd berechnet
worben feyn, bevor nan gur VWerechnung ded Logariths

mu3 von u anlangt 9Jht[)m Fann man nadh) n°1, a) die
(e) (e)
ﬁpgatttbmen l(u--x), 1(u+1) bey ber ‘Berc&)nung von lu

(e)
fdhon al8 beFannt anfe[)en, alfo aud) I(u—-l) + lu+1)
{e)

= 1(uz—1). Stad) der Formel bed n.o3 Idgt fich aber der
gogarithmu3 ciner jeden ®rdfe, die nicht viel > 1, glems
lih bequem Devedynent. Gine dergleichen ii't 5 B

u

wenn anderd u dodh metfhd; > 1, und um fo mebr, je )

grofier u ift.: ‘lﬂfo ift aud) 1 ( ) aid cine rdfe

uz?—1

‘ (9
~gu betradifen, die- fich bctcrf)nenj,[dﬁt. Sﬁ aber I(u*—1)

s
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®, 4o . QR )
und 1 (Tl—:x) Befannt; fo ift e3 gudh L(us) unbd mits

I)in(le)u; benn '
(*i) w oy (9 (e) &) {e)

e )= 1(u?) — l(ut=—1) = 2 l u—1(u*~1)
117'—"'1:

()
Alfo lu::_ “ )( 1) + 1(u2—1)>
w—
in der Formel bed n.e3

©Gegen wir in der That

an die Stelle bded bortigen u, ober l_—-; fo ﬁnbct iy

3 und wiv etba(ten alfo bie Formel :

z ==

2u?—1

(e) - (e) (e)
lu= l(u—) -+ 1(U+1)

2 .
+( 1 )+-‘( 1 )a+3. ! )' P
2ut—1 3 \e2u?—1 5 \2u?—1
1 1 r .
+ + aq.
r \2u?—1 C ‘ too

Die Neibe nimmt offenbar um defto (hueller ab, je
grofier die Primgabl u, die man berechnen R, ift. Schon .
far uw=5 d..5. firr die nddfte ‘primsatﬂ, die man nady.
2 und 3 ju Berechnen Dat, ift = 5’5 5 und alfe

2u'-—1
mmmt bte Reibe ﬁarPer ab, al$ eine geometrifthe, deren

Grponent = (.__ = ift. ey grdficren Bal:
240
len ift die ©dneligheit der Ubnahme nody grofier.

§ 74,
Aufgabe. Wenn die natitrlidhen Logarithmen be=
veitd berechnet find; die Logarithmen jedes andern Sys

\
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 ftemed, dad eine pofitive ober abftracte Srundgalbl Hat,.
inglcid)én gu jedem gegebenen Logarithmus. die in diefem
Gpfteme ibm eniforechende Babl gu beredynen.

- Yuflbfung 1.°@3 (ep tie Srundyahl des Sys
flemes a, y irgend eine Babl, und x der ibe entfprechende
' Logarithmusd s alfoy = =a’. Béun nun die natirlichen
ogarithmen_ aller pofitiven oder abftracten Ordfen be-

(e) ()
Teits Bcted)net find; fo fennt man fowobl 1 a, al3 1 y.
{e) .

G3 feo bas Grffere la ==« fo ift a = e% und daler

y-.__a,,. = e"*; b. D «x ift der ‘natirliche Logariths
’ . (e f (e)
mud von y, wx = ly; mithin x = =Y = (13’ 5. b.
@ e
la

“man erhdlt die Logarithmen iebeéb anbern Syftemed aus
den natiirlidhen, indem man diefe nur ned durd ben
natitelichen Logarithmud der @runbgab( jenesd @oflcmeé
dividirt. )

. 2. Um aus dem gegebenten Logarithmu3 bie ihm ents
forechende Ordfe ju fmbm, etinnere man f % aus §.64
dafi gligemein

8 T
y=a =1+?Ix+ a4 x=+‘2(3x TR o % x
Tle2 1423 1.2.3..r

‘ S o e, @
fep s worin die Grdfie Y= =" + w entmber‘
»

+ o

=(a—1)—. (a-—-1)”+ (a—x)’—-...-l- (a 1) +nr

r- vber ( a—-1> a"’) g |
-—(_——) + o,
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je nad)bem a entweder < 4 2, ober > + l. ift. Diers

(e)
aué ergibt fidh burcb ‘Bergtnd)ung mit § 72 baﬁ %[_la.‘

feon miffe (5. 27). Sind aIfo die natirlichen ogaritls

()
men jeder nicht negativen Grdge befannt; (o ift aud) la
befannt; und mithin [dfit fid aud bem gegebenen x die
diefem Sogarithmus entfprechende Zahl y mistelft der Fora
mel bered)uen '

y:a =1 +(Ia)x+

©
(la) x3? +(1a)!x' (la) x¥
1.2 .12.3+ © 1.2.3uF

' (¢)
So grof audh x und la fen, fo nimmt bod) von dem -

Glicde any wo r > x(la) gcmorbm ift, diefe Reibe f}ata
Per ab, al% eine gcomemfc{)e, deren @xponent der ed)tc

x(la)

- Brudy 2322 wdre.  Und aué diefem Umﬁanbe 1afit fich

gang wie in §. 72 ermeﬂ'en, ie weit man fc[) Dem mab-
ren Smert()e von y’ genabert I)abe, wen. man ben SlBertB
der Reibe bid ju dem Olicde .g_"i‘l.l‘._ [)m fut y fg[bft

1.2 3-:.
annimmt, -

§. 75

- Sdlufanmerfung. lei‘d)thd) baben wir in
diefer gangen Abhandlung den Fall, wenn cine der Grds

fen, die in des Nechnung find, g B. dic Ordfe, welche
potengirt werden foll, oder bder Grponent bertclben. ima:
“gindr geworden find, mit Stillfdweigen dbergangen. Ghen
fo baben wiv audy §. 67 gar nicht den Fall berithrt, wenn

-
\

+a.
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cine negative Srife anf eirte Poleny mit irratios
nalem @yponzntm etboben werben follte, B m‘ (—2)v3
Diefed find nabmhd) @egenﬂanbs, worfiber wir unfer Uta
theil nicht eer mit Griindeis burchfibren Ponnen, afé bis
verfihiebenc %egrzfﬂ: erft genauter als bidher erPldret rors
ben find. . Man muf gufbrherfi fd}gu dent Vegriff im as
gindrer Uusdriide felbff, danu jemen ber Seras
tionalitdt eciner ®rdfie, ingleichen bert Ded mathes
matifden @egenlages, endlich auch den der P os
tengivung einer Ordfe deutlich entwidelt Haben, wenn
man Giber obige Fragen griindlidh entfcheiden will. Da
wit und nun bep gegenmirtiger AbJanbdlung worgenome
men Hatten, itberall nur von (Hon belannten und gerodfns,
!;‘d;e:i !B_cgriifen ausgugeben, 1nd jebe fhwierigere HNeuee
rung gu meiden ; fo Ponnten auth fene untttfuﬁ;ungtu 6{'::
Beinen Plag greifen. Wi bebalten 3~ uns aber fir eine,
fpdtere Beit vor, wenn dicfes gegsumarhge ﬁierfucb begfdltig
sufgenommen with, audy ubetj bie eben ermdfnten See
genﬁdhbe unfere Preiuung g erdffnen,
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