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§‘ I.

Witteirtider Sat. Wenn ey elner Reihe
von Grifien niht etwa der befondere Nall ob:
voaitet, daf angufangen Yon einery gewijfen Gliecde
die folgenben alle, jeded filr {ih, Mull {ind, wie
biefed Pegtere 3. B. bey der Binomialreibhe fiie
jeden pofitiven und gang 3Abligen Crponenten n, nadh
bem (n+ vten) Gliede gefbicht: fo it ¢4 offentar,
oaf ber Mevth biefer Meithe, 0. b, bie Brife,
tie buvd Summirung ibrer Glicder entfielst, nidht
fmmer einerlep verbleiben Einne, wenn man die Mens
ge ber Wlieder nach Belicken vermebret.  Infonders
heit muf {ich biefer Werth gervi jedeSmabl andery,
wenn man e Unyabl der Slicder nur wm ¢in eine
setned, weldes nidht Mull ift, vermebret.  Der
Werth einer Reibe ift daber nebft dem Gefege,
yoeldhed die Bildung ihrer eingeinen Glicver brftimmt,
aud) nody von fhrer Anzabl abhingig; fo dbaf dese
felbe audy bey unverdnbecter @eftait und @rofe
ber. cingelnen Glicder eine verdanderlide Grofe
vorftelit.  In diefer Hudfidht beseidhnen wir eine
Function von x, welde aut einer beliehig su
vermebvenben. Reibe von Gliedern beftehet, tnd

bes .
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deren Werth fonady nebft x audh noch von ihrer
(r)

Glievevzabl r abhdingig ift, dwrd) T(x), ober

Y 2 } 4 T
Fx, €oift 38, A+Bx+Cx +.. . +Rx =Fx;
bagegen

48 (14-5)
A+ Bx + Cx-s eovt Bx 4., 4+ Sx = Fx,

§ 2.

1. Bufag., Die Werthverdnderung,
0. . bie Bu- oder Ubnabhme dDes Werthes, die
eine Reihe durd) die Wermebhrung ihver Slieberzahl
um eine beftimmte Menge, 3. B, um eines,
eefabet, fann nad) Befdhaffenheit der Umfldnde bald
eine beftandige Grofe (wenn ndhmlid) die Glier
ber ber Reibe einander alle gleidy find), bald aber
audy eine vevanberlidhe feyn; und in Diefemn
Balle bald eine Grofe, bdie juweifen wachft uweis
len abnimmt, bald eine, die beffindig roddyft, bald
eine ; Die beftindig abnimmt. So it die Uenbdevung,
voelhe die Reibe
L4+ ¥+iat.,.
eefahrt, wenn fie um ein Glied vermehret with,
eine beftandige Grofe; bdie WUenderung, welde
die Reibe
2 4- ae -} ae* + ged <+
butdy vie Bermehrung um ein Glicd erfdhet, eine
Veve
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veranberlicdhe Grofe, mwenn anderd nidt etwa
e = ¢ iff, wub immer gvofer, wenn e > i 1,
und immey Fleiner, wenn e < 1 1,

& 3.

2. 3ufag Wenn die Werthinberung
(Bu- oder Lbnabhme), die eine Reihe durd) Wer-
mebhrung ibrer Gliedermenge um cine beflimmte
Unzabhl (5. B. um cineg) erleidet, immer gleid
grof verbleibt, ober gar immer gro fer wirtd; in
beyven Fallen aud) nod) cineriey Vorzeidien
bepalt: fo ift 6 einleuchtend , bap dev Werth dies
fer Reihe grofer alé jede gegebene Grife
ju merden permag, ‘eenn man Diefelbe tweit genng
fottfesen darf. Denn gefehst der Juwadhs, ben bdie
Reihe durd) eine Vermehrumg von je n Gliedern ere
fabrt, fen = ober > d, und man begehre die Reibe
fo grof su madyen, baf [ie bie gegebene Grofe D
ubecfdhreitet: fo nebme man nur eine gange 3apl 1,

bie = ober > %, unb verlingeve bie Reihe um r.n

Glicer; {o Dat diefelbe hievurdy einen Juwad)s ere
balten, ber

=oder> (v, d == ober > -I-;- d = D) it
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§ 4

3. 3ufab. Dagegen gicht 8 audy Reiben,
Oeren Werth, fo weit man fie fortfeyen mag, eine
gewiffe Sroge nie iiberfdreitet. PLon dies
fevr Art ifl gleidy bie Reife:

a-—a-+a—a-+ ...,
Deven DLderth, fo weit man fie fortfeen mag, immer
entoeder o oder a ift, alfo die Grofe a wie iber-

fihreitet,

- § 5

4. 3ufaph. Unier diefen ift befonbers merf:
wiirtdig die Glaffe derjenigen Reiben, weldhe bie Cis
genfdbnft Yefigen, baf die Verdnderung (Su-
ober Abnobhme), velde ih Werth durd eine aud
nod) fo weit getrviebene Fortfegung ihrer
_Glicves erleidet, immer Eleiner wverbleibt, als eine
gewifie ®rifie, die wieder {elbft fo Efein, als
mait nuv immer wifl, angenommen roerden,
taan, wenn man bdie Reifje fhon vorher weit genug
fortgefet hat. Daf e8 bergleichen Reihen gebe,
beweifet un3 nidt nur dag Veyfpiel aller derjentigen,
derenn Glieder, binter einem gewiffen, alle der Rutl
gleidy find, bie alfo eigentlih i ber bief Blied hins
au$ gav feiner Fortfebung, nody Werthveranderung
mehr fibig find, wie die Binomialveihe bes
§. I fonbdern von dicfer Art find audh alle Reiben,

D¢s
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deren Glieder entroeder ¢ben fo, ober nodh ftarfer ab-
nehmen, alé die einer geometrifden Progref.
fion, Deven Grponeni ein edter Brud) ift. Denn
ber Werth ber geometrifhen Reibe

2 T
a+ae'§'83+...'+ae
f+l
ift befanntlih = a L ° . Sirb aberdiefe Reife
I — e

nod) um s Glieder verlangert, fo ift der 3uwads

]

Tt T2 T4 s rdr [ — e
a¢ +ae 4+ 3ae + ... 328 =& 0———,
I — ¢

Wenn nun e < t 15 fo verbleibt Ddiefer Juwads,
wenn man erft r binldnglich) grog genommen hat, Fleis
ner alg jede gegebene Grofe, wie grof aud) 5 hinter:

ber anwadien mag., Denn weil ¢ immer < 11

.. Hr oy e
verbleibt , fo it ae, ——— offenbar immer £l ei:
4 — €

u g .
ner als ae, — . Qefstere Grofe aber fann
I —— e
burd) Wermehrung wvon r Fleiner al8 jebe gegebene
yoerben; inbem Derjenige Zerth, ben fie fir ein nadit
groferes r annimmt, aud bem na&dft vorhergehenden
durd) bie Muliiplication mit e, einem edten und
unverdndetlihen Brudpe entfieher. (S, ben bino-
mifden ehefat § o2.) € laft fid alfo jebe
geometrifdhe Progieffion, bderen Erponent cin edyter
¢ _ Brud)
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Brudy ift, ecft fo roeit fortjegen , dap der Sumadys,
ber ibr hicvauf durd) jede nody fernere Fortfebung zu
Abeil werben Fann, fleiner als irgend eine gegebene
Grofe verbleiben muf. Um bdefte mebr muf diefes
von einer SReihe gelten, bderew Glieder nod) ftarfer
abnehmen , ald bie ciner fallenden geometrifchen Pro-
greffion.

§. 6.

5. B3ufag. Lenn man den Werth , welden
bie Summe der exflen n, n+1, n+e, ..., n+r
liever einer wie §. 5 befdaffenen Reihe hat, dex

n 4 oagz netr
DOrdnung nady durdy Fx, Fx, Fx, ..., Fx be:

seichnet (§. 1)z fo flellen die Grofen

Tx Fx, Fx,.. l*s\,... ‘[t(,‘..
nun eine neue Meihe vor (die fummatorifdye
ber vorigen genannt).  Diefe hat der gemadhten
Worausfepung nady bie defondre Eigen[dyaft, daj der

a
Unterfchied, der swifchen ihrem nten @Gliede Fx, und
Nejer
jevem fpateren Fx, e8 fep aud) nody fo weit von je.

bem nten entfernt, Eleiner alg jebe gegebene Grife
bleibt, wenn man erft n gvof genug angenommen
hat.  Diefer Untecfdhied ift nabhmlich ver Suwadys,
ben die nrfpriinglihe Reibe burch eine Fortfe-
bung iibec it ntes Glied bhinaud erfahrt; und diefer
3“;
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Buwadd foll ber Vorausfegung nad) fo Elein verbleis
ben Eonnen, als man nur immer will, wenn man
ecft n grof genug angenommen hat,

§ 7

Lehrfag. Wenn eine RNelpe von Grifen
1 2 n D41
Fx, Fx, Fx, ..., Fx, ..., Fx,

von der Befdaffenbeit ift, daf ber Unter{dyied jwis

n n+-r
fden ihrem nten Gliede Fx unb jebem {pdteren Fx,

fen biefes von jenem audy nody fo reit entfernt, Fleis
ner als jebe gegebene Grofe verbleibt, wenn man
n grop genug angenommen hat: {o gibt e jedesmahl
cine gewiffe beftandige Grofe, und ywar nur
eine, der fid) die Gliever diefer Rethe immer mehr
ndhern, und der fie o nabhe Pommen fonnen, alg
man nut will, wenn man bdie Reihe weit genug

fortfelt.

Beweis. Dap eine folde Reihe, wie fie der
Lebifab befdhreibt, moglich fey, erbellet aug §. 6.
Die Annahme aber vaB die Grife X vorhanden,
fey, der fidh bie GBliever diefer Reihe bey immer weis
terev [Fortfebung fo febr, al8 man nur immer wIll,
nabesn, enthilt audy gewif nidyts Unmoglidhes, yoenn
man nody nidht vorausfest, baf diefe Grife nur eine
eingige und unverdnveriidhe foy. Denn

G2 wenn
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wenn es eine Grife, welde fidy anbern darf, feyn
foll; fo wird man fie freplih jeberseit fo annehmen

fonnen, dap fie dem Glieve Fx, weldies man eben
jest mit ihr vergleidgt , recht nabe Fommt, ja it
ihm villig einerley ift. Daf aber bie BVorausfepung
aud) einer unvevdnderliden Grofe, bdie diefe
Gigenfthaft der Anndbhetung an die Gflieder unjres
Reihe hat, Feine UnmoglichEeit enthalte; folgt dav:
aud , voeil €8 bep diefer Borausfebung miglich wird,
diefe Qrofe fo genau, al6 man nur immer will, u
beftimmen, Denn gefet, man wollte X fo genau
bejtimmen, bap der Unterfdhied jwifhen bem anges
nommenen und dem wahren Werthe von X eine aud)
nod) fo Eleine gegebene @rofie d nidt diberfdyreitet:
{o fudye man nur in dev gegebenen Reibe ¢in Glied

n n+r
Fx von der Befdhaffenbeit aus, daf jedes folgende Fx

von ihbm um weniger ald + d verfhicden fey.  Ein
foldes Fx muf e nacd) bder Borausfehung geben,

"
. b fage nun, der Werth von Fx fen von dem voahs
ren Werthe der Grofe X Hochftind um * d ver|dyie.
den.  Denn wenn man bep einetley n, r nadh
Belieben vergrofert, fo muf ver Untefdhied

\‘+[
X —Fx =1 fo flein werden fonnen, ald man
nr

nur immer will.  Der Unterfhied Fx — Fx bleibt.
aber
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aber jeberzeit, fo grof man aud) r nehme, < *d.
Alfo muf audy der Unterfehicd

n n-r n ndr
X—=Fx= (X~ E‘L) — (Fx — Fx)
feberjeit < ¥ (d + w) verbleiben. Da aber derfelbe
bep einerley n eine beftandige Grope ift, w dages
gen dburdy tie Bergrdferung von r o Elein gemadht
werden fann, alé man nur immer will: fo muf

n
X —~Fx =ober < +d feyn.  Denn waire 8
grofer und 3 B. =t (d+¢); {o Fonnte un-
miglidy bas Berhaltnif d+e < d+w, dhe<o
beftehen, wenn man w immer wmehr verHeinert,
Der wabhre Bevth von X it affo von dem MWertbe,

n
den bas Glied Fx bat, bodfiend um d verfdyieden ;
und [aft {idy daber, ba man d nad) Belieben Flein
annehmen fann, fo gemau, alé man nur immer
wifl , beftimmen. €8 gibt aifo eine reelle Gro-
Be, Ober fidy die Gliever der von uné befprodyenen
Reifje fo fehr, ald man nur immer will, nabern,
wenn man fie weit genug fortfepf.  Wber nur eing
eingige bergleichen Groge gibt ¢5. Denn ndhmen
wir an, dap & nebft X nach eine andre beffan:
bige Grofe Y gabe, der fid) die Glicder Der Reife
fo fehe, al8 man nur immet will, nabern, venn
man fie weit genug fortfests fo milften dieVnterfchiede

nr n-r 1
X —Fx=¢, und Y — Fx = u fo fein wevden

Bonnen, alé man nur immer will, wenn man r grof
ges
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genug evden liefe.  Daffelbe miifte alfo aud) von

ihrem eigenen Untecfdyicde, b, h von X —Y=p— @
gelten; weldyes wenn X und Y beftandige ®ro-
fen feyn follen, unmioglid) ift, fals man niht X =Y
porausient, ‘

§ 8.

UnmerBung, Wenn man den Werth dex
Grioge X auf die Avt, roie 6 im vorigen §. gefdhe-
hen, nabhmlid) durd) ivgend eined der Glieder folbft,
aus welden die gegebene Reibe ufammengefesnt ift,
su beftimmen fudht: fo witd man, wenn anbers die
Glieder diefer Reibe nidhyt, anjufangen von einem ges
wiffen, einander alle gleid) find, X niemabls gany
genau beflimmen. Manbhiithe {idy aber, hievausd ju
{dhlieflen, baf die Grofe X allemabl irration al
feyn miiffe.  Denn wenn ung 3. B. die Rebe

oil; 0,113 O, 1I15 O, 1IIY) 4+ 4
(elde die fummatorijhe dev geometrijchen

1 r T o

70’ 100’ 1000’ 10000’
ift) vorgelegt oare: fo ware die Grofie, ber fidh ihre
Blieder fo febr, ald8 man nur immer will, ndbere,

Teinesroegd trrational, fonvern ber Vrud I. Dat
9
aug napmlid), bap eme Grofe fih auf einem

gewiffen Wege nidht genau beftimmen 1aft, fol:
aet
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get nodh nidt, daf fie auf feinem andern villig
beftimmbar, und alfo irvational fey.

§. 9

Bufas. DWenn alfo irgend eine gegebene Reibe
von der Vefdaffenbeit ift, daf jeded eingelne ihrer
®lieder endlidy, bie Werdnderung aber, Ddie fie
burd) eine audy nody fo weit getriebene Foutfepung
erfahee, fleiner alé jede gegebene Grofe ausdfallt,
fobald man nur die AUnzabl ihrer bisherigen Glieder
grof geaug genommen hat: fo gibt es jederjeit eine,
aber audy nur eine beftandige Grofe, welder
bev Bevth bdiefer Reihe {0 nabe tritt, alé man nur
immer will, menn man fie weit genug f{ortjeht,
Denn eine foldhe Reibe ift von der Atk ber §. 5 be-
fdciebenten, und folglidy bilden die Werthe, wele
de die Summe ihtec n, n+1, ... Glieder crfteigt,
eine Reihe, wie die der §§. 6 und 7; wmithin fommt
ihnen audy die §. 7 erwiefene Eigenfhaft zu.

§. 0.

Anmerfung. Man glaube jo nidt, baf in

Yem obigen Sape §. g die Yedingung, ,bap die

pBerinderung (Bu- ober Abnahme), welde

soie Reihe duvrd jeve Forifepung er-

Jfabet, Tleiner ald jebe gegebene Brofe
mii =
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ymit{fe bleiben fdnnen, menn man fievors
Jhin fdonweit genug fovtgefept hat,’” —
iiberfliiffig fey 3 und daf der Sap vielleidyt mit einer gro-
feren Allgemeinbeit audy fo aubgedriickt werden Eonn:
te: ,MBenn bie Glieder ciner Reibhe dburd
mbre Fortfetbung fletd Eleiner und fo
Llein 3u wexrden vermogen, ald man nur
gimmer will; fo gibt es jedbedmalhl aud
seine beftdndige Grofe, der fid Dder
pBetth dber Reibe beypibrerFortfehung
ofe febhr, alé man nuy immer will, nds
phert  Diefe Bebauptung wiirde gleidy folgendes
Bepfpiel widerlegen.  Die Glieder ver Reie
TR T E A F A ..

fonnen fo Blein werden, al3 man nur immer will
und body ift ¢4 eine aus den Eigenfdhaften der gleidys
feitigen Hypevbel befannte (aber aud) aus rein
avithmetifden Betradytungen berleitbare) Wahrheit,
bag biefer Reihe Werth groger, alé jede gegebene
Grope ju roerden vermag, twean man fie weit genug

fortfet.

§ 1.

Porverinnerung. In Unterfudjungen der
angeroandten Mathematif eveignet {idy ofterd ver Fall,
baf man von ciner verdnderlidyen rofe x
efahet, 3 fomme allen ihren Werthen , bdie Elei:

fiet
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nev alg ein gewiffer u find, eine beftimmte Gigen-
fthaft M gu; obne ju gleicher Jeit ju etfabren, baf
diefe Cigenfhaft Werthen, die grofer find alg u,
nidt mehr jutomme. JIn folden Fallen fann o8

3

vieleidyt nod) mandye u, vad > u ift, geben, won
dem e6 gleicher Weife wie vor w gilt, daf alle unter
ipm ftehende BWerthe von x bie Eigenfdyaft M befisen,
ja bdicfe @igenjdaft fann vieleidt aifen x ohne
Yusnahme zufommen. MWenn man dagegen nur
nod) dief Cine erfabrt, baf Mnidt allen x
iberhaupt eigen fen: fo with wan aug der
Vereinigung von diefen bepden Angaben nun fdyon
berechtiget feyn gu fdyliefen, €3 gebe eine g e
Wiffe Grofie U, mweldye die griofite bevje-
nigen ift, von denen ¢8 wabht feyn fann,
daf alle Eleineren x die Gigenfdhaft M
befigen Dicfes beweifet der folgenve Rehrfag.

§ ¢

gehrfab,  Wenn cine Cigenfhaft M nidht
allen Werthen einet verdnderliden Grofe x, ol
abet affen , die Eleiner find, alé ¢in gemiffer u,
sufomme: fo gibt o5 allemabl cine Grofe U, reldhe
bie grofte berjenigen ift, von benen behauptet wer:
ben tann, bdap alle fleineven x Ddie Gigenfdyaft M bes
figen,

Be-
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Beweis. 1. Weil die Cigenfdaft M von al-
Ten x, Die Eleiner find ald u, und gleichroobl nidye-
von aflen itberhaupt gilt; fo gibt e6 fidher ir:
gend eine Grife V = u+D (wobey D etwed pofi.
 tives vorftellt) von der f{idy bebaupten lagt, bvag M
nidt allen x, die << V =u+D find, zufomme.
Wenn idy daber die Frage aufrerfe, o6 M wobl

alfen x, bie <u+.l_); find, jutomme?
2

und den Crponentet m bder DOrdnung nady, erft o,
bann 1, dann 2, dann 3, u. f. w. bebeuten laffe:
fo bin id) gewifi, baf man die erite meiner Fragen
mic witd verneinen miiffen. Denn  bie Fra-

ge, ob M wohl allen x, die < u -+ _22 find, gu-

fomme, ift cinerley mit der, ob M allen x, bie
< u+D find, jufonvme; weldhes nad) dber Bovaus-
fesung au overneinen it. €8 ESmmi nur darauf an,
ob man mir audy alle folgenbden Fragen, welde
entfteben, indem i) m nadh und nady immer grofer
anfege, verneinen wird,  Sollte diefes der Fall feyn 5
fo ift cinleudytend, daf u felbft ber grofte der Wer.
the ift, von welden die Behauptung gilt, daf alle
x, bie Fleiner alg er {ind, bdie Gigenfdhaft M. befi-
pen. Denn gabe e8 nody einen gropeven 3. B. u-+d 3
. §. gilte bie Behauptung, daf aud) nody alle x,
die < u+d find, die Cigenfhajt M haben: fo ift
bodh offenbar. daf wenn idh m grof genug annehme,
u -+



43

u+ b einmtabl == ober < u+d witby und folglich
2!1‘1

miifte , wenn M allen x, bie < u+d find, pu

fommt, baffelbe aud) allen, dbie < u-t-;-D; find, au.

fommen; alfo hatte mic diefe Frage nidyt verneint,
fondern bejabet werden miiffen. €6 ijt daber erwies
fen, daf ¢8 in dicfem Fale (wo man miv alle obi=
gen Fragen verneint) eine gewiffe Grofe U (nahmlidy
u felbft) gebe, weldye dbie grofte devjenigen iff, von
denen die Behauptung gilt, daB alle unter ihr ftes
hende x die Cigenfchaft M befizen,

2, BWitd mir dagegen die obige Frage einmahi
bejabet, und it m der beflimmte Rerth des Gu-
ponenten, bey bem man fie wir juerfi bejahet (m
Fann aud) 1 bedeuten; aber, wie wir gefehen, nidyr
0) : fo vrif id) nun, baf die Cigenfhaft M aflen x,

N ) .
die < u +-—l;‘.-n finb, aber [hon nidht mehr alen, die

D .
<< u+ __—_ find, zufomme. Der Unterfdyied

2me~ 14
dwifdhen u + *P;. und u +P~ ift aber = .Q.
gm-t 2m 2w

e ich baber mit diefem wieder, wie vorhin mit
bem Unterfhiebe D verfabre; b, h. wenn id) vie
Brage aufrerfe, ob M wobl aflen x, bdie

<lu+
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<u+ 2 -+ _?w find, bufcmme, und bier ben
2m 2m--n

Grponenten n erft o; dann 2, denn 2z, u. { w, be:
deuten faffe: fo bin i) abermabl gewif, baf man
mir wenigftens die ev fte diefer Fragen wird verneinen
miiffen,  Denn fragm, ob M allen x, die

< u+ ;Il + fmb, gufomme, Delfit cben
m 21‘“
fo wiel, al8 fragen, ob M allen x, bie << u+ —E.
gm-1

finb, eigen fey; wad man fdon vorhin verncinet
hette. @ollte man aber audy alle meine folgenbden
Jragen verneinen, fo grof id) aud) n nady und nady
made: fo wiiche, wie vorbin, erhellen, u +_].)..

2m
fen jener grifte Weeth, ober daé U, von weldjem
die Behauptung gilt, daf afle unter ihm fehenbe x
bie Gigenjhaft M befipen,

3. Wird mic bagegen eine bdicfer Fragen bejaq
Det, und gefdyieht bief juerit bep dem beftimmien
Werthe n: o weib id) nun, baf M allen x, Ddie

D

<u+ - + .-E.‘ {ind, jufomme, aber fhon.
m zm 1]

nict me!)r allen, die < u+ = T —
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find, Der Unter{dhicd 3wifden diefen beyden Brifen
ift = - D+ 5 und id) verfahre mit ihm wicher,, wie

2!\1 111

vorhin mit D . i w
2m

4 BWenn idy auf diefe YArt fo lange fortfahre,
al8 man nur immer will; fo fieht man, baf bag Re-
fultat, dag idy zulent erbalte, eined von Bepbem feyn
muf.

a. Cntweder id) finde einen Werth von ber

D
%ormu-&-_q e D .
om gmtn em$n..4-r

ber fih miv al8 ber grifte darplellt, von weldem bie
Bebauptung gilt, daf alle unter ibm fehende x bie
Gigenfhaft M befipen.  Dieg gefdyieht in dem Falle,
wenn miv die Fragen, cb M allen x, die

D D D
v+ S+ om b Y oErE
find, aufomme, flr jeden Terth vor s verneinet.
werden.

b. Ober id finde wenigftens, bdap M jwar

D D D '
. u + —_— N + e "," D .
allen x, bie < o Py amng- . . Fr

find, sufomme, aber fdon nidht mehr allen, die

<n
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+. .+
gm gn—4n amtn4 .. dor—1
fiud,  Diebey fteht 6 mir frep, die Anzabl der Glies
ber in diefen beyden Grofen durd) neue Fragen ims
mer nod) grofer su machen, :

5. Jft nun ber erfle Fall vorhanden, fo ift
die Wahrheit bes Lebhrijafies beveite ermiefen. J[m
ywenten Falle laffet und bemerfen, daf die Grofe

L .
om 2m4-n om<~n4,.nr

eine Reihe vorfielie, bderen Gliederzabhl idh nad)y BVe-
licben vermehren fann, und die jur Glaffe der §. 5
befdyriebenen gehoret ; weil jie, je nacdhdemm, n,...1
entiveber alle = x, ober jum Jheile nod) grofer find,
entweder eben o, ober wodh) ftavber abnimmt, ald
eine geometrifdhe Progreflion, beven Erponent ber
edte Beud) £ ift.  Daraus ergibt fidy, dah fie die
Gigenfdhaft bes §. g habe; d. b. daf ed eine gewiffe
beftandige @rofe gebe, der fie fo nahe tommen
fann, alé man nur immer will, wenn man die Men-
ge lhrer Glieder Hinldnglidy vermehret. Sep Ddiefe
®rdfe U; fo behaupte idy, bdie Gigenfchaft M gelte
~ von allen x, bdie < U findb. Denn gélte fie von-
irgend einem x, vag < U ift, 3 B. von U— 3
nidit; fo miifte die Grope

D D D
+ U o o + D e i
u om -+ P +“ + : 2m+“+ ¥ ’ mllf

fiir
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fiiv alle x, bie Eleiner al8 fie find, bie Gigenfihaft
M Gtatt finden foll, immer den Abftand & von U
behalten, Denn jeded x, Das

D D
=u+ — -+ e e -G
gm gmtn 2ment. . r

ift, fo Bein aud) w foy, befist die Gigenfdaft M;
vagegen dem x = U — 3 foll fie nidhyt jufommen:
allo mug

U—-5>u+£ + D D

+. .4

om- am+-n o ;n+ll+ R ;'—,ﬂw'
D D D
sber U [ut 2+ ot | >

feon.  ONithin tonnte der Unter{dhied wifchen U und

ver Seibe nidyt fo Elein werben, ald man nur immer

will; ba ¢ —  nidt fo Elein werden fann, als man

nut immer will, indem fidh J niht dndert, wdbhrend

w Eleiner alg jede gegebene Grofie ju werden vers

mag. — Eben fo wenig fann abert M von allen x,

die < U + siind, gelten. Denn weil der Werth

Derﬂ?eif)eu-%.l_)*-f;:_f‘n . +2m+n+. o

dem Werthe ber Meibe

D D D

u-i-;;-l’ 2m+n+..+m fo nabe

gebrad)t werden tann, alé man nur immer wil(, in
. D .

dem ber Unterfdyied bepder mux Py w—— it

weil ferner der Lerth bev lepteren Reihe der Grdfe

U fo nabe treten ¥ann, alg man nux immer wifl . fo

fon.
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fonnen aqudy der Werth der erfteren Heibe und U ein-
- anber fo nabe fommen, ald man aur will, Ul
fann u + ,I.{ + b N -..P._.._.....__.._-._..

am 2m-fn gmtnt. . fr—1
gewif < U+ ¢ roerden.  Nun aber gilt bev Boraus:
fesung nady M nidyt vou alfen x, die
<u+2_+-—p.—-+.,.+———12———-—-—-

gm n-fen gmtot or—1
find; um defto weniger alfovon allen x, die << U+ ¢
find.  AUtfo ift U der grofte Werth, von weldyem die
Behauptung gilt, daf alle unter ihm ftehende x die
Gigenfdyaft M befigen,

§. 13,

1. Anmerfung. Bouftehender Lehrfap ift
von ber groften Widytigleit, und wird in allen Iweic
gen der Mathematif, in der Unalyfis foroohl, als in
ben angewandten Theilen, in der Geometrie, Chro-
nometrie und Medpanit gebraudit.  Statt feiner hat-
te man {id) bigher nidyt felten des falfhen Safes be:
dient: ,Benn eine Cigenfdaft M nidt
,oon allen x, wobhl aber von allen, die
oEleiner ald ein gewiffesd find, gilt: fo
,8ibt ¢4 jederzeit irgend ein grofited x,
yweldrem die Cigenfdaft. M jutommt’
Dieg, fage ich, ift juTolge des fo eben Grwiefenen
falfd. Denn gibt ¢8 irgend eine Grope U, weldpe

die
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bie grofite unter denjenigen ift, von denen gefagt ver-
ben Lann, baf alle unter ibv flehende x die Cigen.
fhaft M an fih haben: fo gibt es eben bavum fider
fein grofites x, bem diefe Gigenfdaft jufdmmt,
wenn anders x eine entweder frep oder
bodh ftetig verdndevlide Gripe ift. Denmn
fiiv eine jede frey ober nad)y bem Gefesie ber Ste-
tigfcit verdnderlide Grope gibt es befanntlidh nie
ginen groften Werth, der Eleiner alé eine gewiff.
Grenge U ijt; indem, fo nabe fie andy fdyon an diefer
®renge flehen mag, fie ibr dody immer nod) naher
gebradyt werden Eann, — Man denfe fih, um dief
burd) ein Beyfpiel ju erldutern, eine red)twinkes
lige Hyyerbel, und nehme eine ihrev Afpmpto-
ten jut Abfciffenlinie, und nidyt ven Wittelpunct ¢, fon=
dern wasd immer fiir einen andern Punct a in diefer
Aymptote, der bdie Entfernung D von ¢ bat,
sum  Unfangépuncte der Abfeiffen an.  GrElaren
wir nun bdie Richtung ac fiiv die pofitive dev
Hbfciffen, unb die Ridtung ab, welde bdie
vedptwinbelige Ordinate des Puncted a hat, fiir bie
pofitive dev Drdinaten: fo wird von jeder
Adfiiffe x, die Eleiner als eine gewiffe 3. B, tlei:

nev ald 2 ift, die Gigenjhaft gelten, daf ibhr
2

etne pofitive Ordinate entfpridt. Gleidy

woll wirtd bdiefe Gigenfdhaft (M) nitht von allen

pofitiven Abfciffen gelten , nabhmentlid)y nidyt von fol.

den , bie grofer alg D find.  @ibt e8 nun wobl Hier
' D eis
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elne groGte Abfeiffe, einen griften TWerth vonr x,
weldhem die Eigenfdhaft M zubdmmi? Kcinedwegs s
wohl aber gibt ¢5 ein U, ©. b. eine Abfiffe, weldje
die grofte unter benjenigen ijft, vou denen gefagt wers
ben Yann, bap alle fleincren al8 fie pofitive Drdina.
ten haben, D. h. bie Gigenfdaft M befigen. Diefe
Abfciffe nahmlidy ift + D,

§ 14.

o. Anmerfung C& bdirfte Jemand viele
leicht auf ben Gedanten fommen, vafi der Beroeid des
Lebrfases §. 12 gang Purg auf folgende Art hatte ge-
fafit werden Eoanen: ,,Babe ¢6 fein groftes U, von
poeldem bie Behauptung gilt, daf alle unter ihm
ftehende x die Gigenfdaft M befigen: fo wiitde.
pMan u immey grofier und grofer, und
,olfo fo grof, a6 man nur fmmer vill, nehmen
pfonnen , und folglid) mifite M von allen x ohne
pdudnabme gelten — Ulein dief wdre ein
febr feblethafter Sdluf, indbom er {ih auf den fills
fdwoeigend angenommenen Dbecfag  ftiigen  iitde:
s eine Birdfie, dieimmer gréfer und
pfrioger genommen werben fann, al$
eman fic fdon genommen hat, fo grof
swerben Ednne, alé man nuv immer
0 — ie falfdh) diefes fen, bemeifer 3. B. die
befannte JMeibe ; + 2+ § +« . ..., Deren
LWerth immer groger unb grifer gemadyt werden

fann
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gann, al8 ev fdhon ift, und gleidwohl immer < 1
verbleibt! — Pir wiirden cined fo leicht einyufehen-
ben Jrethums gar nidyt erwdbhnen, wenn 5 nidyt
vor 3eit zu Jeit gefdyabe, dafi Matbematifer {id)
ihn ju Shuld fommen lajffen, wie erft Burylich Cinex
in feiner ,ooliftandigen Theovie detParals
plelent

§ 15.

ehriat,  Tdem fid) gwen Functionen von
x, fx und @x, entweder fur alle IWerthe von x,
ober dod) fiir alle, Die pwifden x und G liegen, nad
pem Gefese der Stetigteit anbern; wenn
fernev fr < g, und 43 > @f ift: fo gibt e8jedes:
mabl einen gewijfen yvifden x und 3 liegenden Werth
von %, fir weldyen §x = x rwird,

VBeweis. Wir miiffen evinnern, daf in die-
fom Lebrfage die Werthe ver Fumctionen fX und px.
blof ihter abfoluten Suofe nady, b, b, obhne
SRudfidt auf ein Bovzeichen, oder {o, als ob fie gav
feine bes Gegenfages fabige Grifen yoqren, mif sin-
anber verglidhen werden folien.  Wobh! aber Formmi
¢® an ouf die Begeichuung, weldhe « und B Haben.

I, Man nehme erftl{idh an, bef o und B
bepbe pofitiv fiud, und daf (weil diefed dann
D2 gleidh=
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gleidygiiltig i}) B die grbfere von bepden, und
fomit B8 = x + 1 fen, wo 1 eine pofitioe Grofe an:
geigt.  Weil nun ta < gu ift; fo ift audy, wenn 4
eine pofitive Grofe angeigt, die fo tein werden fann,
ale man nur immer will , f(z + @) <o (e +w)
Denn weil fih fx und px fur alle x, bdie wifden
@ und g liegen, fletig verdnbdern follen; urd o+ w
pwifdyen o und 6 liegt, fo bald nur @ -7 1 genou:
men wird: fo muffen {{e+ @) - [z und @ (e + o) -z
fo Elein werden Ponnen, ald man wur will , wem
man o tein genug nimmt. &8 ift daber, wenn

aud) ), n Grogen bedeuten, bdie fid) fo tlein ma-
dyen laffen, als wman aur immer will, { (a+w) —fa= N,

und ¢ (a+w) — oo = Q. Daber

Plat+w) —fa+w) = oo — fa+ ) — .
Ullein g @ — fq gleidht nad) der BVorausfepung ic=
gend cinet pofitiven Grofe von unvevanderlichem Wevs
the A, Alfo 1t

pla+ w) — fla+ o) =A +_('),«.. Q,

weldyes , wenn man ), € tlein genug rerden (aft,
D. b wenn man dem o cinen febr Eleinen Wevth evs
theile, und bann nod) um fo mehe fiir alie Heineven
Werthe, was pofitio bleibt.  Alfe laft fid bonallen
w, die tleiner als ein gewiffed find, bebaupten,
bag die jroen Functionen { (& + w) und o (& + )
in dem Berhdltniffe voc Eleineren Grofie zu einer gros
pes
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geren ftehem.  Beptidnen voiv diefe Eigenfdhaft dev
veinderlichen Grife w durd) M; fo Ennen wiv fa-
gen, daf alle o, die tleiner als cin gewiffes {ind,
die Gigenfthait M befigen.  Daf aber biefe Gigens
fthaft gleidyroohl nidyt al len Werthen von w jufon:
me, nahmentlich nidt dem Werthe w == 1; ifl dar=
aug flar, weil §(e+i) =13 nad bder Borausfe-
pung widt mehr <<, fonbern > o (2 +1) = @p
ift. Bufelge bes Lebrfahes §. y2 muf es daber eine
gewiffe Geoge U geben, weldye die grofte unter bens
jentgen iff, von benen {idh behaupten [aht, daf alle
w die << U {ind, die Gigenfhaft M an {id) tragen.

2. Und diefe8 U mup innerhald o und i
liegen. Denn o8 fonn erftliidh nids = ¢ feyn;
indem dief hiefe, baf jebes f{e+w) < ¢ (e + w)
fey, o oft nur w <<iijt, e8 mige itbrigend vem
Werthe 1 aud) nod) fo nabhe Ffommen,  Ylfein
gang auf Ddiefelbe Avt, wie wir fo eben ermie
fen, Daft die Borausfehung fe << pa die Folge
flatw) < (et w) nad) fich sieht, fo bald man
nut w flein genug wnimmt, [(dft fid oud) darthun,
bef ans bder Wovausfepung fa+1) 3 ¢ (e+i),
bie Folge f (a+i— w) > @ (a+1 — w) flieht, fo-
bald man nur w flein genug nimmt,  Ulfo ift e& nidyt
wabr, daf die yoey Functionen fx und px fir alle
Lerthe von x, die < a+1 find, in dem Velhdlt:
niffe det Cleincren Grdfic ju einer groferen frehen, —
Sod) weniger fann gweptend U i feyn, weil

fonft
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fonft aud) i einer der Werthe von « wire, bdle
<Ufind, und daber aud) f(z+1) = ¢(a +1)
fepn miifte, voad der BVorausfepung bded Lehriapes
geradezu wiverfpridit.  Alfo liegt U, da e dod po,
fitiv ift, fidher ywifdien o und i, und folglidy a+ U
awifhen & und £.

3. @8 frdgt fid) wun, in weldem BVerhiltniffe
bie Functionen fx und @x fiv den Werth x =« + U
3u einander flehen? ©8 fann jufordevft nidt
T(x+U) < p(a+U)feyn; denn diefes gdbe audy
f(a+U+w) < @(x+U+w), wenn man o Elein
genug annalhme ; und folglicdhy voire & + U nidyt bex
grofite Werth, von dent behauptet wetden Fann,
baf clle unter ihm flehende X bdie Cigenfdaft M
baben. —  Gben fo wenig faun  zweytens
F(x+U) > ¢ (e + U) feyn; weil Ddief aud
f(a+U—0) > ¢ (@+ U—w) gibe, fodald
mon @ nur flein genug nimmé; und alfo ware gegen
die Borausfenung die Gigenfhaft M nidt von allen x,
die unter « + U ftehen, wabr. €8 bleibt denn alfo
nidyt8 anderes iibrig, ats 2af [ {(a+U) =g («+U)
fey 5 and folglich ift erwicfen, baB e einen jwifchen
o wid B Tiegenben erth von x, ndhmlidy « + U
gibt, fiiv weldjen fx = o % witd.

T1. Detfelbe Berpeis it audy auf den Fall ans
joenbbar, wenn « und S beyde negativ find;
fo bald man nur untev w, 1undUnegativeGrofen

ver=
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verftehet; inbem o+w, ati, ¢+ U, ¢+U—a
bann gleidhfalls Grofen wifhen « und & vorftellen.

I 3t 2 =ound g pofitiv, fo nebme
man nuv aud) 2 (=8), ©, U pofitivy; undifi g
negativ, aud) biefe negativ: fo wird fidy der Bes
weis 1. wottlid) anmenden laffen.

TV. Wenn endlid) @ und g von entgegene
gefegter Art, und (weil dief gleidhgiiltig ift)
3 B. o negativ, und B pofitiv iff: fo fagr die Vov-.
audfebung bed Lebrfages in Betreff ber Stetigleit der
Runctionen fx unb px, bap diefe Stetigleit fidh
auf alle Wevthe von x erflrede, bdie, wenn fie nes
gativ, << e, und wenn fie pofitiv, < @ find,
Unter diefen ift denn audh der MWerth x = o begriffen,.
Mon unterfude alfo das Werhaltnif, weldes fx
und @x fiur x = o haben. Jft f(o) =g (o), fo
it der Lehrfap fdon von [IbR erwiefen. It aber
fo) > @(0); foligt, weil fa<C g feyn foll,
nady UT. jwifdhen o und @ {ft endlidy £(0) < g (0),
gwifhen o und B ein Werth, fiir welden fx = @ x
witd.  Alfo gibt €5 in ibam Falle einen wifhen 4
und (3 Hegenben MWerth von X, dev fx = g@x
madit.

§ 16.

Anmerfung. Do ¢8 nuv einen eins
pigen Werth von x gebe, dur fx = @x wadi,
wirb
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wird hiemit Zeinedwoegs behauptet. Wenn adabhwmiidy
fo < ox, ud i (a+U)=q (z+U); fomuf jwar
allerding f(x +U+w) > ¢ U+ w) feyn, wenn
man o Elein genug nimmt; d.h. die Function fx, die
vorhin fleiner war, alé ¢ x, mup bald davauf,
naddern  bewde einander gleidh geronrden {ind,
groper ald @x werden.  Aflein bey immer gros
fever Bermehrung ven o ift e wohl moglid, dap
man, bevor o + U+ w nod) = 8 gemadyt worden
iit, auf YBerthe fommt, die fx abermalhls < ox
geben.  Jn einem foldyen Falle wug ¢35, wie un:
mittelbar aug unferm Lehrfage fulgt, nebft Unody
goen andere awifden « und 3 liegende Werthe
von x geben, welde £x = px maden. Denn
e fey fa+U+x) < ola+ U+y); fo muj
8, weil vorhin f(a+U+w)fhens. ¢ (e+T+w)
war, jwifhen ¢+ U4+w und « + U + ¢, d. b
auh yoifden « und £, einen Werth oon x geden,
woftiv £'x == @x ifl; und eben fo, roeil wicver
fet+i) oder Fg @ pift, audy joifden o U+ x
und f# nody einen Werth von x, v fx = ¢x
madit.  Auf diefe Ave erbellet, daj bie Werthe von
x, welde fx == ¢x maden, Gberhaupt immer
nad) einer ungeraden Jahi vorhanden fepn
miifjen.

§ 7

Lehriah.  Jede Function von Dder Form
m T

Y 3
a4+ bx +ex + ...+ px , in welder
m,
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m, n, .. .r gange ypofitive Exponenten begeidh-
nen, ift fur alle BWerthe von x cine nad) bem & e
fepe der Stetigleit vevanberlidhe Grope.

Beweis, Denn wenn {ih x in x4+ 4o vere
anbeets fo ift bie Uenderung, iwelde bdie Function
erfabrt, offenbar

=b[(x+w)".l.xm} w—c[(x-i-w)n—):‘ ]+...+p[(_ X +¢,,,)r~xr];

eine Grife, von dev {id) feicht bavthun (aft, daf fie
fo Elein voecven fonne, al8 man nur immer miff,
wenn man o Elein genug nimmt.  Denn ju Folge bes
binomifden Cehrfages, deffen Gultigicit fiic
gange pofitive Crponenten wir (§ 8 ves
binom, Lehrf) unabbangis von den Unterfu-
dyungen, mit denen fid) die gegenwdrtige Abbands
tung befchaftigt, dargethan haben , ift diefe Grope:

m-1. m-y m-2 m-x
mbx + m—— bxw+ ... + o

n-1 n-1 n-2 N1
+ nex -&-n——-——2 cxw+ ...t
—w
+ . . - . L] . - . . . . . L

r- r-g T2 Y-

+Tp X + l"'—z""' p'xw+ ves T w

Die Menge ver Glicher, aund welden bev in den
Klammern enthaltene Factor beftehet , ift, wie man

veif, immer nur endlidy, und von bem Werthe
& ter
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der (Jrofien x und e unabbhdangig; und da
biefe iiberall mur in pofitiver Poteny er-
{heinen; fo ift bev Werth jeded eingelnen Gliedes,
fololich auch ved gangen Wusbruded fiiv jeben Wertly
von x und «, leud fir x = o), immer nur
endlid), Wird aber bey ecinerley x, 4 verkleis
terf; fo nehmen die Slieder, in denen w vors
tommt, ab, wahrend die tibrigen ungeandect blei:
ben.  Begeidhnen wiv alfo dburd) 8 die Grofe, die
herausfomme, woenn man bdie Werthe, die alle ein-
geinen Glicder de8 Wusdrudes fir en beflimmites

3
w, 3 B. fir o annehmen, fo gu cinander abdbdire,

ald ob fie alle cinevlery Worgeichen hatten: fo ift
ver wirklide Werlh, ben diefer Auddrud filv eben

1
baffelbe w hat, gewifi nidht > 8, bderjenige aber,
ben er fir jebes F€leinere « annimmt, f{ider
< S. Berlangt man daher, daf die Wevanderung,

m n 19
weldpe die Function a+ bx + ex + ..+ px

afdbrt, < D ausfalle; fo nebme man nur ein
3

D
@, bag jugleidh < w, und audh <« S it: fo
witd w. S, und um fo mehr bad Product aud w
in eine Grife, die << S ift, < D feon miiffen.
§ 18.

Lehrias,  Tenn eine Junction von ber
[orm
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n 1132 4 n 2
Form x +ax + bx + .. .4 px*+q
in welder n eine gange pofitive Sahl bedeutet, fitr
X = « einen pofitiven, firx = g aber eiren
negativen Werth annimmi: fo hat die Gleidung

n ne-1 n-2
X +ax +Hx +... +px+qg=o

wenigftend eine veelle Wurgel, die jwifden o
und £ liegt.

DBeweisd, 1. Wenn o und 7 bepde einerley
Worgeidhen bhaben (beybe entweder pofitiv obev nee
gativ find); fo ift es ¥lar, baf cben biefelben
Gliever bder Function, welde fir x = & pofitiv
ober megativ werden, biep Jeiden aud) fiiv x= g,
und fiir die {dmmtliden Werthe von x, die gwi-
fihen « und £ liegen, behalten. Wird nun vder
Werth bder Function fir x = « pofitio, fir x=pg
aber negativy fo fann bief nuv daber rithren, weil
oie Gumme der pofitiven Glieder in i fir x = o
grofer, fit x =@ aber fleiner, alé bie ber
negativen ausfallt. Wber die Summe jener (orvohl
alg diefer ift von bder Form.

m n

a+bx + cx + ...+ px
ved §. 17, . b eine fictige Functien,  Begeid):
nen wir alfo die eine burd) Px, Dbie anbere durch
fx; fo muf 3, weil fo < pu, uN48 > ¢p
ift, nady §. 15 ivgend eiven jwifdyen o und g
gelegenen Werth von x geben , fiiv weldyen fx = gx
itd
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with,  Fiir diefen Werth wird aber fx — ¢x,
b. b. bie gegebene Function ju Null; alfo ift diefer
TWerth eine Wurgel der Gleichung

n N~-r n-2

x+ax +bx +... +px+qg=o

2, Sind aber @ und g entgegengefeht;
fo betvadite man ben Werth, ben bdie gegebene
Function fiir x = o aunimmt.  Jft diefer Mull 5
fo ift von felbft ervoiefen, baf die evwabhmte Slei-
dyung eine veelle, Fwifden « undb & licgende Wut-
sl babe; nabmlid x == o, It aber biefer Werth
(bie Grofe q) pofitiv; fo weid man jeht, baf
die gegebene Function fiiv x=o pofitiv, fir x=g
aber negativ wwerde; und weil diefelben Glieder, wel-
de fiivr x = £ pofitiv ober negativ werben, bief
Beiden audy fiiv olle gwifchen o und 2 liegende
Werthe von x bebalten: fo fann man gany durd
biefelbin Sdliiffe, voie in n° 1 beweifen, daf jwic
fhet o und £ ein Werfh von x fiegen miiffe, wel-
dher Die Function u Null madt. Jfi endlid) q
negating fo gilt daffelbe, was wir fo cben ge-
fagt, wenn man nur « flatt £ fegt.  Da nun ein
jwifhen 0 und § oder ein wifdhen o und a lies
genver Werth aud) awifdhen « und B liegt, wenn
beybe entgegengefest finb; fo ijt bie Wabhrheit une
fers Sebriahed fiir jeden Fall erwiefen. :
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