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JEDINAKOVA POSLOUPNOST

VLASTIMIL DLAB, DALIBOR MARTISEK

Slovensky uditel a propagétor elementarni matematiky Dusan Je-
dindk ve svém internetovém Bublifuku PaM (dj) (Jedindk, 2020)
spravné poukézal na strdnce 5 na to, Ze ,,postupnost nie je jedno-
znacne urcend svojimi prvymi ¢lenmi.“

Autor ¢lanku (Kufina, 2021), nepfesné cituje tuto tlohu takto:

» Urcete devaty clen Jedindkovy posloupnosti
1,2,3,4,5,6,7,2020,...
priznava, ze ji nevytesil, a uvadi Jedindkdv vzorec

(n=1) (n=2)-(n=8)-(n—4)-(n—5)-(n—6)-(n—7)

a, = n+2012- o

» ()

coz prohlasuje za ,doklad matematické tvofivosti v oblasti ele-
mentarni matematiky“.

S timto textem nelze souhlasit, a to hned z nékolika davod.

1. Autor ¢lanku (Kufina, 2021) podsouvd Jedindkovi tlohu,
kterou Jedinak neuvedl.

2. Vzorec (x) neni feSenim ulohy uvedené v (Kufina, 2021), ale
ptvodni tlohy Jedindkovy.

3. Hledani vzoreckiu pro n-ty ¢len posloupnosti je ,dokladem
matematické tvorivosti“ mozna pro stfedoskolského studen-
ta, nikoliv vSak pro jeho ucitele.

Abychom predesli omylu, citujme pfedmétnou Jedindkovu po-
znamku z jeho Bublifuku:
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ZAUJIMAVY ROK 2020 (CORONA)

Doplnte d’alsi ¢len postupnosti a zdovodnite to:

_ 1,28 4,9,6,7 7

Doplriam 2020 ... ?!... zdd sa vam to podivné? Myslel som
postupnost’ {a,} zadani

n-1)-n—-2)-n—-3)-(n—4)-(n—=5)-(n—6)-(n—17)

an =n+ 2012 - o

pre n € N.

Prugch sedem clenov tejto postupnosti si urcite vycislite sami.
Osmy ¢len mnou myslenej postupnosti je ag = 2020. Vyhovugje to.
V roku pandémie koronaviru 2020 je predsa celkom dobre pocho-
pitel’né . ..

Co ste mysleli vy?
Viete predsa, Ze postupnost’ nie je jednoznacne urcend svoymi pr-
vgmi clenmi.

Jisté, Dusan Jedindk ma pravdu. Kazdy ucitel matematiky by
meél védét, ze posloupnost neni obecné uréena kone¢nym poctem
svych ¢lent. A nejen to. Posloupnosti, které se shoduji pouze v ko-
neéném poctu svych ¢lent, je vzdy nekoneéné mnoho.

Muzeme napfiiklad spocitat, ze devaty ¢len Jedindkovy po-
sloupnosti je uréen vzorcem (pro n-ty ¢len)

-1
an:n+(nk )[a—(k‘—i—l)], kde a = 2020,k = 7.

Je dilezité znovu pripomenout, Ze je nekoneéné mnoho posloup-
nosti, a proto i nekone¢né mnoho vzorca pro posloupnost a,,, je-
jichz prvnich osm ¢lend je

1,2,3,4,5,6,7, 2020.

Lze se napriklad presvédcit, ze n-ty ¢len a,, posloupnosti, v niz
prvnich osm ¢lent je (pro libovolna éisla a, b)

17 27 3a4a 5767 77 a, b7
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je mozno vyjadrit vzorcem

1 —1
ann+8(n7 )[n(b8a+55)+72a8b504 .

Ze vzorce pro a, ihned vidime, ze se jedna o posloupnost hod-
not polynomt P(n) v celoéiselnych hodnotich n = 1,2,3,...:
an, = P(n). V pfedchozim piikladé se jedna o polynom (v pro-
ménné n), jehoz nejvyssi ¢len je

b—8a+55 g
Tn + ...

Je tedy nejvysSe stupné osm. Pro jisté volby osmého a devatého
¢lenu je stupné nizstho (jako napf. a = 7,b = 1, kdy P(n) =
=n— ("-")). Jedinakova volba a = 2020 rozsffena volbou b = 0

vede ke vzorci (polynomu), jehoZ hodnota v n je

1/n—1
P(n)=an=n+ 8(” ] )(144936 — 16 105n).

Je tedy mozno uvazovat o stupnich téchto polynom, coz pti-
nasi moznost uvazovat o jednoznacnosti jistych vyjadieni. O tom
v8em podrobnéji v ¢lanku Hréatky (2022) nebo v knize Dlaba
a Bec¢véafe (2022). Stru¢né vysvétleni podava téZ poznamka (Dlab,
2013).

Nas nésledujici ptiklad naznacuje, jaké je pozadi prislusnych
vzorcu.

Posloupnost, jejiz n-ty clen a,, je
n—1 n—1 n—1
h=n—2 12 42

CRa ) R G R P
n—1 n—1 n—1

11 — 4

+ 2( 10 ) 252< 1 >+50 ( 19 ),
ma prvnich 13 ¢lent

1,2,3,4,5,6,7,6,5,4,3,2,1,...
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Kombinaéni ¢isla tedy hraji v této problematice zcela zasadni
ulohu. To v8e je vysvétleno v ¢lanku Hratky (2022). Kazdy poly-
nom

k
an, = P(n) = thnt
t=0

je tam vyjadfen ve tvaru
il n—1 ul n
Zdt( . ) nebo Zet<t).
t=0 t=0

Presvédcete se, ze pro k = 4 takova vyjareni jsou

n—1
an:(c0+cl+02+03+04)( 0 )—l—

-1
+ (a1 +362+763+15C4)(n 1 )+

-1 -1
+ (202 + 12¢3 + 5064) <Tl 9 > + (603 + 6004) (n 3 )+

n—1
+24C4( 4 >
a

n n
Gn :c0<0) + (e1 + co +C3+C4)<1>—|—
+ (2¢2 + 6c3 + 14cy) (;l) + (6¢3 + 36¢4) (Z) +24 (Z)

Problém, na ktery upozornil Jedindk (2020), tj. volbu dalsiho
¢lenu dané konecné posloupnosti a urceni jednoduchého predpisu
(vzorce), je mozno Fesit elementérné. Piedvedme takové FeSeni na
jednoduchém prikladu.

Uloha. Dopliite dalsi ¢len posloupnosti

1,-1,1,—-1,...
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a naleznéte tvar obecného clenu a,, ktery volbé as vyhovuje.

Zvolme a5 = a a hledejme a,, ve tvaru

ap = Co +C1n + 02n2 + 03n3 + C4n4.

Potom dostaneme pro koeficienty ¢, 0 < k < 4 systém péti linear-
nich rovnic o péti nezndmych:
co+c1 +cy g +cy =1
co + 2c1 + 42 + 8c3 +16cy = —1
co+3c1 +9co +27c3 +8ley =1
co + 4c1 + 16¢o + 64cs + 256¢4
co + 5cy + 25¢0 + 125¢3 + 625¢4 = a

|
|
—

Standardnim postupem prevedeme pfislusnou matici soustavy

1 1 1 1 1 1
1 2 4 8 16 | -1
1 3 9 27 81 1
1 4 16 64 256 | —1
1 5 25 125 625 | a

na matici trojuhelnikovou

1 1 1 1 1 1
0O 1 3 7 15 —2
0 0 2 12 50 4
0 00 6 60 -8
0 00 0 24|a+15
a dostavame FeSeni
Ca+15  —10a—182 35a+765
AT T BT Ty 2T T
—50a — 1294 24a + 720
cl—T a cO—T—a+3O.

Vaznym nedostatkem tohoto zpusobu Feseni je to, Ze neodha-
luje podstatu, a tedy ani hlubsi porozumeéni problému. Podrob-
néjsi informace najde ¢tendf opét v ¢lanku Hratky (2022).
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Zavérem shriime pouceni, které tento prispévek prinasi. Jedi-
nak (2020) spravné poukazuje na to, ze kazd4 kone¢nd posloupnost
Cisel

a1, az,...,ak
muze byt prodlouzena pridanim libovolné zvoleného ¢isla ag4q
tak, Ze existuje polynom P stupné d < k a a; = P(t) pro vSechna
t=1,2,....k+ 1.

Tato rozsifena posloupnost se tak stava aritmetickou posloup-
nosti fadu d < k. Tvrzeni ilustrujme prikladem, kde k = 7,a; = ¢
pro 1 <t < k,agy1 = 2020 a stupen piislusného polynomu P,
pro ktery P(t) =t pro 1 <t <7 a P(8) = 2020. Jedna se tedy
o aritmetickou posloupnost fadu 7:

1,2,3,4,5,6,7, 2020, 16105, 72442, 241451, 663972, 1593517,
3452606, . ..

Dodejme, ze pro libovolné k a arp+1 = Z pro tuto posloupnost
plati

an:P(n)zn—&-(Z—k:—l)(n;l).

Aritmetické posloupnosti vyssich fada byvaly kdysi stiedoskol-

skym uéivem (Studnicka, 1877). Zajemce o dostupnéjsi informace
o posloupnostech vyssich ¥4dt 1ze odkézat na zdroj (Dlab, 2011).
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Abstract

The note corrects deficiencies that have appeared in the literature
regarding a certain integer sequence.
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