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MATEMATIKA

Aproximace Cisla m pomoci zlatého fezu
a kovovych priiméra

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

Stanoveni hodnoty ¢isla m poutd pozornost matematika jiz od sta-
rovéku. Prvotni postupy stanoveni hodnoty éisla m vychéazely ze zna-
losti starofeckych matematikti. Vypocet navrzeny Archimédem a dale
rozvijeny v nasledujicich generacich je zalozen na pouzit{ opsanych a ve-
psanych mnohothelniki a soucasném vyuziti exhaustivni (vycerpavajici)
metody. Archimédes ve své praci zacal s Sestithelnikem a nakonec sestro-
jil pravidelny mnohothelnik s 96 stranami a ziskal tak odhad hodnoty
¢isla w odpovidajici nerovnosti

3% <m < 3%
nebo
3,14084 < 7 < 3,142809,

tedy s presnosti na dvé desetinnd mista. Dany postup lze povazovat z ge-
ometrického pohledu za velmi intuitivni a to zejména zjevnym spojenim
vypoc¢tu hodnoty ¢&isla m a délky kruznice. Nevyhodou je zna¢né ome-
zené moznost ziskani vétsiho poc¢tu desetinnych pozic. Ludolph van Ceu-
len (1540-1610) dokazal v roce 1596 pomoci mnohothelniku o 60 x 229
strandch vypocitat z dnesniho pohledu ,,pouhych® 20 desetinnych mist.
Pozdéji dokazal vypocet jesté zpresnit na 35 desetinnych mist, a to po-
uzitim pravidelného mnohothelniku o 252 stranach.
Dalsi vyrazny pokrok v dané oblasti nastal v 17. stoleti. Objev kalkulu

a dalsi rozvoj matematiky pfinesl mnohem vykonnéjsi metody umoznu-
jici stanovit vétsi pocet desetinnych mist nez dfive pouzivané geomet-
rické metody. Velkou roli sehraly zejména nekoneéné fady konvergujici
k ¢islu m, jako napiiklad fada

T_q 11 1 1

1° 3 + 57 + g
dnes pripisovana skotskému matematikovi Jamesi Gregorymu (1638
1675) a Gottfriedu Wilhelmu Leibnizovi (1646-1716), ktera byla oviem
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znédma jiz v obdobi pfed nastupem kalkulu diky préaci indického mate-
matika Madhavy ze Sangamagramy (asi 1350-1425). Tato fada se oviem
pro prakticky vypocet ¢isla m p¥ili§ nehodi, nebot se hodnoté &isla m blizi
(konverguje) velmi pomalu. Museli bychom seéist zhruba 4 000 ¢lent fady
tak, aby byl vysledek presnéjsi nez Archiméduv. Na druhou stranu plati,
7e nejen tato fada, ale i dal$i postupné objevované nekoneéné fady kon-
vergujici k éislu 7 naznacuji, Ze za zdénlivym chaosem se patrné ukryva
jisty Fad.

Vyznamné postaveni{ mezi nekoneénymi fadami vyuzivanymi pro vy-
poéti desetinnych pozic ¢isla m predstavuje rozvoj funkce arkus tan-
geng"|

3 45 T
tgr =0 — —+ —— —+... 1
arctgr = x 3+5 7+ , (1)

objeveny jiz zminénym J. Gregorym. Jeho objev tak napf. jiz v roce 1705
mohl vyuzit spole¢né s neddvno objevenym kalkulem anglicky astronom
a matematik Abraham Sharp (1651-1742) k sestaveni fady

1) Funkce arkus tangens je inverzni k funkci tangens, jejiz defini¢ni obor je omezen
na interval (—m/2;7/2). Arkus tangens zapisujeme v matematickych vyrazech ve
tvaru arctg nebo tg~!. Plati, Ze tangens daného thlu udéava &islo, jehoz arkus tangens
je opét dany uhel, napfr.

tgg:\/g < arctg\/gzg.

Dale naznac¢ime postup odvozeni uvedeného rozvoje funkce arkus tangens, ktery
ovSem k tplnému porozuméni vyzaduje znalosti z vyssi matematiky. Plati, Zze

1
arctgr = [ —— dx.
rctg x /1+$2 T

Jestlize |z| < 1, pak lze lomeny vyraz zapsat ve tvaru nekonecné rady

1 2, . 4_ 6
—=1—-z" 42" -z +...,
1+ x2

kde dale integraci ¢len po ¢lenu dostavame
3 5 7

- 1 . 2 4 6 . T T T
arctgw7/1+x2da:7/(l—x +at -z —i—...)dxfar—?—‘r?—?—i-...
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kde uplatnil rovnos

V3 ™

™ V3
tgg = S <= 5 :arctg?,
a dokazal spravné urcit 72 desetinnych pozic ¢isla 7.

Pouziti fady pro rozvoj funkce arkus tangens se stalo zakladem pro
celou fadu dalsich vzorct. Pro tcely naseho ¢lanku dale zminime praci
anglického astronoma Johna Machina (asi 1686-1751), ktery v roce 1706
(tedy pouhy jeden rok po A. Sharpovi) publikoval Vzore

T 1 1

1= 4arctg F arctg 539" (2)
Uvedeny vzorec v kombinaci s fadou pro rozvoj funkce arkus tangens
poskytuje rychle konvergujici fadu, s jejiz pomoci Machin dokazal urcit
hodnotu 7 s presnosti na 100 desetinnych pozic. Machinovy vzorce se
nasledné staly zavedenym nastrojem, ktery postupné rozpracovaly dalsi
generace matematiki (napf. [1]). Zminit na tomto misté muzeme vzorec

T _ arctg = + arctg - (3)
7 = arctg 5 +arctg 5,
oznacovany podle genidlniho §vycarského matematika Leonharda Eulera
(1707-1783) nebo nasledujici vzorec, ktery tvori t¥i cleny

1 1 1
% = 12arctg 3 + 8 arctg A 5 arctg 239

a ktery je nazyvan podle slavného némeckého matematika Carla Fried-
richa Gausse (1777-1855).

Zamérem c¢lanku je ukazat priklad odvozeni vzorce pro vypodcet Cisla
7 zahrnujici:

e konstrukci prevracené hodnoty zlatého Fezu na jednotkové para-
bole,

e odvozeni vztahu pro vypodcet &isla m pomoci zlatého fezu, jeho
prevracené hodnoty a funkce tangens,

2)Objev rovnosti je pripisovan slavnému anglickému astronomovi, matematikovi a
fyzikovi Edmundu Halleyovi (1656-1742).
3)Postup odvozeni vzorce napi. v [7].
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e urceni hodnoty ¢isla 7 vyuzitim nekonecné fady pro rozvoj funkce
arkus tangens,

e zafazeni zlatého Fezu mezi tzv. kovové priméry a nasledné porov-
nani vykonnosti vzorci pro vypocet m pomoci prvnich ti kovovych
primeéra.

Jednotkova parabola, zlaty fez a konstrukce prevracené hod-
noty
Za jednotkovou parabolu budeme povazovat kifivku ur¢enou rovnici
2?4y =1

Jednotkovou parabolu pouzijeme jednak k urceni prevracené hodnoty
zlatého Tezu, jednak k nalezeni rovnice pro aproximaci ¢éisla 7.

06

0.4

02

-14 -12 1 -08 -06 -04 -02 0
-0.2

-0.4

Obr. 1: Uréeni pievracené hodnoty zlatého fezu ¢~ pomoci jednotkové para-
boly

Pripomenme, Ze zlaty Tez je ¢islo, které oznacuje pomér, kdy se usecka
déli do dvou casti takovym zptisobem, Ze pomér celé tsecky vici jeji
vEtSi Casti se rovnd poméru veétsi ¢asti k té mensi [2]. Postup nalezeni
prevracené hodnoty zlatého Fezu je naznaden na obr. [I] Jestlize oznacéime
[, 0] priseéik pfimky h a osy z, pak ma pfimka h rovnici

y:l—f.
2
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Priisecik piimky h a paraboly ziskdme porovnanim jejich rovnic

1-22=1-2,
P

kde po zjednoduseni je
z(pz —1) =0,

dale

1 =0,20 = —.
¥

Podrobny popis konstrukce prevracenych hodnot pomoci jednotkovych
kuzelosecek (kruznice, paraboly a hyperboly) 1ze nalézt napft. v [8, @ [10].
Pro tuplnost dodejme, Ze ¢iselnou hodnotu zlatého fezu ziskdme z feSeni
rovnice

Tr+y x

)

T Y
kde z,y (z > y) jsou casti tsecky o délce = + y. Pokud dale poloZzime
y = 1, pak po zjednoduseni dostavame rovnici

2 —r—1=0, (4)

pro jejiz kofeny plati

1++5

Ti2 = .
2

Zlatym Tezem ¢ je kladny kofen

prevracenou hodnotou pak

P ALt (0

Odvozeni vzorce pro vypocet hodnoty ¢isla 7

V této sekci odvodime vztah pro vypocet &isla 7, ve kterém vyuzi-
jeme vySe uvedenou konstrukci prevracené hodnoty zlatého Fezu. Vy-
chodiskem pro nase dalsi avahy tedy bude situace znazornéna na obr. [Ij
kterou postupné vhodné doplnime (obr. 2).
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: z
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Obr. 2: Geometrickd situace pro odvozeni vzorce v rovnici (9

Piimka k, ktera je kolmici k p¥imce h v bodé Pp~!;p~!], protina
osu y v bodé R. Podle véty uu plati, ze

AVRP ~ AVFO,

a tedy
a=|XOFV|=|XVRP|.

Pokud dale doplnime pfimku g = %, pak lze snadno ovérit, ze v troj-
thelniku POR pro souéet vnit¥nich thla «, 5 plati

T=ath, (7)

nebot piimka g je uréena rovnici y = x.
V trojihelniku V FO pro thel « plati
1
tga = —, 8
" (8)
a dale a = /4 — B, tj.
T
t =t (f — )
ga=tg(;—f
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Pouzitim souctového vzorce pro funkci tangens dostavame
(7 B 5) tg(m/4) — tg B
1+ tg(n/4)tg B’

porovnanim s rovnici dale

tg(n/4) —tgB 1

1+tg(n/4)tg B o

a po zjednoduseni s vyuZitim tg(w/4) = 1

p—1
t = —.
gf p+1
Pouzitim funkce arkus tangens pro velikost thli «, 5 dostavame

1 p—1
a = arct (—), = arct <7>,
e g el o1

a dale po dosazeni do rovnice ([7))

us p—1
— = arct ( )+arct (7) 9
1 el e\ o1 (9)
Z posledniho vzorce je zfejmé, Ze tento zavisi pouze na hodnoté zla-
tého Fezu . V této chvili se vratime k rozvoji funkce arkus tangens do
nekone¢né fady (), kde po dosazeni za x = 1/, resp. & = (¢—1)/(p+1)
postupné dostavame

1 11 1 2 (—1)Rt 12k
tg()=c—sgtrs— = i(f) ,
arctg %) %) 3@3—’_59@5 I;Zk—l
-1 —1 1l7p—1\3 1/p—1
o (557) = 51 -5 (550) 5 (55 -
p+1 p+1 3\p+1 S\p+1
— (D) i — 121
_k=1 2k — 1 (<p+1) ’

a dale po dosazeni do rovnice @

722(2—;)71 ( )2k 1+Z - (gﬂri)qu. (10)

k=1 k=1
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Souéet ¢lenit nekoneénych fad v poslednim vzorci pro k — oo se blizi
(konverguje) k hodnoté 7/4, nebot

H< /\“p ‘<1

tj. ob& nekoneéné rady jsou konvergentni.

Vypocet mizeme provést napi. podle nize uvedeného kodu MATLAB
(GNU Octave), pfi vypoctu nastavime pomoci parametru n pocet s¢ita-
nych ¢lent v nekoneénych fadach.

p = (1+sqrt(5))/2;
arctanl = 0;
arctan2 = 0;

= 20;
output_precision(16);
for k = 1:n

s = (-1~ (k-1);

arctanl = arctanl + s/((2xk-1)*p~(2xk-1));
arctan2 = arctan2 + (s*(p-1)~(2xk-1))/((2xk-1)*(p+1)~(2%k-1));
value = 4x(arctanl + arctan2);

end

V nize uvedené tabulce [1| jsou uvedené spravné desetinné pozice &isla
7 pro vybrané hodnoty n vypoctené podle rovnice ((10]).

n  Sprdvné desetinné pozice

5 3,14
10 3,1415
15 3,1415926
20  3,141592653
25  3,141592653 5
30 3,141592653589 7
35 3,141592653 589 793

Tabulka 1: Vypocet hodnoty ¢isla 7 vyuzitim rovnice pomoci programu
MATLAB (GNU Octave)
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Kovové praméry

Kovové priméry byly popsany v knize [IT] a dale v ¢lanku [12] Verou
de Spinadel jako zobecnéni pojmu tzv. zlatého Fezu. Jestlize do rovnice
doplnime k linearnimu ¢lenu jako parametr koeficient p tak, ze p € N,
pak ziskame rovnici ve tvaru [11], 12]

22 —pr—1=0, (11)
pro jejiz koFeny plati
+/p?+4
11 = PV (12)

Kovovym primérem o, je kladny kofen rovnice , tj.

_ptVpPt+4 (13)
B E—

P

Volbou parametru p = 1 ziskdme vySe zminény zlaty fez (zlaty primer),
pro volbu p = 2 dostaneme tzv. stFibrng primeér

2
+2\/§:1+\/§7

pro volbu p = 3 pak tzv. bronzovy primeér

3+ V13
ang.

g9 —

Ackoliv jsme vzorec v rovnici @[) odvodili pouzitim zlatého fezu ¢, po-
uziti sou¢tového vzorce pro funkei arkus tangen

n 1 ~1 e
1= arctg (—)Jrarctg (L—Fl) = arctg (m) = arctg 1 (14)
4 4 Y et

ukazuje, ze rovnost je splnéna pro libovolné kladné realné ¢&islo, které
dosadime za ¢. Pokud nyni pfepiSeme rovnici @, kde polozime ¢ = o),

1 -1
% = arctg (—) + arctg (Up ), (15)

Op op+1

pak muzeme porovnat vykonnost vzorce pii aproximaci hodnoty ¢isla 7
pro prvni tfi kovové prameéry.

Darctgu + arctg v = arctg fj}’v, uv # 1
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n =10 n =15 n = 20

Zlaty prameér 3,1415 3,141 5926 3,141 592 653
stribrng pramér  3,14159265 3,1415926535 3,141592653 589793
bronzovy prumér 3,141 592 3,141592653 3,141 592653 589

Tabulka 2: Porovnani vybranych kovovych pramért pii aproximaci hodnoty
&isla 7 (uvedeny jsou spravné desetinné pozice)

Tabulka [2| ukazuje, Ze pro dany pocet ¢lenii nekonecné fady ziskame
rizné rozsahy spravnych desetinnych pozic ¢isla m v zévislosti na pouzité
hodnoté kovového priaméru. Tabulka[2]soucasné naznacuje, Ze se vypocet
pouzitim vzorce blizi hodnoté ¢&isla m nejrychleji pro sti¥ibrny fez.
Rigorozni dikaz platnosti této domnénky by bylo mozné ziskat pouzitim
postupu, ktery je uveden v ¢lanku [5]. Zminény postup by rovnéz ukazal,
ze stiibrny fez pfedstavuje pro aproximaci nejlepsi moznou volbu mezi
kladnymi redlnymi ¢isly a dale, ze vzorec je obdobné efektivni jako
vySe uvedeny vzorec Eulertuv.

V ¢lanku jsme odvodili pomoci jednotkové paraboly a s vyuzitim zla-
tého fezu vzorec umoziiujici aproximovat hodnotu ¢&isla 7. Obdobnych
vzorcl existuje celd fada a lze je shrnout pod oznacenim Machinovy
vzorce (Machin-like formulae). V literatufe popsané Machinovy vzorce
jsou v prevazné mife zalozené na pouziti racionélnich zlomku. Machinovy
vzorce obsahujici iracionalni zlomky se objevily pozdéji, napt. [6]

5 = 2mmcts () + avete ()
— = ZaIcC —_— arc — .
2 g\/i g\/g

Jistou souvislost lze rovnéz hledat v zajmu nejen profesionélnich mate-
matiki o néktera iracionalni ¢isla, jako je napft. zlaty fez, popf. v §irSim
pohledu tzv. kovové priméry. Jako ptfiklady muzeme uvést vzorce vyu-
Zivajici mocniny zlatého Fezu [3]

% = arctg (—) + arctg (—3>,
= 2ot () +orcts ()
— = 2arc — arc —
4 g o2 g o6
0 1 1
— = 3arctg (—3) + arctg ( ,)
4 @ ©°
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Zavérem lze konstatovat, ze je pomérné komplikované zjistit, zda je
urcity vzorec zcela novy, ¢i byl jiz diive ve stejné nebo obménéné podobé
v literatuie popsan. Zamérem piedlozeného ¢lanku nebyl oviem v prvni
fadé samotny vzorec, jako spiSe zpusob jeho odvozeni vychazejici v pod-
statné mitre z pouziti nastroji analytické geometrie a trigonometrie na
arovni dostupné stfedoskolskym studentim. Neméné dilezitym aspek-
tem bylo poukazani na spojitost mezi jednotkovou parabolou, zlatym
Fezem (a kovovymi priméry obecnd) a ¢islem m, ktera nemusi byt zda-
leka tak zfejmou jako tradi¢ni spojeni kruznice a &isla 7.
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