Rozhledy matematicko-fyzikalni

Vlastimil Dlab

vv__ s

Rovnobéznik ve ¢tverci

Rozhledy matematicko-fyzikdlni, Vol. 98 (2023), No. 3, 6-14

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/151842

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematiku a fyzikd, 2023

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/151842
http://dml.cz

MATEMATIKA

Rovnobé&znik ve ¢tverci

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

S touto tlohou jste se patrné uz setkali:

Ve ctverci ABCD oznacme pismeny K, L, M, N stredy jeho stran.
Ddle oznacme pismenem U prisecik usecek KL a BN a pismenem V
prisecik tisecek MN a DL (viz obr. 1(a)). Ukolem je urcit pomér obsahii
rovnobézniku ULV N a daného étverce ABCD.

————————————————————————————————————————————

D M C D M C

1
6

Obr. 1: Uloha (a) a feeni (b)

Regenf je jednoduché, nebot obsah geometrickych utvaria vyznadenych
na obr. 1(a) s vyjimkou trojuhelniku KBU (a tedy i sousednich ¢tyi-
thelniku AKUN a trojihelniku BLU) je snadné bezprostfedné vy¢islit.
Vypocet obsahii trojuhelniki K BU a BLU je vyznacen na obr. 1(b).
Vyuziva podobnosti trojihelniki K BU a LNU a trojuhelniki BLU a
RKU s koeficientem podobnosti % Tedy

1 1 1
|PU| = 51QUI = 5|PQ| = 5| AB],

a podobné
1
|[TU| = §|AB|.
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MATEMATIKA

Nyni je snadné poméry vSech vyznacenych ttvart k obsahu ¢tverce
ABCD vy¢islit tak, jak je uvedeno na obr. 1(b). Oznaéime-li |[AB| = q,
je obsah rovnobézniku ULV N

1 1 1
S(ULVN) = S(BLDN) —2S(BLU) = 5a? -2 Ea2 = ga?
Pomeér obsahii rovnobézniku ULV N a ¢tverce ABCD je tedy %

Poznamenejme, Ze posloupnost obsahu trojuhelnika RKU, KBU,
BLU a LNU tvori geometrickou posloupnost.

Tato tloha nés vede k obecné otazce: Jaky je pomeér obsahi rovnobéz-
niku a ctverce v pripadé, Ze bod K je na strané AB zvolen libovolné (viz
obr. 2, kde je tento bod oznacen pismenem X ).

D M C D Y M C
‘\/\/
N N
L » L
1—a)[(1—z)>+a
NPT, r
(1)
o 2(w2—w+1) . -
A X B A X P B

(a) (b)
Obr. 2: Obecnéa uloha
Ozna¢me opét |AB| = a a (proménnou) délku |AX | = |BL| = |CM| =
= |DN| = za, 0 < z < 1. Obsah S(BLDN) rovnobé&Zniku BLDN je
stejny jako obsah obdélniku o stranach DN a DC, ktery je shodny s ob-
délnikem AXY D, a tedy

S(BLDN) = S(AXY D) = za?

Trojahelniky BLU a DNV maji stejny obsah, a tudiz se obsah S(ULV N)
rovna

S(ULVN) = S(BLDN) — 2S(BLU).
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MATEMATIKA

Oznacime-li |UT| = t, je S(BLU) = itza. Délku ¢ spolecné s délkou
[UP| = p uréime tim, %e vyuZijeme podobnosti trojihelniki UPB a
NAB a podobnosti trojuhelniki UPX a LBX:

\UP|  |PB]

INA| — |AB|’
tj.

p=Q1-a)t
a

\UP| |XP|

|LB|  |XB|’
tj.

1—xz)xa — xt
,_(1=2)
1—2z
Odtud dostavame
(1—2)*t=(1—2)ra—xt

a nasledné
. (1—z)x a
T2 —z+17
a tedy
(1—-x)2%
S(BLU) = ———%——a“.
( ) 2(1:2—:17+1)a

Pomér obsahti rovnobézniku ULV N a ¢tverce ABCD je tedy

S(ULVN) s  (I—z)2? ,\ 1 _ (222 — 2z + 1)z
a? 22—x+1

s(ABcD) ~ \"" T zr—z+1°

Prox = % je tento pomér, jak jsme uz zjistili dfive, % Snadno vy¢islime,
7e pro

1321 1
10" 57 10" 5’ 117 100"

1 1 2
rT=—, =, =
47 37 37
se pomér postupné rovné
5 5 10 15 41 17 87 26 101 4901
267 217 217 267 4557 1057 3957 957 12217 495050° "
Nasledujici graf ilustruje rast tohoto poméru v zavislosti na rustu

délky x:
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MATEMATIKA

FOO)=(2x"3-2x"24x) /(X" 2—x+1)
g{x)=x
Pl(i():xf (2x"3-2x"2+x) /(X" 2-x+1)

Obr. 3: Grafy pomért obsahti

Thned vidime, Ze tato zavislost je podstatné odlisna od velmi jed-
noduché linearni zavislosti poméru obsaht obdélniku AXY D a &tverce
ABCD (ktery je x; viz obr. 2(b)). Porovnani téchto poméri je zobrazeno
na obr. 3.

Zde mizeme pfipomenout velmi piibuznou tlohu tykajici se ¢tverce
X LM N vepsaného do daného ¢tverce ABC'D a podobnou tlohu tykajici
se ¢tverce PRST tak, jak naznacuje obr. 4.

Stejné jako dfive, polozme |AB| = a a |AX| = |BL| = |[CM| =
= |DN| = za. Trojuhelniky ABP a NAP jsou podobné a tusecky AM a
BN jsou kolmé. étyfﬁhelnik PRST je tedy ¢tverec.
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MATEMATIKA

Jeho obsah spliiuje

S(PRST) = S(ABCD) — S(ABP) — S(BCR) — S(CDS) — S(DAT) =
= S(ABCD) — 4 x S(ABP).

D M C

A X Uo B
Obr. 4: Vepsany C&tverec

K vypoétu obsahu trojuhelniku ABP vyuZijeme jeho podobnosti s troj-
thelnikem N BA s koeficientem podobnosti
|AB| a B 1
INB| /a2 + (1 —2)2a®> Va2-23+2

Tedy
S(ABP) 1

S(NBA) 2 —-2x+2’
a jelikoz S(NBA) = 15242

2 ?

1—=z
ABP)= —————a?
SUBP) = s e v )
— 2 2
S(PRST) = a® — 20=7) z 2 _ ”3 2

2 —2+28 T2 —2e+2' TA—a2+1 Y

Stejnym zpisobem vyuzijeme podobnosti trojuhelniki XBR a NBA
s koeficientem podobnosti

| XB| 1—x
INB| 22 —2z+2
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MATEMATIKA

k vypoctu

1—a)? 11—z, (1—-2x)3 5

S(XBR) = _ ,
XBR) = 5575 2 © “ 3222 +2)°

Odtud

S(AXRP) = S(ABP) — S(XBR) =
_ (- -(-wp , 2(0-2)2-2) ,
22 — 2z 4 2) 2(z? — 22+ 2)

Poznamenejme, ze vypocty obsahti titvarti na obr. 4 lze provést fadou
zpusobii; pfikladem miize byt vypocet obsahu S(AX RP) s vyuZitim rov-
nosti

S(AXRP)=S(ABN) — 2S(XBR).
K vypoctu obsahu S(XBU) urc¢ime nejprve délku jeho vysky UUy;
vyuzijeme k tomu podobnosti trojihelniki:

XLB~ XUU, a BNA~ BUU,.

Oznacime-li | XUp| = u a |[UUy| = v, dostavame
v u

za (1—x)a

a
v (I —-z)a—wu

(1—z)a a '

Méme tedy postupné
1—2
u = v,
x
1 —
1Ex =(1-2z)a— xxv

v =2z(1 —x)%a— (1 —2z)%0,

a tedy ( ’
z(l—=z

V= -—""""—q
2 -z +1

z(1—-z)®*

S(XBU) = 222 —z +1)

Rocnik 98 (2023), cislo 3 11



MATEMATIKA
Nyni je uz snadné urcit

(1- x)ﬁ 2

S(XUR) =S(XBR) = S(XBU) = 5o~z —ar 1 2%

?(1-=z)

S(AXW) = S(XBL) — S(XBU) = PIrr

(1 —2)22(1 — 2)? + 2] o2

S(XRPW) = S(AXRP) — S(AXW) = 2% — 21 1) —2012)

Obdrzené vysledky jsou zaznamenany ve formé poméri k obsahu daného
¢tverce na obr. 5. Dodejme jesté, ze obsah ¢tverce

S(XLMN) = a%? —4S(AXN) = a? — 22(1 — 2)a® = (222 — 2z + 1)a>.

D M C

Obr. 5: Vepsané étverce (JAX| ==z, |[AB| =1)
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Prox = % (viz obr. 6) jsou poméry obsahii zminénych atvara k obsahu
S(ABCD) daného étverce So = S(PRST) = #, S; = S(AXW) =
Sy = S(XRPW) =

S(XLMN) =1

12’

S3 = S(XUR) = % S, = S(XBU) = & a

15’

1 — _ 1 — 22 — 32 _ 4
Proz = 5 je S = 13781* 510 S2 = 375, 93 = 5190 Sa = g3 2
_ 5
S(XLMN) = 2.
_ 3 ; 4 — 9 — — 4704
Pro xz = 55 (viz obr. 6) mame Sy = 155, S1 = 1580, Se = rggs>
_ 117649 1029 _ 29
Sz = 2354200° Sy = 15800 & S(XLMN) = 50

Zavislost rustu obsahu S(PRST) na ristu x = |AX]| je vyjadiena na
obr. 7. Opét muzeme porovnat rist obsaht jednotlivych obrazci vepsa-
nych do daného &tverce.

Clanek ukondeme malou tlohou:
Dokazte, Ze pro x = 3= f plati

VB2

S(XBU) = S(BLU) = ~——"a

= 3_2‘/5 je jedinou hodnotou, pro niz

S(XBU) = S(BLU).
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Presvédcte se téz, ze obsah ¢tverce PRST je v tomto piipadé roven

F{x)=x"2 /(x"2 -2x +2)
g(x)=x
hi{x)=x - x"2 /(x"2 -2x +2)

U

0.3

8.4

8,5

8.6

8,7

Obr. 7: Dalsi grafy poméri obsahi
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