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MATEMATICKE ORISKY

Hratky s posloupnostmi celych Cisel

V 1Q testech ¢i testech v8eobecnych studijnich predpokladi se ¢asto
pozaduje logicky doplnit dalsi ¢len ¢iselné posloupnosti, kteréd je zadané
pomoci par prvnich ¢lent. Jiz mnohokrat jsme se setkali s dotazy zaka
a studenti, zda je mozné, Ze existuje vice spravnych doplnéni. UkéZeme,
7e z hlediska matematiky je tloha nesmyslna, protoze kazdou danou
kone¢nou posloupnost lze logicky rozsitit nekone¢né mnoha zpiisoby.

Naprtiklad posloupnost

a1:2,a2:4,a3:6,a4:8,... (1)
1. miZe pokracovat as = 1918 (rok vzniku Ceskoslovenska) vzorcem

1
Gp = ?7# — 795n° + £265n2 — 3973n + 1908.

Toto ¢islo je vzdy celé, o tom se presvédéime v dalsi sekci tohoto
prispévku. Presvédcte se, Ze a5 = 1918.

2. Zvolime-li
an =n* — 101> + 3512 — 48n + 24,
méme zajiSténo, Ze posloupnost je celo¢iselnd, spliiuje rovnosti
a a5 = 34.
3. PredepiSseme-li si paty ¢len libovolné celym ¢&islem ¢, potom
c—10 4, 5(c—10) 5 35(c—10) 5, 25¢—274
20 " 12 T YT T 1 7

je obecny ¢len celodiselné posloupnosti, ktera spliwje (1)) a a5 = c.

+c—10

Ap =

4. Pokud nejste zcela uspokojeni, pfedepiste si cela ¢isla ¢ a d a pie-
svédcte se, ze

d—5c+38 5 3d—16c+124 , 17d—95c+ 746
= n- — n-+ n’ —

anp

120 24 24
~ 45d — 262(310 + 2060n2 n 274d — 16122(:)6 + 13152n 4 6e—d—48

je obecnym ¢lenem posloupnosti spliiujici aas =caag =d.
To, Ze je tato posloupnost celo¢iselné, se dozvime v dalsi sekci.
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Jsou pro vas tato fakta zajimavym piekvapenim? Pojdme si je vy-
svétlit.

Kli¢em k hlubsimu porozuméni struktury celo¢iselnych posloupnosti,
které jsme vidéli na pfikladech v pfedchozi sekci (a které nazyvame arit-
metickymi posloupnostmi vyssiho fadu), jsou dva objekty: polynomy @y,
kde k =0,1,2,..., definované rozsifenim definice kombinaé¢nich &isel (Z)
a diferen¢ni trojuhelnik definovany vyuzitim ,diference* polynom.

Pro kazdé celé nezéaporné ¢islo k definujme funkci @, realné proménné
T pomoci

(N _w-D(@—-2)--(r—k+2)(x—k+1)
cpk(”‘(k;)_ k(k—1)(k—2)---2-1 pro k= 1

Bo(z) = <§) ~ 1.

Tyto polynomy (s racionalnimi koeficienty) maji v pfirozenych ¢islech
n celo¢iselné hodnoty (2), totiz pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny,
kterd ma n prvkia.

V piedchozich pfikladech byl obecny ¢len a,, dané posloupnosti vyja-
dfen vyrazem, ktery lze pfepsat v pfipadech 1. az 4. postupné

2®0g(n — 1) + 20,

(n—1) n—1) 4 190804(n — 1),
200 (n — 1) + 2,

(n—1)

(n—1)

)

n—1)424P4(n — 1),

20p(n — 1) +2@1(n — 1) + (¢ — 10)P4(n — 1), (2)

20g(n — 1) + 29, )+ (c—10)Py(n—1) +
+(b—5a+ 38)Ps(n — 1).

n—1

~ o~ o~ o~

+
+

Celociselné polynomy, tj. polynomy s racionalnimi koeficienty, jez maji
v celych é&islech celociselné hodnoty, vzbudily nebyvaly zajem, kdyz Ge-
orge Polya, znamy svou uspésnou knizkou ,,How to solve it“ (v ceském
prekladu ,,Jak to Tesit?“), v roce 1915 popsal, Ze jsou vzdy celociselnymi
kombinacemi polynomi ®;. Tomuto tématu se budeme nyni vénovat. Ce-
lo¢iselné polynomy nédm pak umozni nachazet celo¢iselné posloupnosti
s predepsanymi pocate¢nimi hodnotami. KdyZ totiz chceme najit po-

sloupnost a,, s predepsanymi hodnotami v bodech n = 1,2,...,d, pak
stadi najit celo¢iselny polynom P(x) s pfedepsanymi hodnotami v bo-
dech z =1,2,...,d a poloZit a,, := P(n) pro kazdé pfirozené n.
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Metoda, jak celo¢iselné polynomy obdrzet, vyuziva operace, kterou
budeme nazyvat diferenci daného polynomu: Pro polynom P(z) = P (x)
definujme

Py(x)=Pi(z+1) — Pi(x)
a obecné
Poii(x)=Py(x+1)— P,(z) pron=1,2,...
Nésledujici tabulka ilustruje tuto operaci pro polynom

1 1 59

gl’g — 5172 - Ex—!—Q
Pripojena tabulka zaroven vyjadiuje hodnoty prislusnych polynomu v ce-
lo¢iselnych hodnotach 1, 2, 3, 4, 5.

polynom hodnotaprox =1 x=2 x=3 x=4 x=25

P(z) = Pi(z) =

Ix3 - 1x2-8%9x+9 -1 |-10 —-16 —17 —11

Py(z) =P(x+1)— Pi(x) =
x? - 10 -9/ -6 -1 6 /15

Py(z) = Pa(x 4+ 1) — Po(x) =
2x +1 3|5 7/9 11

Py(z) = Ps(z+1) — P3(z) =
2 2 | 2/2 2 2

Ps(x) = Py(xz+ 1) — Py(x) =
0 0/0 0 0 O

P(x) = -1(") —9(7") +3(3") +2(5")
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Hodnoty v kazdém radku jsou tedy rozdily hodnot v fadku predché-
zejicim

-1 -10 -16 —-17 -11
-9=-10+4+1 -6=-16+10 -1=-174+16 6=-11+17 15
3=-6+9 5=—-1+6 7T=6+1 9=15-6 11
2=5-3 2=7-5 2=9-7 2=11-9 2
0=2-2 0=2-2 0=2-2 0=2-2 0

a vyjadreni P(z) ve tvaru linearni kombinace polynomu (xal), (Iil),

(151) a (xgl) s celo¢iselnymi koeficienty je uréeno prvnim sloupcem
v tabulce. Vy8e uvedené tvrzeni si v budoucnu v Rozhledech dokazeme,
viz [4]. Matematikové vyjadiuji Polyovu vétu slovy:

MnoZina {®(z) | k € {0} UN} je bdzi raciondlniho vektorového pro-
storu vsech celociselngjch polynomai.

Nyni uz nechame na ¢tenafi, aby si pomoci vySe uvedeného postupu
odvodil tvar posloupnosti z Givodniho prikladu a porovnal své vysledky
S . Pro ¢tenare, ktefi jsou zvédavi, pro¢ nami uvedeny postup fun-
guje, a nechtéji ¢ekat na budouci ¢lanek v Rozhledech, doporuéujeme
publikace [T} 2, [3].
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