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MATEMATIKA

Pravouhly trojuhelnik v pravothlém trojahelniku

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Pfi vyuce matematiky nesmime zapominat, Zze jeden ze zékladnich
rysi matematiky je zpiisobilost otazky zobechiovat a nezastavovat se
u konkrétnich pripadi. Obecné feSeni je totiz ¢asto nézornéjsi, prinasi
hlubsi porozuméni a specialni piipady vysvétluje. V pristupu k vyuce
matematiky bychom méli mit tento prvek stéle na paméti. K objas-
néni tohoto procesu muze poslouzit tloha 269 a jeji feSeni v ¢asopisu
Matematika—fyzika—informatika [I, Uloha 269] (v citaci jsme si dovolili
oznac¢eni bodit M a L zaménit):

Uloha ([1, Uloha 269]): Je ddn pravoihly rovnoramennsj trojihelnik
ABC, v némz K je stred jeho pfepony AB. UvaZujme pravouhly troji-
helnik KLM s pravym thlem pti vrcholu L, kde vrcholy L, M lezi po
Tadé uvnitt odvésen AC, BC. Sestrojte bod M tak, aby tisecka BM méla
co nejmensi délku.

Uloha je velmi specialnim piipadem obecného problému, ktery mu-
zeme formulovat takto:

Obecna aloha: Uvazujme pravouhly trojihelnik ABC s preponou AB.
Na pFimce AB zvolme bod K. PopisSme mnoZinu vech pravouhljch troj-
thelnikiu K LM s pravym dhlem pii vrcholu L, kde bod L leZi na ptimce
CA a bod M na piimce BC. Konstrukce trojihleniku K LM definuje
zobrazeni bodi L primky C A na body M primky BC'. Popiste toto zob-
razent jako funkci pritazujici orientované vzddlenosti bodu L od bodu A
orientovanou vzddlenost bodu M od bodu B. Popiste zdvislost této funkce
na volbé bodu K na pfimce AB.

Vyse uvedené zobecnéni poslouzi ¢tenari jako mozna tloha k procvi-
¢eni po prostudovani ¢lanku. Abychom tento ¢lanek zpiristupnili co nej-
§irsimu okruhu studentli, omezime se na nasledujici ¢aste¢né zobecnény
piipad:

Nase uloha: Je ddn pravouhly trojihelnik ABC, v némz bod K leZi na
preponé AB. Uvazujme pravoihly trojihelnik K LM s praviym whlem pri
vrcholu L, kde vrchol L lezi na odvésné C A a vrchol M na piimce BC.
Sestrojte bod M tak, aby usecka BM méla co nejmensi délku.
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MATEMATIKA

Nadéle je tedy ABC pravouhly trojihelnik s odvésnami délky a =
|BC|, b = |CA| a pieponou délky ¢ = |AB|. Trojuhelniku ABC je pfi-
fazen pravouhly trojuhelnik ABM,, kde My je prisec¢ik piimky BC a
kolmice na pfeponu AB vzty¢ené v bodé A (viz obr. 1).

Obr. 1: ABC-pfifazené trojuhelniky KL;M;, i =0,1,2,3,4,5,6

Budeme studovat pravoihlé trojihelniky K LM pridruzené k troj-
thelniku ABC' nésledujicim zptisobem. Vrchol K je bodem pfepony
AB,K # A. Vrchol L lezi na odvésné CA, L # C. Vrchol M lezi na
pfimce BC' tak, ze thel K LM je pravy. Vrchol M tedy lezi na polo-
pifmee MyB (viz obr. 1 a obr. 2). Abychom si uleh¢ili vyjadfovani, bu-
deme kazdy takovy pravouhly trojuhelnik K LM nazyvat ABC-pfifazenyj
trojihelnik. Na obr. 1 je takovych trojuhelnika zobrazenych osm: K L; M;
proi=0,1,2,3,4,5,6 a KL*M*. Vsimnéme si, ze My = M5 a Ze pravo-
ahlé trojuhelniky ACM, kde M je libovolny bod prodlouzené odvésny
BC, M # C, nejsou ABC-pfifazené trojiuhelniky. Podminka K # A zaru-
¢uje, 7e vrchol M je jednoznaéné uréen volbou vrcholi K a L. (Nazornou
pfedstavu miiZze ¢tenaf ziskat volbou poloh vrchola K a L v [2].)

Ozna¢me P patu kolmice vedenou vrcholem K na odvésnu C'A. Du-
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MATEMATIKA
lezitou roli bude v tomto ¢lanku hrat stied tsecky PC. Ozna¢me ho L*,

tedy |PL*| = |L*C).
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Obr. 2: Vrchol M je funkci vrcholu L: Zobrazeni AC na MoM™

Cely c¢lanek vyuziva dilezity pojem podobnosti trojihelniki. Z podob-
nosti trojihelnika ABC, AKP a MyAC na obr. 1 plynou tyto vztahy,

kde z = |AK|:
2

be

o [AMo] = =, [MyCl=—. (1)
a a

|AP| = b7x7 |[KP| =
c

ax
c
Necht KLM je ABC-piitfazeny trojihelnik. Kromé oznaceni délky
usecky AK pismenem z, oznatme |AL| = y a |CM| = z. Nasledujici
tvrzeni krok za krokem povedou k feSeni nasi ulohy. Prvni tvrzeni je
pozorovani, které si ¢tenar jisté sim overi.
Tvrzeni 1. Pro libovolnou volbu bodu K # A na preponé AB a bodu L
na useéce AP je vrchol M ABC-ptitazeného trojuhelniku K LM bodem
usecky MyC'. Tato konstrukce trojuhelniki K LM definuje vzdjemné jed-
noznacné zobrazeni (bijekci) bodi usecky AP na body usecky MyC, které

zachovdvd uspotdddnt.
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MATEMATIKA

Tvrzeni 2. Pro kazdy ABC-pfitazeny trojihelnik K LM s vrcholem L
na usecce AP plati

o =jom| = L=Wbe =) y)c(ifﬂ ), 2)

Pro pevné danou vzddlenost v = |AK| je vzddlenost z = |C M| kvadra-
tickou funkc? f proménné y = |AL|, 0 <y < %,

c b(c+x b?
o Metn) B
ax ax

Plati, f(0) = £ a f(b2) = 0.

z=[fy) = ®3)

Diikaz. Uzitim podobnosti trojuhelniki LK P a M LC dostaneme:

_|LC|-|LP| _ |LC|- (JAP| ~ |AL))
| K P | K P|

C-y(*-y) _ (b-y)lbz—cy)

pri¢emz v predposledni rovnosti jsme vyuzili vztaht . Upravou vztahu
uz je snadné odvodit a vypocitat hodnoty f(0) a f(b%)

Nasledujici tvrzeni se tykd pripadu, kdy bod L lezi na tuseéce PC),
L # C. Zahrnuji v sobé analogie tvrzeni 1 a 2.

Tvrzeni 3. Pro libovolnou volbu bodu K # A na preponé AB a bodu L
na usecce PC je vrchol M ABC-pfifazeného trojihelniku K LM bodem
usecky CM*, kde bod M* lezi na odvésné BC' ve vzddlenosti

b (c — x)?

@ =loMT] = dacz

(4)
od bodu C (viz obr. 1). Pfitom

(b —y)(cy — bx)

z=|CM|= -

(2)
a tato vzddlenost je tedy (pri konstantnim x = |AK|) ddna kvadratickou
Sfunkct
c b(c+ x) b2
p=gly)=——y+ ———y——.
ax ax a

(3"
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MATEMATIKA

Platz’g(bf) = g(b) = 0. Proto funkce g(y) nabyvd ve stredu L* secky
CP mazima a plati
b(c+ )
Y= |ALY| = ——=.
v =lar| =20 )
Diikaz. Vztah (2') lze op&t ovérit uzitim podobnosti trojuhelnika LK P
a MLC. Jeho upravou pak ziskdme vztah (3’). Ovérit, Ze maximalni
vzdalenost bodu M ABC-pfifazenych trojuhelnika K LM od vrcholu C
je dana vztahem , miiZeme upravou vzorce pro funkci g:

9ly) = _?Cx [(y_ b(c;; :c)>2 B bQ(Z;I)Q] |

Vidime ihned, Ze tato funkce (jejimZ grafem je parabola, viz obr. 2)
nabyvad maximalni hodnotu vyjadfenou vztahem pro y* dané rov-

nosti .

Zde je dilezité zduraznit, ze odvodit vzorec lze téZ jednoduSsim
zpisobem, jak uz naznacila posledni véta tvrzeni 3. Kazda kvadraticka
funkce ma totiz extrémni hodnotu (maximélni & minimalni) v aritmetic-
kém praméru dvou proménnych, v nichz nabyva stejnou hodnotu. Nase
funkce nabyva hodnotu nula v pfipadé, ze L = P nebo L = (', a maxima
tedy ve stiedu L* tusecky PC.

Jednou z pfirozenych otézek je nyni urcit polohu bodu K tak, aby vr-
chol M* prislugného extrémniho ABC-pfifazeného trojihelniku splynul
s vrcholem B. Takovy bod budeme znacit Kp (a p¥islusné vrcholy L}; a
M}). Situace je zobrazena na obr. 3.

Tvrzeni 4. Necht pro extrémni ABC-pritazeny trojuhelnik KL*M*
je M* =B, tj. K = K, L* = Lg* (viz obr. 3). Potom

2
clc—a
o = 41y = =0
¢ 2 2
. . b* + (c—a)
Yp = ‘ALB| = 9

1 Pripomefime, e doplnéni vyrazu ry2 + sy na &tverec r(y + %)2 pfi vySetifovani
kvadratické funkce pouzival jiz pred vice nez tisici lety ve své knize Muhammad ibn
Musa Al-Khwarizmi (780-850).
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MATEMATIKA
Dukaz: Vyraz pro xzp obdrzime dosazenim z* = a ve vztahu a
vyuzitim Pythagorovy véty ¢2 = a?+b%. Pro x g dostaneme kvadratickou
rovnici s kofeny

c(c+a)?
b2
z nichz pouze

2
clc—a
p = Sle=0
vyhovuje podmince, Ze bod K g lezi na preponé AB.

Cviceni 1. Vysvétlete geometrickou konstrukei bodi M* a Kp tak, jak
je naznacena na obr. 3

c
(a)

IPL*|=|LC]|

|AD|=|AB|-|BC|=c—a
|AE|=|AD|
AAFE ~ AADC
|APg|=|AF
[PeLg|=IL5C|

A

(o) 3

B=M}
Obr. 3: Konstrukce ABC-pfifazenych trojuhelnika K L*M*

a KpLp Mg
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Vime, Ze vrcholy M ABC-piifazenych trojihelniki lezi na polopfimce
My B. Zopakujte si blizsi uréeni polohy vrcholi M feSenim nésledujiciho
cviceni.

Cviceni 2. Popiste podminky, které musi spliovat vrcholy K a L ABC-
-prifazenych trojihelnikd, aby bod M lezel

(i) na usetce MyC,

(ii) na tse¢ce CB,

(iii) mimo tsec¢ku My B.

Odpovédi na otazky (i) a (ii) si lze zkontrolovat, naleznete je v pred-
chozim textu. V odpovédi na pfipad (iii) je K bodem usetky AKp,
K # A, K # Kp a odpovidajici L lezi na tsec¢ce L'L”, pFicem?

L/%LH, L?éL/, L#L//
a KL'B a KL"B jsou ABC-piifazené trojuhelniky.

Na zavér piipojme jesté malou pozndmku tykajici se zobrazeni bodu
prepony AB na body prodlouzené odvésny C'B pomoci extrémnich ABC-
-pfifazenych trojihelniki.

Jedna se o funkci

b?(c — )2

dacx

h(z) = (viz (4))

vyjadiujici vzdalenost |CM*| v zavislosti na volbé z = |AK]|. Jejim gra-

fem je hyperbola, pri¢emz jedna ze souradnicovych os je jeji asymptotou
a druhé jeji tenou (viz obr. 4).

Ctenaii doporucujeme, aby se vratil k obecné tloze zminéné na za-
¢atku tohoto ¢lanku a zkusil ji vyFesit. Pomiickou muze poslouzit refe-
rence [3].

Podé&kovani.

Dékuji doc. Ing. Lubomife Dvorakové, Ph.D., za kone¢nou tupravu
¢lanku véetné jeho nazvu.
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Obr. 4: Zobrazeni bodi prepony AB na body prodlouzené odvésny C'B pomoci
extrémnich A BC-pfifazenych trojuhelnika
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