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MATEMATIKA

Elipsa, dcéra z rodiny kuzeloseciek

Viera éerﬁanovd, Pedagogickd fakulta Trnavskej univerzity, Trnava

Prva predstava dietata o elipse je zvyCajne intuitivna. Elipsa je pren
zaobleny ttvar. Dieta totiZ rozumie pod elipsou nielen obvodovi &aru,
ale cely tutvar ohrani¢eny touto &arou. Zo vSetkych utvarov, ktoré dieta
poznéa, mu elipsa najviac pripomina kruh, av8ak splosteny. Na druhom
stupni zakladnej skoly si ziak osvoji pojem kruZnica ako mnozina bodov,
ktoré maju rovnaki vzdialenost od toho istého bodu, stredu. Toto je
vhodnym vychodiskom pre zavedenie pojmu elipsa.

Dva koliky, Spagat a krieda
Pripomenme si znamy pribeh o gazdovi a jeho koze.

1. Gazda zatl¢ie na travniku do zeme kolik. K tomuto koliku priviaze
jeden koniec retiazky. Druhy koniec pripevni k obojku, ktory mé koza
okolo krku. Travnik je rozsiahly a retiazka pomerne krétka, takze koza
sa nedostane az po okraj travnika. Znalci vedia, Ze koza je idealna bio-
kosacka: spasie vSetku travu, ktort mé v dosahu. Aky utvar vypasie?

2. Tentokrat gazda zatléie do zeme dva koliky. Retiazku prevlecie cez
oc¢ko na obojku, ktory mé koza okolo krku. Ku kazdému koliku pri-
pevni jeden koniec retiazky. T4 je taka dlha, Ze spaja koliky a pritom
nie je napnuta. Napriek tomu, Ze je retiazka dlha, koza sa ani teraz
nedostane za okraj travnika. Stale vSsak ma rovnaky apetit — spasie
vSetku travu, na ktord dosiahne. Aky utvar koza vypasie?
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MATEMATIKA

Obvodova ¢iara v prvom pripade je kruZnica, vypaseny utvar kruh.
V druhom pripade je obvodova &iara vypaseného ttvaru elipsa. Na ma-
tematickom kruzku alebo na hodine matematiky je velkou zabavou si-
mulovat tuto situaciu kreslenim obvodovej ¢iary na tabulu alebo na zem.
Zamerajme sa na elipsu.

Potrebujeme primerane dlhy $pagat, dva koliky (prsty dvoch Ziakov),
z ktorych kazdy pevne pridfza jeden koniec $pagatu na tabuli, kriedu
alebo fixku. Treti ziak sa pomocou §pagétu a kriedy /fixky snaZi nakres-
lit ¢o najpresnejsiu ¢aru ohrani¢ujicu tizemie, ktoré koza dokaze vypéast.
Tato aktivita zdanlivo zaberie zbyto¢ne vela ¢asu, z vlastnej skusenosti
vSak mozem potvrdit, Ze ju Ziaci ocenia: atmosféra je uvolnena, socidlne
vazby sa posilnia, krdsa matematiky opét raz vynikne. Ziaci samostatne
objavia, Ze utvar je simerny podla dvoch kolmych priamok: tej, ktora
prechédza dvomi pevnymi bodmi, a podla osi tise¢ky ohranicenej prave
tymito bodmi. Je teda stmerna aj podla stredu tejto usecky. Vdaka
vlastnej aktivite a pozorovaniam si ziaci osvoja prislusnid ohniskovi de-
finiciu elipsy a niektoré vlastnosti lepsie, nez keby im ich ucitel predlozil
ako hotovy fakt.
Definicia 1. Elipsa je mnozina bodov v rovine, ktoré maju rovnaky
stcet vzdialenosti od dvoch pevnych bodov leziacich v tej istej rovine.

Dva pevné body, ¢ize koliky v pribehu o koze, volame ohniskd. Pri-
rodzene, stcet vzdialenost! uvedeny v definicii je vAcsi, nez vzdiale-
nost ohnisk. Ked ohniskd priblizujeme k sebe, elipsa sa svojim vzhla-
dom stale viac zaokrthl'uje a podoba na kruznicu. Akonahle sa ohniska
spoja do jedného bodu, skuto¢ne dostaneme kruznicu. Kruznicu by sme
teda mohli povaZovat za Specidlny pripad elipsy. To sa aj zvykne robit,
ak v prisluSnej situécii nepotrebujeme vlastnosti elipsy, ktoré kruznica
nema, alebo naopak.

Najdeme elipsu aj inde?

Elipsa je mimoriadne zaujimavy a uzito¢ny objekt s dlhou histériou.
V online encyklopédii Wikipédia su jej venované ¢lanky v mnohych ja-
zykoch. Francizska a anglicka verzia, z ktorych sme Giasto¢ne Cerpali, st
obzvlast bohaté na informaécie.

Rotaciou elipsy okolo osi simernosti prechadzajtcej ohniskami dosta-
neme rotacny elipsoid. Kazda rovina obsahujtca tato os sa s nim pretina
v elipse totoznej s pdovodnou elipsou. Vsetky tieto elipsy maja spolo¢né
ohniské, ktoré su zaroven ohniskami elipsoidu. Preto nasledujtica odra-
zovd vlastnost elipsy plati aj v elipsoide:
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Vlastnost 1. Lic¢ vychddzajici z jedného ohniska sa odrazi od elipsy
a vrdti sa do druhého.

Odrazova vlastnost elipsy ma uplatnenie v optike: svetlo Ziarovky u-
miestnenej v jednom ohnisku eliptického zrkadla sa $iri na vSetky strany.
Po odraze od povrchu zrkadla sa v druhom ohnisku kumuluje svetelny
zZvazok.

Podobne v akustike: zvuk vychédzajaci z jedného ohniska sa odréaza
naspat dovnitra elipsy (elipsoidu) a kumuluje v druhom. Tym sa kom-
penzuje strata zvukovej energie sposobend prekonanou vzdialenostou.
V davnej minulosti (moZno aj teraz?) obcas cielene vyuzili tuto vlast-
nost elipsy v architekture a v stavebnictve. Niektoré stredoveké name-
stia boli lemované arkddami s eliptickymi oblukmi, pripadne mala cast
klenby v niektorej miestnosti elipticky prierez. V takom pripade mohla
osoba umiestnena v jednom z ohnisk polahky odpocivat rozhovor osdob
v druhom ohnisku, a to aj vtedy, ked sa rozpravali poSepky.

Lu¢ moze byt nielen svetelny ¢i zvukovy, ale aj iného druhu. Ak by
malo napriklad hokejové ihrisko elipticky tvar, potom by sa puk vystre-
leny priamociaro z jedného ohniska odrazil od mantinelu a vletel by do
druhého ohniska.

V medicine sa vyuZziva pri lie¢be ¢oraz rozsiahlejsieho zoznamu tazko-
sti tzv. rdzova vlna, ako sa do¢itame na portali WikiSkripta.eu. Priblizme
si jej princip na terapii oblickovych alebo zl¢ovych kamenov prostrednict-
vom litotripsie extrakorpordlnou rdzovou vinou. Tlakové viny vysielané
z jedného ohniska umiestneného mimo tela pacienta sa po odraze od
eliptického zrkadla koncentruji v druhom ohnisku lokalizovanom presne
v problematickom mieste v tele. Ide o neinvazivnu metoédu, pri ktorej
dochéadza k privedeniu tlakovej energie postacujticej k naruseniu kamien-
ka bez poskodenia tkaniva.

Vo svete, ktory néas obklopuje, sa stretavame aj s elipsami, ktoré su
tu bez umelého zasahu ¢loveka. Johannes Kepler (1571 - 1630) dokazal,
ze planéty obiehaju okolo Slnka po eliptickych drahach (trajektoriach),
pri¢om Slnko sa nachadza v jednom ich spoloénom ohnisku. Toto tvrde-
nie je zndme ako prvy Keplerov zdkon.

KuZel a jeho rezanie

Elipsa patri do rodiny rovinnych kriviek, kuzeloseciek. Pozrime sa,
s ¢im suvisi nazov kuzelosecka.
Nekoneéna rotacna kuzelova plocha rozpinajica sa na obidve strany
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a jej rezanie rovinami st pomerne jednoduché na predstavu. Tento ¢la-
nok je venovany elipse, ale bola by $koda neuviest spoloénu definiciu pre
vSetky typy requldarnych kuZelosecick, ¢iZze takych, ktoré nie st deformo-
vané na bod, priamku alebo dvojicu priamok. Ked sa $tudenti stretna
s touto definiciou, uz poznaja pojmy kruZnica, elipsa, parabola, hyper-
bola, hoci v inom kontexte. Vdaka tomu dokézu samostatne rozhodnit,
ktora kuZzelosecka vznikne pri jednotlivych poziciach rezovej roviny.

parabola

elipsa

hyperbola

kruznica

Obr. 2: Kuzelosecky

Definicia 2. KuZelosecka je rovinna krivka, ktora vznikne ako prienik
rota¢nej kuzelovej plochy s rovinou, ktora neprechadza vrcholom plochy.
Pritom:

e rovina kolmé na os kuZelovej plochy pretina plochu v kruZnici,

e rovina rovnobezn4 s hranou kuZzelovej plochy na nej vytina para-
bolu,

e rovina, ktora pretina iba jednu ¢ast kuzelovej plochy, nie je kolma
na jej os ani nie je rovnobeznd s hranou, pretina plochu v elipse,

e priostatnych polohach pretina rovina obidve ¢asti kuZzelovej plochy
a prienikom je hyperbola.

Roz&irme si databézu poznatkov o tretiu, pre nas poslednu definiciu.
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Ohnisko a riadiaca priamka

Tentokrat sa elipsa spolu s parabolou a hyperbolou vynoria z celkom
odlisnej geometrickej situacie. Na rozdiel od zavedenia kuzelosecky ako
prieniku kuZelovej plochy a roviny sa tento spdsob javi byt menej né-
zorny, az umely.

Definicia 3. Nech d je Tubovolna priamka a F je bod, ktory na nej
nelezi. Nech e je kladné ¢islo. Mnozina bodov roviny uréenej priamkou d
a bodom F, ktorych pomer vzdialenosti od bodu F a od priamky d je e,
je kuzelosecka. Pritom:

e ak 0 < e < 1, kuZelosecka je elipsa,

e ak e =1, je to parabola,

e ¢ > 1, je to hyperbola.

Priamku d volame urcujica (riadiaca) priamka kuzelosecky, bod F je
jej ohnisko. KuZelosefka s dvomi ohniskami mé dve urcujtuce priamky,
ku kazdému prislicha jedna. Cislo e volame ezcentricita (vystrednost).
Tymto sposobom nie je mozné definovat kruznicu.

Zastresujuca analytickd geometria

Po troch celkom odlisnych definiciach elipsy zékonite prichadzaju fi-
lozofické otazky: Su tieto definicie ekvivalentné? Ak dno, ako sa to dd
dokdzat nazorngm sposobom? A kto na to vébec prisiel?

V stcasnej matematike pozname silny nastroj, ktorym je analyticka
geometria. Pomocou vhodne zvolenej stiradnicovej sistavy je mozné po-
merne jednoducho dokézat, Ze uvedené definicie elipsy su skutocne ek-
vivalentné, ba je mozné sformulovat aj dalsie s nimi ekvivalentné defini-
cie. Zial, pri pouziti takéhoto pristupu je geometria potlacené algebrou,
a tak nevynikne krasa geometrickych suvislosti. Preto sa nebudeme utie-
kat k analytickej geometrii, ale neskor prinesieme geometrické prepojenie
v8etkych troch definicii elipsy, ktoré sme uviedli v tomto ¢lanku.
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